(1)

Rozlozte v Z[i] na souéin ireducibilnich prvki:
o 17
®5+1
o 12+ 3¢

Reseni. Budeme pouzivat tvrzeni z prednasky o tom, ze pokud a | b, pak ||a|| déli ||b]|.
Specialné, je-li ||b|| prvocislo, pak je b ireducibilni.
e 17=(4+1)(4—1)
|[4 £1i]| =16 + 1 = 17, coz je prvocislo, tedy 4 & i je ireducibilni.
o 5+i=(1+i)(3—2i)
1+l =2 a |3 —2i|| =13, coz jsou prvocisla, tedy tyto prvky jsou ireducibilni.
¢ 12+3i=3(4+1)
3 je ireducibilni, protoze jeho norma je 9 a prvky normy 3 v Z[i] nejsou.

Dokazte, ze pokud je p prvocislo, tak plati:

(a) 2Pl —1= H‘Z;ll (x —n) v oboru Zj[x]

(b) pokud je p tvaru 4k — 1 pro k € N, tak rovnice 2%¥ + 1 ma v Z,, vzdy feseni
(c) pokud je p tvaru 4k — 1 pro k € N, tak v Z,, existuje druhd odmocnina z —1

Reseni. (a) Budeme zkoumat kofeny polynomu f = xP~! — 1. Podle malé Fermatovy
véty plati a?~t =1 (mod p) pro kazdé a € {1, 2, ..., p—1},tj. fla)=aP 1 —-1=0v
Zyp. Tedy kazdy monoclen z—a | f, a protoze jsou tyto mono¢leny navzajem nesoudélné,

plati
p—1
[[@—alr
a=1
Oba polynomy jsou monické a stejného stupné, musi se tedy rovnat.
(b) Vychézime z pravé dokdzané rovnosti. Polozime p = 4k — 1 a vidime, ze z
H4k (z — n), tedy polynom z** — 1 m4 4k kotent. Plati ale také rovnost

n=1
1= (a;% — 1) (aﬂ’“ + 1) ,

a protoze polynom muze mit maximalné tolik kofent, kolik je jeho stupen, musi platit,
7e kazdy z polynomtt 2%* 4+ 1 mé pravé 2k kotentl. (Implicitné pouzivame fakt, ze Ly je
obor integrity, ve smyslu Ze pokud (fg)(a) = f(a)g(a) = 0, pak f(a) = 0 nebo g(a) = 0.)
(c) Podle predchoziho vime, ze 22* + 1 m4 koten v Z,, zvolme tedy a € Z, takové, ze
a®* +1 =0 (mod p). Tedy (ak)2 = —1 (modp) a a* je druha odmocnina z —1 v Z,.
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