1. Bud R komutativni okruh, prvek a € R spliiuje rovnost a®> = 0. Do-
kazte, ze k prvku 1 + a existuje v R inverzni prvek.

Reseni. Hleddme prvek b € R takovy, Ze plati (14 a) - b = 1. Protoze
a® = 0, budeme hledat tento prvek ve tvaru b = by + bia + bya?, kde
bo, b1, by € R. Vynasobenim dostaneme

(14 a) (bo + bra + baa®) = by + a (by + by) + a® (by + by) + baa®

Posledni ¢len miizeme vynechat, protoze a® = 0, a dostaneme soustavu
rovnic

by =1
by +bp =0
bg—Fbl:O

Po vyteseni a dosazeni vidime, ze

(1+a) " =d>—a+1

2. Existuje usporadand mnozina, kterda ma praveé jeden minimalni, ale
zadny nejmensi prvek? Pokud ano, sestrojte ji!

ReSeni. Uvazujme podmnozinu racionalnich ¢isel M = {% :neN }
Tato mnozina je linearné usporadanad standardnim usporadanim ra-
cionélnich ¢isel a nemé zadny minimalni prvek (pokud by byl prvek
a = % e M minimalni, pak plati n%rl < a, spor). Definujeme tedy
mnozinu
M = MU {e}

kde relace uspofadani na M ziistava a prvek e je porovnatelny pouze
sam se sebou. Tim padem je prvek e minimdlni (nic neni pod nim),
a neni nejmensi (nic neni nad nim). Tedy mnozina M obsahuje jediny
minimalni prvek e a neobsahuje zadny nejmensi.

3. Najdéte néjaké linearni usporadani na mnoziné C.

Reseni (Jedno z mnoha fefeni). Na mnoziné komplexnich ¢isel zave-
deme tzv. lexikografické uspotradani, tj.

a+bi<c+di < (a<c)V(a=cNAb<d)

kde < oznacuje standardni usporadani realnych ¢isel. Je tfeba ovérit, ze
se skutecné jednd o linearni usporadani, tedy Ze jsou splnény vSechny
axiomy castecného uspotradani a ze se jedna o usporadani linearni, tj.
kazdé dva prvky jsou navzajem porovnatelné.



e reflexivita: pro kazdé komplexni &slo plati a + bi < a + bi, nebot
a=aANb<d

e tranzitivita: nechf plati a +bi <c+diac+di< e+ fi. Tedy musi
platit a < ¢ Ac < e. Pokud je aspon jedna z nerovnosti ostra, plati
ia<eatedy a+bi<e+ fi. Pokud plati @ = ¢ = e, pak podle
piedpokladu musi byt b < d < f a tedy a + bi < e + fi. (Pozn.:
vyuZivame tranzitivity usporadani redlnych ¢isel).

e antisymetrie: podobné jako v predchozim pripadé vyuzijeme an-
tisymetrie uspofadani realnych ¢isel: pokud a + bi < ¢ + di a
¢+ di < a+ bi, potom nutné musi bjt « = ¢ a b = d, tedy
a—+bi=c+di.

e linearita plyne ihned linearity standardniho uspofadani na R.

4. Rozhodnéte, které z nasledujicich ¢tyt usporadanych mnozin jsou sva-
zové usporadané (tj. zda pro kazdou dvojici prvka existuji supremum
a infimum).

Reseni. a) a d) jsou svazy (v feseni se od vas ocekavalo n&jaké zdi-
vodnéni, aspon obrazkem)

b) neni svaz - napt. horni dvojice prvki nemé supremum

c) neni svaz - napf. proto, Ze zadnd dvojice prvku lezicich na stejné
hladiné neméa supremum



