(1) Jakou podgrupu generuje v (Q,+, —, 0) mnozina {6, %}?

Reseni. Podgrupu oznacime A. Jeji generdtory mtizeme libovolné séitat a odéitat,
obecny prvek podgrupy lze tedy napsat jako
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6k + 5l, k,l € Z.
Tento prvek mizeme napsat jako
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tedy kazdy prvek podgrupy A lze vyjadrit jako nasobek % Piivolbé k =1al = -7

(15k + 21)

dostaneme % € A, tedy A obsahuje pravé vSechny celociselné nasobky %:
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A=<=k : keZ
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(2) Dokazte, ze dvojice prvku (1,3) a (1,2,3,4) negeneruje celou grupu Sjy.

Reseni. Oba prvky patii (pfi vhodném oznaceni vrcholit) do grupy Dg vSech symetrii
¢tverce: (1,3) je osova symetrie podle thlopficky a (1,2,3,4) je rotace o 90 stupnd.
Tedy podgrupa Sy generovana témito dvéma prvky nemiize byt vétsi nez Dg, kterd ma
8 prvki a tedy je mensi nez Sy.

(3) Najdéte vSechny podgrupy grupy A4. Zduvodnéte, Ze A4 neobsahuje zadné dalsi pod-
grupy nez ty, co jste nalezli.

ReSeni. Grupa A, obsahuje 12 prvki - identitu, 3 dvojice disjunktnich transpozic a 8
trojcyklt. Budeme vyuzivat toho, Ze kazda podgrupa musi obsahovat identitu, inverzni
prvky ke vSem svym prvkium a musi byt uzaviena na skladani permutaci, a navic, podle
Lagrangeovy véty, jeji velikost musi délit |A4| = 12.

e prvky typu (a,b) (c,d) jsou fadu 2, tj. jsou samy k sobé inverzni

e prvky typu 7 = (a, b, c) jsou fadu 3, tj. plati 72 = (a, b, 0)2 = (a,c,b) =71
Podgrupy podle poctu prvki:

e 1: {id} - jiné neexistuje, nebot grupa musi vzdy obsahovat jednotkovy prvek

e 2: musi vzdy obsahovat jednotkovy prvek a jeden dalsi, ktery je sam k sobé inverzni,
tj. jde o podgrupy {id, (1,2) (3,4)}, {id, (1,3) (2,4)}, {id,(1,4) (2,3)}

e 3:{id, (1,2,3),(1,3,2)}, {id, (1,3,4),(1,4,3)}, {id, (1,2,4),(1,4,2)}, {id, (2,3,4),(2,4,3) }
- z4dné dalsi neexistuji, k identité musime pfidat bud prvek fadu 3 a pak musime
pridat i jeho inverz (a dostaneme vySe uvedené), nebo dva prvky fadu 2. Jejich
slozenim ale dostaneme tfeti prvek fadu 2 a tedy se nejednd o podgrupu o tfech
prvcich.

e 4: existuje jedind, a to {id,(1,2)(3,4),(1,3)(2,4),(1,4)(2,3)}. Jind neexistuje,
protoze tad prvku musi délit fad podgrupy, prvky faddu 2 jsou jen tii a tvori vyse
uvedenou podgrupu.

e 6: Podgrupa velikosti 6 musi mit aspoi dva generatory (prvek fadu 6 v A4 neni).
Permutace fadu dva tvori dohromady jen 4-prvkovou podgrupu. Snadno ovéfime, ze
dva trojcykly generuji celou Ay, a totéz plati pro jeden trojcyklus a jednu permutaci
fadu 2 (podle Lagrangeovy véty staci naskladat aspon 7 prvkiu).

o 12: celd Ay



