1. CYKLICKE GRUPY
Tvrzeni 1. Kazdd podgrupa cyklické grupy je cyklickad.

Dikaz. Bud H podgrupa cyklické grupy G = (G, *,’,¢e) = (a). Je-li H = {e}, pak
H = (e). V opa¢ném pfipadé oznacme k nejmensi kladné ¢islo takové, ze kxa € H.
Dokéazeme, ze H = (k x a). Ziejmé (k x a) C H, pro spor tedy predpokladejme, ze
existuje néjaky prvek I x a € H \ (k X a). Ozna¢me ¢ = [ div k a r = [ mod k, tj.
l = kq + r. Samoztejmé k > r # 0, protoZe | X a & (k x a). OvSem

rxa=(xa)x(—kgxa)=(xa)x(—qgx (kxa))€H,

coz je ve sporu s vybérem k jako nejmensiho ¢isla spliujictho k x a € H. O

Priklady.
e Podgrupy grupy Z jsou pravé aZ = (a), a € Z. Pfitom
aZ =b7 < a==b.

(Vsimnéte si, Ze podgrupa grupy Z je totéz co idedl oboru integrity Z, takze
charakterizace podgrup je disledkem toho, Ze Z je obor hlavnich idealu.)

e Podgrupy grupy Z,, jsou pravé aZ, = {a), a = 0,...,n — 1. Pfitom diky
Bézoutové rovnosti je aZ,, = (NSD(a,n)), tedy

aZy, = bZ, < NSD(a,n) = NSD(b,n).

Podgrupy obecnych cyklickych grup se chovaji podobné jako ve vySe uvedeném
prikladu, jak plyne z nasledujiciho tvrzeni.

Lemma 2. Bud G grupa a a jeji prvek vddu n. Pak (k x a) = (NSD(k,n) x a) pro
kazdé k € Z.

Diikaz. Oznaéme u € Z takové, ze k = u-NSD(k,n). Pak k x a = u x (NSD(k,n) x
a) € (NSD(k,n) x a), tedy (k x a) C (NSD(k,n) X a).

Na druhou stranu, diky Bézoutové rovnosti existuji u, v € Z splitujici NSD(k, n) =
uk + vn, a tedy NSD(k,n) x a = (uk +vn) x a = (u x (k x a)) * (v x (n X a)) =
(ux (kxa))x(vxe)=ux(kxa)€ (kxa),tedy (k xa) D (NSD(k,n) xa). O

Tvrzeni 3. Cyklickd grupa G = (a) konecného fddu n obsahuje pravé jednu pod-
grupu Tddu k pro kazdé k | n, konkrétné podgrupu (% x a).

Diikaz. 7 jedné strany vidime, Ze pokud d | n, pak (d x a) sestava z prvka tvaru
ux (dxa) =udxa,kdew =0,...,5% — 1, a tedy |[(d x a)| = 5. Pro dikaz
jednoznac¢nosti uvazujme podgrupu H < G fadu k. Podle Tvrzeni 1 je H cyklicka,
tedy H = (I x a) = (NSD(l,n) x a) pro néjaké | € Z, a tedy H = (d x a) pro néjaké
d | n. Tyto jsou po dvou rtizné, nebot jsou rtzné velké. O

Nekonecné cyklické grupy obsahuji pouze prvky nekoneéného fadu, s vyjimkou
jednotky. Maji pfesné dva generatory, v pfipadé grupy Z to jsou prvky +1. Pro
konec¢né cyklické grupy je situace mnohem zajimavéjsi. Pfedné je dobré si uvédomit
nasledujici:

Tvrzeni 4. Bud G = {(a) cyklickd grupa konecného tadu n. Pak G = (k x a) prdvé
tehdy, kdyz NSD(k,n) = 1.



Dikaz. Jsou-li k,n nesoudélné, podle Lemmatu 2 plati (k x a) = (1 xa) = (a) = G.
Naopak, je-li NSD(k,n) = d # 1, pak (k x a) = (d x a) sestavé z prvkl tvaru ud x a,
u=0,....,5 -1, atedy a & (k x a). O

Napiiklad pro grupy Z, = (1) dostavame, ze Z, = (k) pravé tehdy, kdyz
NSD(k,n) = 1.

Bezprostiednim dusledkem Tvrzeni 4 je, ze cyklickd grupa fadu n mé pravé p(n)
generatorti. Dodefinujme Eulerovu funkci hodnotou (1) = 1.

Véta 5. Cyklickd grupa konecného Tddu n obsahuje pravé ¢(k) prokd vddu k, pro
kazdé k | n.

Dikaz. Oznacme tuto grupu G. Tvrzeni 3 1ika, ze v G existuje pravé jedna pod-
grupa Hy, faddu k. Ta mé podle Tvrzeni 4 pravé (k) generatort, neboli prvki fadu
k, takze G obsahuje alespoii ¢(k) prvkl tohoto Fadu. Na druhou stranu, je-li prvek
a € G fadu k, pak generuje podgrupu Hy, nebot |{(a)| = k a takova podgrupa je v
G jenom jedna. Tedy jiné prvky fadu k nez generatory Hy v G nejsou. O

Vétu b lze prekvapivym zptisobem aplikovat na dikaz nasledujici kombinatorické
identity.

Tvrzeni 6. Pro kaZdé n plati } -, (k) = n.

Dikaz. Oznacme uy, pocet prvkia fadu k v grupé Z,. Podle Lagrangeovy véty je
ug = 0 kdykoliv k 1 n. Se¢teme-li hodnoty uy pres vSechny mozné fady k | n, dosta-
neme piesné pocet prvkl grupy Z,. Podle Véty 5 je ux = ¢(k), takZe Zk‘n p(k) =
Dokfn Wk = |Zn| = n. O

Netrividlni aplikace vyse uvedené teorie poskytuje nasledujici veledtilezita véta.

Véta 7. Bud G koneénd podgrupa grupy T*, kde T je néjaké téleso. Pak G je
cyklicka.

Lemma 8. Bud G = (G,x*,’,e) koneénd grupa a piedpoklddejme, Ze pro kaZdé
k € N existuje nejuyse k prvku a splnugicich k x a = e. Pak G je cyklicka.

Diikaz. Ozna¢me uy, pocet prvka fadu k v grupé G, polozme n = |G|. Pokud & 1 n,
pak podle Lagrangeovy véty je ux = 0. Naopak, pokud wui # 0, uvazujme néjaky
prvek a fadu k. Pak (a)q je cyklickd grupa fadu k, a tedy vSechny prvky b = u x a,
u=0,...,k—1, spliuji £ x b = e. Podle predpokladu jsme nalezli vSechna feSeni
této rovnice, takze (a)q je jedind cyklickd podgrupa fadu k v G. Podle Véty 5 m4
(k) generatorty, tedy uy = (k).

Shrnuto, pro kazdé k | n plati ux = 0 nebo uy = ¢(k). Piitom Zk|n uL = n,
a zaroven podle Tvrzeni 6 je >, ¢(k) = n. Tedy w, = ¢(k) pro vsechna k | n,
specialné tedy v G existuje prvek radu n. (I

Diikaz Véty 7. Je-li T téleso, pak mé polynom z* — 1 nejvyse k kofenti v T. Tedy v
G < T* existuje nejvyse k prvka splitujicich a* = 1 a mtizeme aplikovat predchozi
lemma. ([l



