Copéankova grupa (braid group)
https://www.youtube.com/watch?v=u3Gt5788031

Tento text je komentafem k uvedenému videu, ktery jej uvadi do kontextu predmétu Prose-
minaf z algebry.

Video dosti rozvlaéné vysvétluje, co se v matematice rozumi copem (anglicky braid) a v jakém
smyslu copy tvori grupu. Jesté jednou svymi slovy provedu neforméalni vyklad.

Méme desticku s n body, z nichz smérem dolu visi n provazka. Ty propleteme (aniz bychom
v kterémkoliv okamziku néktery pramen vedli vzhiru) a konce pfipevnime na totoznou spodni
desticku, se stejnymi n body. Dostali jsme n-cop. Dva copy povaZujeme za totozné, pokud jeden
z druhého dostaneme spojitou manipulaci, tj. bez trhani a slepovani prament. Copy lze skladat
tak, Ze dolni desticku jednoho ztotoznime s horni destickou druhého a pak tu desticku nechame
zmizet. PTi této operaci tvofl mnozZina vSech n-copt grupu, tzv. copdnkovou grupu, znaci se B,,.
Jeji jednotkou je cop, kde provazky visi volné, neproplétaji se. Inverz dostaneme tak, ze cop
zrcadlové otocime: slepenim copu a jeho zrcadlového obrazu dostaneme trivialni cop.

Formalizace vSech uvedenych pojmu je v zasadé primocara, ale ponékud kostrbata. Misto
desticek mame dvé rovnobézné roviny v R?® s pfesné specifikovanymi n body, misto provazki
mame spojité kfivky mezi témito body, pficemz tyto kfivky maji v kazdém bodé smérnici do
stejného poloprostoru uréeného pocatecni rovinou (”porad jdou doli”). Copem pak rozumime
geometricky atvar sestavajici z téch dvou rovin a téch n kfivek. Dva copy jsou ekvivalentni,
pokud existuje spojitd transformace prostoru R?, kterd z jednoho copu vytvoii druhy (pojem
spojité transformace dal vyzaduje formalizaci, ale uz toho necham). Copankova grupa B, se
definuje na tfidach této ekvivalence.

Kazdy cop lze poskladat z tzv. elementarnich copt. V nich se jisté dva sousedni prameny
kiizi a ostatni prameny visi volné. Oznacime je o;, kde i je ¢islo levého pramene, pficemz tento
pramen prochazi z naseho pohledu nad tim pravym). Grupa B, je generovana elementarnimi
copy o1,...,0,_1, nebot kazdy cop je spojenirn elementarnich copt o; nebo jejich inverzi (kde
levy pramen prochézi pod tim pravym
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Vsimnéte si, ze vzdalené elementarni copy komutujl - kfizeni provazkd mohu posunovat na-
horu a dold. Elementarni copy, které sdileji pramen, nekomutuji, ale spliuji relaci

0i0i+10; = 0i410304+1

(levy, tj. horni provazek lze libovolné posouvat nad ostatnimi).
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Pouzitim vyse odflaknuté formalizace se d4 dokadzat (Emil Artin roku 1947), Ze copankova
grupa méa nasledujici prezentaci:

Bn = <a1, ey Qp—1 ’ aiaj = ajai pokud ‘Z —]‘ > 1, ;4105 = ai+1aiai+1>.

A zde zacina tzv. algebraickéd teorie copank®: na geometrii a upracované analytické metody
miuzZzeme spokojené zapomenout, od dob Artina jsou copanky algebraickym objektem, jehoz
chovani je presné popsano v té prezentaci. Veskeré otazky ohledné pfemotani jednoho copanku
na druhy lze prevést na vypocty ve vySe uvedené prezentaci. Mezi velkd vitézstvi algebry nad
analyzou v 20. stoleti patfi napfiklad algoritmus, ktery umi efektivné rozhodnout, zda je copanek
zadany jako slozeni elementarnich copu trividlni (tj. i kdyz holku chytnete za konec copu, ten
se stejné rozvaze).

Na zavér bych rad upozornil na zajimavy kontext: v prednasce o prezentacich grup jsem uvedl
nasledujici priklad:

Sp =(ay,...,an—1 | a? =1, a;a; = aja; pokud |i — j| > 1, ajai+10; = Gi+1GiQi41).

Prezentace grup B, a Sy, jsou si tedy velmi podobné. Formélné, existuje homomorfismus B,, —
Sy dany zobrazenim a; — a;. Geometricky, copanku o; pfifadime permutaci (i ¢ + 1). Z toho
je snadné nahlédnout, ze danému copu se piifadi permutace, kterd popisuje, kde ktery pramen
skonéi, tj. m(7) je rovno pozici, na niz skonéi i-ty provazek. Zobrazeni neni prosté: napiiklad oy
i 07! se zobrazi na permutaci (1 2).

Podrobéjsi povidani najdete na wikipedii: https://en.wikipedia.org/wiki/Braid_group

A pokud vas dési predstava maticové reprezentace copankti, podivejte se na jeji tanecni
ztvarnéni studenty UCSB: https://www.youtube.com/watch?v=MASNukczub5A



