Doméci tlohy 4.
odevzdat do 5.1. 14:00

Vsechna cviceni jsou zalozena na véete o kompaktnosti, ktera tika, ze mnozina formuli
Y ma model pravé tehdy, kdyz méa kazda jeji konecnd podmnozina ¥’ C 3 model.

Vétsina cviceni se bude tykat axiomatizovatelnosti dané t¥idy struktur. Formalné, t¥ida
K struktur v jazyce L je axiomatizovatelnd, pokud existuje mnozina > formuli v jazyce L
takovd, 7ze A € K pravé tehdy, kdyz A | 3. TFida je konecné azxiomatizovatelnd, pokud
lze najit takovou ¥ konecnou. Uvédomte si, Ze je-li tifida konec¢né axiomatizovatelna, pak
staci jeden axiom: vezmeme konjunkci vSech koneéné mnoha axiom.

1. (5 bodu) Predpokladejme, ze ¥ mé libovolné velké koneéné modely. Pak méa ¥ neko-
necny model.

Diisledkem je napt. nasledujici fakt: tfida vSech abelovskych grup, které nemaji vlastni
podgrupy, neni axiomatizovatelna v jazyce grup. V této tridé totiz jsou libovolné velké
kone¢né struktury (cyklické grupy Z,, p prvocislo), ale zadna takova nekonecnd grupa
neexistuje (vezmeme prvek rizny od jednotky, ten generuje cyklickou podgrupu, ktera
je bud konecnd, a tedy vlastni, anebo nekonec¢nd, a tedy izomorfni Z, ale ta mé spoustu
vlastnich podgrup).

Axiomatizovatelnost lze ¢asto vyvratit pfimym pouzitim véty o kompaktonosti. Zde je
modelovy priklad:

(1) T¥ida téles charakteristiky p je konecné axiomatizovatelné: vezmeme axiomy téles

(téch je kone¢né mnoho) a pfidame axiom o, fikajici 1 +1+ ...+ 1 =0.
p

(2) Trida téles charakteristiky O je axiomatizovatelna: vezmeme axiomy téles a pri-
dame vsechny axiomy —o,, p prvocislo. AvSak nikoliv kone¢né axiomatizovatelna:
kdyby stacil jediny axiom «, uvazujme mnozinu ¥ sestavajici z vyse uvedenych
axioml a —«. Tato X nemé model, ale pfitom kazda jeji konecnd podmnozina
model mé, staci vzit téleso dostateéné velké charakteristiky.

(3) Ttida téles nenulové charakteristiky neni axiomatizovatelna: kdyby 7' byla jeji
axiomatizace, uvazujme mnozinu X sestavajici z 17" a z formuli —o,, p prvocislo.
Tato ¥ nema model, ale ptfitom kazda jeji kone¢néd podmnozina model ma, staci
vzit téleso dostatecné velké charakteristiky.

2. (15 bodi) Rozhodnéte, které z nasledujicich t¥id jsou axiomatizovatelné, a které ko-
nec¢né axiomatizovatelné.

(a) souvislé grafy (kazdé dva vrcholy jsou spojené cestou),
(b) acyklické grafy (nemaji zadny cyklus).
Zde grafem rozumime strukturu (A, R) kde R je symetrickd antireflexivni relace.
Navod: Jazyk teorie grafti si miizete obohatit o dalsi symboly. Uvazovat budete axi-
omatizaci dané vlastnosti v ptivodnim jazyce, ale vétu o kompaktnosti pouzijete v tom
obohaceném jazyce.



