Doméci tlohy 2.
odevzdat do 24.11. 14:00

Cviceni se bude tykat izomorfismi a definovatelnych podmnozin. Potfebna teorie je
shrnuta nize, ale doporucuji nahlédnout do skript a dozvédét se i néjaka fakta okolo (str.
25-26: podstruktury a homomorfismy; str. 32: definovatelné podmnoziny).

Podmnozina X C A se nazyva definovatelnd ve struktute A v jazyce L, pokud existuje
formule ¢ v jazyce L s jednou volnou proménnou takova, ze

X={aeA: Ayl p(c.)}

Napftiklad formule (Jy)(x =y - y) v jazyce grup definuje nasledujici podmnoziny:

e sudi cisla ve struktute (Z, +, —,0),

e kladna redlnd ¢isla ve struktuie (R — {0},-,7',1),

e vsechna nenulovd komplexni ¢isla ve struktuie (C — {0},-,71, 1),

e permutace majici sudy pocet cykli kazdé sudé délky ve struktuie (S,,o,” ! id).
Naopak, jednoprvkovd mnozina je definovatelnd v grupé (Z,+, —,0) pravé tehdy, kdyz
to je mnozina {0}.

1. (8 bodi) Dokazte, Ze jsou nésledujici mnoziny definovatelné:

(a) prvocisla ve struktute (N, +,-),

(b) {2 : n € N} ve struktuie (N, +,-),

(c) libovolné jednoprvkova podmnozina ve struktuie (Z,+, —,0, <),

(d) {a € R: f je spojitd v bodé a} ve struktute (R, f, <); zde f je libovolnd unarni
funkce.

Jak dokazat, ze néjakd podmnozina neni definovatelna? Asi nechcete prochéazet jednot-
livé formule a dokazovat, Ze ta to neni a tahle taky ne. Uzite¢né kritérium pouziva pojem
automorfismu.

Izomorfismus struktur A ~ B ve stejném jazyce L je bijekce [ : A — B takova, Ze

e pro kazdy n-arni symbol F' € L a viechna ay, ..., a, € A plati

f(FA(al,...,an)) = FB(f(al),...,f(an)),

e pro kazdy n-arni symbol R € L" a vSechna a4, ...,a, € A plati

RA(ay,...,a,)) & RE(f(a),. .., fan)).

Rozmyslete si, Ze je tato definice v souladu s definici izomorfismu pro grupy, okruhy nebo
grafy. Automorfismem se rozumi kazdy izomorfismus A — A.

Tvrzeni. Bud [ izomorfismus struktur A ~ B a bud X podmnoZina v A definovatelnd
formuli p. Pak f(X) je podmnoZina v B definovatelnd formuli .

Dikaz tohoto tvrzeni se provede indukci podle délky dané formule. Je to uzitecné,
i kdyz ponékud pracné, cviceni. Doporucuji si ho zkusit, ale odevzdavat ho nemusite.

(Navod: Uvzujte obecné definovatelné podmnoziny X C A" pro formule s n volnymi
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proménnymi. Tvrzeni nejprve dokazte pro atomické formule. Pak pro formule, které jsou
tvaru ¢ o ¢ kde o je logickd spojka. A nakonec pro formule zac¢inajici kvantifikatorem.)

Dusledek. Je-li X definovatelnd podmnoZina ve strukture A a je-li f automorfismus této
struktury, pak f(X) = X.

2. (6 bodt) Dokazte, Ze jsou nésledujici mnoziny nejsou definovatelné:

(a) prvodisla ve struktuie (N, +, <),

(b) suda ¢isla ve struktute (Z,-) (ndvod: uvazujte automorfismus definovany pomoci
rozkladu ¢isla na prvodisla),

(c) libovolna jednoprvkova podmnozina kromé {0}, ve struktute (Z,+, —,0).

A na zavér jedna aplikace vysSe uvedeného Tvrzeni. Je-li ¢ sentence, tj. pokud jeji
platnost nezavisi na zadném parametru, odpovidajici definovatelnd podmnozina je bud
prazdné (pokud v A tato sentence neplati), nebo rovna A (pokud tam plati). Dostdvame
nasledujici duisledek.

Dusledek. Bud [ izomorfismus struktur A ~ B a ¢ sentence. Pak A = ¢ prdvé tehdy,
kdyZ B = .

3. (6 bodt) Dokazte, ze jsou nasledujici struktury nejsou izomorfni:

(a) (2Z,<), (Q <),
(b) (NU{0},+), (Z,+),
(¢) (N,-), (Z~{0},).

Doméci tllohy BONUS.

odevzdat spolu s 3. sérii (nejspis 8.12.)

Prectéte si Logicomix. (Pokud se vAm to nechce ¢ist celé, tak si prectéte aspon téch
par stéZejnich ¢asti, kde se déje néjakd matematika.)

4. (1 bod) Kolik kolacki snédl Russell Fregemu? Pii ¢ pfednasce myslel Poincaré na
parky? Kdo sedél vedle Russella na Godelové prednasce?

5. (2 body) Proc¢ nesel Russell studovat redlnou analyzu? Tato otézka si zasluhuje zamy-
Sleni a odpovéd asporti jednou koSatou vétou.

Body budou pricteny k celkovému skore z domdcich uloh.



