AXIOM VYBERU

DAVID STANOVSKY A ONDREJ VEJPUSTEK

Cilem textu je vysvétlit, jak pouzivat axiom vybéru a jeho ekvivalentni formy, prede-
v§im Zornovo lemma. Text je zpracovan volné podle ucebnice [1]. Pro hlubsi sezndmeni s
problematikou axiomatizace matematiky doporuc¢ujeme také knihy [2] (popularné) a [3]
(odborné).

[1] B. Balcar, P. Stépanek, Teorie mnozin, Academia, 1986, 2005.
2] A. Doxiadis, C. Papadimitriou, Logicomiz, Bloomsbury, 2009.

3] P. Pudlék, Logical Foundations of Mathematics and Computational Complexity,
Springer, 2013.

1. NEKOLIK EXISTENCNICH PODMINEK

Nejprve pripomeneme terminologii, kterou budeme pouzivat.

Usporadanim rozumime relaci = na mnoziné X, kterd je symetrickd, tranzitivni a
antisymetricka. Usporadani nazyvame linedarni, pokud jsou kazdé dva prvky porovna-
telné. Usporadani nazyvame dobré, pokud ma kazda neprazdna podmnozina mnoziny X
nejmensi prvek. Retézcem rozumime jakoukoliv podmnozinu Y C X takovou, Ze uspoia-
déni < omezené na Y je linedrni. Usporddanou mnoZinou rozumime dvojici (X, <), kde
= je usporadani na X.

Bud ~ ekvivalence na mnoziné X, oznaéme [z]. = {y € X : & ~ y} jeji bloky.
Transverzdlou ekvivalence ~ je mnozina 71" takova, ze |T'N [z|.| = 1 pro kazdé = € X.

Bud R C X X Y relace. Defini¢nim oborem rozumime mnozinu dom R = {z € X :
existuje y € Y takové, Ze (z,y) € R}. Oborem hodnot rozumime mnozinu rng R = {y €
Y : existuje x € X takové, Ze (x,y) € R}.

Bud I mnozina indexti a X = (X;:i € I) systém neprazdnych mnozin. Zobrazeni
f i1 = U;e; Xi se nazyvé selektor systému X', pokud pro kazdé i € I plati f(i) € X.
Mnozina vsech selektorti se nazyva kartézsky soucin a znaci se [[;.; X;.

Hlavni véta. Ndsledujici turzeni jsou ekvivalentni:

(AC1) Pro kaZdou ekvivalenci existuje transverzdla.

(AC2) Pro kazdou relaci R C X XY ezistuje funkce f : dom R — Y takovd, Ze (x, f(x)) €
R pro kaZdé x € dom R.

(AC3) Kartézsky soucin neprazdnych mnozin je neprdazdny. Jinymi slovy, pro kazdy sys-
tém neprazdnych mnozin existuje selektor.

(MP) Bud (X, <) neprdzdnd uspordidand mnoZina takovd, Ze kazdy tetézec v (X, =) md
horni mez. Potom v (X, <X) existuje mazimdlni prvek.

(WO) Na kazdé mnoziné ezistuje dobré linedrni uspordddnd.
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Ukéazat ekvivalenci prvnich tii tvrzeni je snadné, souhrnné se jim iika axiom vybéru.
Ctvrté tvrzeni se nazyva princip mazimality, nebo také Zornovo lemma. Posledni tvrzeni
se nazyva princip dobrého uspordadani.

Platnost téchto navzajem ekvivalentnich tvrzeni je nezavisla na standardnich Zermelo-
Fraenkelovych axiomech teorie mnozin. (Ekvivalence téchto tvrzeni v této axiomatizace
dokazatelna je.) Problém si ilustrujeme na ptikladu existence selektoru. Uvazujme systém
neprazdnych mnozin (X; : i € N) indexovany pfirozenymi ¢isly. Tedy vime, Ze pro kazdé
i € Nexistuje z; € X;. Otazkou je, zda existuje zobrazeni f : N — | J,.; Xj, tj. posloupnost
(f(@) : i € N), takova, ze f(i) € X; prokazdé i € N. Nemuzeme jenoduse Fici, ze f(1) = xy,
f(2) = x4, atd., protoze to bychom definovali objekt nekoneénym vyétem. Ukazuje se, Ze
je tfeba postulovat (axiomem), Ze objekt s témito vlastnostmi skutecéné existuje.

Je nékolik dobrych divodi, pro¢ platnost axiomu vybéru (a tedy i ostatnich podminek
uvedenych v Hlavni vété) predpokladat, za vSechny uvedme napiiklad:

e kazdy vektorovy prostor ma bazi, s dalekosahlymi disledky ve funkcionalni ana-
Iyze,

e kazdy ideal v komutativnim okruhu lze rozsitit do maximéalniho idealu, s daleko-
sahlymi disledky v komutativni algebfte.

Jsou také nékteré divody, pro¢ axiom vybéru zavrhnout:

e do matematiky se zavadéji nekonstruktivni dikazy: vSechna uvedena tvrzeni po-
stuluji existenci n€jakého objektu, k némuz nemusi byt k dispozici explicitni kon-
strukece,

e axiom vybéru ma nékteré disledky, které se vzpiraji bézné intuici, napriklad:

— existenci nemétitelné mnoziny, viz Tvrzeni 3,
— Banach-Tarského paradox, ktery ¥ika, Ze kazdou kouli v R? Ize rozdélit na pét
disjunktnich podmnozin A;, ..., As takovych, Ze existuji shodnosti 7y, ..., 75
v R? takové, 7e | J7_, mi(A;) je koule o dvojnésobném poloméru.
Prijeti axiomu vybéru se postupné ukazalo jako lepsi varianta. Naprosta vétsina sou-
¢asné matematiky predpoklada platnost axiomu vybéru, aniz by tento fakt byl explicitné
uvadeén.
V dalsich sekcich si ukazeme, jak se jednotlivé principy pouzivaji, a také si Hlavni vétu
dokézeme.

2. AXIOM VYBERU
Nejprve dokazeme ekvivalenci tii tvrzeni nazyvanych souhrnné axiom vybéru.

Diikaz (AC1) & (AC2) & (AC3).
(AC1) = (AC2) Bud R C X X Y relace. Nadefinujme relaci ~ na R vztahem

(1,11) ~ (22, y2) <= 21 = 22

pro vSechna (z1,91), (x2,y2) € R x R. Lehce se ovéfi, Ze ~ je ekvivalence. Podle (AC1)
existuje transverzala f této ekvivalence. Jisté plati f C R C X x Y. Navic ke kazdému
x € X existuje nejvyse jedno y € Y takové, ze (x,y) € f, tedy f je zobrazenim z X do Y.
A protoze pro kazdé x € dom R obsahuje transverzala alespon jeden prvek tvaru (z,y),

kde y je néjaky prvek z R, tak dom f = dom R.
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(AC2) = (AC3) Bud (X, : i € I) systém neprazdnych mnozin. Nadefinujme relaci R C

I'x Uies Xit
R—{(i,x)eleXi:xeXi}.

iel
Podle (AC2) existuje zobrazeni f : dom R — |J,.; X; takové, ze (z, f(x)) € R. Protoze
mnoziny X; jsou neprazdné, dom R = I. Vidime, ze jde o selektor, tj. prvek kartézského
soucinu [[,.; X;.
(AC3) = (AC1). Mé&jme ekvivalenci na mnoziné X, ozna¢me X;, i € I, vSechny jeji
bloky. Podle (AC3) existuje selektor f systému (X; : ¢ € I). Jelikoz zadna rozkladova
tfida X; neni prazdnd, rng f je transverzala této ekvivalence. U

Nyni si ukdzeme nékolik prikladl, jak pouzit axiom vybéru k dikazu néjakého exis-
ten¢niho tvrzeni.

Budte X, Y libovolné mnoziny. Rikdme, Ze X mé stejnou nebo mensi mohutnost nez
Y, zna¢ime X <Y, jestlize existuje prosté zobrazeni f : X — Y. Rekneme, Ze mnozina
X je spocetna, jestlize X < N. Je snadné dokazat, ze N x N je spocetna mnozina.

Tvrzeni 1. Sjednoceni spocetnych mnozin je spocetnd mmnoZina.

Diikaz. Bud I spocetnd mnozina indext a budte A; pro i € I spoc¢etné mnoziny. Bez Gjmy
na obecnosti budeme predpokladat, ze I = N. Pro kazdé i € N bud F; mnozina vSech
prostych zobrazeni z A; do N. Kazda z mnozin F; je neprazdnd, protoze mnoziny A; jsou
spocetné. Podle (AC3) existuje selektor systému mnozin (F; : i € N), tedy posloupnost
funkei (fi)ien. Oznaéme A = | J,.y Ai a definujme zobrazeni ¢ : A — N x N piedpisem
o(z) = (i, fi(x)), kde i € N je nejmensi takové i, pro které = € A;. Protoze kazdé
zobrazeni f; je prosté, je prosté i zobrazeni ¢. Pfitom N x N je spocetna mnozina, takze
A je spocetna také. O

Pouziti axiomu vybéru je zde podstatné: fakt, ze lze kazdé jednotlivé A; prosté zobrazit
do N, jesté neznamenad, Ze existuje zobrazeni, které je takto zobrazuje vsechny najednou.

V matematické analyze se axiom vybéru miize objevit ve chvili, kdy dokazujeme exis-
tenci posloupnosti prvkt s danymi vlastnostmi. Pfikladem je Heineho véta.

Tvrzeni 2 (Heineho véta). Bud f : R — R funkce, a € R. Funkce f je spojitd v bodé
a pravé tehdy, kdyz pro kazdou posloupnost redlnych cisel (a,) spliugici lima, = a plati
lim f(a,) = f(a).

Diikaz. (=) je standardni argument pomoci ed-kalkulu.

(<) Predpokladejme, Ze f neni spojitd v bodé a. Chceme dokazat existenci posloup-
nosti (a,), kterd nespliiuje uvedenou podminku. Z definice spojitosti existuje okoli V bodu
f(a) takové, ze v kazdém okoli U (a,1), n € N, existuje z,, takové, ze f(z,) ¢ V. Pro
kazdé n € N definujme

Wn:{x:|x—a|<%, f(gs)géV}

Z predchozi uvahy plyne, ze pro kazdé n € N je W, neprazdna. Podle (AC3) existuje

selektor systému (W, : n € N), tj. posloupnost (a,) takova, ze a, € W,. Neni tézké

ovéfit, Ze lima, = a, pfitom lim f(a,) neexistuje. O
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Pomoci axiomu vybéru lze dokazat existenci nemeéritelné mnoziny vzhledem k pomérné
obecné specifikované tiidé mir. Napt. Lebesgueova mira spliuje predpoklady nasledujiciho
tvrzeni.

Tvrzeni 3. Ezistuje neméritelnd mnozina vzhledem k jakékoliv spocetné aditivni mite na
R?, kterd je invariantni viiéi rotaci a jednotkovy kruh md nenulovou konecnou miru.

Diikaz. Bud i takova mira a pro spor piedpokladejme, Ze vSechny podmnoZiny R? jsou
méfitelné. Ozna¢me S jednotkovou kruznici a B jednotkovy kruh v R%. Uvazujme piiso-
beni aditivni grupy Q na mnozinu S tak, ze p(a) je rovno bodu a otocenému o thel 2p7
podle stfedu té kruznice, pro kazdé p € Q a a € S. Orbitu tohoto ptisobeni obsahujici
prvek a € S mizeme vyjadiit jako {p(a) : p € Q}. Bud T transverzala ekvivalence dané
rozkladem na orbity. Vidime, ze

S=Jlr®) :peQt = Jn(D),

teT peQ

pficemz jde o disjunktni rozklad. Ozna¢me T sjednoceni véech tisecek spojujicich stied
jednotkového kruhu a body z T'. Dostavame disjunktni rozklad

B=|]Jp(T)

peQ

a pouzitim spocetné aditivity

p(B) = p <U p@)) => u(p(T)) => w(T),
peQ pEQ pEQ

kde posledni rovnost plyne z invariance miry vici rotaci. Je-li u(7") = 0, pak u(B) = 0,

spor. Je-li u(T) > 0, pak u(B) = oo, také spor. Cili mnozina T nemtiZe byt méfitelna. [

3. PRINCIP MAXIMALITY, ANEB ZORNOVO LEMMA

Nejprve dokdzeme ekvivalenci (MP) s axiomem vybéru. Prvni ¢ast dikazu lze brat
jako komplikovanéjsi ukazku dikazové techniky zaloZzené na axiomu vybéru. Druha ¢éast
dikazu ilustruje pouziti Zornova lemmatu.

Diikaz (AC1) < (MP).

(AC2) = (MP). Diikaz provedeme pomoci transfinitni rekurze (metoda je vysvétlena v
ucebnici [1, kap. II]). Pfedpoklddejme, Ze v usporddané mnoziné (X, <) m4 kazdy fetézec
horni mez, ale neexistuje v ni maximalni prvek. Uvazujme relaci

R={(A,a): AC X je fetézec a a € X jeho horni mez v (X, <)}.

Podle (AC2) existuje zobrazeni f, které kazdému fetézci ptiradi néjakou jeho horni mez.
Neexistence maximalniho prvku znamena, ze ke kazdému x € X existuje y € X takové,
ze © < y. Uvazujme relaci < na mnoziné X. Vzhledem k tomu, Ze dom(<) = X, podle
(AC2) existuje zobrazeni g : X — X takové, ze x < g(x).
Nyni sestrojime posloupnost indexovanou ordindlnimi ¢isly: ag € X bud libovolné,
déle definujme a,41 = g(a,) a pro « limitni definujme a, = f({ag : f < a}). Vidime,
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Zze mnozina X ma alespon tolik riznjch prvki, kolik je ordinalt, ale takové mmnoziny
neexistuji.

(MP) = (AC1) Uvazujme libovolnou ekvivalenci ~ na mnoziné X a definujme mnozinu
castecnych transverzal,

M ={T C X :|TnB| <1 pro kazdy blok B ekvivalence ~} .

Tedy mnozina M obsahuje pravé ty mnoziny, které vybiraji po jednom prvku z nékte-
rych t¥id ekvivalence. Mnozina M je neprazdnd, protoze () € M. Uvazujme mnozinu M
uspofadanou inkluzi.

Nejprve dokédzeme, ze kazdy fetézec (T; : i € I) v (M, C) ma horni mez. Staci ukazat,
ze T = J,c; Ti € M, a tedy je horni mezi tohoto fetézce. Pro spor piedpokladejme, Ze
to neplati, tedy existuje blok B takovy, ze |T'N B| > 2; ozna¢me dva z téchto prvki a, b.
Zvolme indexy 4,7 € I takové, Ze a € T; N B a b € T; N B. Protoze §lo o fetézec, plati
T; C Tj, nebo T; C T;. V prvnim piipadé méme a,b € T; N B, v druhém pfipadé¢ mame
a,b € T; N B, v obou piipadech dostavame spor.

Z (MP) plyne, ze v (M, Q) existuje maximalni prvek 7'. Ukazeme, ze T' je transverza-
lou. Pro spor predpokladejme opak, ¢ili existuje blok B takovy, ze T N B = (). Volbou
libovolného = € B dostaneme 7' C T'U {x} € M, spor s maximalitou 7. O

Ve zbytku sekce ukazeme nékolik prikladi, jak pouzit Zornovo lemma k dikazu exis-

ten¢nich tvrzeni. Pozorujte podobnost téchto diikazi s vyse uvedenym dikazem (MP) =
(AC1).

Tvrzeni 4. Kazdy vektorovy prostor md bazi.

Dikaz. Bud V' vektorovy prostor nad télesem T a oznaéme M mnozinu vSech linedrné
nezavislych podmnozin V. Mnozina M je neprazdnd, # € M. Uvazujme mnoZzinu M
usporadanou inkluzi.

Nejprve dokdzeme, ze kazdy fetézec (A; : i € I) v (M, C) ma horni mez. Stac¢i ukazat,
ze A=J..;, Ai € M, a tedy je horni mezi tohoto fetézce. Pro spor predpokladejme, ze

il
to neplati, tedy existuji prvky t1,...,t, € T, ne vSechny nulové, a vektory v{,...,v, € A
takové, ze > - | t;v; = 0. Pro kazdy z vektorti v; existuje index i; € I takovy, Ze v; € A
Vzhledem k tomu, ze (A; : ¢ € I) je Fetézec, mezi témito n mnozinami A;,..., A;,

existuje nejvetsi, oznacme ji A;, obsahujici vSech n linearné zavislych vektort. Spor.

Z (MP) plyne, ze v (M, C) existuje maximalni prvek A. Ukdzeme, ze A je béazi. Pro
spor predpokladejme opak, ¢li (A) # V. Volbou libovolného v € V \ (A) dostaneme
linedrné nezyvislou mnozinu A C AU {v} € M, spor s maximalitou A. O

Tvrzeni 5. V kaZdém komutativnim okruhu s jednotkou existuje maximalni idedl.

Diikaz. Bud R okruh a ozna¢me M mnozinu vSech vlastnich idealt (tj. idedl riznych od
R, tj. idedld neobsahujicich jednotku) uspofadanych inkluzi. Mnozina M je neprazdna,
0 € M. Maximalni ideél je, z definice, maximalnim prvkem této mnoziny.

Nejprve dokdzeme, ze kazdy fetézec (A; :i € 1) v (M, C) ma horni mez. Stac¢i ukazat,
ze A = U;c; Ai € M, a tedy je horni mezi tohoto fetézce. (Jde o zndmé tvrzeni, Ze
sjednoceni Fetézce ideéli je idedl.) Bud a,b € A, r € R, chceme dokéazat, ze a+b,ra € A.
Existuji indexy 7, j € I takové, Zze a € A; a b € A;. Protoze §lo o Tetézec, plati A; C A,
nebo A; C A;, tedy oba prvky padnou do jednoho z téchto ideélii, z ¢ehoz ihned plyne
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dokazované tvrzeni. Zbyva dokazat, ze A je vlastni. Kdyby 1 € A, pak existuje i € [
takové, ze 1 € A;, spor. Nyni staci pouzit (MP). O

Pripomenme, ze X <Y, jestlize existuje prosté zobrazeni f : X — Y.
Tvrzeni 6. Pro kazdou dvojici mnozin X, Y plati X <Y nebo Y < X.
Dikaz. Ozna¢me M mnozinu vSech prostych zobrazeni z podmnoziny X do Y, tj.
M={f:A—-Y:ACX, fjeprostd}.

Mnozina M je neprazdné, protoze prazdné zobrazeni patii do M. Uvazujme mnozinu M
usporadanou inkluzi.

Nejprve dokéazeme, ze kazdy fetézec (f; : ¢ € 1) v (M, C) ma horni mez. Staci ukazat, ze
[ =U,es fi € M, atedy je horni mezi tohoto fetézce. Nejprve dokazeme, Ze f je zobrazeni.
Kdyby (z,y), (z, z) € f, pak existuji indexy 4, j takové, ze f;(z) =y a f;(x) = z, spor s
faktem, Ze f;, f; jsou zobrazeni a f; C f; nebo naopak. Nyni dokdZeme, Ze f je prosté.
Kdyby (z, 2), (y,2) € f, pak existuji indexy 7, j takové, ze f;(z) = z a f;(y) = z, spor s
faktem, Ze f;, f; jsou prosta a f; C f; nebo naopak.

Z (MP) plyne, ze v (M, Q) existuje maximéalni prvek f. Ukazeme, Ze dom f = X nebo
rng f = Y. Pro spor predpokladejme, Ze ani jedno z tvrzeni neplati. Volbou libovolnych
x € X\domfay €Y\ rngf dostaneme f C fU (z,y) € M, spor s maximalitou
f. K dokonceni dikazu si stac¢i uvédomit, ze pokud dom f = X, pak X <Y, a pokud
mg f =Y, potom f~! je prosté zobrazeni Y — X, a tedy ¥ < X. g

Dalsim dilezitym prikladem pouziti Zornova lemmatu je ditkaz existence a jednoznac-
nosti algebraického uzavéru, viz libovolna dostatecné obsazna ucebnice obecné algebry.

4. PRINCIP DOBREHO USPORADANT

O tomto principu nebudeme mluvit podrobné, nicméné ukazeme si jeho ekvivalenci s
ostatnimi podminkami. Prvni ¢ast dikazu lze brat jako dalsi ukazku dikazové techniky
zalozené na Zornové lemmatu. Druha ¢ast dikazu ilustruje, jak je mozné délat konstruk-
tivni dikazy existence za predpokladu, ze mame déano dobré linearni usporadani.

Dokoncent dukazu Hlavni véty.
(MP) = (WO). Bud X mnozina. Ozna¢me M mnozinu vSech dobrych linearnich uspo-
rfadani na podmnozinach X, tj.
M = {=: relace < je dobré linearni uspofadani na mnoziné A C X} .

Mnozina M je neprazdna, () je dobré linedrni usporadani na mnoziné ) C X. Uvazujme
mnozinu M usporadanou inkluzi. Podobné jako v predchozich diikazech se ovéri, ze sjed-
nocenim fetézce dobrych linedrnich uspofadani je dobré linearni uspotradni. Podle (MP)
existuje v (M, C) maximéalni prvek. Kdyby tento nebyl usporddanim na celé mnoziné X,
bylo by mozné jej rozsitit o jednu dvojici, spor s maximalitou. (Detaily necht si ¢tenaf
doplni sam.)

(WO) = (AC3). Bud X = (X; : i € I) systém neprazdnych mnozin, ozna¢me X =
U,er Xi- Diky (WO) miiZeme uvazovat dobré linearni uspofadani < na mnoziné X. Bud
f relace definovana

f={l,z) e I x X : 2 € X, aprokazdé y € X, plati z <y},
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tj. relace f vybira pro kazdé ¢ € I mezi vSemi prvky X; ten, ktery je nejmensi vzhledem k
uspotradani <. Diky dobrosti je f zobrazeni definované na celém X, a tedy je selektorem
systému X U

5. CVICENT

1. Dokazte za pomoci axiomu vybeéru, ze kazdé zobrazeni f : A — B, které je na B, ma
pravy inverz, tj. Ze existuje zobrazeni g : B — A takové, ze fg(x) = x pro vSechna z € B.

2. Bod z € R se nazyva akumulacni pro mnozinu A C R, pokud pro kazdé ¢ > 0 existuje
a € A takové, Ze |a — x| < e.
(a) DokaZte za pomoci axiomu vybéru, ze ke kazdému akumula¢nimu bodu x pro A
existuje posloupnost (a,) prvkd mnoziny A takovd, ze lima,, = z.
(b) Dokazte toto tvrzeni pro mnozinu A = Q bez pomoci axiomu vybéru.

3. Dokazte za pomoci Zornova lemmatu, ze kazdé castecné usporadani na dané mnoziné
lze rozsifit do linearniho uspofadani. (Rozsifenim usporadani < se rozumi usporadani <
na téze mnoziné takové, ze pokud x <y, pak z < y.)

4. Bud B Booleova algebra. Podmnozinu F' C B nazyvame filtrem, pokud pro kazdé
x,y € Fplati x Ay € F', a pokud pro kazdé x € F' ay > x plati y € F. Filtr F' se nazyva
ultrafiltrem, pokud pro kazdy prvek a € B plati a € F nebo a’ € F. Dokazte za pomoci
Zornova lemmatu, ze kazdy filtr lze rozsitit do ultrafiltru.

5. Dopliite detaily v dikazu (MP) = (WO).



