GALOISOVA TEORIE

DAVID STANOVSKY

Predbéznd varianta!!! Obsahuje aktualizaci obsahu kapitoly o kotenovyjch rozsire-
nich a novou kapitolu o Galoisové teorii. Cetl jsem to po sobé jenom jednou, takZe
text urcité obsahuje chyby a nejasnd mista. Budu vdécny, kdyZ mé na né upozornite
(stanovsk karlin.mff.cuni.cz).

1. KORENOVA ROZSIRENI

1.1. Korenova a rozkladova nadtélesa.

Cilem tohoto odstavce je dokézat, Ze pro kazdy polynom f € T[x] existuje
nejmensi rozsifeni S > T, kde se f rozklddd na linearni éinitele (tj. polynomy
stupné 1). Intuitivné je véc jasné: je-li T < C, pak staéi vzit S = T(aq,...,a,),
kde a1, ..., ay, jsou komplexni kofeny polynomu f. Problémy jsou dva: jednak jsme
nedokézali, Ze se f nad komplexnimi ¢isly skuteéné rozklada (tento fakt se nazyva
zékladni véta algebry a neni zas tak snadné ho dokézat), ale, a to zejména, ne kazdé
téleso je podtélesem C.

Definice. Bud T < S rozsiieni téles a f € T[z]. Rekneme, Ze S je
(1) kofenové nadtéleso polynomu f nad T, pokud mé polynom f v télese S
kofen a a navic S = T(a).
(2) rozkladové nadtéleso polynomu f nad T, pokud se polynom f rozklada v
S[z] na linearni ¢initele, tj. f || (z—aq1)-...-(x—a,) pro néjakd ay,...,a, €
S, anavic S = T(ay,...,a,).

Priklad. Piiklady kofenovych a rozkladovych nadtéles (uvedena jsou vSechna,
kterd jsou obsaZena v télese C):

f korenova nadtélesa f nad Q | rozkladové nadtéleso f nad Q
22 +1 Qi) Q(i)
22 —1 Q Q
3 -1 @, Q(e%i/g) Q(e%i/g)
vt -1 Q, Q) Qi)
3 -9 Q(@/ﬁ), Q(\S/i . eZ‘n’i/B) Q(\E/i \2/5 62771‘/3)

Obecné, kofenové nadtéleso polynomu 2™ — 1 nad télesem Q je kazdé Q(e2F7/m),
kde k = 0,...,n — 1, ale neni jasné, ktera z téchto téles jsou totozna. Rozkladové
nadtéleso dostaneme volbou k£ = 1. Z teorie cyklotomickych polynomt plyne, ze
stupeni tohoto rozkladového nadtélesa je ¢(n), kde ¢ znaé¢i Eulerovu funkci.

Dokazeme, Ze pro kazdy polynom stupné aspon 1 existuje kofenové i rozkladové
nadtéleso, a navic, ze rozkladové nadtéleso je urceno jednoznacné az na izomorfis-
mus. Klicovym krokem je kontrukce rozsifeni, kde ma dany polynom aspon néjaky
kofen. Déle pak staci postupovat indukeci.

Lemma 1.1. Bud T téleso a f € T|[x] stupné > 1. Pak existuje kotenové nadtéleso
polynomu f nad T.



Dikaz. Bud ¢ néjaky ireducibilni délitel polynomu f. Hlavni idedl I = ¢T[x] je
maximalni idedl v oboru T|z], a tedy faktorokruh S = T|x]/(g) je podle Véty ??
téleso. Uvazujme homomorfismus

Y: T — S, a — [al.

Ten je podle Tvrzeni ?7?(3) prosty, protoze prvky télesa T (jakozto konstantni
polynomy) nejsou v idedlu I. Mtzeme tedy ztotoznit téleso T s Im(v)) (forméalné
vzato, jsou izomorfni) a budeme uvazovat, ze T < S. (Podobnym zpusobem jsme se
vyporadali s vnofenim daného oboru do jeho podilového télesa, kde ztotoznujeme
prvek a a zlomek ¢.) Dosadime-li do polynomu g = 7" ( a;z* prvek b = [z] € S,
dostaneme

90) = Y afal =3 aia’] = [g] = (0]
1=0 1=0

nebot g € I. Prvek b je tedy kofenem polynomu g, ¢ili také polynomu f, v télese
S. Pritom S = T(b), protoze uz okruh T[z] je generovan mnozinou T'U {z}. O

Piiklad. Uvazujme téleso Q a polynom 22 + 1. Kofenovym nadtélesem je jisté
téleso Q(i) < C. Dtikaz Lemmatu 1.1 nabiz{ jinou, abstraktni konstrukci kofenového
nadtélesa: protoze je polynom z2 + 1 ireducibilni, je jim faktorokruh Q[z]/(z% + 1).
Je snadné ukazat, ze obé nadtélesa jsou izomorfni: uvazujme homomorfismus

¢:Qz] = QG), f— f(i)

Jak jsme rozebrali v Sekci ??, jadrem tohoto homomorfismu je ideal (2% + 1)Q[z],
takze podle 1. véty o izomorfismu plati Q[z]/(z% + 1) ~ Q(i).

Véta 1.2. Bud T téleso a f € Tx] stupné > 1. Pak existuje rozkladové nadtéleso
polynomu f nad T.

Diikaz. Budeme postupovat indukei podle stupné polynomu f. Je-li f stupné 1,
pak S = T. V opa¢ném piipadé uvazujme kotfenové nadtéleso T(a) > T polynomu
f a polynom g € T(a)[z] takovy Ze f = g- (x — a). Pak degg < deg f, tedy podle
indukéniho pfedpokladu existuje jeho rozkladové nadtéleso S = T(a,by,...,bm)
nad T(a). Protoze se polynom g rozkladd v S[z] na linedrni ¢initele, rozklad4 se

tamif=g-(x—a). O
Bud T < S, T < U rozsifeni téles. Zobrazeni ¢ : S — U se nazyva T-
izomorfismus, pokud je to t&lesovy izomorfismus splitujici ¢(a) = a pro kazdé

a € T. Dilezitou vlastnosti rozkladovych nadtéles je jejich jednoznac¢nost az na
T-izomorfismus. Prvnim krokem je dokédzat jednoznac¢nost kofenovych nadtéles pro
ireducibilni polynomy.

Lemma 1.3. Bud T téleso, f € T[z] ireducibilni polynom a S1,Ss kofenovd nad-
telesa polynomu f nad T. Pak existuje T-izomorfismus S; — Ss.

Diikaz. Uvazujme dvé kofenova nadtélesa T < T(a) a T < T(b). Podle Tvrzeni
??a??jeT(a) = {g(a) : g € T[z]} a T(b) = {g(b) : g € T[z]}. Uvazujme tedy
zobrazeni

¢:T(a) = T(),  gla)— g(b).
Presnéji feceno, je tfeba dokazat, ze to je skutecné zobrazeni. Je dilezité si uve-
domit, ze f = mgT = mp T, protoze f je ireducibilni polynom a a i b jsou jeho
koreny. Proto, podle definice minimélniho polynomu,

gla) =h(a) & (g—=h)(a)=0 & flg—h < (¢9—h)(b) =0 & g(b) = h(b).
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Cili ¢ je skuteéné zobrazeni, a navic prosté. Protoze o¢ividné zachovavéa viechny
operace a pFitom nehybe s prvky T (které odpovidaji konstantnim polynomtim g),
je to T-izomorfismus T'(a) — T(b). O

K dikazu jednoznacnosti rozkladovych nadtéles se hodi o néco obecnéjsi princip,
ktery vyuzijeme také v sekcich o algebraickém uzavéru a o Galoisovych grupach.

Lemma 1.4. Bud T < T1, T < Ty rozéivens téles a v : T1 — T T-izomorfismus.
Uvazujme polynomy f = > a;x* € Ti[z], o(f) = 3. p(a;)x € Talx] stupné > 1 a
oznacme Si1 rozkladové nadtéleso polynomu f nad T1 a So rozkladové nadtéleso
polynomu o(f) nad Ts. Pak existuje T-izormorfismus ¢ : S; — Sa takovy, Ze
'(/)|T1 = .

Dikaz. Budeme opét postupovat indukci podle stupné polynomu f. Je-li deg f =1,
pak je S; = T a Sy = T3 jedina volba. V opa¢ném pfipadé uvazujme ireducibilni
délitel g polynomu f a jeho kofen a v S;. Pak ¢(g) je ireducibilni délitel poly-
nomu ¢(f) a uvazujme jeho kofen b v So. Podobné jako v Lemmatu 1.3 uvazujme
zobrazeni

¢ :Ti(a) = Ta(b),  h(a) = @(h)(b).

Analogicky dokazeme, ze jde o T-izomorfismus, je tfeba si vS§imnout, ze m, T, = g,
zatimco my T, = ¢(g). Navic ¥|7, = ¢, nebot v tomto pfipadé jde o zizeni na
polynomy g, které jsou stupné 0. Nyni pouzijeme indukéni predpoklad. Oznacéme
h € Ty(a)[z] polynom spliwjici f = (z — a) - h, tedy také ¥(f) = (z —b) - ¥(h)
protoze 1(a) = b. Dale ozna¢me S; a Ss rozkladovd nadtélesa téchto polynomil
nad télesy Ti(a) a Ta(b). Protoze degh < deg f, podle indukéniho pfedpokladu
existuje T-izomorfismus p : S; — Sy takovy, ze p|r, (o) = ¥, a tedy plr, = . O

Véta 1.5. Bud'T téleso a [ € T[z] stupné > 1. Pak kaZdd dvé rozkladovd nadtélesa
polynomu f nad T jsou T-izomorfni.

Diikaz. Plyne z ptedchoziho lemmatu dosazenim Ty = To =T a ¢ = id. (Il

1.2. Algebraicky uzavér.

Definice. Té€leso T se nazyva algebraicky uzaviené, jestlize ma kazdy polynom
z T[x] stupné > 1 v télese T kofen.

V algebraicky uzavieném télese se kazdy polynom rozklada na linearni Cinitele,
coz mizeme snadno dokazat indukci podle deg f: pro polynomy stupné 1 je tvr-
zeni trividlni; pro vyssi stupné vyuzijeme existenci néjakého kofene a, vydélime f
polynomem x — a, ¢imz ziskdme polynom mensiho stupné a ten rozlozime pomoci
indukéniho predpokladu.

Piiklad. Téleso C je algebraicky uzaviené. Tomuto tvrzeni se ¥ika zdkladni véta
algebry a jeji dikaz lze nejsnaze provést pomoci komplexni analyzy. A¢ se jeji plat-
nost dlouho tusila, poprvé byla se vSemi detaily dokdzana Gaussem az kolem roku
1800. (Nézev véty je z dnesniho pohledu ponékud zavadéjici a pochazi z pocatku
19. stoleti, kdy se algebra zabyvala pfedevsim kofeny polynom.)

Poznamka. Zadné kone¢né téleso nemtize byt algebraicky uzaviené. Oznacime-li
ai,...,an jeho prvky, pak polynom (x —aj)-... - (z — ay,) + 1 nemé v tomto télese
koten.
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Definice. Rekneme, ze S > T je algebraicky uzdver télesa T, pokud je S alge-
braicky uzaviené téleso a zaroven je algebraickym rozsifenim télesa T.

Piiklady.
o Algebraicky uzavér télesa R je téleso C; je to rozsifeni stupné 2, tedy alge-
braické.
e Algebraicky uzivér télesa Q neni téleso C, nebot nejde o algebraické rozsi-
feni. Algebraicky uzavér Q popisuje nasledujici tvrzeni.

Véta 1.6. Bud'S rozsireni télesa T. Pak
(1) mnoZina
U={a€S: ajealgebraicky prvek nad T}

tvoTi podtéleso télesa S;
(2) je-li teleso S algebraicky uzaviené, pak U je algebraicky uzdvér télesa T.

Diikaz. (1) Necht a,b € U a uvazujme téleso T(a,b). Protoze jsou a, b algebraické
prvky nad T, jde o rozsifeni kone¢ného stupné (Véta ??), a tudiz o rozsifeni al-
gebraické (Tvrzeni ??). Cili T'(a,b) C U a specidlné tedy U obsahuje prvky a + b,
a-b, —aia! (proa#0). Tedy U tvoii podtéleso.

(2) Evidentné je U algebraické rozsifeni télesa T. Je algebraicky uzaviené? Uva-
zujme libovolny polynom

f= Zaixi € Ulz].
i=0

Tento polynom ma jisté kofen b € S, protoze téleso S je algebraicky uzaviené.
Pfitom prvek b je algebraicky nad télesem T(ao,...,ay), protoZe ve skutecnosti
je f € T(ag,...,an)[x]. Z Tvrzeni ?? tak plyne, Ze stupen [T(ao,...,an,b) : :
T(ao,...,a,)] je koneény. Pfitom stupeni [T(ao, ..., a,) : T| je také koneény, nebot
agp, - .., ay, jsou algebraické nad T, a tak podle Tvrzeni 77 je stupen

[T(ag,...,an,b) : T| = [T(ag,...,an,b) : T(ag,...,an)] - [T(ag,...,an) : T]

také konecny. Tedy podle Tvrzeni 7?7 je prvek b algebraicky nad T, ¢ili kofen b
polynomu f lezi v U. O

Tedy algebraicky uzaver télesa Q sestava pravé z téch komplexnich ¢isel, ktera
jsou algebraicka nad Q. Specialné, algebraicky uzavér Q je spocetny, zatimco mno-
Zina C je nespocetnd. (Obecnéji, algebraicky uzavér nekoneéného télesa mé stejnou
velikost jako dané téleso. Argument je analogicky dukazu, Ze algebraickych cisel
nad Q je jen spoéetné mnoho, viz Sekce ?7.)

Véta 1.7. Ke kaZdému telesu T existuje algebraicky uzdvér. Kazdé dva algebraické
uzdveéry télesa T jsou T-izomorfni.

Lemma 1.8. Bud R okruh a A C R. Pak existuje mazimding idedl v R obsahugict
mnozinu A.

Diikaz. Bud Z mnozina vsech vlastnich ide4lt obsahujicich podmnoZinu A, usporéa-
dana inkluzi. Mnozina 7 je neprazdnd, obsahuje napfiklad ideal generovany mno-
Zinou A. Kazdy fetézec v (Z,C) méa horni mez, konkrétné sjednoceni téchto idedlt
(dtkaze se podobné jako Tvrzeni ?7). Podle Zornova lemmatu ?? tedy existuje
maximalni prvek v (Z, Q). O



Lemma 1.9. Ke kaZdému telesu T existuje rozsireni S > T takové, Ze kazdy
polynom z T[x] md v S koren.

Dikaz. Dikaz je analogicky konstrukci kofenového nadtélesa daného polynomu;
budeme konstruovat néco jako ,kofenové nadtéleso pro vSechny polynomy zaroven*.
Bud tedy X mnozina proménnych takové, Ze kazdému ireducibilnimu polynomu z
T[z] stupné asponi 1 odpovidé jedna proménnd; formalné, polozme

X ={zy: feTx],degf>1}.

Uvazujme nyni okruh T[X] (polynomy kone¢né mnoha proménnych vybiranych z
X). Podle Lemmatu 1.8 existuje maximalni idedl I obsahujici v8echny polynomy
f(xzg), f € T[z], deg f > 1 (zde za proménnou z v polynomu f substituujeme
proménnou z ). Faktorokruh S = T[X]/I je podle Véty ?? téleso a podobné jako
v dikazu Lemmatu 1.1 se dokaze, ze do néj lze vnofit téleso T (vnofeni ¢ — [¢]) a
ze kazdy polynom f € T'[z] m4 v S kofen, konkrétné [z]. O

Diikaz Veéty 1.7. Nejprve dokazeme existenci. Uvazujme Tetézec nadtéles T = Sy <
S1 < Sy < ..., kde S;t1 vznikne z S; konstrukei z Lemmatu 1.9. Polozme S :=
Ui2o Si. Toto je také téleso. Piitom je algebraicky uzavrené, nebot kazdy polynom
f € S[z] m4 jen koneén& mnoho koeficientt, tedy f € S;[z] pro n&jaké (dostatecné
velké) i, a tedy f mé kofen v S;;1, ¢ili také v S. Algebraicky uzavér ziskdme aplikaci
Véty 1.6.

UvaZzujme nyni dva algebraické uzavéry Si,S, télesa T. Pokud S; < So, pak
podle Véty 1.6 téleso S; sestava ze vSech prvku télesa So, které jsou algebraické
nad T. Protoze S je z definice algebraické rozsiteni télesa T, musi byt S; = Ss.
Nyni uvazujme obecnou situaci T < S;, T < S,. Uvazujme mnozinu

M ={p:U; = Uy T-izomorfismus : T <U; <S;, T <U,; <S5}

usporadanou inkluzi, tj. ¢ < v pravé tehdy, kdyz defini¢ni obor ¢ je podmnozinou
defini¢niho oboru ¢ a ¢(x) = ¥(z) pro vSechna z z defini¢niho oboru zobrazeni ¢.
Mnozina M je neprazdnéa, obsahuje napf. identické zobrazeni na T. Sjednocenim
fetézce zobrazeni ¢; € M dostaneme opét zobrazeni z M (ovéite jako cvifeni!).
Podle Zornova lemmatu ?? tedy existuje maximéalni prvek v (M, C), ozna¢me jej
¢ : U; = U,. Dokazeme, Ze toto maximalni zobrazeni ¢ je T-izomorfismus S; —
So.

Nejprve uvazujme ptipad, ze U; # S;. Pak Uj neni algebraicky uzaviené téleso
(jinak bychom méli dva do sebe vnofené algebraické uzévéry, coZ jsme vyvratili
vyse), tedy existuje polynom f = > a;2° € Uy[z], ktery nema v U; kofen. Bud V;
rozkladové nadtéleso polynomu f nad U; a bud V3 rozkladové nadtéleso polynomu
o(f) = Y- p(a;)xt € Us[z] nad U,. Podle Lemmatu 1.4 existuje T-izomorfismus
¥ 1 Vi = Vy takovy, ze ¥|u, = ¢, ¢imz dostavadme spor s maximalitou zobrazeni
©.

Dokézali jsme, Ze maximélni zobrazeni v (M, C) mé za definiéni obor U; =
S;. Tedy obor hodnot, Us,, je také algebraicky uzavieny. Podle vyse uvedeného
pozorovani musi nutné platit Us = S,. (Il

2. GALOISOVY GRUPY A NERESITELNOST POLYNOMU STUPNE > 5

2.1. Galoisovy grupy.



Definice. Bud T < S rozsifeni téles. Pripomenime, ze T-automorfismy télesa S
jsou pravé ty izomorfismy ¢ : S — S spliiujici ¢(x) = x pro kazdé = € T. VSechny
T-automorfismy télesa S tvori podgrupu symetrické grupy na mnoziné S, tato grupa
se nazyva Galoisova grupa rozsiteni T < S a znadi se Gal(S/T).

Cilem této kapitoly je ukazat tzv. Abel-Ruffiniho vétu, ktera ¥ika, ze pron > 5
neexistuje vzorec, ktery by vyjadroval kofeny polynomu stupné n za pouziti za-
kladnich aritmetickych operaci +, —, -,/ a n-tych odmocnin. Prvni ,dikaz” podal
v roce 1799 Paolo Ruffini, ten vSak byl neuplny. Na zakladé Ruffiniho myslenek pak
Niels Henrik Abel nasel v roce 1823 kompletni diikaz. My pujdeme jinou, pfimé&;jsi
cestou, kterou odahlil o 10 let pozdéji Evariste Galois. Jeho metoda navic umoziuje
dokézat silnéjsi tvrzeni, totiz ze pro kazdé n > 5 existuje polynom stupné n, jehoz
kofeny nelze vyjadfit vzorcem (tj. nejen Ze neexistuje vzorec, ktery by fungoval
pro vSechny polynomy zarover, ale pro nékteré polynomy neexistuje ani jednora-
zové vyjadfeni kofenid pomoci uvedenych operaci). Nazyvejme takové polynomy
neresitelné v radikdlech, formalni definici uvedeme v Sekci 2.3. Galoisuv dikaz je
zalozen na nasledujicim kritériu, pomoci kterého je dokonce mozné zjistit, zda je
dany polynom resitelny v radikalech.

Véta 2.1 (Galoisova véta). Bud T téleso charakteristiky 0, f polynom z T[z] a S
rozkladové nadteleso polynomu f nad T. Polynom f je Tesitelny v radikdlech prdvée
tehdy, kdyz je grupa Gal(S/T) tesitelnd.

Pojem fesitelné grupy vysvétlime v Sekci 2.2. Zatim se spokojme s informaci,
Ze grupy S,, n > 5, feSitelné nejsou. K ditkazu silnéjsi verze Abel-Ruffiniho véty
tak staci najit polynomy stupné n, jejichz Galoisova grupa je izomorfni grupé S,,.
Z toho dtvodu v tomto textu ukdzeme pouze jednu implikaci v Galoisové véte,
totiz Ze TeSitelné polynomy maji fesitelnou Galoisovu grupu. Opac¢né implikace je
slozitéjsi a k dikazu Abel-Ruffiniho véty neni potfeba.

Poznamenejme, ze predpoklad charakteristiky 0 je zbytecné silny. Co ve sku-
teCnosti potfebujeme, je fakt, Ze ireducibilni polynomy nemaji vicendsobné kofeny
(této vlastnosti se Fikd separabilita), coz pro télesa charakteristiky 0 plyne z Véty
??: vicendsobné kofeny polynomu f by zpisobily, ze NSD(f, ') # 1. Detaily pie-
nechédme obsaznéjsim ucebnicicm.

Kapitolu za¢neme zkoumanim zakladnich vlastnosti Galoisovych grup, které nam
umozni tyto grupy pro nékteré jednoduché polynomy spocitat. Zcela zakladnim
pozorovanim je, ze T-automorfismy zachovavaji kofeny vSech polynomd, tj. obraz
kofene polynomu f je opét kofenem f. Protoze jde o automorfimy, toto zobrazeni
indukuje permutaci na mnoziné vSech korenti daného polynomu.

Lemma 2.2. Bud T < S rozsiteni teles, f € T[z] a A mnoZina vsech koteni
polynomu f v S. Pak pro kazdé ¢ € Gal(S/T) je p|a permutaci mnoZiny A.

Drikaz. Ozna¢me polynom f = > a;x* € T[] a uvazujme jeho kofen u € S. Pak
©o(u) je také kofenem f, protoze

Fpw) = Y aiw)’ = Y wlae(u) = ¢ (3 au’) = p(f(w) = ¢(0) = 0,

kde druhd rovnost vyuziva faktu, ze ¢|r je identita, a tfeti rovnost plyne z faktu,
ze  je homomorfismus. Tedy ¢ je zobrazeni na mnoziné A vSech kofent f v S. Z
definice Galopisovy grupy je to prosté zobrazeni, a protoZe je mnozina A kone¢n4,
je to permutace na A. O



Pfipomenme fakt, ze homomorfismus je jednoznac¢né uréen svymi hodnotami na
generatorech. Specialné, pokud S = T(ay, ..., a,), pak kazdy T-homomorfismus ¢ :
S — S je urcen hodnotami ¢(aq),. .., p(ay): obecny prvek u € S lze zapsat jako u =
f(ai,...,a,) pro ngjaky polynom f € T|x1,...,x,], tedy u = > ¢, i ait...aln
pro néjaké koeficienty c;,

.....

o(u) = oY i ,aitalr) =D (e )e(a) . plan)™
— Z cil,___ﬂ;n«p(m)il op(an)™,

vyuzivajice faktu, Zze ¢ je T-homomorfismus. Na druhou stranu, ne kazda sada
hodnot na generatorech dava homorfismus: napi. neexistuje R-homomorfismus ¢ :
C — C spliujici (i) = 2i, protoze ¢(i?) = p(—1) = —1, aviak p(i)? = (2i)? = —4.

Priklad. Spocteme prvky grupy Gal(C/R). Kazdy R-automorfismus ¢ télesa C
je uréen hodnotou (). Pfitom podle Lemmatu 2.2 permutuje ¢ kofeny polynomu
2% + 1, tedy (i) = i nebo (i) = —i. Prvni volba vede na zobrazeni ¢(a + bi) =
o(a) + p(b)p(i) = a + bi, tedy jde o identické zobrazeni. Druhd volba vede na
zobrazeni ¢(a + bi) = a — bi, tedy jde o operaci komplexniho sdruZeni, coz je jisté
homomorfismus. Grupa Gal(C/R) je tedy dvouprvkové, izomorfni grupé Zs.

Priklady. Analogicky lze odvodit nasledujici:
e Gal(Q(v2) : Q) ~ Z, protoze prvky této grupy museji zachovavat kofeny
polynomu z2? — 2, netrividlnim Q-automorfismem je zobrazeni a + bv/2 —
a— bv/2.
e |Gal(Q(¥/2) : Q)| = 1, protoze prvky této grupy museji zachovavat kofeny
polynomu z3 — 2, aviak tento polynom mé v Q(+/2) jediny koten /2.

Vypocty Galoisovych grup jsou obecné komplikované. Napt. plati, ale neni tiplné
snadné dokéazat, ze |Gal(R/Q)| = 1, zatimco Gal(C/Q) je nekonecnd. Galoisovy
grupy maji zajimaveéjsi vlastnosti, pokud jde o rozkladové rozsifeni. Nasledujici tvr-
zeni umoznuji ur¢it Galoisovy grupy rozkladovych nadtéles neékterych jednodussich
polynomu.

Tvrzeni 2.3. Bud' S rozkladové nadtéleso polynomu f € T[x] nad télesem T. Pak
(1) Gal(S/T) se vnotuje do symetrické grupy S,, kde n je pocet rizniych ko-
Tent polynomu f;
(2) je-li f ireducibilni, pak pro kazdé dva koteny a,b € S existuje p € Gal(S/T)
takovy, Ze p(a) = b;
(3) pro kazdé rozsireni T < S < U takové, Ze U je také rozkladovym nadtélesem
néjakého polynomu nad T, plati Gal(U/S) < Gal(U/T) a
Gal(U/T)/Gal(U/S) ~ Gal(S/T).
Diikaz. (1) Oznaéme A = {a1,...,a,} mnozinu kofend polynomu f v télese S.
Protoze je S rozkladové pro f, plati S = T(ay,...,a,). Uvazujme libovolné ¢ €
Gal(S/T). Tvrzeni 2.2 ¥ika, Ze ¢|4 je permutace na A. Pfitom ¢ je jednoznacné

urcené svymi hodnotami na generatorech aq,...,a,, tedy ¢ je jednoznacné urcené
svoji restrikei | 4. Z toho plyne, Ze zobrazeni

Gal(S/T) =84,  @w—=¢la

je prosté, a je snadné nahlédnout, Ze to je homomorfismus.



(2) Protoze je f ireducibilni, Lemma 1.3 ¥ik4, Ze kofenové nadtélesa T'(a), T(b)
jsou T-izomorfni, pfi¢emz T-izomorfismem je zobrazeni definované pfedpisem p(h(a)) =
h(b) pro kazdé h € T[z]. Specidlné (pro h = z) vidime, Zze ¢(a) = b. Nyni stad
pouzit Lemma 1.4 pro 8; = Sy = S a ziskdme ¢ € Gal(S/T) takovy, Ze 1|1) = ¢,
tedy specilng ¥ (a) = b.

(3) Pro ¢ € Gal(U/T) definujeme zobrazeni ®(p) = ¢|s. DokdZzeme, ze jde o
homomorfismus Gal(U/T) — Gal(S/T), jehoz jadrem je Gal(U/S) a obrazem
celé Gal(S/T). Dokazované tvrzeni pak ihned plyne z faktu, Ze jddro je normdlni
podgrupou, a z 1. véty o izomorfismu.

Nejprve musime ovéfit, ze ¢|s je vidy prvkem grupy Gal(S/T). Podle Tvr-
zeni 2.2 zobrazeni ¢ permutuje kofeny polynomu f, které generuji téleso S, a tedy
»(S) = S, ¢ili zobrazeni p|g je T-automorfismem télesa S. Restrikce na podmnozinu
zfejmé zachovava skladdni, takZze zobrazeni ® je homomorfismem Gal(U/T) —
Gal(S/T). Spocteme jeho jadro a obraz. Jadro Ker(®) obsahuje pravé ty auto-
morfismy ¢, pro které ¢|s je identita, tedy pravé vSechny S-automorfismy télesa
U, tedy Ker(®) = Gal(U/S). Co se tyce obrazu, je-li ddno ¢ € Gal(S/T), pak
podle Lemmatu 1.4 existuje T-automorfismus ¢ télesa U takovy, Ze ¢|s = v, tedy
Im(®) = Gal(S/T). O

Na dvou ptikladech ilustrujeme pouziti Tvrzeni 2.3 k vypoctu Galoisovych grup.
Piiklad. Spocteme grupu
Gal(Q(v2,v3)/Q).
V Sekci 7?7 jsme ukazali, ze
S =Q(v2,v3) = Q(V2 +V3)

azemys, 3o = x* — 1022 + 1. Tento polynom ma 4 kofeny, +v/2 + /3, tedy
téleso S je jeho rozkladovym nadtélesem. Téleso S mé jediny generator v/2 + v/3,
kazdy ¢ € Gal(S/Q) je uréen hodnotou na tomto generatoru. Podle Lemmatu 2.2
se kofeny zobrazuji na kofeny, tedy |Gal(S/Q)| < 4. Podle (2) je kazd4a hodnota
na generatoru piipustnd, tedy |Gal(S/Q)| = 4.

Zbyva urcit, jak prvky Gal(S/Q) vypadaji a zda je Gal(S/Q) izomorfni grupé Z,
nebo grupé Zs x Zo. Aplikaci Lemmatu 2.2 na polynomy 2% — 2 a 22 — 3 dostaneme,
7e 0(vV2) = uv2 a o(v/3) = vV/3 pro néjaka u,v € {1, -1}, a tedy

ola+bV2+ V3 + dvV6) = a + ubV2 + vev'3 + uvd V.
Snadno ovétime, Ze p? = id pro vSechny volby u, v, tedy Gal(S/Q) ~ Zy x Z.
Piiklad. Spocteme grupu
Gal(S/Q), kde S = Q(V/2,e2™/3).

Je snadné nahlédnout, Ze S je rozkladové nadtéleso polynomu 22 — 2. Kolik m4 jeho
Galoisova grupa prvka? Jednoduchd tvaha jako v predchozim piikladé nepomiize,
protoze téleso S je ddno dvéma generatory (podle Véty ?? lze toto téleso generovat
jednim prvkem, ale ten nebude kofenem tohoto polynomu a navic neni jasné, jak
jej najit). Uvazujme mezitéleso Q(e>™/3). Jde o rozkladové nadtéleso polynomu
2> —1=(r —1)(2®> — x +1). Z toho plyne

|Gal(Q(e*™7%)/Q)| = 2,



protoze automorfismy musi permutovat kofeny polynomu z2 — z + 1. Dale se po-

divame na prvky grupy Gal(S/Q(e>™/3)). Pro takovy Q(e?™*/3)-automorfismus ¢
musi platit @(e27/3) = 2>7/3 a dale p(3/2) se musi zobrazit na né&jaky kofen poly-
nomu 3 — 2, pfidemz podle (2) je kazda volba pifpustna. Vidime, ze

|Gal(S/Q(e*™/3)| = 3.
Podle (3) plati

Gal(S/Q)/Gal(S/Q(e*"/3)) ~ Gal(Q(e*™/?)/Q),

tedy |Gal(S/Q)| = |Gal(S/Q(e*™/3))| - |Gal(Q(e*™/3)/Q)| = 3-2 = 6 (velikost
faktorgrupy je podil velikosti grupy a velikosti pfislusné normélni podgrupy, viz
Lagrangeova véta). Podle (1) se grupa Gal(S/Q) vnofuje do grupy Ss, tedy nemize
byt izomorfni grupé Zg, tedy Gal(S/Q) ~ S;.

Stézejnim krokem k dukazu Galoisovy véty je nasledujici vlastnost polynomt,
jejichz koreny definuji n-té odmocniny. Grupa G se nazyva metabelovskd, pokud
existuje N < G takovd, Ze obé grupy N, G/N jsou abelovské. Jde o specidlni typ
fesitelnych grup, viz Sekce 2.2.

Tvrzeni 2.4. Bud T téleso charakteristiky 0.

(1) Bud' S rozkladové nadtéleso polynomu x™ — 1 nad T. Pak Gal(S/T) je
abelovskd grupa.

(2) Bud S rozkladové nadtéleso polynomu z™ — a nad T, kde a € T. Pak
Gal(S/T) je metabelovskd grupa.

Dikaz. (1) Dokazeme, ze Gal(S/T) je izomorfni né&jaké podgrupé grupy Z;, tedy
jde o abelovskou grupu. Vzhledem k charakteristice 0 mtizeme piedpokladat

Q<T<S=T(E"/" <C.

Kazdy automorfismus ¢ € Gal(S/T) permutuje kofeny polynomu z™ — 1, tedy
splituje p(e2™/™) = e2k7¥/" pro ngjaké k € {0,...,n—1}. P¥itom nutné NSD(k,n) =
1, protoze ¢ permutuje také kofeny vSech polynomu x™ — 1, tedy prvky, které maji
v grupé C* tad délici m, se musi zobrazit na prvky fadu, ktery déli m; ¢ili prvky
f4du presné n se musi zobrazit na prvky Fadu piesné n, coz jsou pravé ¢isla e2k7i/m
kde NSD(k,n) = 1. Vidime, Ze zobrazeni, které automorfismu ¢ pfitadi toto k je
prosty homomorfismus: prosty diky tomu, Ze ¢ je jednozna¢né urc¢eno hodnotou
na generatoru, a homomorfismus diky tomu, ze skladani automorfismi odpovida
nasobeni pfislusnych k.

(2) Oznac¢me b kofen polynomu z” — a v S. Pak be?*™"/" L =0,...,n — 1, jsou
pravé vSechny kofeny polynomu z" — a v S. Vidime, ze S = T(b, 62“/"), mame
tedy fadu rozsiteni

T < T(627ri/n) <S= T(b, 627ri/n)'
Prostfedni téleso T(ezm/ ™) je rozkladové pro polynom z" — 1, mtizeme tedy apli-
kovat Tvrzeni 2.3(3), které fiké, ze

Gal(S/T) / Gal(S/T(e*"/™)) ~ Gal(T(¢*"/")/T).

Jak vypadé grupa Gal(S/T(e*™/"))? Kazdy prvek ¢ je uréen hodnotou na genera-
toru b. Ten se musi zobrazit na jeden z kofent polynomu z" —a, tedy ¢ (b) = be?+7i/"
pro néjaké k. Vidime, ze skladani automorfismi odpovida s¢itani téchto koefici-
entit, tedy zobrazeni Gal(S/T(e*™/")) — Z,, které automorfismu ¢ pfitadi toto
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k, je prostym homomorfismem do cyklické grupy Z,. Dokazali jsme, ze podgrupa
N = Gal(S/T(e*™*/™)) je cyklickd, tudiz abelovska, a diky ¢asti (1) je faktorgrupa
Gal(S/T)/N také abelovska. TakZe grupa Gal(S/T) je metabelovska. O

Poznamenejme, ze diikaz tohoto tvrzeni je jediné misto, kde potiebujeme pred-
poklad charakteristiky 0. Pro télesa kladné charakteristiky toto tvrzeni neplati.

Na zavér uvedeme jednu dilezitou vlastnost, ktera se dokazuje podobnym trikem
jako Tvrzeni 2.3.

Tvrzeni 2.5. Bud'S rozkladové nadtéleso néjakého polynomu nad télesem T a bud
g € T[x] ireducibilni polynom. Pokud md polynom g v télese S néjaky koten, pak
se nad télesem S rozkladd na linedrni cinitele.

Dikaz. Oznatme f polynom, pro néjz je S rozkladovym nadtélesem a uvazujme
rozkladové nadtéleso U pro polynom fg nad T. Oznacme a kofen polynomu g v
télese S a uvazujme jakykoliv jiny kofen b tohoto polynomu v U. Chceme dokazat,
ze b lezi v S. Podobné jako v Tvrzeni 2.3(2) rozsifime T-izomorfismus T(a) ~ T(b)
na prvek ¢ € Gal(U/T) spliyjici ¢(a) = b (nemizeme piimo pouzit bod (2),
protoze polynom fg neni ireducibilni). Nyni si uvédomime, Ze ¢ permutuje kofeny
polynomu f, které generuji téleso S, a tedy ¢(S) C S. Specidlné dostédvame, ze
b=¢p(a) €S. O

2.2. Resitelnost grup.

Definice. Grupa G se nazyva resitelnd, pokud existuje ¢islo £ a normalni podgrupy
No,...,Ni < G takové, ze {1} = Ng < N; <... < Nj; = G a kazd4 faktorgrupa
N;/N;_1,i=1,...,k, je abelovska. Cislu k se iika stuperi resitelnosti.

Vidime, zZe grupa je
e Tesitelnad stupné 1 pravé tehdy, kdyz je abelovska;
e Tesitelnd stupné 2 pravé tehdy, kdyz je metabelovska.

Piiklady.

e Grupa Sj3 je Tesitelnd stupné 2, jak prokazuje fada podgrup {1} < Az <
S3. Vidime, ze obé faktorgrupy Asz/{1} = A3 ~ Z3 a S3/A3 ~ Zs jsou
abelovské.

e Obecnéji, dihedralni grupy Ds,, jsou fesitelné stupné 2, jak prokazuje fada
podgrup {1} < N < Dg,, kde N sestava ze vSech otoéeni. Vidime, ze obé
faktorgrupy N/{1} = N ~ Z,, a D5, /N ~ Z, jsou abelovské.

e Grupa S, je FeSitelnd stupné 3, jak prokazuje fada podgrup {1} < K <
Ay <S4, kde K =((12)(34),(13)(24)) je Kleinova podgrupa. Vidime, ze
K ~ Zo X Zo, |As/K| =12/4 = 3 a Sy/A4 ~ Zs, tedy vSechny faktorgrupy
jsou abelovské.

Piiklad. Grupa S; neni feSitelna. Staci dokézat, ze jedina vlastni podgrupa této
grupy je As, tedy Ze jedind moznd fada je {1} < A5 < Sj, avSak Aj neni abelovska.
Dtikaz lze provést rozborem piipadti podle typu permutaci. Uvazujme normalni
podgrupu {1} # N < S;.
(1) Pokud N obsahuje transpozici, pak obsahuje vSechny transpozice, protoze
N je uzaviend na konjugaci, a tedy N = S5, nebot transpozice generuji
celou grupu Ss.
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(2) Pokud N obsahuje trojcyklus, pak obsahuje vSechny trojcykly, a tedy As <
N, nebot trojcykly generuji celou grupu As. Z Lagrangeovy véty plyne, Ze
N = A; nebo N = S5.

(3) Pokud N obsahuje permutaci sloZzenou ze dvou disjunktnich transpozic, pak
obsahuje vSechny takové a slozeni (1 2)(3 4) o (1 2)(3 5) = (3 5 4) prevadi
problém na bod (2).

(4) Pokud N obsahuje permutaci sloZenou z trojcyklu a dvojcyklu, pak obsa-
huje vSechny takové a slozeni ((1 2 3)(4 5))% = (1 3 2) prevad{ problém na
bod (2).

(5) Pokud N obsahuje ¢tyfcyklus, pak obsahuje vSechny takové a slozeni (12 3 4)o
(124 3)=(132) prevadi problém na bod (2).

(6) Pokud N obsahuje péticyklus, pak obsahuje vSechny takové a slozeni (12 3 4 5)o

(12345)=(13)(24) prevadi problém na bod (3).

Stézejni vlastnosti fesitelnych grup je nasledujici charakterizace, kterd umoz-
nuje problém fesitelnosti dané grupy prevést na problém fesitelnosti dvou mensich
podgrup.

Lemma 2.6. Bud G grupa. Pak G je Tesitelnd prdvé tehdy kdyz existuje N < G
takovd, Ze obé grupy N, G/N jsou fesitelné.

Diikaz. V TETO VERZI NEBUDE, viz libovolné uéebnice teorie grup (]

Piiklad. Grupy S,,, n > 5, nejsou fesitelné, protoze obsahuji podgrupu Ss, o které
jsme jiz ukézali, Ze neni FeSitelna.

Disledkem lemmatu je nasledujici kritérium fesitelnosti, které zeslabuje pod-
minky na normalni podgrupy z definice Fesitelnosti.

Duisledek 2.7. Bud G grupa a piedpoklddejme, Ze existuje ¢islo k a normdini
podgrupy No,...,Ni < G takové, Ze {1} = Ng < N; < ... < Ny = G a kaZdd
faktorgrupa N; /N;_1, i =1,...,k, je feditelnd. Pak G je fesitelnd.

Diikaz. Snadno indukci podle k. O
2.3. Resitelnost polynomii v radikalech.

Definice. Bud T < S rozsifeni téles a a € S. Rekneme, ze prvek a je vyjddritelns v
radikdlech nad té€lesem T, pokud existuji rozsiteni T = Sy < S; < ... < S takova,
7e S;11 je rozkladové nadtéleso néjakého polynomu 2™ —a; € S;[x] nad télesem S;,
aa€Sg.

Neformalné, prvek je vyjadfitelny v radikalech nad T, pokud jej lze zapsat za
pomoci prvki télesa T, operaci 4+, —, -,/ a n-tych odmocnin. Nap¥. prvek

V2+1

i+1
je vyjadfitelny nad Q, nebot je prvkem rozsifeni Q < S; < Sy < S3, kde postupné
pouzijeme polynomy x> — 2 € Q[z], 2% — (V2 +1) € S1[z] a 22 + 1 € Sy[x].

Definice. Bud T téleso a f polynom z T|[z]. Rekneme, Ze polynom f je 7esitelny
v radikdlech nad télesem T, pokud je kazdy kofen rovnice f = 0 vyjadritelny v
radikalech nad T. Jinymi slovy, pokud existuji rozsiteni T = Sy < S; < ... < S
takovd, ze S;y1 je rozkladové nadtéleso néjakého polynomu z"i — a; € S;[z] nad
télesem S;, a rozkladové nadtéleso polynomu f je obsaZeno v Sg.
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Rozebereme si pripad polynomt stupné 2 a 3. Pro kofeny kvadratického poly-
nomu 2 + bx + ¢ € Q[z] mame vzorec

—b+Vb%2 —4c
2 b

tedy kofeny lezi v nadtélese Q(v/b% — 4c¢), které je rozkladovym nadtélesem poly-
nomu z2 — (b% — 4c). Staéi tedy jediné rozsiteni télesa Q. Pro kofen a kubického
polynomu z3 + bz + ¢ € Q[x] méme vzorec

_i/—c—i-\/ﬁ JJc+ VD
- 2 2

kde D = c? + £b3, takZe potiebujeme aspoii dvé rozsffeni: nejprve o prvek VD, a
pak o prislusnou tfeti odmocninu. Formalné, Q < S; < S,, kde S; je rozkladové
nadtéleso polynomu x2 — D a S je rozkladové nadtéleso polynomu 3 — (—c+ \/5)
Neni tézké dokazat, Zze téleso S, obsahuje i druhy séitanec ze vzorce, tedy a € Ss,
a ze se dany polynom v S, dokonce rozklada. Podobné by bylo mozné rozebrat i
vypocet kofenti polynomu stupné 4.

Uvedena diskuse souvisi s feSitelnosti grup So, S3, Sy4. VSimnéte si, ze S, je abe-
lovska dvouprvkova a k feseni rovnice stacilo jedno rozsifeni stupné 2. Grupa Sg
je metabelovskd, velikosti faktorgrup jsou postupné 3 = |A3/{1}| a 2 = |S3/A3|,
pritom k vyjadreni kofene byla potfeba rozsifeni stupné 2 a 3. Podobné pozorovani
lze ulinit i pro stupen 4. To neni ndhoda, nybrz zakonitost, ktera plyne z pokroci-
lejsi Galoisovy teorie (tak daleko se nedostaneme). Naopak neexistence vzorce na
feseni polynomu stupné 5 a vice plyne z nefesitelnosti grup S,,, n > 5, jak si nyni
ukazeme.

V této chvili mame k dispozici vSechny pojmy potiebné k dikazu stézejni im-
plikace Galoisovy véty 2.1. Jeji diikkaz je zaloZzen na Tvrzeni 2.4. Definice vyjadii-
telnosti v radikalech pouziva fetézec rozsifeni So < S; < ... < Sy, kde kazdé S; 1
je rozkladovym nadtélesem néjakého polynomu typu x™ — a, kde a je prvkem S;.
Tvrzeni 2.4 ¥ika, ze Galoisova grupa takového rozsifeni je fesSitelna. Nabizi se pou-
7it vlastnost (3) z Tvrzeni 2.3, dostat fadu normélnich podgrup, jejiz faktorgrupy
jsou Tesitelné a pouzit kritérium fesitelnosti z Dusledku 2.7. Problém je v tom, zZe
Tvrzeni 2.3 1ze pouzit pouze na télesa, jez jsou rozkladova nad bazovym télesem T.
Situaci lze fesit pomoci nasledujiciho technického lemmatu.

Lemma 2.8. Bud T téleso charakteristiky 0 a T < S < U rozsireni téles takovd,
Ze S je rozkladové nadéleso néjakého polynomu nad T a U je rozkladové nadtéleso
polynomu ™ — a € S[z] nad S. Pak ezistuje rozsiteni U < V takové, Ze V je
rozkladové nadéleso néjakého polynomu nad T a Gal(V/S) je fesitelna grupa.

Poznamenejme, ze kdyby bylo samo U rozkladovym nadtélesem néjakého poly-
nomu nad T, pak bychom mohli volit V = U a pouzit Tvrzeni 2.4.

Diikaz. Ozna¢me f polynom, pro ktery je téleso S rozkladové nad T. Definujeme
polynom g = my r(z") € T[] (do minimalniho polynomu m, t dosadime mocninu
proménné x) a uvazujme rozkladové nadtéleso V polynomu fg € T[z] nad téle-
sem T. Vidime, ze U <V, protoze x —a | my 1 v S[z], tedy 2" —a | mq, (") =g
v S[z], takZe se polynom z" — a rozkldd4d ve V[z] na linedrni ¢initele. DokéZeme,
7e Gal(V/8S) je Tesitelna grupa.
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Ozna¢me a1, ..., a,, kofeny polynomu m, t v télese S. Tento polynom je iredu-
cibilni, jeho kofen a lezi v S, tedy podle Tvrzeni 2.5 jsou vSechny prvky aq,...,an
vS. Tedy mgr = (x—a1) - (x—am)ag=(z"—a1) - (" —an) v S[z]. Oznaéme

gi= (" —ay) (2" — a;) € S[z]

a bud U; rozkladovym nadtélesem polynomu g; nad S, pro kazdé i = 0,...,m.
Méme fadu rozsifeni

S:UOSUISH-SU’m—lSUm:V,

v8echna télesa jsou rozkladova nad S, tedy mtuzeme m-krat aplikovat Tvrzeni 2.3(3)
a dostavame fadu normalnich podgrup

kde N; = Gal(V/U;) < Gal(V/S) pro vSechna . Navic, opét diky Tvrzeni 2.3(3),
Ni/Ni—l = Gal(V/Ul) / Gal(V/Ul_l) ~ Gal(Ui/Ui_l),

pficemz tyto faktorgrupy jsou fesitelné podle Tvrzeni 2.4, protoze U; je rozklado-
vym nadtélesem polynomu 2™ — a; nad té€lesem U,;_;. Dusledek 2.7 iika, ze grupa
Gal(V/S) je fesitelna. O

Dikaz Galoisovy véty 2.1, cdst (=).

Uvazujme polynom f fesitelny v radikalech a prislusna télesa prokazujici tento
fakt, tj. méjme rozsifeni T = Sy < S; < ... < Si takova, ze S;;1 je rozkladové
nadtéleso néjakého polynomu z™ — a; € S;[x] nad télesem S;, a predpoklddejme,
ze rozkladové nadtéleso W polynomu f nad T je obsazeno v télese Si. Dokazeme,
Ze grupa Gal(W/T) je Fesiteln4.

Budeme stavét dvé fady rozsiteni T=Uyg <U; <... < U aT=V3<V; <
... < Vi splnujici nésledujici vlastnosti pro vSechna ¢ = 1,...,m:

(1) S; <U; <V,

(2) V; je rozkladové nadtéleso néjakého polynomu nad T,

(3) Gal(V;/V,_1) je Fesitelna grupa.
Definujme Uy = Vg = Sy = T a postupujme induktivné pro ¢ = 1,...,m. Bud
U, rozkladové nadtéleso polynomu z™ — a; nad télesem V;_;. Nyni pouzijeme
Lemma 2.8 na situaci V,_1 < U; a ziskdme rozsifeni U; < V; s vlastnostmi (2),
(3). Vlastnost (1) je o¢ividné splnéna také.

Maéme tedy fadu rozsiteni T = Vo < V3 < ... < Vg, kde kazdé V; je rozkladové
nad T, takze lze aplikovat Tvrzeni 2.3(3) a ziskat fadu normdlnich podgrup

{id} =N,, <N,,_1 < ... <N; < Ny = Gal(V,,/T),

kde N; = Gal(V/V;) < Gal(V,/T) pro v8echna i. Vlastnost (2) ¥ika, ze faktor-
grupy
Ni/Ni—l = Gal(Vk/Vl) / Gal(Vk/Vi_l) ~ Gal(Vi/Vi_l)

jsou Fesitelné, a z Disledku 2.7 vidime, Ze grupa Gal(Vy/T) je Fesitelnd.

Zbyvé dokazat, ze grupa Gal(W/T) je také feSitelnd. Z vlastnosti (1) plyne,
ze T < W < V. Obé rozsifeni jsou rozkladova nad T, tedy opét muzeme pouzit
Tvrzeni 2.3(3) a vidime, ze Gal(W/T) ~ Gal(Vy/T)/Gal(Vy/W). Nyni staci
pouzit Lemma 2.6, které ¥ika, Ze faktorgrupa fesitelné grupy Gal(Vy/T) je také
Tesitelna. (]
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K dikazu Abel-Ruffiniho véty zbyva najit polynomy, jejichZ rozkladové nadté-
leso nema fesitelnou Galoisovu grupu. Takovych polynomi je vétsina, pfesto neni
uplné snadné néjaky piiklad predvést. Asi nejjednodussi rodinu ptikladi popisuje
nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 2.9. Bud p prvocislo a uwvaiujme ireducibilni polynom f € Q[z] stupné
p, ktery md p — 2 redlngch a 2 imagindrni koteny. Bud S rozkladové nadtéleso
polynomu f nad Q. Pak Gal(S/Q) ~ S,,.

Diikaz. Ptipomertime, ze grupa Gal(S/Q) se vnofuje do grupy S,,, pfi¢emz jeji prvky
jsou dany permutaci na korenech polynomu f. Nejprve si uvédomme, Ze komplexni
sdruzeni je Q-automorfismem télesa S, tedy obraz Gal(S/Q) obsahuje transpozici.
Véta 77 fika, ze |Gal(S/Q)| = [S : Q]. Pfitom [S : Q] je délitelné ¢islem p, tedy
podle Cauchyho véty ?? obsahuje grupa Gal(S/Q) prvek fadu p, tedy jeji obraz ob-
sahuje p-cyklus. Nyni si staci uvédomit, ze libovolny p-cyklus a transpozice generuje
celou grupu S,,. O

Ptikladem polynomu, ktery spliiuje piedchozi tvrzeni, je tfeba f = 2° — 4z + 2.
Tento polynom je ireducibilni podle Eisensteinova kritéria, pocet realnych kofenii
snadno zjistime pomoci kalkulu: f’ = 52* — 4, tato rovnice méa dvé redlna feseni,
tedy pfislusna reilna funkce f mé jedno maximum a jedno minimum, pfi¢emz
snadno dopocditame, ze maximum je kladné a minimum zéporné. Protoze polyno-
mialni funkce jsou spojité, musi existovat praveé tii redlné koteny. Galoisova grupa
rozkladového nadtélesa polynomu f je tedy izomorfni grupé Ss, ktera neni fesitelna.

Dausledek 2.10 (Abel-Ruffiniho véta, silnéjsi verze). Ewxistuji raciondlni polynomy
stupné 5 a vice, které nejsou resitelné v radikdlech nad télesem Q.



