Domaci tlohy 4.
odevzdat do 30.10. 12:00 (stfeda!)

(po¢itd se max. 15 bodi)

Prectéte si ndsledugjici text o uspordddnych mnoZindch a vyreste niZe uvedend cviceni. Vetsinu
materidlu byste meli zndt z diskrétni matematiky, pojmy suprema, infima a svazu jsou pro vds
nejspis nove.

Definice. Relaci < na mnoziné X nazyvame cdstecné uspordaddni, pokud je
(1) reflexivni, tj. x < x pro vSechna x € X,
(2) tranzitivni, tj. x <y a y < z implikuje x < z,
(3) antisymetrickd, tj. r < y a y < x implikuje x = y.
Alternativné fikame, ze (X, <) je usporddand mnozina. Uspofadani se nazyva linedrni, pokud
navic pro kazdé x,y nastane x < y nebo y < z.
Priklady.

e Na mnoziné pfirozenych ¢isel uvazujme obvyklé usporadani 1 < 2 < 3 < ...; uspofadana
mnozina (N, <) je linearni.

e Na mnoziné prirozenych ¢isel uvazujme usporadani délitelnosti, tj. ,a je mensi nez b
pokud a | b*; uspofadana mnozina (N, |) nend linedrni: napi. ¢isla 2, 3 jsou neporovna-
telné.

e Na mnoziné P(X) vSech podmnozin dané mnoziny X uvazujme uspotadani inkluzi, tj.
»A je mensi nez B pokud A C B“; je-li | X| > 1, pak uspofddand mnozina (P(X), Q)
neni linearni: napt. dvé riizné jednoprvkové mnoziny jsou neporovnatelné.

Konecéné usporadané mnoziny se Casto zadavaji pomoci tzv. Hasseova diagramu. Jde o graf
relace <, pfi¢emz nekreslime smycky (reflexivita), vynechdvame vSechny hrany, jejichz existence
je zarucena tranzitivitou, a misto Sipek kreslime neorientované hrany tak, aby vétsi prvky byly

vyse. Napft.
A= é% B =

Definice. Rekneme, Ze prvek a € X je v (X, <)
e nejuétsi, pokud pro kazdé b € X plati b < a;
e nejmensi, pokud pro kazdé b € X plati b > a;
e maximadlni, pokud neexistuje zadné b € X takové, ze b > a;
o minimdlni, pokud neexistuje zadné b € X takové, ze b < a.
Priklady.
e Usporadand mnozina A mé jeden nejvétsi prvek, jeden maximalni (ten samy), zadny
nejmensi a dva minimalni prvky.
e Uspofadand mnozina B mé jeden nejvétsi (a zdroven maximdlni) a jeden nejmensi (a
zéroven minimdlni) prvek. Je to linedrni usporadani.
e Usporfadand mnozina (N, <) mé nejmensi prvek 1, ale zddny maximélni prvek.
e Usporfadand mnozina (N, |) pfirozenych ¢isel s relaci délitelnosti mé nejmensi prvek 1,
ale zadny maximélni prvek. Uspofadand mnozina (N \ {1},|) ma za minimalni prvky
pravé vsechna prvocisla.



Definice. Necht Y C X. Rekneme, Ze prvek a € X je v (X, <)

e horni mez mnoziny Y, pokud a > y pro kazdy prvek y € Y;

e supremum mnoziny Y, pokud to je nejmensi horni mez Y; znacime jej a = supY;

e dolni mez mnoziny Y, pokud a < y pro kazdy prvek y € Y;

e infimum mnoziny Y, pokud to je nejvétsi dolni mez Y'; znaci se a = inf Y.

Jinymi slovy, supremum mnoziny Y je nejmensi prvek mnoziny X, ktery je vétsi nebo rovny nez
vSechny prvky Y. Podobné, infimum mnoziny Y je nejvétsi prvek mnoziny X, ktery je mensi
nebo rovny nez vSechny prvky Y.

Priklady.

e V usporadané mnoziné A podmnozina sestavajici z obou miniméalnich prvkt nema supre-
mum ani infimum. Infimum proto, ze nemé ani zadnou dolni mez. Horni meze sice tato
podmnozina ma tii, avSak Zadna z nich neni nejmensi.

e V uspoiradané mnoziné B méa kazda neprazdna podmnozina supremum i infimum. Obecné,
v kazdé linearné usporadané mnoziné ma kazda neprazdna konecnd podmnozina supre-
mum i infimum, pficemz supY = maxY a infY = minY. Pozor, pro nekonecné to
obecné nefunguje: napt. v (N, <) neexistuje sup N.

e V usporadané mnoziné (P(X), C) mé kazda podmnozina infimum i supremum, pfic¢emz
inf Y je rovno priniku vSech mnozin z Y a sup Y je rovno sjednoceni vSech mnozin z Y.

Uvédomte si, ze sup @) je rovno nejmensimu prvku, pokud takovy v (X, <) existuje; podobné,
inf () je rovno nejvétsimu prvku, pokud takovy existuje.

Definice. Svazem nazyvame kazdou uspoiddanou mnozinu, ve které existuji suprema a infima
vSech dvouprvkovych podmnozin (pak také ziejmé existuji suprema a infima vsech neprazdngch
konecngch podmnozin). Uplnym svazem nazyvame kazdou usporddanou mnozinu, ve které exis-
tuji suprema a infima vSech podmnozin.

Tedy v plném svazu existuje nejmensi i nejvétsi prvek (sup () a inf ).
Priklady.
e Usporddand mnozina A neni svaz.
e Linearné usporadana mnozina je vzdy svaz, pfi¢emz a Vb = max(a,b), a Ab = min(a, b).

Tedy (N, <) je svaz, ale neni uplny: napt. sup N neexistuje.
e (P(X),C) je tplny svaz: sup{A, B} = AU B, inf{A, B} = AN B.

1. (4 bodi) Dokazte, ze usporddand mnozina (N, |) je svaz. Dokazte peélivé, co je supremum a
co infimum mnoziny {a, b}.

2. (6 bodt) Ozna¢me Eq(X) mnozinu vSech ekvivalenci na mnoziné X uspotradanou inkluzi.

a) Nakreslete Hassetiv diagram pro Eq({1,2, 3}).
b) Dokazte, ze Eq(X) je svaz.

3. (8 bodu) Zjistéte, zda existuje a jaky nejmensi pocet prvki mize mit usporadand mnozina
s danymi vlastnostmi. Pokud existuje, uvedte ji. Pokud neexistuje, dokazte to.
a) M4 suprema vSech podmnozin, ale existuje podmnozina, kterd nema infimum.
b) M4 dva maximalni a dva minimalni prvky.
c) M4 dva nejvétsi prvky.
d) M4 jeden miniméalni, ale ZAdny nejmensi prvek.
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