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Nova ucebnice obecné algebry, a o vyuce algebry pro
studenty ucitelstvi

David Stanovsky

Abstrakt

Prunt édst prispévku je vénovdna moji nové ucebnici Zaklady algebry, jejimu obsahu a
v ceskych podminkdch novému pristupu k tématu. Druhd édst pak popisuje zkusenosti
a zdveéry z péti let vyuky obecné algebry pro studenty ucitelstvi.

Rad bych v tomto pfispévku zhodnotil zkuSenosti posbirané béhem péti let,
kdy jsem ucil obecnou algebru pro studenty ucitelstvi i odborné matematiky na
MFF UK (a v jednom semestru na NGTU v Novosibirsku). Vysledkem prace
je mimo jiné ucebnice Zdklady algebry, kterou letos vydalo nakladatelstvi Mat-
fyzpress [4]. Tento pfispévek bude mit spiSe charakter osobni vypovédi, nez od-
borné prace, presto vérim, ze uvedené zkusenosti budou zajimavé pro ucitele na
vysokych i stfednich Skolach (tém druhym zvlasté doporucuji sekei 2.3).

1 Nova ucebnice obecné algebry

1.1 Obsah

Kdyz jsem zacinal pfednéset algebru, marné jsem hledal ucebnici, které bych

se mohl drzet a kterou bych mohl doporucit studenttim ke ¢teni. Starsi ceské

materidly mi nevyhovovaly stylem, ucebnice anglo-americké obsahem. Rozhodl

jsem se tedy vytvorit text vlastni, ktery by obsahem odpovidal sylabam kurzi

obecné algebry na MFF UK a zaroven byl napsan v modernim stylu, pfistup-

néjsim studentim, tak jak je reprezentovan napf. uéebnicemi [1], [2] nebo [3].
Ucebnice pokryva piedevsim klasickéd témata:

o zdklady komutativni algebry — elementarni teorie ¢isel, Gaussovské a Euk-
leidovské obory, polynomy jedné proménné a jejich koreny;

o zdklady teorie grup — cyklické grupy, rozklady podle podgrup a Lagrange-
ova véta, ptisobeni grupy na mmnozing;

e ziklady teorie téles — rozsifeni kone¢ného stupné, rozkladova nadtélesa,
algebraicky uzavér, konstrukce konecénych téles;
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e struéné uvody do teorie okruhii a obecnych (univerzalnich) algeber.

Do ucebnice jsem se snazil zatadit aplikace teorie v jinych oblastech matematiky:
v kapitole o Gaussovskych oborech tak ¢tenar najde sekci vénovanou rozsifenim
celych cisel a jejich uziti pfi feseni diofantickych rovnic, v kapitole o grupach se
diskutuje problém diskrétniho logaritmu a jeho uziti v kryptografii, ptisobeni na
mnoziné je motivovano Burnsideovou vétou, jez umoznuje elegantné resit tlohy
elementarni kombinatoriky vzhledem k dané grupé symetrii, teorie rosifeni téles
je aplikovana na konstrukce pravitkem a kruzitkem, je uveden Wantzeltiv dikaz
neresitelnosti trisekce thlu a podobnych tloh. Ucebnice obsahuje velké mnozstvi
konkrétnich piikladt vychazejicich pfedevsim z aritmetiky (vlastnosti ¢iselnych
oboril) a kombinatoriky (symetrie koneénych objekti).

Text vychéazi z koncepce studia na MFF UK, ktera je v tomto smyslu po-
dobna vétsiné ceskych i evropskych skol. Kurz obecné algebry probiha zpravidla
ve druhém roéniku, zpravidla v rozsahu 4/2 a navazuje na znalosti ro¢niku prv-
niho: pochopeni vystavby moderni matematiky, znalost zdkladni matematické
terminologie, alespon ¢astecné vyvinuta schopnost abstraktniho mysleni. Co se
tyce faktickych znalosti, v ptikladech se vyuzije ¢ast maticového poc¢tu (maticové
grupy) a teorie téles zadsadnim zpisobem potfebuje pojem abstraktniho vekto-
rového prostoru. Odhaduji, ze ke kompletnimu zvladnuti ucebnice je tfeba cca
70-80 vyucovacich hodin (tj. 5-6 pfednasek tydné po dobu jednoho semestru,
nepoditaje cviceni). Uebnice tedy nechava dostatek prostoru k vybéru témat
podle zaméreni prednasky i vkusu prednasejiciho.

1.2 Styl

V porovnani se star$imi ¢eskymi ucebnimi texty ma nova ucebnice tii specifika.
Za prvé, je pouzit moderni pfistup ,rings first, groups next“: zacina se teorii
délitelnosti v oborech integrity, ktera je studentim blizsi, nebot pfislusné ob-
jekty studia (¢isla, polynomy) jsou jim divérné zndmy. Teprve poté, co studenti
vstiebaji ideu abstraktni algebraické struktury, je vylozena teorie grup, okruhti
a téles v klasickém stylu definice — ptiklady — vlastnosti — aplikace. Za druhé,
teorie grup, okruht a téles je budovana na zdkladé struéného tvodu do uni-
verzalni algebry: pojmy podalgebry, homomorfismu ¢i direktniho soucinu jsou
vysvétleny v obecnosti. Tfetim specifikem je vyc¢lenéni pro studenty velmi obtiz-
ného konceptu faktorobjektu do samostatné kapitoly, aby 1épe vynikla souvislost
téchto pojmi pro jednotlivé typy struktur. VSechny t¥i novinky se mi osvédcily
ve vyuce.

Dilezitym aspektem ucebnice je postup od konkrétniho k abstraktnimu. Nej-
prve je vyloZena elementarni teorie Cisel, teprve potom je definovan obor inte-
grity, motivovan potifebou zkoumat podobné koncepty pro jiné objekty, jako
napf. polynomy nebo komplexni rozsiteni celych c¢isel. Dikaz Zakladni véty arit-
metiky pak slouzi jako vzor pro analogicky diikaz véty o existenci a jednoznad-
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nosti ireducibilnich rozkladt v obecnych oborech integrity. K pojmu obecné alge-
bry vede cesta pfes abstraktni definici vektorovych prostort (v linedrni algebie)
a pres abstraktni definici oboru integrity (na zacatku kurzu). Kapitola o teorii
grup zacind sekci o cyklickych grupéach, které jsou vSem divérné znamy (poci-
tani modulo), aZ pak nasleduje abstraktni teorie rozkladt. Rada abstraktnich
vét je motivovana a zpétné ilustrovana na konkrétnich ptikladech, ¢asto z jiného
oboru: typickym prikladem je ptsobeni grupy na mnoziné a Burnsideova véta
podané na prikladech enumerace kombinatorickych objekti az na dané symetrie.

1.3 Srovnani

Nakolik jsem byl schopen dohledat, v ¢estiné a slovenstiné vysly ¢tyti velké uceb-
nice algebry a fada skript. Prvni samostatnou ucebnici byly Kotinkovy Zdklady
algebry (1. vydéni 1956), z dnesniho pohledu je v8ak tato kniha zastarald. V 70.
letech vysly v piekladu dvé ucebnice dvojice autord Birkhoff, Mac Lane (Alfa
Bratislava 1973, 1979) a klasicka ucebnice Kurosova (Academia, 1977). Jde o in-
spirativni texty, zejména svym konkrétnim pristupem a fadou piikladi, nicméné
jiz neodpovidaji soucasnému pojeti vyuky obecné algebry u nas i ve svété. Jedi-
nou velkou ptivodni ¢eskou ucebnici je monografie Algebra autorského kolektivu
pod vedenim Ladislava Prochézky (Academia 1990), ktera je vSak svym stylem k
vyuce nevhodné. Skripta, ktera vysla v poslednich 15 letech v Brné a Olomouci,
jsou pomérné forméalni a osobné mi nevyhovuji volbou témat.

Ucebnice urcéené pro vyuku na americkych univerzitach maji vyrazné nizsi
vstupni predpoklady, a to jak na troven abstraktniho mysleni studentt, tak
faktickych znalosti — v vodu zpravidla najdeme fadu témat, kterd jsou u nas
pokryta na stifedni $kole, jako napf. ivod do délitelnosti v celych ¢islech, mate-
matickou indukei, komplexni éisla apod. Styl vykladu byva casto ptili§ rozvlacény.
Kladem téchto ucebnic byva konkrétnéjsi pristup, diraz na priklady a aplikace
a pékna cviceni.

2 Obecna algebra ve vyuce budoucich ucditelit matematiky

2.1 Algebra ano ¢i ne

Podle mého néazoru zéklady obecné algebry do studijnich plant ucitelstvi patii,
stejné jako tfeba projektivni geometrie nebo diferencidlni rovnice, pfestoze je
ucitel ve stfedoskolské vyuce beprostfedné nevyuzije. VSechny tii jmenované
discipliny t¥ibi znalosti z pfedméti, které se na stfednich skoldch uéi (byt nékteré
z nich okrajové) — algebra dédva nadhled nad elementarni teorii éisel a rozsifuje
schopnosti kombinatorického pocitani, projektivni geometrie davéa alternativni
pohled na klasickou geometrii, o vyznamu diferencialnich rovnic v pfirodnich
védach nemluvé.

Otazka je, jakou formou, s jakym obsahem a v jakém rozsahu by se tyto
predméty mély ucit. Podle mého nézoru a zkuSenosti by se mélo postupovat
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od konkrétniho k abstraktnimu, a to dlouhodobé. Je zbytecné vysvétlovat teorii
délitelnosti v Gaussovskych oborech, kdyz studenti nikdy neslyseli o Zakladni
vété aritmetiky a neznaji Eukleidiv algoritmus (takova je situace na MFF UK
podle oficidlnich sylabt). Je zbytecné fikat definici grupy, aniz by studenti uméli
pracovat s permutacemi a regularnimi maticemi, a je Skoda udit teorii grup
ve chvili, kdy studenti nevédi, jak vypadaji, feknéme, izometrie v roviné nebo
symetrie zdkladnich geometrickych objektt (pravidelné n-tihelniky, krychle).
Tim chci naznacit, ze zaklady obecné algebry by mély v néjakém smyslu za-
stieSovat tu cast studia matematiky, ktera se vénuje diskrétnim strukturam a
geometrii, podavat jednotici ndhled na situace, s nimiz se studenti setkali v kon-
krétnéjsich oborech (pro ostatni pokro¢ilé matematické discipliny to plati zrovna
tak). Z toho plyne, Ze pfednasku z algebry by bylo vhodné zaradit do pozdéjsi
faze studia tak, aby mohla navazovat na konkrétnéjsi discipliny, jako je line-
arni algebra, teorie cisel a eukleidovska geometrie. Mimo jiné by tato prednaska
meéla piijit v dobé, kdy uz studenti bezpecné zvladnou stfedoskolskou matema-
tiku (viz niZe). Optimalnim rozsahem by podle mého nézoru a zkuSenosti byly 3
hodiny pfednésky a 2 hodiny cviceni, coz by umoznilo vysvétlit zaklady komuta-
tivni algebry a teorie grup, véetné nékolika aplikaci se stfedoskolskym aspektem
(diofantické rovnice, Burnsideova véta, Fesitelnost tloh pravitkem a kruzitkem).

2.2 Algebra na MFF UK

Situace na nasi fakulté je do zna¢né miry opakem vyse uvedenych ivah. V minu-
losti zde prevazoval formalni styl s dirazem na abstraktni stranku véci, vyklad
od abstraktniho ke konkrétnimu a nevelka vazba na souvisejici obory a aplikace.
Situace se méni pomalu.

Konkrétné, studenti ucitelstvi matematiky na MFF UK maji povinné dva
kurzy obecné algebry: ve tfetim semestru maji predmét Algebra I s rozsahem
2/2, ktery mé studenty uvést do studia algebry, a v prvnim ro¢niku navazujiciho
magisterského studia predmét Algebra II s rozsahem 2/2, ktery mé ukazat apli-
kace. Ja jsem byl v poslednich péti letech zodpovédny za tivodni kurz, v mezich
danych tématy ke statnim zavéreénym zkouskam. V soucasné dobé vénuji pfi-
blizné dvé tfetiny semestru Gaussovskym obortim s dirazem na vlastnosti ¢isel
a polynomu a tfetinu semestru teorii grup.

Je velmi problematické, ze algebra nemé na co navazovat. Kurz linearni al-
gebry v 1. ro¢éniku postrada geometrické aspekty (alesponi podle sylabu), kurzy
geometrie jsou pozdéji, kurz teorie ¢isel dokonce neni v pribéhu studia vibec!
(V sylabu zédného pfedmétu neni napf. Eulerova véta nebo poéitani s kongru-
encemi = (modn), zatimco ke statnicim maji studenti znat konstrukei faktor-

grupy.)
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2.3 ZkuSenosti z vyuky

Tolik vzletné tivahy o roli algebry v odborném vzdélani budoucich ucitelti mate-
matiky, a nyni k realité vyuky pro soucasné studenty. Je ziejmé, ze pro napros-
tou vétsinu z nich je iroven abstrakce v obecné algebie ve druhém roc¢niku zcela
nezvladatelna. Ale nejde jen o styl mysleni. U zkousky ve t¥etim(!) semestru
pravidelné narazim na elementarni neznalosti ze stfedoskolské matematiky, a co
hire, na celkové nepochopeni logické vystavby matematiky.

Zacnu popisem testu. Test obsahuje 17 otézek, tfetinti bodu lze ziskat za
znéni vét a definic (zde kladu diraz na korektni formulace), tfetinu za jednoduché
problémy, jejichz feseni zpravidla obnasi dosazeni konkrétnich objektt do vhodné
véty/definice nebo nalezeni piikladu s danymi vlastnostmi, a tfetinu za typové
pocetni ulohy v zasadé algoritmického razu. Kompletni sada cca 500 tuloh je k
nalezeni na webu [5]. Studenti museji ziskat alespoii 2/3 bodt. Uspé&snost testu
se pohybuje kolem 30%, pfi¢emz zdaleka nejvétsi problémy ptlisobi prostiedni
¢ast. Pojdme se podivat na nejcastéjsi potize.

Vsechny ¢asti testu pochopitelné sleduji, zda se studenti naucili faktické zna-
losti, ale tomu se vénovat nechci, mj. proto, ze tento aspekt necini u dvouhodi-
nové prednésky vétsi potize (obecné se mi zd4, Ze schopnost studentd naucit se
nazpamdét obrovské mnozstvi dat bez jejich porozuméni se v poslednich letech
nezménila, narozdil od jinych schopnosti).

Dilezitym aspektem prvni ¢asti testu je, zda jsou studenti schopni korektné
formulovat matematické tvrzeni. To je pro zhruba t¥etinu(!) z nich nepiekona-
telny problém. Pocinaje tim, Ze véty nedavaji jazykovy smysl, chybi jim podmét
a/nebo pfisudek, pfes nepochopeni konceptu predpokladu a zavéru véty, rozdilu
mezi vétou a definici, az po problém porozuméni vyznamu logickych spojek a
kvantifikdtorti. Minimalné 10% studentti nechdpe pojem implikace a nahrazuje
jej napriklad spojkou ,a“ nebo prazdnym mistem. Témér polovina studenti neni
schopna zapsat komplikovanéjsi definici typu nejvétsiho spole¢ného délitele. Pou-
hych cca 10% student je schopno korektné formulovat algoritmus (napf. Euk-
leidiv), néktefi dokonce vitbec nerozumi slovu algoritmus.

V druhé ¢asti testu se zaméfuji na to, aby studenti uméli pouzit vétu v da-
ném kontextu. Uvedme kokrétni piiklad Lagrangeovy véty, kterd iikd, Ze je-li
G kone¢na grupa a H jeji podgrupa, pak velikost H déli velikost G. Otazka
,Napiste Lagrangeovu vétu® m4 spé&snost relativné velkou, prakticky 100% u
student, ktefi pochopili, jak formulovat matematickou vétu. Otazka ,,MizZe mit
100-prvkové grupa 32-prvkovou podgrupu?“ ma, prekvapivé, tspésnost mensi.
Otéazka ,Muze mit 100-prvkova grupa 25-prvkovou podgrupu?“ ma tuspésnost
tristni, pfi¢emz nejcastéjsi Spatnou odpovédi je ,,Ano, podle Lagrangeovy véty*“.
Koncept piikladu a protipiikladu je u vétSiny student@ nepfitomny. Casto se
stavé, Ze studenti uméji recitovat definici (napf. komutativni grupy), ale selhavaji
na jeji aplikaci v konkrétnim p¥ipadé (napf. ,,Tvori symetrie ¢tverce komutativni
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grupu?)

Co se tyce vypocetnich tloh, nejcastéji se vyskytuji tfi chyby. 1) Pouziti véty
v situaci, kdy nejsou splnény predpoklady — i presto, Ze vysledek je ocividné
gpatny. Oblibenou odpovédi je napf. ,,posledni cifra ¢isla 24444 je 1 aplikaci Eu-
lerovy véty, kterd 1ika, ze ¥ =1 (mod n), ale samoziejmé jen tehdy, kdyz
NSD(a,n) = 1. Tato chyba je béZné ve vSech pfedmétech. 2) Neschopnost apli-
kace obecného postupu v daném konkrétnim oboru. Napr. student zna Eukleidav
algoritmus a umi délit Gaussova ¢isla se zbytkem, ale piisobi mu potize spocitat
NSD dvou Gaussovych ¢isel, nebyla-li tato tloha explicitné na cviéenich. 3) Me-
zery ve stfedoskolské matematice. Zde nejéastéji nardzim na neschopnost feseni
kombinatorickych dloh (,kolika zpisoby lze navléknout na nit 5 ervenych, 4
modré a 3 zelené kordlky?“) a problémy s komplexnimi ¢isly. V astni ¢dsti pak
jesté na nepochopeni principu matematické indukce.

2.4 Zavér

Soudim, ze kurz obecné algebry do vyuky studentt ucitelstvi matematiky patii.
Studenti, ktefi latku zvladli (nakonec jich zas tak mélo nebyva), mi vétSinou
tikaji, Zze je predmét bavil a Ze se jim zda pfinosny. Hlavni otdzkou je, kam
tento predmét zaradit, aby byl smysluplny pro vétsi podil studentt. Obecnéji,
bakalarské studium by mélo vést k tomu, aby studenti bezpodminec¢né zvladali
logickou stavbu matematiky a s jistym odbornym nadhledem veskerou stiedo-
skolskou latku — a také bychom to méli testovat u statnich zavéreénych zkousek.
Na abstraktni teorie zastiesujici matematické vzdélani je dost ¢asu v navazujicim
magisterském studiu.
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