ÚLOHY, KTERÉ SE OBJEVILY V SEMINÁØI (po tøech úlohách ke ka¿dému dílu)

Otázkou "kolik je" máme na mysli "najdìte nìjakou známou mno¿inu, která je stejnì velká jako". 1. Kolik je polynomù s racionálními koe˛cienty? (tj. výrazù a_0 + a_1x + a_2x^2 + · · ·+ a_nx^n, kde n je nezáporné celé èíslo a a_0, . . . , a_n jsou libovolné koe˛cienty) 2. Kolik je (a) posloupností pøirozených èísel? (tj. funkcí ▲ → ▲) (b) permutací pøirozených èísel? (tj. bijekcí ▲ → ▲) (c) involucí pøirozených èísel? (tj. bijekcí f : ▲ → ▲ takových, ¿e f = f^{−1}) 3. Doka¿te poøádnì následující tvrzení. (a) Je-li A ≺ ▲, pak je A koneèná.

(b) Prosté zobrazení A → B existuje právì tehdy, kdy¿ existuje surjektivní zobrazení B → A.

(c) Je-li A × A ≈ A, pak A^n ≈ A pro ka¿dé n ∈ ▲. (d) Je-li A_1 ≈ B_1 a A_2 ≈ B_2, pak A_1 × A_2 ≈ B_1 × B_2. 4. (a) Doka¿te, ¿e existuje reálná funkce, její¿ graf protne graf ka¿dé spojité reálné funkce.

(b) Doka¿te, ¿e existuje rozklad pøímky na nespoèetnì mnoho nespoèetných po dvou disjunktních podmno¿in. 5. Buï M mno¿ina bodù v rovinì. Øekneme, ¿e je pìkná, pokud ¿ádné tøi body z M nele¿í na pøímce a ¿ádné tøi pøímky urèené body z M se neprotínají v bodì nele¿ícím v M.

(a) Doka¿te, ¿e pro ka¿dé n pøirozené existuje n-prvková pìkná mno¿ina bodù v rovinì.

(b) Doka¿te, ¿e existuje spoèetná pìkná mno¿ina bodù v rovinì. (c) (Mimo soutì¿.) Existuje pìkná mno¿ina bodù v rovinì mohutnosti kontinua? 6. Nechż A, B, U jsou libovolné mno¿iny. Doka¿te, ¿e (a) U^{A×B} ≈ (U^A)^B ≈ (U^B )^A;

(b) jsou-li A, B disjunktní, pak U^{A∪B} ≈ U^A × U^B ; (c) je-li A ⪯ B, pak U^A ⪯ U^B a A^U ⪯ B^U .

Typeset by AMS-TEX 1

7. Doka¿te, ¿e existuje funkce f : ⋛ → ⋛, která na ka¿dém intervalu (a, b) nabývá vźech reálných hodnot (tj. pro ka¿dé y ∈ ⋛ existuje x ∈ (a, b) takové, ¿e f(x) = y).

8. Doka¿te, ¿e existuje mno¿ina bodù v rovinì, kterou protne ka¿dá pøímka v právì dvou bodech.

9. Kolik existuje (navzájem rùzných) podmno¿in ▲ takových, ¿e ka¿dé dvì rùzné mají koneèný prùnik? (Poznámka: k øeźení staèí pouze znalosti obsa¿ené v 1. dílu.)

ÚLOHY, KTERÉ SE NEPOUőILY

k èásti I.

(1) Nechż C je systém po dvou disjunktních mno¿in. Nechż B ≺ C. Doka¿te, ¿e existuje C ∈ C taková, ¿e B ∩ C = ∅.

(2) Doka¿te, ¿e mno¿ina X je koneèná právì tehdy, kdy¿ (Tarski) neexistují mno¿iny X_1, X_2, · · · ⊆ X takové, ¿e X_n ⊃ X_{n+1} pro ka¿dé n ∈ ▲, a to je právì tehdy, kdy¿ (Dedekind) ka¿dá vlastní podmno¿ina mno¿iny X je (ostøe) menźí ne¿ X.

(3) Existuje rostoucí øetìzec (tj. soubor do sebe navzájem vnoøených mno¿in) podmno¿in ▲ mohutnosti kontinua?

(4) Existuje pro ka¿dé a ∈ ⟨0, 1) mno¿ina A_a ⊆ ▲ taková, ¿e pro ka¿dé a, b ∈ ⋛ platí

a < b právì tehdy, kdy¿ A_a ⊂ A_b ?

k èásti II.

(1) Nechż A je nekoneèná a B ⊂ A, B ≺ A. Doka¿te, ¿e A ® B ≈ A. (2) Mno¿ina G ⊆ ⋛ se zve otevøená, pokud pro ka¿dé a ∈ G existuje otevøený interval I ⊆ ⋛ takový, ¿e a ∈ I ⊆ G. Doka¿te, ¿e existují mno¿iny, je¿ nelze získat jako spoèetný prùnik otevøených mno¿in. Návod: Ka¿dou otevøenou mno¿inu lze rozlo¿it na nejvýźe spoèetnì mnoho disjunktních otevøených intervalù.

ØEľENÍ ÚLOH, KTERÉ SE OBJEVILY V SEMINÁØI

1. Oznaème P_n mno¿inu vźech polynomù stupnì n s racionálními koe˛cienty. Pak lze mno¿inu vźech racionálních polynomù napsat jako S^∞_{n=0} P_n. Polynom stupnì n je jednoznaènì urèen svými koe˛cienty a_0, . . . , a_n ∈ ⋚. Máme tedy bijekci ⋚^{n+1} → P_n pøiøazující (n+1)-tici (a_0, . . . , a_n) polynom a_0 +a_1x+· · ·+a_nx^n. Pøitom ovźem ⋚ ≈ ▲, a tudí¿ P_n ≈ ⋚^{n+1} ≈ ▲^{n+1} ≈ ▲ (viz 3. úloha), tj. P_n je spoèetná mno¿ina. Mno¿ina vźech polynomù je tedy spoèetným sjednocením spoèetných mno¿in, a proto je spoèetná. 2. Oznaème A mno¿inu vźech posloupností pøirozených èísel, B mno¿inu vźech permutací pøirozených èísel a C mno¿inu vźech involucí pøirozených èísel. Proto¿e C ⊆ B ⊆ A, máme C ⪯ B ⪯ A. Nejprve si vźimnìme, ¿e ka¿dé posloupnosti pøirozených èísel (a_n)^∞_{n=1} lze (prostì) pøiøadit mno¿inu {(n, a_n) : n = 1, 2, . . . } ⊆ ▲ × ▲. Máme tedy prosté zobrazení A → P(▲ × ▲). Pøitom ovźem ▲ × ▲ ≈ ▲, tak¿e také P(▲ × ▲) ≈ P(▲). Mno¿ina A tedy není vìtźí ne¿ mohutnost kontinua.

Dále zkonstruujeme prosté zobrazení P(▲) → C. Podmno¿inì A ⊆ ▲ pøiøadíme následující zobrazení f_A : ▲ → ▲. Pokud x ∈ A, polo¿íme f_A(2x) = 2x + 1, f_A(2x + 1) = 2x. Pokud x /∈ A, polo¿íme f_A(2x) = 2x, f_A(2x + 1) = 2x + 1. Je vidìt, ¿e právì de˛nované f_A je involucí, a pro A ≠ B máme f_A ≠ f_B (je-li x ∈ A ® B nebo x ∈ B ® A, pak f_A(2x) ≠ f_B (2x)).

Shrnuto, P(▲) ⪯ C ⪯ B ⪯ A ⪯ P(▲). Z Cantor-Bernsteinovy vìty a faktu P(▲) ≈ ⋛ dostáváme, ¿e vźechny tøi zadané mno¿iny mají mohutnost kontinua. 3. (a) Nechż A ≺ ▲ není koneèná. Nalezneme po dvou rùzná a_1, a_2, · · · ∈ A, èím¿ uká¿eme, ¿e ▲ ⪯ A (pøi prostém zobrazení n → a_n), co¿ dá spor.

Buï a_1 ∈ A libovolné. Máme-li zkonstruována a_1, . . . , a_n, zvolíme libovolné a_{n+1} ∈ A®{a_1, . . . , a_n}. Zbývá dokázat, ¿e je mno¿ina A®{a_1, . . . , a_n} neprázdná. Kdyby vźak A ® {a_1, . . . , a_n} = ∅, pak A = {a_1, . . . , a_n}, co¿ je spor s tím, ¿e A není koneèná. (b) Nechż f : A → B je prosté zobrazení. De˛nujeme zobrazení g : B → A. Je-li b = f(a) pro nìjaké a ∈ A, pak polo¿íme g(b) = a. Je-li b ∈ B, avźak b ≠ f(a) pro vźechna a ∈ A, zvolíme g(b) libovolnì. Takto de˛nované g je surjektivní, neboż ka¿dý prvek a ∈ A je obrazem nìjakého prvku b ∈ B, konkrétnì prvku f(a).

Naopak, nechż g : B → A je surjektivní zobrazení. De˛nujeme zobrazení f : A → B. Pro ka¿dý prvek a ∈ A vybereme nìjaký prvek b ∈ B takový, ¿e g(b) = a (díky surjektivitì g takový jistì existuje) a polo¿íme f(a) = b. Takto de˛nované f je prosté, neboż je-li f(a_1) = f(a_2) = b, pak a_1 = g(b) a a_2 = g(b), tj. a_1 = a_2. (c)

Doká¿eme matematickou indukcí. Pro n = 1 je tvrzení triviální, pro n = 2 je obsa¿eno v pøedpokladech. Nechż tvrzení platí pro nìjaké n ≥ 2, tj. mìjme bijekci f : A^n → A. Platí A^{n+1} ≈ A^n × A pøi bijekci (a_1, . . . , a_{n+1}) → ((a_1, . . . , a_n), a_{n+1}), dále A^n × A ≈ A × A pøi bijekci ((a_1, . . . , a_n), a) → (f(a_1, . . . , a_n), a) a nakonec A × A ≈ A podle pøedpokladu vìty. Máme tedy A^{n+1} ≈ A, c.b.d. (d) Buïte f_1 : A_1 → B_1 a f_2 : A_2 → B_2 bijekce. Je snadné ovìøit, ¿e zobrazení f : A_1 × A_2 → B_1 × B_2 de˛nované f(a_1, a_2) = (f_1(a_1), f_2(a_2)) je také bijekce. 4. (a) Proto¿e spojitých reálných funkcí je stejnì mnoho jako reálných èísel, existuje bijekce φ : ⋛ → C(⋛)) (tj. φ(x) je spojitá funkce pøiøazená reálnému èíslu x). Polo¿me f(x) = (φ(x))(x) pro ka¿dé x ∈ ⋛ (tj. f(x) je hodnota funkce φ(x) v bodì x). Doká¿eme, ¿e graf funkce f protne graf ka¿dé spojité funkce.

Je-li g spojitá, pak g = φ(x) pro jisté x ∈ ⋛. Tudí¿ f(x) = (φ(x))(x) = g(x), èili grafy f a g se protínají v bodì x. (b) Není-li mo¿né pøeká¿ku pøelézt, zkusíme ji obejít. Rozlo¿it rovinu na systém A obsahující nespoèetnì mnoho nespoèetných pod dvou disjunktních podmno¿in doká¿e ka¿dý. Napø. tak, ¿e vezme vźechny rovnobì¿ky s nìjakou pevnì zvolenou pøímkou | ka¿dá pøímka má mohutnost kontinua (existuje oèividná bijekce na ⋛) a rovnobì¿ek s danou pøímkou je také mohutnost kontinua (musejí protnout ka¿dý bod libovolnì zvolené rùznobì¿ky).

Nyní vezmeme bijekci f : ⋛ × ⋛ → ⋛ a systém A pøeneseme na pøímku. Nechż B = {f(A) : A ∈ A}. Je jasné, ¿e ka¿dá mno¿ina f(A) je nespoèetná (neboż A je nespoèetná a f|_A je bijekce), B pokrývá celou pøímku (neboż A pokrývá celou rovinu) a prvky B jsou po dvou disjunktní (neboż takové byly i prvky A a f je prosté). 5. Zkonstruujeme mno¿iny M_n, n ∈ ▲, pøièem¿ M_n bude n-prvková pìkná mno¿ina a bude platit M_n ⊂ M_{n+1} pro ka¿dé n ∈ ▲.

Ka¿dá jednoprvková mno¿ina je zøejmì pìkná, vybereme tedy libovolný bod Z a polo¿íme M_1 = {Z}. Nechż nyní máme zkonstruovánu pìknou n-prvkovou mno¿inu M_n. Hledáme vhodný bod X takový, aby M_{n+1} = M_n ∪ {X} byla pìkná mno¿ina. Mno¿ina M_n obsahuje n bodù, které urèují nejvýźe n^2 pøímek. Tyto pøímky se protínají v nejvýźe (n^2)^2 = n^4 bodech, které urèují nejvýźe n^8, tedy koneènì mnoho, pøímek. Øíkejme vźem tìmto pøímkám oźklivé. Proto¿e koneènì mnoho pøímek nepokryje celou rovinu, existuje bod X nele¿ící na ¿ádné oźklivé pøímce. Doká¿eme, ¿e takový bod X vyhovuje naźim podmínkám. V M_{n+1} = M_n ∪ {X} nele¿í ¿ádné tøi rùzné body na pøímce, proto¿e v opaèném pøípadì by buï le¿ely tøi rùzné body z M_n na jedné pøímce (co¿ nelze, neboż M_n je pìkná), nebo by bod X le¿el na nìjaké pøímce urèené dvìma body z M_n (co¿ nelze, neboż taková pøímka je oźklivá). Dále, kdyby se tøi pøímky p, q, r urèené body M_{n+1} protínaly v jednom bodì mimo M_{n+1}, pak (proto¿e M_n je pìkná) jedna z nich, øeknìme p, by byla urèena bodem X a nìjakým bodem Y ∈ M_n. Bod X by tedy le¿el na pøímce urèené bodem Y a prùseèíkem pøímek q, r, a tedy X by le¿el na oźklivé pøímce, co¿ je spor. Mno¿ina M_{n+1} je tedy také pìkná, (n + 1)-prvková.

Tím máme vyøeźen koneèný pøípad. Nyní polo¿me M = S_{n∈}N M_n. Tato mno¿ina je zøejmì spoèetná. Doká¿eme, ¿e je pìkná. Nechż le¿í tøi rùzné body X, Y, Z na pøímce. Proto¿e X, Y, Z ∈ S_{n∈}N M_n, existují k, l, m ∈ ▲ taková, ¿e X ∈ M_k, Y ∈ M_l, Z ∈ M_m. Proto¿e M_i ⊂ M_j pro ka¿dá i < j, vźechny tøi body X, Y, Z le¿í v M_n, pøièem¿ n = max(k, l, m). Tím vźak máme spor s pìkností mno¿iny M_n. Analogicky se uká¿e i druhá vlastnost | kdyby se tøi pøímky urèené body M protínaly v jednom bodì mimo M, pak by tato situace nastala ji¿ v nìjakém M_n, spor. Mno¿ina M je tedy pìkná spoèetná.

Podobným zpùsobem lze dokázat existenci pìkné mno¿iny mohutnosti kontinua. Bude pøedvedeno v dneźním dílu seriálu. 6. Principem této úlohy byla práce se zobrazeními, které nìjakému zobrazení pøiøadí jiné zobrazení. Po pochopení toho principu je vźe jasné. (a) De˛nujeme zobrazení φ : (U^A)^B → U^{A×B} pøedpisem, který ka¿dému zobrazení f : B → U^A pøiøadí zobrazení φ(f) : A × B → U, (a, b) → (f(b))(a) (uvìdomte si, ¿e f(b) je zobrazení A → U). Je tøeba dokázat, ¿e φ je bijekce, tj. ¿e je prosté a surjektivní.

Jsou-li f, g ∈ (U^A)^B , f ≠ g, pak existuje b ∈ B takové, ¿e f(b) ≠ g(b). Pak ovźem existuje a ∈ A takové, ¿e (f(b))(a) ≠ (g(b))(a), tj. (φ(f))(a, b) ≠ (φ(g))(a, b), èili φ(f) ≠ φ(g). Zobrazení φ je tedy prosté.

Dále, je-li h ∈ U^{A×B} , pak h = φ(f) pro f : B → U^A, které ka¿dému b ∈ B pøiøadí zobrazení f(b) : A → U, a → h(a, b). Zobrazení φ je tedy surjektivní. (b) De˛nujeme zobrazení φ : U^A × U^B → U^{A∪B} pøedpisem, který ka¿dé dvojici zobrazení (f, g), f : A → U, g : B → U, pøiøadí zobrazení φ(f, g) : A ∪ B → U, a → f(a) pro a ∈ A, b → g(b) pro b ∈ B. Poznamenejme, ¿e ¿ádná hodnota není de˛nována dvakrát, neboż A, B jsou disjunktní. Opìt je tøeba dokázat, ¿e φ je bijekce.

Jsou-li (f, g), (f^′, g^′) ∈ U^A × U^B , (f, g) ≠ (f^′, g^′), pak f ≠ f^′ nebo g ≠ g^′. Tedy f(a) ≠ f^′(a) pro nìjaké a ∈ A nebo g(b) ≠ g^′(b) pro nìjaké b ∈ B. V obou pøípadech zjevnì φ(f, g) ≠ φ(f^′, g^′).

Dále, je-li h ∈ U^{A∪B} , pak h = φ(h|_A, h|_B ). Zobrazení φ je tedy surjektivní. (c) Zvolme prosté zobrazení α : A → B. De˛nujeme zobrazení φ : A^U → B^U pøedpisem, který ka¿dému zobrazení f : U → A pøiøadí zobrazení α ∘ f : U → B. Jsou-li f, g ∈ A^U , f ≠ g, pak f(u) ≠ g(u) pro nìjaké u ∈ U, a tedy α(f(u)) ≠ α(g(u)), proto¿e α je prosté. Zobrazení φ je tedy také prosté, tj. A^U ⪯ B^U .

Zvolme surjektivní zobrazení β : B → A. De˛nujeme zobrazení ψ : U^A → U^B pøedpisem, který ka¿dému zobrazení f : A → U pøiøadí zobrazení f ∘ β : B → U. Jsou-li f, g ∈ U^A, f ≠ g, pak f(a) ≠ g(a) pro nìjaké a ∈ A, pøitom vźak ze surjektivity a = β(b) pro nìjaké b ∈ B, a tedy f(β(b)) ≠ (g(β(b)). Zobrazení ψ je tedy prosté, tj. U^A ⪯ U^B .

7. Oznaème κ = |⋛|. Snadno nahlédneme, ¿e mno¿ina I = {(a, b) : a, b ∈ ⋛, a < b} vźech otevøených intervalù má mohutnost kontinua. Tudí¿ i mno¿ina ⋛ × I má mohutnost kontinua. Zvolíme tedy oèíslování této mno¿iny ⋛ × I = {(y_α, I_α) : α < κ} ordinály z κ. De˛nujeme mno¿iny A_α a funkce f_α : A_α → ⋛ splòující pro ka¿dé α ∈ κ podmínky:

(i) existuje x ∈ I_α+ takové, ¿e f(x) = y_α+; (ii) A_α ⊂ A_α+, |A_α| = |α|;

(iii) f_α+(u) = f_α(u) pro ka¿dé u ∈ A_α;

Pomocí tìchto funkcí pak na závìr de˛nujeme hledanou funkci.

(I). Polo¿me A_0 = f_0 = ∅.

(II). Mìjme nyní de˛novány funkce f_0, . . . , f_α tak, ¿e jsou podmínky splnìny. Proto¿e ka¿dý interval obsahuje mohutnost kontinua reálných èísel, kde¿to |A_α| = |α| ≺ κ = |⋛|, existuje x ∈ I_α ® A_α. De˛nujeme A_α+ = A_α ∪ {x}, f_α+(x) = y_α a f_α+(u) = f_α(u) pro ka¿dé u ∈ A_α. Vźechny tøi podmínky jsou zjevnì splnìny.

(III). Je-li α limitní ordinál, polo¿me A_α = S_{β∈α} A_β a de˛nujme zobrazení f_α pøedpisem f_α(u) = f_β(u), kde β ∈ α je libovolné takové, ¿e u ∈ A_β . Zobrazení je korektnì de˛nováno, neboż hodnoty f_β(u) jsou stejné pro vźechna f_β , do jejich¿ de˛nièního oboru u patøí. Pøitom zøejmì platí |A_α| = |α| (sjednocení |α| mno¿in mohutnosti nejvýźe |α|).

Tvrdíme, ¿e funkce f_κ je þtémìø øeźenímß úlohy. Je-li dán interval (a, b) a y ∈ ⋛, existuje α ∈ κ takové, ¿e (a, b) = I_α a y = y_α (neboż jsme èíslovali vźechny takové dvojice). Podle podmínky (i) existuje x ∈ I_α+ takové, ¿e f_α+(x) = y_α, a tedy také f_κ(x) = y_α = y.

Zobrazení f_κ by splòovalo zadání úlohy, kdyby A_κ = ⋛. Pokud tomu tak není, polo¿íme f(x) = 0 pro vźechna x ∈ ⋛ ® A_κ. Takto dode˛novaná funkce je øeźením úlohy. 8. Oznaème P mno¿inu vźech pøímek v rovinì. Nejprve doká¿eme, ¿e P ≈ ⋛.

Zobrazení f : ⋛ × ⋛ → P pøiøazující dvojici bodù (A, B) pøímku AB je surjektivní, a tedy P ⪯ ⋛ × ⋛ ≈ ⋛. Pøitom vezmeme-li vźechny rovnobì¿ky s danou pøímkou, máme mohutnost kontinua rùzných pøímek. Z Cantor-Bernsteinovy vìty tedy plyne P ≈ ⋛. Oznaème |P| = |⋛| = κ. Oèíslujeme mno¿inu vźech pøímek pomocí κ, tj. oznaème P = {p_α : α ∈ κ}. Zkonstruujeme trans˛nitní rekurzí mno¿iny M_α takové, ¿e M_α splòuje pro ka¿dé α ∈ κ podmínky:

(i) M_α+ protne ka¿dou z pøímek p_0, . . . , p_α v právì dvou bodech; (ii) ¿ádné tøi body z M_α nele¿í na jedné pøímce; (iii) M_α ⊂ M_α+;

(iv) je-li α nekoneèné, pak |M_α| = |α|; je-li α koneèné, pak |M_α| je koneèná. Mno¿ina M_κ pak zøejmì bude øeźením úlohy, neboż protne ka¿dou pøímku v právì dvou bodech.

(I). Polo¿me M_0 = ∅.

(II). Mìjme zkonstruovánu mno¿inu M_α tak, ¿e podmínky jsou splnìny. Díky podmínce (ii) tato mno¿ina protne pøímku p_α v nejvýźe dvou bodech. Mno¿inu M_α+ de˛nujeme v závislosti na poètu prùseèíkù.

(1) 2 prùseèíky. Polo¿me M_α+ = M_α.

(2) 1 prùseèík. Polo¿me M_α+ = M_α ∪ {A}, pøièem¿ bod A zvolíme na pøímce p_α tak, aby nele¿el na ¿ádné pøímce urèené body z M_α (takový bod na p_α urèitì existuje, neboż body z M_α urèují nejvýźe |M_α ×M_α| ≈ α×α ≈ α ≺ ⋛ pøímek, které mají nejvýźe stejné mno¿ství prùseèíkù s p_α).

(3) 0 prùseèíkù. Polo¿me M_α+ = M_α ∪ {A, B}, pøièem¿ body A ≠ B zvolíme stejnì jako pøedchozím pøípadì.

(III). Je-li α limitní ordinál, polo¿me M_α = S_{β∈α} M_β. Podmínka (iv) plyne z vìty o sjednocení |α| mno¿in mohutnosti nejvýźe |α|, ostatní podmínky jsou splnìny triviálnì.

Poznámka. Nalezená mno¿ina má mohutnost kontinua. Neźlo by nalézt menźí? Samozøejmì ne | vezmeme-li vźechny rovnobì¿ky s danou pøímkou, máme mohutnost kontinua pøímek, které jsou po dvou disjunktní. Pokud tedy chceme z ka¿dé vybrat alespoò jeden bod, bude jich mohutnost kontinua. 9. Tuto úlohu vyøeźíme podobnou ˛ntou jako úlohu 5b. Nebudeme hledat podmno¿iny ▲, nýbr¿ podmno¿iny jiné spoèetné mno¿iny M. Konkrétnì, oznaème M mno¿inu vźech koneèných podmno¿in ▲. Jak bylo ukázáno v prvním dílu seriálu, M je spoèetná. Tvrdíme, ¿e existuje mohutnost kontinua podmno¿in M takových, ¿e ka¿dé dvì rùzné mají koneèný prùnik. Víc jich ani existovat nemù¿e, neboż vźech podmno¿in spoèetné mno¿iny je také mohutnost kontinua.

Nechż A je nekoneèná podmno¿ina ▲. Oznaème a_1 < a_2 < a_3 < . . . její prvky. De˛nujeme M_A = {{a_1}, {a_1, a_2}, {a_1, a_2, a_3}, . . . }. Je vidìt, ¿e M_A obsahuje pouze koneèné podmno¿iny ▲, a tedy M_A ⊆ M. Dále, nechż jsou A, B dvì rùzné nekoneèné podmno¿iny ▲, A = {a_1 < a_2 < . . . }, B = {b_1 < b_2 < . . . }. Zvolme n takové, ¿e a_n ≠ b_n. Potom zøejmì {a_1, . . . , a_n} ≠ {b_1, . . . , b_n}, a tedy také {a_1, . . . , a_m} ≠ {b_1, . . . , b_m} pro ka¿dé m ≥ n. Tak¿e mno¿iny M_A, M_B jsou rùzné a navíc mají nejvýźe n − 1 (tj. koneènì mnoho) spoleèných prvkù.

Oznaème M = {M_A : A ⊆ ▲ nekoneèná}. Jak jsme ukázali, M obsahuje takové mno¿iny, ¿e ka¿dé dvì rùzné mají koneèný prùnik. Navíc, zobrazení φ : P(▲)®M → M pøiøazující A → M_A je bijekce. Pøitom P(▲) má mohutnost kontinua a M je spoèetná, tak¿e M ≈ P(▲) ® M má mohutnost kontinua.

Na závìr zvolme bijekci ψ : M → ▲ a oznaème N = {ψ(M) : M ∈ M}, pøièem¿ výrazem ψ(M) myslíme mno¿inu {ψ(x) : x ∈ M}. Lze snadno nahlédnout, ¿e systém N má po¿adované vlastnosti.