Kapitola 1
Tayloruv polynom

Definice 1.1 Necht md funkce f vlastni derivaci f(a) v bodé a € R. Pak primku
popsanou rovnici y(z) = f(a) + f'(a)(x — a) nazgvame tecnou grafu funkce f v bodé
a’)

Poznamenejme, ze te¢na je v jistém smyslu nejlepsi linearni aproximace funkce
f v daném bodé. Uvazujme nyni takovou funkci f, kterd ma v bodé a € R vlastni
prvni i druhou derivaci f'(a) a f”(a) a zkusme najit polynom druhého stupné P (z) =
o+ c17 + co? tak, aby platily rovnosti f(a) = Py(a), f'(a) = Py(a) a f"(a) = P} (a),
tedy aby polynom P(x) aproximoval funkci f "lépe” nez tecéna y(x). Dostaneme
rovnice

f(a) = co + cra + coa®
f'(a) = c1 + 2c2a

f//(a) = 2627
tedy
L@
2
o = f'(a) - f(a)a
o = F(@) ~ (Fa)a— (@) - 12



Hledany polynom Ps(x) ma tedy tvar

2

PQ(I) =Cy+ 1T + Cox
= f(a) = (f'(a)a - f"(a)a®) — ! ( 1) oy (f'(a) = f"(a)a)z +

= f(a) + f'(@)(x — a) + f"(a)(a® —%—m =)

= fa) + P -a)+ LD

f"(a)
3 &

Pov§imnéme si, Ze pokud bychom polynom P,(z) hledali od zacatku ve tvaru Py(z) =
do+di(z — a) + da(x — a)?, pak by se cely vipocet zjednodusil. Déle si povSimnéme,
ze linedrni ¢ast polynomu P (x) je totozna s rovnici tecny y(z).

Priklad 1.1 Uvazujme funkci f(z) = Inz + 1 a bod a = 1. Pak f'(z) = L a
f'(x) = =2, tedy f(a) = 1,f'(a) = 1 a f"(a) = —1. Dostaneme tedy polynom
Pya)=1+(z—1) — 3(z — 1) Vsimnéme si, Ze

@) =P hmr+l-(+(@-1)-i@-1?
lim —4+—~ = lim
r—1 ({]j — 1)2 r—1 (.’L‘ — 1)2
. Inz—(z—1)+3(x—1)
= lim
r—1 (:L‘— ]_)2
v =14 @-1) o EE4@-1) =41
= lim & =lim-~%————~ = lim-*% =0
r—1 2(:13 — 1) r—1 2(1’ — 1) rx—1 2

Tedy lim,_,, % = 0. Graf funkce f(x) i polynomu Py(x) je na obrazku 1.

Otézkou je, zda obecné pro funkeci f(z), kterd ma v bodé a € R vlastni deri-
vace az do fadu n € N (vcetné) existuje polynom P(zx) takovy, ze f(a) = P(a) a
f9(a) = P9D(a), i = 1,...,n, a zda pro tento polynom plati lim,_,, L@=P@l _

|z—al”

Piipometime, 7e lim,_,, X920 — 0 o (f(z) — P(2)) = o(z — a)™.

|z—al"

Definice 1.2 Necht f(z) je redlnd funkce, kterd md v bodé a € R vlastni derivace
aZ do 7ddu n € N (véetné). Pak polynom TJ(x) definovany predpisem

(n) .
Ti(x) = fla) + fla)(w —a) + .+ T Z Je—ay

n!

nazyvame Taylorovym polynomem funkce f v bode a rddu n.



Obrazek 1.1:

Plna ¢ara znazornuje graf funkce f(x) = Inz + 1, teckované je vyznacen graf tecny
y(z) =1— (x — 1) = x a ¢arkované graf polynomu Py(z) =1+ (z — 1) — 5(z — 1)

Pi#iklad 1.2 Necht f(z) =e® aa =0, pak fO(z) =e®, i =1,2, ..., a tedy f?(a) =

1. Tayloriv polynom funkce f(x) = e* v bodé a = 0 Tddu n md tedy tvar

2 n n i

X s
=0

Ty %) =1+z+

Véta 1.1 (Peanova) Necht md funkce f v bodé a € R vlastni derivace do tdadu n
véetné. Potom existuje pravé jeden polynom P,(x) stupné nejugse n takovy, Ze plati

f(@) = Polz) = o((x — a)").

Tento polynom je Taylorovym polynomem funkce f v bodé a Tddu n, tedy P,(x) =
T ().

Pred dikazem Peanovy véty si dokazeme nasledujici pomocné lemmata.

Lemma 1.2 Necht f a g maji vlastni derivace v bode a € R aZ do radu n vcetné.
Je-li f(a) = gD (a) =0proi=0,1,...,n—1a g™ (a) #0, pak je g(x) nenulovd
na néjakém okoli U*(a) a
(n)
i 1) _ 100
a=ag(z)  g™(a)




Dukaz Indukel.

I. Necht n = 1, pak g(x) # 0 na néjakém U*(a) (jelikoz je g ryze monoténni v
a). Tedy

f@) o f@) - fe) S )
() g@) —gla) o el gi(a)

r—a

II. Necht plati tvrzeni pro n, dokazme jej indukci pro n + 1. Oznacme F' = f’ a
G = ¢, pak F a G splnuji predpoklady lemmatu 1.2 pro n, tedy

F(z) _ F™(a)
T—a G(x) N G(")(a)

a G = ¢ je nenulova na néjakém okoli U*(a). Tedy g # 0 na néjakém okoli
bodu a. Pak uzitim 1’'Hospitalovy véty dostaneme

lim f(x) — Lm M ~ im F(z) _ F(“)(a) _ f(n+1)<a)
r—a g(S) r—a g/(:L') z—a G(l’) G(n)(a) g(n+1) (a) .

Lemma 1.3 Necht f md v bodé a € R vlastni derivaci do vadu n (véetné), pak
i)
f(z)=0((z —a)") & f(k>(a) =0, k=0,1,...,n,

TE R\ {0} o fP(a) =0, k= 0,1,n— 1, a [ (a) £ 0,

!
25 (x —a)

Diikaz
(<) Pro g(z) = (x — a)™ a f plati predpoklady lemmatu 1.2, tudiz
(n) (n)
L fE) @) ) )

Pagle) e (z—ar g0 nl

Tedy lim, ., £2 = 0 pro /™ =0 a lim,,, £8 € R\ {0} pro f™)(a) # 0.

CC



(=) Dokazme nyni opa¢né implikace (sporem). Necht existuje m < n tak, zZe
f@(a)=0proi=0,1,...,m—1a f™(a) # 0. Pak

1
lim —f(x) = lim f(@)
z=a (x—a)®  2oa(x—a)™ (x—a)v™
je nevlastni, jelikoz lim,_,, (If_(i))m # 0 dle prvni ¢asti dikazu a m nema

vlastni limitu. Tedy z piedpokladii vyplyvé, Zze f(a) = 0 proi =0,1,...,n—1.
Nyni staci aplikovat lemma 1.2:
@) fP)  f)

li =
svag(z)  gM(a)  nl

Tedy lim,_, %n! = f™(a).
O

Lemma 1.4 Necht a € R, pak lze kazZdy polynom P, (z) stupné nejvyse n zapsat
jedingm zpiusobem ve tvaru

P,(x) = ch(aj —a)",

P (a)

pricemz Cp = N

Diikaz Pro n = 0 je existence takového zapisu ziejma. Necht lze libovolny polynom
stupné n zapsat ve zminéném tvaru, pak

n+1 n n
n n+1 bl
Poii(x) = E crt® = cppr(z — a)"™ — e E ( i )xk(—a) =k E cpa®,
k=0

k=0 k=0
tedy P,i1(z) lze také zapsat v pozadovaném tvaru. Necht P, (z) = Y _, cx(z — a)*,
pak P (z) = D e Gk — a)(k_j)ﬁ, a tedy pro x = a dostaneme dokazované tvr-

zeni.

Nyni se vratime k Peanové vété a uvedeme si jeji dukaz.

Diikaz (Peanove véta) Necht P, (z) je polynom stupné nejvyse n, pak dle lemmatu
1.3 je

f(@) = Py(z) = o((x — a)") & (f(x) = Pu(z)® =0 prok =0,1,...,n.

Tedy f*)(a) = Pék)(a), a tudiz dle lemmatu 1.4 je ¢; = f“:!(“).



Otéazka:

a) Urcete, ktery z nasledujicich grafi funkei odpovidd hodnotam zadanych deri-
vaci f/(1)=2a f"(1) = —3.

6

w

5

~

4

3

b) Které z nésledujicich polynomt jsou Taylorovy polynomy funkce f z obrazku
E) v bodé a =17




i) P(z)=1-1(z — 1) — {(z — 1)?
iv) P(z)=1—1(z — 1)+ 3(z — 1)
v) P(z) =3 — 1a?

Odpoveéd:

a) Zadanym derivacim odpovidaji grafy funkei na obrazku A) a D).

b) Z obrézku lze odhadnout, ze f(1) =1 a f/(1) = —1. Jelikoz je funkce f v bodé
a = 1 konkavni, pak f”(a) < 0 (konkrétné je na obrézku graf funkce, ktera
mé f”(1) = —1. Hodnotam f(1) = 1, f/(1) = —1 a f"(1) = —1 odpovidaji
Taylorovy polynomy T¢'(z) = 1, T/ (2) =1 - 1(z —1) =2 —2 a T () =
1—1(z—1)— i(z — 1)? = 3 — 122 Polynomy vysSich F4di zde neuvadime,
jelikoz v zadéani jsou polynomy maximalné druhého stupné. Spravna odpoved
je tedy ii), iii) a v).

Priklad 1.3 Urcete Tayloriv polynom funkce f(x) = e*cosx v bodé a = 0 radu

n =
f(x) =e"cosx, f(0) =1,
f'(z) = €*(cosz — sinx), f(0) =1,
f"(z) = —e"(cosx — 2sinx — cosz) = 2 sin x, 1"(0) =0,
/" (x) = —2e"(sinz + cos x), f(0) = —2.
" O " 0 1
T (x) = £(0) + f(0)x + 0 2< )91:2 + ) 6< )91:3 =1+z— §x3.
Tayloruv polynom funkce f(x) = e*cosx lze také ziskat z Taylorovich polynomi
funkci €* a cosx. Z Peanovy véty vime, Ze e* — Ty ’0(1‘) = o(x?), tedy
« e”,0 3 a? 2 3
e’ =Ty (x)+o(x):1+:v+?+§+o(:v )
Podobné dostaneme
2
cosz = T (z) + o(z®) =1 — % + o(x?).
Tedy
N T z?
e’ cosx = (1—1—95—1—5—1—5—1—0@3)) (1—5—1—0@3))
N e 5 z? 5
:1+x+?+§—§—§+0(:p):1+x—§+0(x ).



Zde jsme vyuZili toho, Ze x* = o(z3), 2% = o(z?), ... a 2™ o(2™) = o(z™*™). Nakonec

opét pouzijeme Peanovu vétu. JelikoZ e cosx = 14+ — % +o(z?), pak TS o™ () =
1+x— %3

Priklad 1.4 S vyuZitim Taylorova polynomu vypoctete limitu lim, g E%OSZ—Q(IH)

JelikoZ ve jmenovateli mdme vijraz 2, staci vyraz v citateli aproximovat Taylorovym
polynomem radu n = 3. VyuZijeme vysledku z predchoziho cvicend.

e*cosx — (1 + x) Y 1+C(I—z—33+0(x3)_(1—|—l’)

lim = lim
z—0 3 =0 3
3 —1 o(x3
=2 go(a®)  Hyz) g
= lim —3 = 3 r = —
x—0 :L'S 1 3

Otazka:

a) Necht T/(x) a T/%(z) jsou Taylorovy polynomy fadu n a m a necht n < m.
Plati nerovnost | f(1) — T/0(1)] > | f(1) — TLO(1)|?

b) Uvazujme "chybu” pfi aproximaci funkce f(z) pomoci Taylorova polynomu v
bodé z = a+1,tj. f(a+1) =T %(a+1). Rozhodnéte o platnosti nasledujictho
tvrzeni. M&jme ¢ > 0, pak existuje n € N takové, 7ze | f(a+1) =T % (a+1)| < e.
Jinak (volné) feceno, pro dostatecné velké n muzeme chybu aproximace zmensit
na minimum.

Odpoved:
a) Neplati. I kdyz z Peanovy véty vime, ze f(z) — TJ°(x) = o(z"), nevime, jak
dobra je aproximace funkce f pomoci Taylorova polynomu 7/°(x) v bodé

r = 1 a zda tomto bodé zvysenim radu Taylorova polynomu dostaneme lepsi
aproximaci. Uvazujme funkce f(x) = In(1 + 2x), pak

f'w) = 1 +22$L’
1! 22
f (ZL‘) - _(1—|—2£L')2
n 23
J@) = 205y



tedy T, (z) = 2z — 222‘”2 + 2353 — .. (=1)"H 222 Porovname-li hodnoty f(1) =
1,099, T/°(1) = 2, T/°(1) = 0 a TY°(1) = 2,667, pak nejlépe funkei f v
bodé x = 1 aproximuje polynom 7} If 0 (). Na nasledujicim obrazku je vidét graf

funkce f 1 jejich Taylorovych polynomu radu 1,2 a 3.

2 |

0.5 AR

A Tzf’o(x)
\
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b) Toto tvrzeni neplati. Na obrazku k predchozi otéazce je vidét, ze i kdyz Taylorav
polynom vysstho tfadu v okoli nuly aproximuje funkci f 1épe nez Tayloruv
polynom nizstho fadu, tak v bodé z = 1 uz to obecné neplati. Lze ukazat (ac
to zde dokazovat nebudeme), ze pro funkci f(x) = In(1 + 2x) neni zadné z
aproximaci pomoci Taylorova polynomu T/*(x) v bodé z = 1 moc piesna.

Definice 1.3 Necht TS%(x) je Tayloriv polynom v bodé a vddu n. Pak

")
Ri(@) = 1) - 14w = 1) - 3 Lo -

nazveme Tayloriv zbytek n—tého vddu funkce f v bodé a. Casto pouFivime kratsi
znaceni R, (x), je-li z kontextu jasné, o které funci f jakém bodé a je rec.

Nésledujici véta nam ukazuje, jak velky je Tayloriuv zbytek n-tého radu, tedy jaka
je chyba pfi aproximaci funkce f pomoci Taylorova polynomu n-tého radu.

Véta 1.5 (Lagrangeav tvar zbytku) Necht f md vlastni derivace aZ do radun+1
véetné na uzavieném intervalu J = [x,a] (nebo J = [a,x]). Pak existuje xo € J°
takové, Ze

FOHD () (z — a) .

Bu(@) = =5



Diikaz Pro pevné x € R zavedme funkci
"L (¢
F)= @) - 00 ey
k=0

pak F(z) =0, F(a) = f(z) — iy L2002 — a)t = R,(2)

F/(t) — _ i f(k—:!)(t) (33 _ t)k + i kf“;;@) ($ _ t)k_l
:0 (k+1) kzl (k) (n+1)
:_kzzof —;' (t)(l‘—t)k—l-;(i_(f;!(i—t)k_lz—f w <t)(x—t)”.

Pak dle Cauchyho véty o stiedni hodnoté (5.7 prvni semestr) aplikované na funkce
F(t) a g(t) = (z — t)" existuje xg € J° takové, ze

F(z) — F(a) _ F'(x0)
9() —gla)  ¢'(w)

Tedy
F(x) — F(a) _ F'(xo)
g9(x) —gla)  g'(xo)

“Ro() T )
—(x — a)*t! - —(n+1)(z — xo)"
_ D (=o) ntl
]%n(x)-— _Z;TJTEST_(x —-a) .

O
Poznamenejme, Ze s vyuzitim Lagrangeova tvaru zbytku lze dostat rovnost (za
spliieni predpokladi predchozi véty)
fla) = T(x) + RI“(x)
f"(a)

n!

= f(a) + f'(a)(x —a) + %@(x —a)?+ ..+

£ (ay)
(n+1)!

)n+1'

(x —a)"+ (x —a

Piiklad 1.5 Pro f(z) = e” a a = 0 dostdvdme f(0) = e = 1, tedy

f — 2
Tnva@)zzH
k=0
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Obrazek 1.2:
Plna ¢ara znazornuje graf funkce e®, ¢arkované je vyznacen graf aproximace Taloro-
vym polynomem, teckované je vyznaceno pasmo, ve kterém by se méla podle vypocti
aproximace pohybovat.

Pak z vyuzitim Lagrangeova tvaru zbytku dostaneme

FU) (o) v
Rn _J \"U) o ntl _ _ — n+1’
@ =Ty @9 = Gy @
6|z|‘x|n+l
kde xo € (0,2) prox >0 a zo € (x,0) pro x < 0. Tedy |R,(z)| < gD @ proto

pro libovolné x € R, R,(x) — 0.

n—oo
Ndmi ziskany odhad zbytku ndm umoznuje také odpovedét na otdzku, jaké mame

zvolit n tak, aby na zvoleném intervalu byla chyba pri aprorimact funkce Taylorovym

polynomem pod nami zvolenou hranici. Konkrétné rozhodneme-li se, Ze chceme apro-

zimovat funkci e* na intervalu [—1, 1] Taylorovym polynomem tak, aby chyba pri této
x n+1

el(:zlj-‘l;lr S (nj—ll)! <1, tedy

n > 2. Pri této volbé n bude chyba na intervalu [—1, 1] mensi nez 0,454. Na obrazku

1.1 je zndzornen graf funkce €* a jeji aproximace pomoci Taylorova polynomu tretiho

stupneé.

aprozimaci byla mensi nez 1, pak dostaneme, Ze R,(x) <

Priklad 1.6 o Necht f(z) = sinz a a = 0, pak sin®™(0) = 0 pro n sudé a



sin®™(0) = (—=1)"z pro n liché.
T (@) = Tyl () = ¢ — o + o — (=)™

Vyuzijeme opét Lagrangeuv tvar zbytku, pak dostaneme

f(2n+1 ($0)

2n+1 1
Gnr1) (x —0)*" <

| |2n+1
~ (2n+1)!

|Rop—1(7)| = |Ron(x)| =

jelikoZ | sin™ (x)| < 1. Tedy pro libovolné x € R, R,(z) — 0.

n—o0

Chceme-li napriklad odhadnout sm( ), pak dostaneme

|R1( )| = [Ra(5 )\ < 0,0208, IRs( )= !R4( )| < 0,00043,

|R5(§)| = |R6<§)| <3,62-107°, |R7(§)| = |R8(§>| <1,61-107°

1

tedy chceme-li odhadnout sin(3) s presnosti na i desetinnd mista, pak staci

aprozimace Taylorovym polynomem tretiho stupne.

1
(2) =0, 4794255386042
1 (3)°
— — 222 —(),4791
5 30 0,4791667
1 (37 (%)
- = = = 0.4794271
2 i g = 0.479427
LGS, 6P Q)
5 - = 0.479425 2
5 3l + = 7 ).479425533

o Obdobné pro f(x) = cosz a xo =0 dostaneme

2 2n

T T
T0a) = (@) = 1= G4t ()

|x|2n+2

| Ron ()] = |Ranta(z)] < )

tedy R,(x) — 0 pro vsechna x € R.
n—oo
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N

Obrazek 1.3:
Plné ¢ara znazornuje graf funkce cos(x), ¢arkované je vyznacen graf aproximace Ta-

ylorovym polynomem nultého (zluté), druhého (Cervené), ¢tvrtého (fialové), sestého

(modfe), osmého (zelené) a desatého (hnédé) stupné.



Priklad 1.7 Uvazujme funkci f(z) =In(l +z) a bod a = 0. JelikoZ

Pl = g = () HORS

f@)=—(1+2)7 f0)=-1

tedy

n
5(32 Ig

n k
Tf,O = - - . -1 n+1x — -1 k+1x )
- T Y e e

k=1

Jak daleko od nuly md Tayloriv polynom TIO(x) smysl, chceme-li jim aprozimovat
funkei f(x) (x > 0)? S vyuZitim Lagrangeova tvaru zbytku dostaneme, Ze exisuje
zo € (0,2) spliujici

() (gg)
RO @) = (ot e — o)

14 zo)~ D) —1)" x et

n n+1

" = :
n+1 (n+1) \ 1+ zg

n n+1
Tedy Tayloriv zbytek (chyba aprozimace) R1°(z) = E;Jlr)l) <1 fx()) konverguje k

< 1. JelikoZ xo miiZe byt libovolné blizko nuly, pak vime, Ze RI°(x) — 0

o
nule, je-li T

pro x € (0,1]. Otdzkou zistdvd, zda nemiZe Tayloriv zbytek RI°(x) konvergovat k
nule © pro nejaké x > 1. UvaZujme x > 0, pak

n

xk
RE(w) = flo) = TH(w) = fla) = D (=112

k+1zk
k

hodnoté f(x). Jelikoz ale pro x > 1 nespliuje rada Zz‘;l(—l)k“% nutnou podminku
konvergence (lim, o [(—1)" 2| = 00), pak je divergentni, a tedy R} (x) nekonver-
guje k nule (Tayloriv polynom neni vhodnd aproximace pro funkci f(x) =1In(1+ z)
v bodé x > 1).

Kdyby RI°(x) konvergoval k nule, pak by musela fada Y oo (—1) konvergovat k



Kapitola 2

Primitivni funkce

2.1 Primitivni funkce

Definice 2.1 Funkce F(x) se nazgvd primitivnd funkei k funkci f(x) na intervalu I,
jestlize F'(x) = f(x) na I (v krajnich bodech jednostranné derivace).

Otazka:
Urcete, na kterém z nasledujicich grafu je funkce F'(x) (zndzornéna ¢arkovanou ¢arou)
primitivni funkei k funkei f(x) (zndzornéna plnou ¢arou).

15



| f@)
f(@)

Odpovéd:

A) F(x) =In|z| a f(z) = 3, tedy F(z) je primitivn{ funkef k funkei f(z).

Tz

B) F(z) =1In(z) pro z >0, F(z) = In(—z) + 3 pro x < 0 a f(z) = 1, tedy F(x)
je primitivni funkei k funkei f(z).

C) Fz)=e€e"—1a f(x) =¢e"—x — 3, tedy f'(x) = F(x), ale F'(x) # f(x). F(x)
neni primitivni funkei k funkci f(z). Z grafu je vidét, ze F(x) je rostouci (ale-
spon ve znazornéném intervalu), ale f(x) neni v celém znazornéném intervalu

kladné, tedy F'(z) # f(z).

D) F(z) =Inlz], f(z) =2 —=2proz > 0a f(z) = L proz < 0. Tedy F(z) je

T
primitivni funkef k funkei f(x) na intervalu (—oo, 0), ale neni primitivni funkci

k funkci f(z) na intervalu (0, co).

Véta 2.1 o Je-li F(x) primitivni funkce k funkci f(x), pak pro libovolné ¢ € R
je také F(x) + ¢ primitivni funkce k funkci f(z).

o Jsou-li F(x) a G(x) primitivni funkce k funkci f(x) na intervalu I, potom
F(z) — G(z) je konstantni na I.

Dikaz

(F(z) +¢) = F'(z) = f(),
tedy F'(x) + ¢ je primitivni funkce k funkci f(z).



* Oznacme H(z) = F(x) — G(x), pak H'(z) = (F(z) - G(x))" = f(z) = f(x) = 0

na I. Pro vsechny x1,xs € I, 27 < x5 plati H(x1) — H(z) = H'(§)(x1—22) =0
kde £ € (1, 22) (Lagrangeova véta o stfedni hodnoté). Tedy H (z) je konstantni
na /.

O

Oznaceni: Mnozinu vSech primitivnich funkei k funkei f(z) nazyvame neurcitym
integralem funkce f (na I) a znac¢ime [ f(x)dz, piSeme [ f(z)dx = F(x) + ¢, kde
timto zapisem minime, Ze konstantu c lze volit libovolné, tedy neurcity integral je
mnozina vSech funkei, které se od funkce F'(x) lisi jen o konstantu.

Tabulka primitivnich funkei:

[ cdx cr
a 1 a+1
f z dl’ a+1 z
f e*dx e
[ ~dx In |z|
L T
J a*dx o
na
[sinzdz | —cosx
| coszdx sin x
T
 mrzde | tew
dr | —cotgx
Sln X
\/1—76133 arcsing
|- \/70[3: arccosT
il +w2 ——=dx arctgr

Véta 2.2 Necht f(x) a g(x) maji primitivni funkce F(x) o G(x) na intervalu I, pak

o funkce (f 4+ g)(x) md na I primitivni funkci (F + G)(x), tj.

[t +o@s = [ s+ [ g
/cf(ac)da::c/f(a:)da:

e Necht c € R, pak

Dukaz

(F+G)(x) = F'(x) + G'(z) = f(z) + g(x) = (f + 9)(2).



(cF)(z) = cF'(z) = cf(x).
O

Véta 2.3 (Integrace per partes) Necht f(x) a g(x) maji vlastni derivace na in-
tervalu I. Pak

[ F@g@yis = f@ga) - [ ria)g @)
Diikaz Plyne z véty o derivaci soucinu.

(f(2)g(x)) = f'(x)g(z) + f(x)g'(x)

F@)g(@) = (F@)g(@)) — f(2)g (@)
/f@M@szﬂmmm—/#uw@wx

Piiklad 2.1
/e””xdm =e"r — /e“”dx =e"(x—1)+c¢
Priklad 2.2

n+1 n+1 1 n+1 n
/x”lna:da:: < ln:v—/ :E —dx = * lnx—/ * dx
n+1 n+1lx n+1 n+1

anrl xn+1

= ng — ———
ntl (n+1)2+c

Priklad 2.3

3z 3¢ K o
/e3xcos5xdq;: ﬂ_/wd

3 3 !
e3®cosbr  [e¥(—5sinbr) e3%(—5% cos 5r)
R 2 g "

3w 5 25
- (cos 5r + 3 sin 5:15) -3 / e cos brdr



Oznacime-li T = [ € cosbaxdx, pak jsme dostali rovnici

7= % (cos5x + gsin5x> — %I,
tedy
1= /63$COS5JZdl’ = 2% (cos5a: + §sin5a7) +c= f (3cosbz + Hsinbz) + c.
34 3 3 34

Véta 2.4 (Véta o substituci 1.) Necht F(x) je primitivni funkce k funkci f(z) na
J a necht ¢ : I — J ma na I vlastni derivaci, potom

/ﬂwmwww:Fwwy

Dikaz

Priklad 2.4
. .9 | 1 ) 1
sin(t%)tdt = 5 sin(t%)2tdt = 3 sin(x)de),—p = ) cos(z) +C
1
=-3 cos(t?) + C.

Byla pouZita substitutce x = @(t) = t2, tedy ¢(t) = 2t.
Piiklad 2.5

/ i (£)dt — / (1 cos?(t)) sin(t)dt = / (1= 2)d2oe cont

3 2 t
=(z-Z + C = —cos(t) 1—&() +C.
3 3
Pomoci per-partes:

7= /sin3(t)dt = /sin2(t) sin(t)dt = — cos(t) sin®(t) + /20032(15) sin(t)dt
= —cos(t) sin®(t) + 2 /(1 — sin®(t)) sin(t)dt

= —cos(t) sin®(t) + Q/Sin(t)dt — 2/sin3(t)dt

= — cos(t) SiHQ(t) — 2cos(t) — 27,



tedy

T = = (— cos(t) sin®*(t) — 2 cos(t)) + C.

Wl =

Véta 2.5 (Véta o substituci I1.) Necht ¢ zobrazuje interval I na interval J a md
na ném vlastni derivaci, pro kterou plati bud ¥t € I ¢'(t) > 0 nebo ¥t € I ¢'(t) < 0.
Necht G(t) je primitivnd funkce k funkci f(o(t))¢'(t) na I, pak je G(o ™ (x)) primitivni
funkce k funkci f(x) na J. Tedy

/f dx—/f (O)dtj—p1(a)-

Dikaz Jelikoz derivace funkce ¢ neméni na I znaménko a je nenulova, pak je
funkce ¢ ryze monoténni, a tedy dle véty o derivaci inverzni funkce (véta 4.4. I.
semestr) existuje (o~ 1) (z) a plati (¢71)(z) = ﬁ(t), kde x = @(t), tedy t = ¢ ().
Pak dostaneme

(G @) = Cle @) @) = Gl
o
— Helt)e ()= = £(e(0) = £(2)

Priklad 2.6
/ﬂdm —/\/1 — sin?(t) cos(t )dt |t =arcsin(z) = /COSQ(t)dt

"2 sin(t) cos(t) + /Sln (t)dt = sin(t) cos(t) + /(1 — cos?(t))dt

= sin(t) cos(t) +t — /cosz(t)dt = %(t + sin(t) cos(t)) + C

= % (t—{—sin(t) 1 —sin®(t )) +C = ! (arcsm( )+xm> + C.
Byla pouZita substituce x = ¢(t) = sin(t), tedy p(t) = cos(t) a t = arcsin(zx).

2.2 Integrace racionalnich funkci

V této casti se budeme zabyvat integraci racionalni lomené funkce.



Definice 2.2 Raciondlni funkci (nebo také raciondlni lomenou funkci) rozumime
funkci danou predpisem

kde P(z) a Q(x) jsou polynomy s redlnymi koeficienty (f(z) je definovdna pro vsechna
x € R splnujici Q(z) #0).

I.

1
/mdl’, a€cR

Pouzijeme substituci z = x — a. Pro kK = 1 dostaneme

1 1
/(—d:v = /;dzzzxa =Injz|+C=Injz—a|+C.

T —a)

Pro k > 1 dostaneme

1 1 1 1
/ RN /?dz'm‘“ BT P Bl g Y pepin T B

II.

1
—d beR
/(12+am+b) A

Piedpokladdme, Ze polynom z? + az + b nem4 redlné kofeny.

/m‘“:ﬂ +oez g (b “I)d :/y 1+cdyy=w+;,c=b—af
:/y+c /<i;2 )dy

/\/_ 23 dz, %:—arctg(z)—i—C
1 + 8
= —arctg(x 2)+C

Ve Ve




I1I1.

1

Oznacme I = [ “Tdm a odvodme rekurentnl vzorec pro vypocet [j.

Uvédomme si, ze od mtegralu 1l @ =dz, kde 22 + az + b nem4 redlny kofen,

2—f—aac—i—b

Ize prejit k integralu [ & ——=—xdz za pomoci substituci aplikovanych v bodé II.

2+1
1 2241 — 22 2 +1 2
-t g [yt [Tl [T
¢ /kﬁ+dﬁiv / @+ 1k /cﬂ+1ﬁa:”/@¥+nkx
1 x2 2
S S M N — A P R —
/kﬁ+&ﬁ1dx /cﬁ+1wm7 = /kﬁ+&ﬁ¢t

Nyni se zamérime na 1ntegral f ———dx. K vypoctu tohoto integralu budeme po-

2+1)k
tfebovat urdit integral [ @EF +1 d$
x 1 2x 1 1
————dr == | ——— == | —dz,—2
/@M&%x 2/@%4& 2/%2FH
1 1 1

+C.

= —m A T @ L)

Pak s vyuzitim integrace per partes (véta 2.3)

/ﬁda’ - /‘”ﬁdm = - k;)(:lv2 + T / 2(1— k:)(jc2 Fe
1 z
:2a—k)(@%+nvl_hl)'

Dostaneme tedy

72 1 €T
L=1._1— — =1 — — 1.
B /<x2+1>'f o 2<1—k><<x2+1>k—1 )

2%k -3, . 1
ok — 9 k1




Priklad 2.7

/ 1d/1—|—x2d_/ mzd/ld—/ T

A+a22 ) ara2 ) 02~ ) O ) a2

1/ 2z J

2] T a22™

1 —1 —1

:arctg(x)—§ {x (:C2+1) —/1 <x2+1> d:v]
T 1 1

_arctg(x)+m—§/x2+ldx

1 x
= —arct —+C
5arc g(x) + 202+ 1) +

= arctg(z) —

IV.

ar +b
/(x2+cx+d)kdx’ a,b,c,d e R

Piedpokladdme, Ze polynom z? + cz + d nem4 redlné kofeny.

/( ar +b dx:/g(Q:v—l—c)—l—( —%)dx

22 + cx + d)F (24 cx + d)F

a 1 ol
) / & 0=e reata + / (22 + cx + d)kdx'”:”‘%

Pouzili jsme substituci z = 22 + cx + d. Prvn{ integral lze dopod&itat dle bodu 1.,
druhy integral podle bodt II. a III.

Priklad 2.8

/ 3r +4 / 34z +8) —2
x
(222 4 8z 4 14)2 2:1:2+8:1:+14)
/ 4ac—|—8 /
dx
2x2+8x+14 2x2—|—8x+ 14)?

3
=— | —=dz,—2.2 182 2 dx
4/ Z|z=222+8z+14 — / 2902—1—81'—1—14)



Urceme nejdrive

/ | ] _/ 1 ] _1/ 1 ]
222+ 8z + 142" " | 2@ 140+ 72 " 4) (wr22 132"
|
i/

B 1/ L B 1 ;
IR e A (6 ) S
1 / V3
= dZ|Z:L'
4.9 ) (22+1)2 V3

_ ! / 241 dz—/z;dz]
C12v3 ) (22 +1)2 (224 1)
1 [ 1 2z
— — larctg(z) — = [ 2—d
273 _arc g(2) 5 /2(22 1) z]
1 [ 1 1
= —— |arctg(z) + S —/ dz]

12v3 | 2(224+1) 2 2241
1 T z
= — |arct
WG _arc g(z)+z2+1]—|—0
B 42
1 T+ 2 V3
= —— |arct + +C
243 | g(ﬁ) () +1

Dostaneme tedy

/ 3r+d 3/ iy 2/ 1 ;
T = — — A2 ;=242 482 — T
(222 + 8z + 14)? 4 | 2 IRt (222 + 8z + 14)?

1 2 z+2 =2
- V3
S — — |arct + +C
2 |z=22248z+14  244/3 [ & ( V3 ) (I_\J/FP;Z)Q +1
-1 1 2 2
— — arctg T + V(e +2) +C
202+ 8z 4+ 14 123 V3 2 +dr +7

V dalsi ¢asti se budeme zabyvat tim, jak obecnou racionalni funkci rozlozit na
soucet racionalnich funkei, které jsou ve tvaru 1. - IV. Uvazujme racionalni funkci

f(x) = 3. Pak

1) Je-li stupen P(x) > stupen Q(x), pak ¢astecné vydélime a dostaneme
Py(z)

R(m) = P1<:L') + W’




kde P;(z) a Py(x) jsou polynomy a stupen Ps(z) < stupen Q(x).
2) Je-li stupen P(x) < stupen Q(z), pouzijeme nasledujici vétu o rozkladu.
Véta 2.6 (O rozkladu na parcialni zlomky) Je-li

Qm(x) = cp(x — al)k1 (x — CL2>k2 (= ar)’“(az:2 + prx + ql)l1 o (2P per + qs)ls

rozklad polynomu Q,, na redlné korenové cinitele (c,, je konstanta, a; jsou redlné
koreny a k; znaci jejich ndsobnost, soucinitel 22+ p;x +q; odpovidd dvojici komplexné
sdruZenyjch kotenii ndsobnosti l;, tedy plati p? — 4q; < 0). Necht stuperi polynomu Q.
jem amn <m je stupen polynomu P,, pak existuje rozklad

r ki

A 127—‘—01‘7'
ZZ (v — a;)7 ZZ x2+]pia:+q]i)j’

=1 j=1 =1 j=1

S

kde redlné koeficienty A; j, B; ; a C;; tohoto rozkladu jsou urceny jednoznacné.
Priklad 2.9
1 A n Bx+C
(z—1D)(a2+1) -1 a2+1
Koeficienty A, B a C urcime tak, Ze prevedeme pravou stranu na spolecného jmeno-
vatele a porovndme koeficienty u polynomi na pravé a levé strane, tedy

1 _A@+ 1)+ Br+C)(z—1) _ (A+B)a*+(C—B)z+(A-C)
(x —1)(z2+1) (x —1)(x2+1) (x —1)(z2+1)

Dostaneme ndsledujici rovnice

A+B=0
C—-—B=0
A—-C=1,
tedyA:%aB:C:—%.
1 . -1 z+1
— t

(x—l)(xQ—I—l):x 1 2 22+1

Nésledujici vétu uvedeme bez dikazu.



Véta 2.7 (Zakladni véta algebry) KaZdy polynom stupné alespon jedna (s kom-
plexnimi koeficienty) md alespon jeden koren (mize byt i komplexni).

Lemma 2.8 Je-li a € C koren polynomu P,(z) (polynom stupné n), pak P,(x)
muzeme psdt jako (xr — a)Q,—1(x), kde Qn_1(x) je polynom stupné n — 1.

Diikaz
P.(z) = (x — a)Qn_1(x) +c,

kde ¢ € C. Existence takového rozkladu plyne z lemma 1.4, pokud ho preformulujeme
pro komplexni a a polynom s komplexnimi koeficienty. Pak dosazenim a dostaneme

Pafa) = (4 — @)Qur(a) + ¢ =0,

tedy ¢ = 0.

Disledek 2.9 Kazdy polynom P,(x) md rozklad na korenové cinitele, tedy
P.(x) =cp(r —ar)(x —ag) - ... - (& — ayp),

kde ay,...,a, jsou koreny polynomu P,(z) (nemusi byt rizné). Je-li k; ndsobnost
korenu a;, pak
Py(z) = cplz —a)* - ... - (z —a,)".

Priklad 2.10
gt —1=@ -1+ ) =(@-D+1)(2*+1)=(z—1)(z+1)(z —i)(z+1i)
Koreny jsou 1, —1,14, —1i.

Lemma 2.10 Jsou-li koeficienty c; redlné, potom mda-li polynom P,(z) koren a € C,
md i koren a.
Diikaz

cnd™ +cp1a" M+ =0
cna™ + cpra™ 1+ .+ g =0
Cp@™ + Cp1a" 4.+ =0
Cn@” 4 Cp1a™ '+ .. 4y =0

Ch@" + Cp1@ P+ o= 0.




Disledek 2.11 Polynom s redlnymi koeficienty md rozklad tvaru
P,(2) =cp(z —a)"(x —a)® - ... (x —a)" (* +pro + @) - ... - (2 + pex + g,
kde a; jsou navzdjem rizné, (p;,q;) navzdjem rizné , p? —4q; <0 a a;, p;, ¢ € R.

Véta 2.12 Necht P,(z) a Qn(x) jsou polynomy s redlnymi koeficienty stupné n a
m, n <m, a necht Qu(z) = (x — a)*Ry_1(z), kde R,,_i(a) # 0. Pak ezistuje prdavé
jedno A € R takové, Ze

P,(x) A Sm—o(x)

Qn(@)  @—aF ' (@—a)f Ry ()

kde S,,—2(x) je polynom stupné nejuyse m — 2.

Diikaz Nejprve ukazeme existenci tohoto rozkladu. Zvolme

P,(a)

A=
Rm_k(a)

Pl (z) = P,(z) — A Ry_i(7).
Pak P! _(z) je polynom stupné nejvyse m — 1 a

A N P, () P,(a)  Pale) - %P"_—%Rmfk(x) _ Pu(2)
(z —a)* Qm(r) a Ry i(a)(z — a)* Qm() B Qm<x)’

kde PL_,(a) =0, tedy P._,(z) = (x — a)S,_2(z). Dosazenim do rovnice

P(x) A Pr}z—l(az)

Qn(@)  @—af | Qu)

dostaneme dokazované tvrzeni. Jednoznacnost rozkladu dostaneme dosazenim a do
rovnice

P (x) =A-Ry_i(z) + (z — a)Sp_2(x),
tedy
P.(a)=A Ry rla) > A= ——"—



Véta 2.13 Necht P,(z) a Q. (x) jsou polynomy s redlngmi koeficienty stupné n a
m, n < m, a necht Qn,(z) = (2% + px + q)* Ry_ok(), kde polynom x? + px + q nemd
redlng koren a pro komplexni koten o tohoto polynomu plati R, or(ca) # 0. Pak
existuji pravé dve redlnd cisla B,C € R takovd, Ze

P,(x) Bx+C Sm—3(x)
Qm(x)  (2+pr+q)F (22 +pr+ ¢ 'Ryan(z)’

kde S,,—_3(x) je polynom stuprie nejuyse m — 3.

Diikaz Diikaz provedeme obdobné jako u predchozi véty, ale zacneme tentokrat
jednoznacnosti koeficielti B a C. Je-li

P, () Bx +C Sm—3(z)

Qm(z) (22 +pr+q)F (22 +pr+ @) 1Ryp_on(2)

pozadovany rozklad, pak
P.(z) = (Bx + C)Rp_op(z) + (2 + px + q)Sim_3().
Po dosazeni o dostaneme

P, (o) = (Ba+ C)Ry—ok(a).

Proa=a; 4+ ast a %ﬁ?) = a + bi, kde aq, as,a,b € R dostaneme

. . b b

Blai+agi)+C=a+bi=B=—,C=a—Baj =a— —aj.
(e &%)
Nyni dokazeme existenci tohoto rozkladu. Zvolme
P! (2) = Py(z) — (Bx + C)Ryp_o(2),
pak
P,(x Bx +C Pl (z

Qm(z)  (2+pr+q)F (224 pr+ q)F Ry _ox(x)

Navic P} _,(a) =0, tedy z pozndmky 2.10 a disledku 2.9 dostaneme

Pl (z) = (z — a)(x — @) Spm_3(x) = (2% + px + q)Sp_3(x).



Dosazenim do rovnice 2.1 dostavame pozadované tvrzeni.

Nyni uvedeme diikaz véty 2.6.
Diikaz Necht

Qum(r) = ez — a1)* (@ + pra + @)’
(m = k + 21), pak opakovanym pouzitim vét 2.12 a 2.13 dostaneme

Pn(a:) . Ak 1 Sm,Q(LC)
Qm(z)  (r—a)? " (r—a)* 1 (2® + prz + 1)
A n Ap_1 n Sm—s(x)

(r—a)f  (v—a)"' (v —a)"2(2? +piv +q)

_ Z Az + Sm—k—l
(x — CLl)i ($2 + p1x + Q1)l

Y ey e
G—a) L@ tpe+a)

i=1
Stejné postupujeme pro
Qm(z) = co(z —a)™ (z —ax)™ - .- (x —a,)" (2® + pro+q)" - ... - (2% + psx + qo)".

0

2.3 Neékteré dulezité substituce

Definice 2.3 Polynom ve dvou proménnych se nazyvd funkce

n n—i

Pz,y)=> 3 aija'y’,

i=0 j=0

kde n € NU{0}, a;; € R. Je-li alespon jeden z clent a;;, i+ j = n, nenulovy,
mluvime o polynomu stupné n.



Definice 2.4 Raciondlni funkci dvou proménnych nazyvime funkci

P(x,y)
Qz,y)’

kde P(x,y) a Q(x,y) jsou polynomy ve dvou proménnych.

R(z,y) =

I.

Necht R(z,y) je raciondlni funkce dvou proménnych, pak integral
/R(sinx, cos x)dx
prevedeme na integral racionalni funkce pomoci nasledujicich substituci:
) t=tg(3),
iii) ¢t =sinz je-li R(z,y) = —R(z, —y),
iv) t =cosz je-li R(x,y) = —R(—=x,y).
Priklad 2.11

/ 1
y dx
2sinx +cosz + 3

Uzijeme substituci t = tg (%), pak dostaneme

12 = g2 <§> _ sin” (5) _1- cos? (5)
2 cos? (g) cos? (%) ’

I
(B
cos” (= | = ——,

2 1+1¢2

sinx = 2sin (f) COS (g) = 23111 (2)

2—(1+1¢ 1—t?
cos T = cos> <§> — sin? <§> = 2cos? (£> —1= ( +t)

2 1+ 142
dt 1
dr 2 cos? (’2—”)’
B 9 (T B 2



Tedy

2

dt
21-2;1& i+g +31+¢2

2
4t+(1- t2 +3 (1+t%) 1 4 ¢2 dt

1
/QSinx+cosx+3

1+t2 2 . / 1 o
2 + 4t +41+t2 12 42t + 2
— dt=arctg(t+1)+C
/(t+1) 2+ 1 gl +1)

= arctg (tg <§> + 1) +C.

/ sin® z cos zdx

Priklad 2.12

Zkusme nejprve substituci t = tg (%), pak

o \°1—¢2 2 26(¢5 — {7
/sin5xcosa:da::/ . dt = /gdt.
1+12) 1+t 1412 (1+1¢2)7

Pri pouZiti substituce t = sinx, dt = cosxdx dostaneme

t6 - .6
/sin‘r’xcosxdx:/ﬁdt:E—i-C: S :B—i-C.

6

II.(Eulerovy substituce)

/R Vax? + bx + c)dx

i) Jsou-li 71,25 dva rtizné realné koreny polynomu ax?® + bx + ¢, pak pouZijeme
substituci
a(x — x3)

t= o)

ii) Je-li a > 0, pak lze pouzit substituci

Vax? +bx + c = +y/ax + t.



iii) Je-li ¢ > 0 lze pouzit substituci
Vazr? +bx +c=xt + /.

Priklad 2.13

1
dx
/ r+vrt—xr+1
Vyuzijeme substituci vVa? —x + 1= —x +t, tedy

22— x4+ 1=2a%— 2zt +t?
r(—=1+2t) =" -1

1=z
Y
—2t(1 — 2t) +2(1 — %) 2 —t+1
dv = dt =2-— "~
v (1—21)2 (1—2t)2

1 2 —t+1
/ dr =2 / Pl
r+vat—x+1 t(1 —2t)
Pouzijeme rozklad na parcidalni zlomky

é+ B N C :tz—t+1

t o 1—2t (1—26)2 t(1—2t)2

Al =2t + Bt(1 =2t) + Ct =t> —t + 1
4A—2B =1

—4A+B+C=-1

N
I
—_

Nl wno| w



Tedy

1 2—t+1
/ da::2/—+dt
r+vVar2—x+1 t(1 —2t)?

_2/1+3 S S
B t 2 1-2t 2 (1—2t)?
3

3 1
=lnlt|—=In|l —2t|+ = ——
nltf =gl =2 g g e
3
:ln|flf+ x2_$+1|—§ln|1—2(1‘+ 1»2_1._|_1)|
3 1

Ty +c.
2 1-20+ Va2 —a+1)



Kapitola 3

Riemannuv integral

Definice 3.1 Necht [a,b] je omezeny uzavieny interval, pak konecnou posloupnost
bodii a = xg < 11 < Ty < ... < I, = b nazveme délenim intervalu [a,b] a jeji body
délicimi body tohoto déleni. PouzZivame znaceni D = {xg,Z1,...,Tp}. Cislo AD =
max{r, — To, Ty — X1, ..., Tp — Tn_1} nazyvame normou déleni D. D(a,b) budeme
znacit mnozinu vsech délent intervalu [a,b).

Definice 3.2 Déleni D' nazveme zjemnénim déleni D, je-li kaZdy délici bod D také
deélicim bodem déleni D'.

Definice 3.3 Necht je f omezend funkce definovand na [a,b] a necht D je délent
la,b] s délicimi body z;, i =0,...,n. Potom

n—1

s(f,D)y=>_ inf f&)(wi1 — )

Py TE[Ts,Ti41]

nazyvame dolni Riemanniv soucet funkce f odpovidajici deleni D a

n—1
S(f.D)=>" sup f(z)(wi1 — ;)
i=0 Z‘E[.Z‘i,l‘iJrl]

nazyvame horni Riemanniv soucet funkce f odpovidajici deleni D.

Otézka: Necht D; a Dj jsou déleni intervalu [a, b] (D, Dy € D(a,b)). Rozhodnéte
o platnosti nasledujicich tvrzeni.

a) Je-li ADy; < AD, tak s(f, Da) < s(f, Dy).
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b) Je-li Dy zjemnénim déleni Do, pak s(f, Da) < s(f, Dy).
c¢) Je-li Dy zjemnénim déleni Dy a ADy < AD,, pak s(f, Dy) < s(f, D1).
Odpoved:

a) Neplati. Méjme |a, b]

=10,6], f(x) = 0mna [0,3) N (4,6] a f(x) = 1 na [3,4],
Dy =0,3,4,6a D, =0,2,4,6.

4,6. Pak AD, =2 < 3 = AD,, ale

n—1

s(f,D1) = Z e[inf f@)(@ip1 — ;)

z€[T;,2541]

1=0
— inf .24+ inf .2+ inf 2=0
nf, fz)-2+ nf, fz) -2+ nf f(z)
D,) = inf : inf 14+ inf 2=04140=1,
s(f, Ds) xé%ﬁ]f(x) 3+xé%,4]f($) +xé1[3176]f(:v) 0+1+0

b) Plati. Platnost tohoto tvrzeni vychézi z nerovnosti:

inf f(x)(zzs—x1) < inf  f(x)(za—x1)+ inf f(x)(rs—z2), x1 <29 < 3.

x€(x1,23] z€[w1,72] z€[x2,x3]

c¢) Neplati. Staci zvolit konstantni funkce f na intervalu [a, b].

Podobné jako v bodu b) plati: Je-li D; zjemnénim déleni Dy, pak S(f, Dy) >
S(f> Dl)

Definice 3.4 Necht je f redlnd a omezend funkce na [a,b]. Cislo sup s(f,D)
DeD(a,b)

(resp.D iDn(f b)s(f, D)), kde supremum (resp. infimum) bereme pres vsechna délent
c€D(a,

intervalu [a, b] nazveme dolni (resp. horni) Riemanniv integrdl funkce f pres interval

la,b] a oznacujeme ho
/bf(x)dx (resp. /b f(x)dx) :

Definice 3.5 Je-li horni Riemanniv integrdl roven dolnimu Riemannovu integralu,
pak jejich spolecnou hodnotu nazgvdme Riemannovym integrdlem (pres interval [a,b])

a znacime ji
b
/ f(z)dx.



Priklad 3.1 Dirichletova funkce

f)=0 z€Q
=1 zeR\Q.

Pak pro interval [0,1] je S(f,D) = 1 a s(f,D) = 0 pro libovolné déleni D, tedy

neexistuje Riemanniv integrdl této funkce.

Lemma 3.1 Necht f je omezend na |a,b]. Pak f md (Riemanniv) integil < ke
kazdému € > 0 existuje D € D(a,b) tak, Ze S(f, D) — s(f, D) < e.

Dikaz

(=) Oznacme [ = fab f(z)dz a zvolme € > 0. Pak existuje Dy a Dy tak, ze [ —
s(f,D1) <5 aS(f,Dy) —I < 5. Necht D je zjemnénim D, i Dy, pak

s(f, D1) < s(f, D) < 5(f, D) < S(f, D2)

=

S<f7D)_3(f7D) SS(f7D2)_8(f7D1) <é&.

(<) Necht Ve > 0 3D tak, ze S(f, D) — s(f, D) < ¢, pak

s(f.D) < / f(z)dz < / f(2)de < S(f. D),

tedy ~
b b
0 g/ f(x)dx—/ f(z)dx < e.

Jelikoz € > 0 lze volit libovolné, dostaneme pozadovanou rovnost horniho a
dolniho Riemannova integralu.

0

Definice 3.6 Funkce f je stejnomérné spojitd na intervalu I, jestlize Ve > 036 > 0
tak, ZeVr,y € I (Jx —y| <6 = [f(x) = f(y)] <e).

Otézka: Jsou nésledujici funkce stejnomérné spojité na intervalu 17

a) f(z) =z na intervalu I = (0, 1].



b) f(z) =1 na intervalu I = (0,1].
¢) f(z) =2 na intervalu I = [1, 00).
Odpovéd:

a) Ano. Staci zvolit § = e.

b) Ne. Pro libovolné ¢ > 0 je sup, ¢4 |f(z) — f(y)| = oo.

¢) Ano. Olpét staci zvolit 6 = ¢, jelikoz |1 — i\ = |%,7| < |z —y| plati pro vSechna
z,y > 1.

Véta 3.2 (Cantorova) Je-li f spojitd na |a,b], je na [a,b] stejnomérné spojitd.
Diikaz SPOREM
(Ve>030 >0:Ve,yel,(lz—yl <d=|f(z)— fly)| <e).)

Tedy
Je>0vo>0:3x,yel,(|lz—yl <IA|f(x)— fly)] >e),

pak
1
de>0Vn e N: 3z, yn € 1, (|x, — yn] < - A f(zn) — fyn)| > ).

Jelikoz x, € [a,b], pak dle Weierstrassovy véty existuje vybrand konvergentni po-
sloupnost xy,. Oznacme zy = lim, o0 T, pak Yk, — o, jelikoZ |y, — yr,| < =,
ale lim f(xg,) # lim f(yg, ), coz je ve sporu se spojitosti funkce f v bodé xy (Heineova
véta).

Véta 3.3 Spojitd funkce na [a,b] md na tomto intervalu Riemanniv integral.

Diikaz Zvolme e > 0, jelikoz je fuknce f spojitd na [a,b], je na tomto intervalu

stejnomérné spojita (Cantorova véta 3.2), tedy 30 > 0 tak, ze |f(x) — f(y)] < a)

pro vSechna z,y spliujici |x — y| < 0. Zvolme déleni Dy takové, ze ADs < ¢, pak

3
-

S(faDé)—S(f,D(s):' [ sup  f(z)— inf f(2)](ziy1 — )

w€[mi,miy1] TE[wi,vit1]

~
Il
o

i
L

< ;(m —x~)—§<5
S Leo(b—a) Tt TV T2 T

i

Il
o

Tedy Riemanniiv integral existuje, viz lemma 3.1.



Poznamka 3.1 Md-li f Riemanniv integrdl na |a,b], md ho i na [c,d] C |a,b].

Priklad 3.2 Vtomto prikladu si ukdzZeme, Ze spojitost funkce neni nutnou podminkou
existence Riemannova integralu. Necht

f=o, xE[O,%]
1
=1, (571]

Pro liché n a volbu D = {0, %, %, ..., 1} dostaneme

n—1

. —1
S(f7 D) = E xe[;nf+ ]f(.CE Lit1 — xl E : [$z+1<2] 2
i—0 iy Li+1 i=0
n—1 -
' on + 1
(D) =3 it )i - 23 ey =
i—0 iy Li+1

Tedy S(f, D) — s(f,D) = <, a proto Riemanniv integrdl existuje viz lemma 3.1.

Definice 3.7 Necht f je redlnd funkce na |[a,b] a D je jeho délent, pak

o(f,D,€) = Zf@ T — i)

se nazyvd Riemannovym souctem, kde & = {&1,....,&,} a & € [xi-1, 2]

Definice 3.8 Pro déleni D € D(a,b) které md n + 1 délicich bodi, oznacme N (D)
mnozinu vsech n-tic bodi § = {&y, ..., &} spliugjici & € |xi—1, 4], kde x;, i =0,1,...,n
jsou délict body déleni D.

Jdim o(f,D,6) = A Ve > 035> 0: (AD <6 = |o(f,D,€) - A| <&,¥¢ € N(D))

Lemma 3.4 Je-li [ omezend funkce na intervalu [a,b], pak pro kaZdé e > 0 existuje
0 > 0 takové, Ze pro kazdé déleni D € D(a,b) spliujici AD < 0, plati

/ f(x)dx —s(f,D) < e

b
S(f,D) —/ flz)dr < e.



Diikaz Pro e > 0 existuje déleni D; € D(a,b) spliujici fabf($)d1: —s(f,D1) < §

(f; f(x)dx) = Desil)l(p b)s(f, D)). Ozna¢me M = sup(f(z)— f(y)) a (n + 1) pocet

z,y€|a,b]
délicich bodii déleni D). Zvolme 0 = 557 a necht D € D(a,b) je libovolné déleni
spliujici AD < 6. Déle zvolme Dy = D U Dy (nejmensi déleni, které je zjemnénim
déleni D i Dy, tj. déleni obsahujici vSechny délici body déleni D a D; ale zadné
dalsi délici body). Jelikoz je Dy zjemnénim déleni D i Dy, tak s(f, D) < s(f, Ds) a
s(f, D1) < s(f, Ds). Rozdil souctu s(f, Da) — s(f, D) lze shora odhadnout vyrazem
Mé(n — 1), jelikoz rozdil suprém funkce f pfes rizné intervaly je maximalné M,
norma déleni Dy < § a je maximélné n — 1 intervalt déleni D ve kterych je alespon

jeden bod déleni D;. Tedy

s(f,Dz)—s(f,D)<M5(n—1):M.%LM-(n—1)<

Jelikoz [? f(z)dz > s(f, Ds) > s(f, Dy) > [0 f(z)dz — £, tedy

DO | ™

b c b
/f(x)de“ZS(f,DQ)ZS(f,D)>S(f,D2)—§>/f(x)dx—e.

Obdobné dokézeme existenci 6 > 0 takového, ze plati druha nerovnost a tedy pro
mensi z techto dvou delt plati obé nerovnosti.

Véta 3.5 Omezend funkce f md na intervalu |a,b] Riemanniv integrdl rovny A
pravé tehdy, kdyz
lim o(f,D,§) = A.

AD—0

Dikaz

(=) Ma-li funkce Riemannuv integral, pak

/abf(:c)d:c _ /abf(x)dx _ /abf(:c)dx.

Méjme € > 0, pak dle lemmatu 3.4 existuje 0 > 0 takové, ze pro vsechna déleni
D € D(a,b) spliujici AD < ¢ plati

b b b
/ f(z)dr —e < s(f,D) < / f(z)dz < S(f,D) < / f(z)dx +«.

Jelikoz pro vsechna & € N (D) plati s(f, D) < o(f,D,§) < S(f, D), tak dosté-
vame |o(f, D,&) — fabf(w)d:d < g, ¢imz je tato ¢ast dikazu hotova.



(<) Zvolme e > 0, pak existuje 6 > 0, takové Ze pro vSechna D € D(a,b) spliiujici

AD < § a pro vsechna £ € N(D) je |o(f,D,§) — Al < £. Oznacme {z;}

mnozinu délicich boda déleni D a zvolme v kazdém intervalu [z;, z;41] €44 a

zh+1 tak, ze E[SUP }f(x) — f( zh+1) < b —a) @ f( z+1> e[;njﬂ]f(x) < 4(;,_8_@)-
TE|Ti,Tit1 L5
Pak 0(f7D7€d)_S(f7D) < iaS(f, )_0(f7Da€h) < i PakA_% <

s(f,D) <S(f,D) < A+ 5, tedy Riemannilv integral existuje dle lemma 3.1 a
rovnost fab f(x)dz = A dostaneme limitnim pfechodem.

O
Otazka: Necht ma funkce f na intervalu [a, b] Riemanntv integral. Které z nasle-
dujicich tvrzeni plati?

a) Uvazujme 1ibovolne deleni D € D(a,b), pak existuje £ € N(D) takové, ze
o(f,D,8) = [} f(

b) Je-li f spojitd na intervalu [a, bl a D € D(a,b), pak existuje £ € N(D) takové,
ze o(f,D, &) = f f(x

c¢) Prolibovolné déleni D € D(a,b) a libovolnou volbu & € N (D) plati o(f, D, &) #
fabf(:v)dzr

d) Pro libovolné déleni D € D(a,b) existuje £ € N(D) takové, ze o(f, D,&) #
fff(m)dx

Odpovéd:

a) Neplati. Uvazujme interval [0,1] a funkci f(a:) =1, x € [0,3], a f(x) =

' 2
0, = E (3, 1]. Déle uvazujme déleni D = {0, 3, 1}, pak o(f, D,§) nabyva hod-

noty 3 nebo 1, dle toho, zda x5 lezi v intervalu [1, 1] nebo v intervalu (3,1].
fo z)dx = 3. Tedy fo r)dx # o(f, D,§).
b) Plati. Necht D € D(a,b) a z;,z,41 € D. Pak infrefe, z ] f@) -« (i1 —x;) <
fff“ f(@)dr < sup,epy, 0,1 f(2) - (@41 — 25), tedy
L f(2)de
it f() < 2 L0 o g ),
r€lri @] Ti+1 — T4 L€ [,
Jelikoz spojita funkce na uzavieném intervalu nabyva vsech hodnot mezi mi-

nimem a maximem (infimem a supremem), existuje bod & € [x;, z;41] takovy,

Fitl f(x)dx
ze f(&) = mel—f_(mz P1i této volbé bodi §; dostaneme rovnost o(f, D,§) =
b
[, f(x)dx



c) Neplati. Staé¢i zvolit konstantni fuknci, pak o(f, D, &) = f f(x)dx.
d Neplati. Viz bod c).

Piiklad 3.3 Naleznéte integrdl fol xdx.
VyuZijeme predchozi vétu, tedy

1
/0 xdr = Aljljrgoa(.r, D.¢).

Zvolme D, ={0,%,2, .1} a & =x; = £, pak

Yndn)

i 1 (1+n)Z
Dn> i)\ Tq i—1) = — = = : N d
oz, 5Zf5 351);”” o ledy
! _ . (I4+n)2 1
/0 rdx = ,}LIEOUW’D"’@ = nlggoT =3
Priklad 3.4 Naleznéte integrdl f
Zvolme D, = {0, %,...,2=1 2} q 5 {fl = L} Pak
2 2n i 2 1
2 1 2 — 1i — —
/Om—g&a<waDm5>—,}£&§(n) "
2n ]
i 1 2n(2n+1)(4n+1)
—J;%an—,};f&omz R
16n®+12n*+2n 16 8
= lim = — =_.
n—oo 677,3 6 3
Priklad 3.5 Naleznéte integrdl fl
Zvolme D,, —{O,H,., n,l}af {{’Z— —}i,. Pak
! "ol 1
/ e“dr = lim o(e”, Dy, &) = lim en —= lim —Zeﬁ
0 n—oo n— o0 P n n—oo 1 i—o
n—1 . n 1
1 i 11—eh 1
= lim—z<e}w> = lim — 61 (1 —e) lim —2—
n—oo N P n—oo N 1 —en n—oo 1 —en
=(l—e¢) lim =e—1

z—0t 1 — €



Véta 3.6 Necht existuji Riemannovy integrdly fab f(x)dx a fab g(x)dz.

i) Pak existuje integrdl ff(f + g)(x)dx a plati
b b b
/(f‘f'g)(iﬁ)diﬁ:/ f(x)dx+/ g(z)dz.

i1) Necht ¢ € R, pak integrdl z cf(x) existuje a plati

bcf(x)dx —c bf(x)dx.
/ /

Dikaz

o(f+9,D,§) =o(f,D,§) +0o(g,D,§).

Oznac¢me f:f(w)da: =Aa ffg(w)dw = B, pak Ve > 0 existuje 6y, 0y takové,
ze pro Dy spliujici AD, < 6, a V& € N(D1) je |o(f, D1,&1) — A] < § a pro
Dy spliujici ADy < 6y a ¥ € N(Dy) je |o(g, D2,&) — Bl < 5, tedy pro
d = min{dy, d2} plati, Ze pro libovolné déleni D splnujici VAD < § a kazdé
¢ e N(D) plati |o(f +g,D,¢) — (A+ B)| < ¢e).

ii) Snadné doméci cviceni.

O
Véta 3.7 Je-li f > g na |a,b] a integrdly fabf(x)dx a fabg(x)dx existuji, pak
b b
/ f(z)dx > / g(x)dx.
Diikaz Ozna¢me h = f — g, pak h(xz) > 0 na [a, b], tedy
b b b
o(h,D,§) >0=0< / h(z)dx = / f(z)dz —/ g(x)dx.
O

Véta 3.8 Ma-li f Riemanniv integrdl na [a,b], md ho i |f| a

/a  Ha)ds

< [y




Dukaz

a) Existence: Plati
@) = 1fW)] < 1f(2) = f)l,
tedy
sup [f(z)|— inf [f(z)]< sup f(z)— inf f(z)
TE[ws,Tit1] TE€[T4,2441] TE€[Ts,Tit1] T€ [z, 41]
pro vSechna z;,z,4+1 € D. Jelikoz S(|f|, D) — s(|f], D) < S(f,D) — s(f,D) a
z existence integralu f; f(z)dz a lemma 3.1 dostaneme, ze pro kazdé ¢ > 0

existuje D tak, ze S(f, D) — s(f, D) < ¢, pak S(|f|, D) — s(|f], D) < ¢, a tedy
integral existuje (viz lemma 3.1).

b) Nerovnost: Jelikoz

n n

o (£, D, =D F&) i —zi)l <D |F(&) (@i — xi1) = o(If], D, €),

i=1 i=1
plyne nerovnost z véty 3.5.

0

Véta 3.9 Necht existuji integrdly fab f(@)dz a [, f(x)dx. Pak existuje integrdl [ f(x)dx
a je roven f: f(a)de + [ f(x)dx.

Diikaz Existence plyne piimo z lemma 3.1, sta¢i pro € > 0 najit déleni D' pro [a, b]
a D? pro [b,c] tak, ze S(f,D') — s(f,D') < § a S(f,D?) — s(f,D?) < 5, a pak
pro déleni D intervalu [a, c], které obsahuje vSechny délici body déleni D! a D2,
plati S(f, D) — s(f, D) < e. Necht D je déleni intervalu [a, ¢] takové, Ze b je délicim
bodem déleni D, pak D urcuje déleni D', resp. D?, intervalu [a, b], resp. [b, c|, a pro
£ = (&', €?) dostaneme

o(f,D,€) = o(f,D',€") +a(f,D* ).

Prava strana mé pro AD — 0 limitu fab f(x)dz+ [ f(x)dz,aproto ji ma ilevé strana.
O

Véta 3.10 Ezxistence ani hodnota integralu se neméni, zmenime-li funkci na konecné
mmnoha bodech.



Diikaz Necht g(x) = f(x) na [a,b] \ {c}, pak
|0-(f7Da§) - 0(97D7€)| < 4KAD7

kde K = max{sup |f(z)|,sup|g(z)|}. Déle limitnim prechodem jako v pfechozim du-
kazu. Obecny piipad (vice bodi, kde se funkce f a g nerovnaji) dostaneme tak, ze po-
uzijeme opakované tento specialni ptipad (funkce f a g se nerovnaji v jednom bodé).

O

Véta 3.11 (Postacujici podminky pro existenci integralu) Je-li f omezend a
spojitd na [a,b] aZ na konecné mnoho bodi, pak md na |a,b] Riemanniv integrdl.

Diikaz Staci dokazat pro funkei spojitou a omezenou na (a,b] a pak vyuzit vétu
3.9. Necht ¢ > 0 a necht M = |f| = sup,c(,y |f(7)], ddle necht @ € (a,a + 55;)-
Jelikoz f je spojitd na [a,b], ma na tomto intervalu integral. Pak existuje déleni
D' = {x, = a,rs,...,x, = b} tak, ze S(f,D’) — s(f,D') < § (lemma 3.1). Oznac¢me
D = {xy = a,xy,...,x, = b}, kde x1, ..., x,, jsou délici body déleni D', pak

S(F.D) = s(£,D) = sup f(x) +S(f,D) = inf f(a) + (£ D)

z€la,a
= Sup f(ilj')— éFf~}f($)+S(faD/)_S(f7D/)
z€la,a) zEla,a
9 9 S
2M(a — —<2M—+ - =c¢.
< (@—a)+ 5 < 07 + 5 =¢

Véta 3.12 Necht je f monotonni na [a,b], pak md na [a,b] Riemanniv integrdl.

Diikaz Uvazujme f neklesajici. Pro N € N ozna¢me D,, déleni [a, b] s délicimi body
T, =a-+ @ a M; = f(z;), mi = f(z;_1), pak

S(f, Dn) = s(f, D) = Z(Mz' —m) (T — xi1) = Z(Mz' - mz‘)b ; ¢
_ b;aZ(Mi—Mil) - b;a(Mn—MO)
_ (b—a)(f(b) - f(a))'

Pro libovolné € > 0 staci zvolit n > w a dostaneme S(f, D,,) —s(f, D) <
e, tedy integrél existuje dle lemma 3.1.
O



Definice 3.9 Je-li a > b, definujeme

/ ) = - | sy

pokud druhy integral existuje.

/a " H@)de = 0.

3.1 Newtontv integral

Véta 3.13 Necht f md Riemanniv integral na kaZdém uzavreném intervalu, ktery
lezi v intervalu J. Oznacme F.(x) = [T f(t)dt, kde c,x € J (c je zvoleno pevné). Pak
pro funkci F.(x) plati:

1) F.(z) je spojitd na J.

2) Je-li f spojitda v bodé xq, pak F!(x¢) = f(z0).

3) Pro libovolné cy,co € J je F, (x) — F.,(x) konstantni funkce na J.
Diikaz

1) Necht zg je vnitinim bodem intervalu J, tedy existuje § > 0 tak, ze (xg —
5,9+ 9) C J, pak

zo+h ) zo+h
Fuao + ) = Fw) = | [ fade— [ el =| [ fla)dol < M,
c c xo
kde M = sup,; | f(z)|. Tedy
lim |F.(xg + h) — F.(z9)] =0 = lim F.(xg+ h) = F.(x).
h—0 h—0

Obdobné pro krajni body z( intervalu J.

2) Necht ¢ je vnitini bod intervalu J, chceme ukézat, ze

lim

h—0

F(xo+h) — F(xo)
Y = f(o)-



F(ZL‘Q +h) —F(l’o)
/ ~ A

8
<

[ s [ s nste
/IOHL f(z)dx — /IOM f(zo)dx

xo o

il

[ 5w - s

o

<o [ 1) - fa)lds

zo

Jelikoz f je spojitd v zo, pak pro kazdé ¢ > 0 existuje 6 > 0 tak, ze |f(z) —
f(zo)| < e pro |z — x| < 9, tedy pro h < 6 plati |f(xog + h) — f(xo)] < €. Pak

dostaneme
1 xo+h 1 xo+h 1
WL @ s <4 [ - sl < ) =+,
tedy
F h)—F
tin PO Z I )
3)

Foa) = Fale) = [ 10

0

Dusledek 3.14 Je-li f spojitd na intervalu J, pak md na J primitivni funkci. Pro
c € J je primitivni funkce, kterd je v bodé ¢ rovnd nule, dina predpisem

Fla) = / " rt.

Véta 3.15 (Newtonova formule) Necht f je spojitd na [a,b], pak

t/ﬂ@MZF@—F@

pro libovolnou primitivni funkci F' a f na [a,b].



Diikaz Pro F,(z) = [T f(t)dt plati

R - £ = [ s [ oa= [ o

Je-li F libovolnd primitivni funkce k f na [a, b], pak F'(z) = F,(z)+c¢, kde ¢ je redlna
konstanta, tedy

F() = F(a) = (Fu(b) + )~ (Fa(a) + ) = F,(0) - Fala) = ) = [ flt)t.
Poznamka 3.2 Piseme

Priklad 3.6

5
/ edx.
0

Jelikoz primitivni funkce k f(x) = €® je F(x) = €*, pak

5
/ e“dr = [e*]) = € — 1.
0

Véta 3.16 (integrace per partes) Necht f',¢' jsou spojité na [a,b]. Potom

b b
[ @@y = (f@g@~ [ 1@gteis

Diikaz Necht F'(x) je primitivni funkece k funkei f’g, pak podle véty 2.3 je G = fg—F
primitivni funkce k f¢'. Dle predchozi véty je tedy

[ #@)g@e = (g - Pl = (fgl ~ (Pl = fglt — [ F@pgla)d

Priklad 3.7

5 2275 5 2z 2275 5
19
2gp = || — [ Sdv =5 — || =5 —(S0—1) =1+~
/Oxe T 2 P r = be T, e (4 ) +e

4



Priklad 3.8

% . 2n % - 2n—1 :
I, = sin“"xdxr = sin x sin xdx
0 0

fud
1 2
2

= [~ coszsin® )¢ + / cosz - (2n — 1)sin®**~? x cos zdx

0
2 on —1
—(2n—1) / (1 —sin? 2 sin® e = (20— )(Fos — 1) = 2o L
0 n
Jelikoz . .
Ioz/2 sinoxdx:/2 ldx = Z’

0 0 2

pak

w1, (20— 1) '

In = 2n+1pl

Véta 3.17 Necht ¢ je spojitd na |a,b] a [ je spojitd na ¢([a,b]), pak

o (b)

/ fle®)¢'(t)dt = f(x)dz.

©(a)
Je-li o' £ 0, je také

& o1(B)
/A f(x)dx:/ fle)¢'(t)dt.

~1(A)

Diikaz Oba integréaly existuji dle véty 3.3. Je-li F(x) primitivni funkce k f, je
F(p(t)) primitivni funkce k f(¢())¢'(t), a tedy

w(b) b
[(@)dz = [FIF® = [F(p)]! = / Fo () ().

v(a)

Priklad 3.9

1 . us ™
5. r=sint | 2 ) _ 2 9

/0 V1—2%dx = d:c:costdt’ —/0 /1 —sin tcostdzf—/O cos” tdt

21 2
:/Qﬂdt::
0 2 4




3.2 Veéty o stredni hodnoté

Véta 3.18 Necht md f na intervalu [a,b] Riemanniv integrdal. Je-li m = inf f(z) a
z€la,b]
M = sup f(x), potom existuje ¢ € [m, M|, Ze plati

z€la,b]
/ f(@)dz = c(b— a).

Je-li navic funkce f spojitd na intervalu [a,b], pak existuje £ € |a,b], Ze

/ f()dz = F(€)(b— a).

Diikaz Jelikoz m < f(x) < M na intervalu [a, b], tak dle véty 3.7 dostaneme f; mdzr <
f; f(x)dz < fb Mda: tedy m < f: %dw < M. 7 existence integralu na [a, b] plyne
existence ¢ = Lo @) f .

Je-li f spopta na [a,b], pak pro kazdé ¢ € [m, M| existuje & € [a,b] tak, Ze
f(&) = ¢ (viz. véta o nabyvani vSech mezihodnot - prvni semestr). Z predchozi ¢asti

pak dostaneme pozadované tvrzeni.
O

Véta 3.19 Necht redlné funkce f a g maji na [a,b] Riemanniv integrdl a g je na [a, b]

nezapornd (nekladnd). Je-lim = inf f(x) a M = sup f(x), potom existuje c € [m, M],
x€[a,b] z€[a,b]

/ F@)g()dz = c/abg(az)dx.

Je-li navic f spojitd na |a,b], pak ezxistuje € € [a,b] tak, Ze

/ e ~ £©) / gy

Diikaz Je-li g( ) 0 na [a b], pak dostaneme mg( ) < f(x)g(z) < Mg(z), tedy

ze plati

dle véty 3.7 mf g(z)dr < f f(x)g(x)dx < Mf g(z)dx. Je-li fabg(x)da: # 0, pak
staci zvolit ¢ = ff( zgizidx Pro fa g(x)dr =0 je i fa f(x)g(x)dx = 0 a tedy plati

rovnost pro libovolné c.
Je-li f spojitd, postupujeme jako v predchézim dikazu, tj pro libovolné ¢ € [m, M|
existuje & € [a, b] takové, ze f(§) = ¢, dale viz. predchozi postup.
O



3.3 Zobecnény Riemanntiv integral

Definice 3.10 i) Necht md funkce f Riemanniv integrdal na kazdém intervalu
la, 8] pro kaZdé B € [a,b), a € R, b € R*, b > a. Existuje-li vlastni limita
limg_,p_ ff f(z)dz = A, pak toto cislo nazveme zobecnéngm Riemannovym
integralam funkce f na intervalu [a,b]. Obdobné postupujeme pro interval (a,b).

ii) Necht J je interval s koncoviymi body a,b € R*, a < b. Existuji-li body x1 < x4 <
.. <, € (a,b) tak, Ze funkce f md zobecnény Riemanniv integrdl na kaZdém z
intervali [a, x1], [x1, xa), (T2, T3], ..., [, b] rovnyg Ao, ..., Ay, potom Cislo Y o A;
nazgvdme zobecnénym Riemannovym integralem funkce f na intervalu [a,b].

Priklad 3.10

o 1 ) €T 1 . i ' -
/0 1+ tht = g}l_}rgo/o Nz dt = wh_)rgo[arctgt]o = zh_)rgO arctgr = 5

Priklad 3.11

b A . o
[ =t [ e = i [201] = i 2 v =2

3.4 Aplikace Integralu

Délka kiivky v R?%: Pro urceni délky kiivky budeme tuto kiivku aproximovat lome-
nou ¢arou a budeme zkoumat, jestli se pri zjemnovani déleni (presnéjsi aproximaci)
soucet délek lomenych car blizi k néjakému ¢islu. Toto ¢islo pak nazveme délkou
krivky.

Omezime se na piipad jednoduché kiivky tiidy C!, tj. kiivky uréené parametrizaci

Qo(t) = (Qol(t)7 "’790d(1>>7 te [a’ab]v

kde zobrazeni ¢ je prosté na [a, b, ©;(t) jsou spojité na [a,b] a ¢’ = (¢, ..., ¢}) # 0.
Necht D = {a =ty <t; <..<t, =bjedéleni [a,b] a polozme

o(t;) — SO(tz‘—1)<
t; —ti1

Un(t) = @(ti—1) + t—tii), teltint], i=1,..n.

Pak délka [,, lomené cary ¢ je

n d

=Y o | D (0its) = ps(timn)2.

i=1 \ j=1



7j=1 =1 j=

b = Z\ Z(Spj(ti) — pi(ti-1 ZJ 1 903 (&.j)(t — tim1))?

=D [ @&t~ ti).
i=1 \ j=1
Pokud by &1 = &2 = ... = &4, tak by [, byl Riemannovym souctem funkce

V01 (#5(1))? pit déleni D a body € = (&1,....&,) a tedy délka kiivky ¢ by byla

urcena integralem

b d
JRXEIORE

Staci tedy ukazat, ze pro zjemnujici déleni konverguje vyraz

=

T3

d d
bi| < JZ(CLJ =02 <Y Jag = byl.
1 j=1 j=1

Tedy pro tak jemné déleni D, ze |¢(t) — ¢)(s)| < & pro viechna t, s € [a, b] splnujici
|t — s| < AD, plati:

d
D (&)t —ti)| <
Z Z|% (&) — w56l (ts — tioy) < de(b— a).

Tedy pro AD — 0 konverguje [,, k integralu f; \/Z?:l(gog(t))Zdt.

Poznamka 3.3 Snadno ukdzeme, Ze pro krivku zadanou ve tvaru y = f(z), x €

[a,b] je délka
b
l= / V14 (f(x))%dx.



Priklad 3.12 Urcete délku krivky x = cost,y = sint,t € [0, 7].

l:/\mﬂmw+@%Wﬁ:/lﬁ:m
0 0

Objem rotacniho télesa: Je-li f nezdpornd spojitd funkce na [a,b] a je-li V'
téleso, které dostaneme otacenim grafu funkce kolem osy z, potom jeho objem je
roven

. / P,

Priklad 3.13 Urcete objem koule o poloméru R. Funkce f je urcena predpisem

f(z) = VR?> — 22 na [R, R], tedy

R 37 R 3 3

2 4
V:T('/ RQ—xQZW{R%—x—l :7r(2R3_i): WR.
_R 3] g 3 3

Povrch rotacniho télesa: Je-li f spojitd na intervalu [a,b] a ma na tomto
intervalu spojitou derivaci, pak lze povrch plaste rotacniho télesa, které vznikne
rotaci kiivky, jez je grafem funkce f, kolem osy z, vypocitat jako

b
P = 27?/ f@)/1+ (f'(z))*dx.

Priklad 3.14 Urcete povrch koule o poloméru R.

R —r 2 R R2
_ 2 _ 2. _ 2 _ 2.
P—QW/R\/R T \/1+<m) dx—ZW/R R T RQ—xde

R
:%@/1@:%#.
-R



