Kapitola 1
Uvod

1.1 Znaceni
o N ... prirozena ¢isla (1,2,3,...).
. celd disla (=3, -2, -1,0,1,2,...).
. raciondlni ¢fsla (2, kde p € Z a ¢ € N)

.. realna cisla

Q ® © N

.. komplexni ¢isla

1.2 Vyroky - opakovani

Definice 1.1 Vyrok je formule, kterd md néjakou pravdivostni hodnotu (md smysl
rozhodnout, zda je toto turzeni pravdivé nebo nepravdivé). Pokud vyrok plati, rikdme,
ze md pravdivostni hodnotu 1, v opacném pripade rikame, Ze md pravdivostni hodnotu

0.

Priklad 1.1 Vyrokem jsou napriklad véty "Soucet dvou sudych cisel je sudé cislo”,
nebo "Vsetin je nejvétsi mesto sveta” Naopak vety "At Zije pruni maj! "nebo "Ucte se
na zkousky. vyroky nejsou.

Definice 1.2 Necht V' a W jsou vyroky, pak zavedeme pojmy

e — ... negace (ne)



e A ... konjunkce (a)

e V ... disjunkce (nebo)
e = ... implikace

o« & ... ekvivalence

nasledugici tabulkou:

VIW|VIVVIWI I VAW | V=W | V&W
11110 1 1 1 1
11010 1 0 0 0
0(1] 1 1 0 1 0
0,0] 1 0 0 1 1

Déle zavedme kvantifikatory
« ... existencni kvantifikator (existuje)

o V ... obecny kvantifikator (pro vSechna)

Priklad 1.2 Negace implikovand na vyrok s kvantifikatorem.:

(Vo : V(z)) < Jo: =V (x)
=3y : W(y)) & Yy : =W (y)

Napriklad

“(VxeRIyeR:z=y+1)e IR (R z=y+1) &
JreRVyeR: m(z=y+1) e dreRVyeR:z#y+1

1.3 Mnoziny - opakovani
Uvedeme nepresnou "naivni”definici mnoziny (George Cantor 1845-1918).

Definice 1.3 Mmnozina je soubor objekti, které jsou presné urcené a ruzné a kde
vZdy nastdvd pouze jedna z nasledugjicich moznosti:

e a€ M ...a patri do mnoZiny M.



e a¢ M .. a nepatri do mnoZiny M.
Tyto objekty nazveme prvky mnozZiny.
Poznamka 1.1 Mnozina je svymi proky jednoznacné urcena.

Definice 1.4 Necht A a B jsou mnoZiny.
e« AC B ... A je podmnozZina mnoziny B, tj.Vr:x € A=z € B.

e AU B ... sjednocent mnozin A a B, tj. mnozZina vsech prvki x, které jsou
alesponi v jedné z mnozin A,B. AUB={z:2€ AVx € B}

« AN B ... prinik mnozin A a B, tj. mnozina vSech prvku x, které jsou jak v
AtakvB. ANB={x:x€ ANz € B}

e A\ B ... rozdil A a B, tj. mnoZina vsech proki x, které lezi v A a zdroven
neleziv B. A\ B={x:x€ ANz ¢ B}

e 0 ... prazdnd mnoZina, tj. mnozina kterd neobsahuje Zdidni prvek.
Necht A; jsou mnoZiny, pak

e Ut A=A UAU..={2:FieN:zecA}

e N, Ai=AinAsn..={z:VieN:zeA}

Definice 1.5 Kartézsky soucin A a B znaceny A X B je mnozina vsech uspord-
ddngch dvojic (a,b) takovijch, Zea € A ab e B, tj. Ax B={(a,b):a € ANb € B}.

Piiklad 1.3 Necht A = {{1},{2}} a B = {{0}, {3}, pak

Ax B=1{(1,0),(1,3),(2,0),(2,3)}

Definice 1.6 Necht K C R, m € R.

o Reknéme, Ze m je horni odhad (horni zdvora) mnoZiny K, prave tehdy, kdyz
Vee K:z<m.

o Reknéme, Ze m je dolni odhad (dolni zdivora) mnoZiny K, prdvé tehdy, kdyz
Ve K :z>m.



o Reknéme, Ze m je maximdlni prvek mnoZiny K (max K), prdave tehdy, kdyz
meK aVere K :x<m.

o Reknéme, Ze m je minimdlni prvek mnoZiny K (min K), prdvé tehdy, kdyz
meK aVere K :x>m.

o Reknéme, Ze m je supremum mnoZiny K (sup K), prdavé tehdy, kdy?

—VreK:xz<m,
—Vm'<m3ddzeK:z>m.

o Reknéme, Ze m je infimum mnoziny K (inf K), prdvé tehdy, kdyZ

—VeeK:x>m,
—Vm'>m3zeK:z<m.

o Reknéme, Ze K je shora omezend, prdvé tehdy, kdyZ existuje horni odhad K .
o Reknéme, Ze K je zdola omezend, prdvé tehdy, kdy? existuje dolni odhad K.

o Reknéme, Ze K je omezend, pravé tehdy, kdy? existuje horni i dolni odhad K
& dmeR Ve e K:|z| <m.

Priklad 1.4 K = {1,2,3}, pak 1 =min K =inf K a 3 =max K =sup K.

Piiklad 1.5 K = {®1 n e N}. Pakmin K = inf K =0, sup K = 1 a mazimum K
neezistuje. Skutecné, 0 € K (pron=1)a ™+ > 0Vn € N, proto 0 = min K = inf K.
1 je horni zavora, nebot 1 > "T_l Vn € N. Necht m < 1, pak pron splﬁujicz’% <l—m
dostaneme, Ze "1 =1 —% > 1—(1—m)=m. Protosup K = 1 a max K neezistuje.

Priklad 1.6 () # K C Z, K je shora omezend, potom sup K € 7.
Diikaz
Ukdzeme, ze sup K = max K. Necht sup K ¢ K. Oznacme m' = sup(K) — 1 =
Jda € K,a > m'. Zdroven ale plati, Ze a < sup K (nebot sup K ¢ K ). Pak ale 3b € K
takové, Ze b > a, tedy sup K —1 < a < b < sup K a zdroven a —b € Z = SPOR.
O

Piiklad 1.7 () # A C R je shora omezend mnoZina, necht navic sup A ¢ A, pak md
A nekonecnée mnoho proki.



Dukaz

ro=supA—1 =dr, € A:x90< 13
T <sup A = dr e A:x <y
Ty < sup A = doz € A: 19 < 13

T <xog<w3<---<supd
O

Nasledujici vétu uvedeme bez diikazu. Jeji dikaz lze nalézt napt. ve skriptech
Martina Rmoutila (https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ rmoutil/NMTM101/MA1.pdf).

Véta 1.1 (Existence suprema) KaZdd neprizdnd shora omezend podmnoZina R
md supremum.

Kapitolu uzaviem rozsitrenou definici suprema a infima:

Definice 1.7 Necht M C R je shora neomezend mnozina, tak jeji supremum defi-
nujeme jako sup M = co. Je-li M C R zdola neomezend mnozina, tak jeji infimum
definujeme jako inf M = —oo. Didle zavedeme sup () = —oo a inf() = oo.

1.4 Zobrazeni

Definice 1.8 Necht M, N jsou neprizdné mnoZiny, pak f C M x N nazgyvame
zobrazeni z mnozZiny M do mnoziny N, jestliZe

Ve € M Yy, ys € N: ([z,y1] € fA[z,50] € f) = y1 = 1o

Pro prehlednost pouZivame pro zobrazeni znaceni f(x) = y. Definiénim oborem
zobrazeni f nazyvame mnoZinu

Di={zxeM:3ye N: f(z) =y}

Necht X C Dy, pak f(X) :={y € N : 3z € X : f(z) = y} nazjvdime obraz
mmnoziny X pri zobrazeni f.

Necht Y C N, pak f~(Y) :={z € Dy : Jy € Y : f(z) = y} nazjvdme vzor
mnoziny Y pri zobrazeni f.

f(Dy) nazgvame obor hodnot zobrazeni f a znacime Hy.



Poznamka 1.2 Necht M a N jsou mnozZiny, pak symbolem f : M — N znacime
fakt, Ze

o f je zobrazeni z mnoZiny M do mnoZiny N,
o M je definicni obor zobrazeni f,
e Obor hodnot f je podmnozinou mnozZiny N.
Poznamka 1.3 Specidlni pripady:
o Je-li f:R — R, pak f nazgvame redlnou funkci redlné promeénné.
o Je-li f: N =R, pak f nazyvame posloupnosti redlnych cisel.

Definice 1.9 Necht f: M — N.

f je prosté zobrazent, jestlize Vx1,x9 € Dy : 11 # 19 = f(x1) # f(22).

o [ je zobrazeni na, jestlize Vy € N 3x € Dy :y = f(z).

f je bijekce, jestlize je prosté a na.

[ je identita (znacime I), jestlize Vo € Dy : f(x) = .

f je konstantni zobrazent, jestlize 3c € N takové, Ze Vx € Dy : f(x) = c.

o Necht f je prosté zobrazeni, pak f~' : Hy — Dy takové, Ze (z,y) € [ =
(y,x) € f7!, je inverzni zobrazeni k zobrazeni f.

o Reknéme, Ze zobrazeni f a g se rovnagji, jestlize Dy = D, aVx € Dy : f(z) =
9(x).

o Necht Dy C Dy, a f(z) = g(x) Vo € Dy, pak f je ziZenim zobrazeni g a g je
rozsirenim zobrazeni f. Je-li Dy = B, znacime f = g|p.

Priklad 1.8 Necht f(z) = 2* na celém Dy. Pak pro Dy = R* je f prosté zobrazent,
pro Dy = R f neni prosté (f(—1) = f(1)). Necht Dy = R, pak pro N = R* je f
zobrazeni na, pro N = R neni na (napr. y = —3).

Definice 1.10 Necht f: M — N, g: N — P . Pak zobrazeni go f : M — P takové,
Ze (go f)(z) = g(f(x)), z € M, se nazyvd sloZené zobrazeni, kde f nazyvame
vnitrnim zobrazenim a g nazyvdme vnéjsim zobrazenim.



Ptiklad 1.9 Necht f(x) = sinx a g(x) = 22, pak fog(x) = sinz? a go f(z) = sin® x.
Otazka:

. ?eghﬁ f(z) = e*,Vz € R, pak f~'(z) = Inz. Rovnaji se zobrazeni fo f~! a
“to f?



Kapitola 2

Posloupnosti

Definice 2.1 Zobrazeni z N do R nazgvame posloupnosti (realnych cisel). Znacime

{a1, a9, ...}, {a,}2, nebo {a,}.

Definice 2.2 Posloupnost {a,} je
o konstantni, jestlize 3a € R Vn € N : a,, = a.
o rostouct, jestlize Vn € N : a, < api1.
o klesajict, jestlize Vn € N : a,, > apyq.
o nerostouct, jestlize Vn € N : a,, > ap1q.
o neklesajici, jestlize Vn € N : a, < ayy1.
e monotonni, jestlize plati jedna z predchozich variant.
e shora omezend, jestlize AK €e RVvn € N:a, < K.
o zdola omezend, jestlize K €e R Vn € N:a, > K.

« omezend, jestlize 3K € RVn € N: |a,| < K.

Priklad 2.1 Posloupnost a, = 3 + 2n (aritmeticka posloupnost) je rostouct, zdola
omezend.



Priklad 2.2 Posloupnost a, = ”T_l je rostouci a omezend. Skutecné,

n?—1<n?
(n—1)(n+1)<n’

n—1 n
= < nt1 Omtb
navic 0 < ”T_l < 1.
Otazka:
« Je geometrickd posloupnost a,, = a; - ¢"~! monoténni?

o Je geometrickd posloupnost omezena?
Otazka:

o Které z nasledujicich vyroki jsou ekvivalentni z vyrokem: Posloupnost {a,} je
omezena?’
a) Posloupnost {a,} je omezend shora i zdola.
b) 3K e RVneN:|a,| < K.
¢) Mnozina {a, : n € N} je omezena.
)

d) Existuje ngp € Na K € R takové, ze Yn > ng : |a,| < K.

Definice 2.3 Reknéme, Ze posloupnost {a,} md vlastni limitu A € R, jestlize Ve >
0 Ing € N takové, ZeVn > ng : |a, — A| < e. Znacime lim,_,, a,, = A nebo a, — A.
Reknéme, Ze posloupnost {a,} je konvergentni, md-li vlastni limitu, tj. evistuje-li
A € R takové, Ze lim,,_, a, = A. Jestlize posloupnost nemd vlastni limitu, rikdme,
ze diverguje (je divergentni).

Priklad 2.3

—1
lim ©—— = 1.
n—oo n
Diikaz
Chceme ukdzat: Ve > 0 Ing € N takové, Ze Vn > ng: |t — 1] <e.

Méjme € > 0 a hledejme ng. Chceme, aby \”T_l — 1| = |% = % <e=n> %, tedy

ng = [1].



Priklad 2.4 Posloupnost 1, %, 1, }l, 1, %, ... nemd limitu.
Dikaz SPOREM: Necht existuje limita této posloupnosti. Oznacme ji A. Zvolme
e =1, pak lag,— — Al = |1 = A| < ; = A € (3,2). Ziroven plati, Ze |az, — A| < § a

Vn € N: ayg, < %, tedy A < % = SPOR.

Otézka:
Rozhodnéte o platnosti tvrzeni: lim, ., a, = A pravé tehdy, kdyz existuje K > 0
takové, ze plati Ve > 03ng € NVn > ng : |a, — A|] < Ke.

Odpovéd: Tvrzeni je pravdivé. Dikaz

(=) Je-lilim,, o a, = A, tak Ve > 03dng € NVn > nyg : |a, — A| < ¢, tedy staci volit
K =1.

(<) Necht existuje K > 0 takové, ze plati V& > 03ng € NVn > nyg : |a, — A| < KE.
A méjme € > 0. Pak pro &€ = & existuje ng € N takové, ze Vn > ng : |a, — A| <
Ké =K & =c. Tedy lim, o a, = A.

O
Otézka:
Které z nasledujicich vyroku jsou ekvivalentni s vyrokem: "posloupnost {a,} je di-
vergentni”?

i) VK € R Jn € N takové, 7e |an| > K.
ii) VAe RVe >0Vno € NIn>ng:la, — A >e¢.
iii) VA€ R 3e>0Vno € NIn>ng:|a, — Al > .
iv) VAeR3e>0VneN:|a, — Al >¢.

Odpovéd: Ekvivalentni je pouze vyrok iii). Vyrok i) je negaci omezenosti po-
sloupnosti {a,}. Tedy posl. {a,} neni omezend, kdyz spliiuje podminku i). To sice
jiz implikuje, ze posloupnost {a,} neni konvergentni, ale neni to ekvivalentni vyrok.



Priklad omezené divergentni posloupnosti je na néasledujicim obrazku. Podminka ii)
také zarucuje, ze posloupnost {a, } bude divergovat, ale neni ekvivalentni s tvrzenim,
ze je posloupnost divergentni (existuji divergentni posloupnosti, které tuto podminku
nesplnuji viz nasledujici obrazek). Posledni podminku nespliiuje zadné posloupnost.
Staci zvolit A = a; (nebo zvolit za A libovolny jiny clen posloupnosti {a,}). Pri-
klady divergentnich posloupnosti, které nesplinuji podminky i) a ii) jsou znazornény
na nasledujicim obrazku.

Ukézeme si ekvivalenci vyroku "posloupnost {a,} je divergentni”s bodem iii).
Posloupnost {a,} je divergentni pravé tehdy, kdyz neni konvergentni, tedy kdyz
nema vlastni limitu. Tedy

VAeR: lima,#A VAR =(Ve > 03ng € NVn > ng : |a, — A <€)

n—oo

< VA € RIe > 0Vng € NIn > ng : |a, — A| > €).

Je tieba si uvédomit, Ze zda je zde nerovnost |a, — A| > € ostra ¢i neostra nehraje
roli. Existuje-li € > 0 : |a, — A| > ¢, pak plati i |a, — A| > . Existuje-li ¢ > 0
spliujici |a, — A| > ¢, pak pro & = /2 plati ostra nerovnost (a tedy existuje i £ > 0,
pro které plati ostra nerovnost).

4 4
K
3
3
A+e
2 ° ° ° A 2 ° ° °
1 [ ] [ ] [ ] [ ] 1 [ ] [ ] [ ] [ ]
A—¢
1 e 1 2 3 4 5 6 7 1 e 1 2 3 4 5 6 7

Definice 2.4 Rekneme, Ze posloupnost redlngjch cisel {a,} md nevlastni limitu oo
(resp. —o0), jestlize VK € R 3ng € N takové, Ze ¥n > ng : a, > K(resp. a,, < K).
Piseme lim,,_,, = 00 (resp. lim, o = —00).

Priklad 2.5 lim,, ., n = co. Staci zvolit ng = [ K.

Véta 2.1 (o jednoznacnosti limity) KazZdd posloupnost md nejvyse jednu limitu.

Dikaz



o Necht a, — A, a, — B a A # B (ob¢ limity vlastni). BUNO B > A, volme
e = 224 pak 3Ing € N takové, Ze Vn > ng |a, — A| < 254 a |a, — B| < 254,

tedy a, € (A — Z54, A+ 224 N (B - 254 B+ £24) = ¢ = SPOR.

e Necht a, — A je vlastni a zaroven a,, — co. Pak pro e > 0 Ing € N Vn > ng :
la, — A| < € a zaroven pro kazdé K € R 3ng € NVn > 7y : a, > K. Zvolme

K > a+ ¢, pak pro n > max{ng, o} plati a, < a + ¢ a zaroven a,, > a +¢& =
SPOR. Obdobné pro a,, — A a a, — —o0.

e Necht a, = o0 a a,, — —o0. Zvolme libovolné K € R, pak a,, > K pro n > ng
a zaroven a,, < K pron > nyg = SPOR.

Véta 2.2 (o limité monotonni posloupnosti) Necht a,, je monoténni posloupnost.
i) Je-li posloupnost a, omezend, pak ezistuje A € R takové, Ze lim, . a, = A.
it) Je-li posloupnost a,, neomezend neklesajici, pak lim,,_,, a,, = co.

iii) Je-li posloupnost a,, neomezend nerostouct, pak lim,_, a, = —00.

Dukaz

i) a, omezend a neklesajici, pak existuje s = sup{a,,n € N}. Zvolme ¢ > 0,
pak existuje a,, takové, ze a,, > s — ¢, tedy Vn > ng plati s —¢ < a, < s
= lim,,_o a, = s. Obdobné pro nerostouci posloupnosti.

ii) Je-li a, neklesajici a neomezend, pak a, > a1, tedy a, je omezend zdola = a,
neni omezend shora. Zvolme K, pak dng € N : a,, > K, z monoténie plyne
A, > Gy > K Y1 > nyg.

iii) Dukaz obdobné jako v predeslém piipadé.
O

Véta 2.3 Kazdd konvergentni posloupnost je omezend. Je-lilim,,_,, a, = +00 (resp. —
o0), pak je posloupnost a, omezend zdola (resp. shora).

Dukaz

e Nechf a, je konvergentni, pak existuje A € R takové, ze proe = 1 dng € NVn >
no: la, — A| < 1, tedy Vn > ng: a, < A+ 1. Pro M = max{ay, as, ..., apy, A +
1} + 1 tedy plati, ze Vn € N: a, < M .



o Je-lilim, ., a, = 0o, pak staci zvolit K, k nému najdeme nq takové, ze a, > K
Vn > ng, a zvolme M = min{ay, ..., an,, K} — 1. Pak Vn € N : a,, > M.
Obdobné u nevlastni limity —oo.

O

Véta 2.4 UvaZujme posloupnosti {a,} a {b,} a necht eristuje no € N takové, Ze
Yn > ng : a, = b,. Pak plati:

i) Nechtlim, .. a, = A € R, pak lim,,_,., b, = A.
ii) Necht lim,, o a, = 00 (—00), pak lim, ., b, = 0o (—00).
Dikaz

i) Méjme ¢ > 0, pak existuje n; € N takové, ze Vn > ny : |a, — A| < . Jelikoz pro
kazdé n > ng plati a,, = b,, tak Vn > ng = max{ng,n1} : |b, — A| = |a, — A| <
g, tedy lim,,_,o b, = A.

ii) Méjme K € R, pak existuje n; € N takové, ze Vn > n; : a, > K. Tedy
Vn > ng = max{ng,n1} : b, = a, > K, proto lim,,_, b, = 0.

0

Poznamka 2.1 Predchozi vétu lze interpretovat i takto. Zmeénime-li u posloupnosti
{a,} konecné mnoho clendi, tak jeji limitu nezmeénime.

Definice 2.5 Oznac¢me R* mnozinu R U {—o0, +00}.

Véta 2.5 (o dvou policajtech) Necht {a,}, {b,} a {c,} jsou tri posloupnosti, pro néz
plati

e dng e NVn>ng: a, <b, <c,,
o lim, o0 a, = lim,, oo c, = A € R*,
pak
lim b, = A.

n—o0

Dukaz



o A € R. Méjme ¢ > 0, pak existuje n; € N takové, ze Vn > ny : |a, — A] <
e a také existuje ny € N takové, ze Vn > ny : |¢, — A] < e. Pak Vn >
max{ng,ny,ne}: A—e<a, <b, <c, <A+eg, tedy lim, o b, = A.

e lim, . a, = 0o, pak Vn > ng: b, > a, > K, tedy lim,,_.o, b, = co. Obdobné
pro lim,,_, ¢, = —00.

O

Véta 2.6 Necht posloupnosti {a,} a {b,} maji limity (vlastni ¢i nevlastni) a ¥n >
no € N:a, <b,, pak

lim a, < lim b,,.
n—oo n—oo

Diikaz

Necht lim,, o a, > lim, _, b,, pak existuje ¢ € R takové, ze lim,, .o a, > ¢ >
lim,, o b,. Tedy dng € N takové, ze Vn > ng: (a, > g A b, < q), coZ je spor s
predpokladem a,, < b,.

O

Otazka:
Necht lim,, o a, = A < lim,, oo b, = B (A, B € R*). Ktera z nasledujicich tvrzeni
lze z tohoto predpokladu vyvodit?

i) IneN:a, <b,

ii) Ing € NVn > ng: |a,| < |by
iti) Ing € NVn >ng:a, <b,
iv) Ing e NVn >ng:a, <b,

Odpoveéd: Z predpokladu lze odvodit tvrzeni i), iii) a iv). Stac¢i ukdzat, ze plati
tvrzeni iii), jelikoz to pfimo implikuje platnost tvrzeni i) a iv). Dikaz platnosti
tvrzeni iii) je téméf stejny, jako dikaz predchazejici véty, ale rozepiSeme ho tro-
chu podrobnéji. Jelikoz lim, , a, < lim, . b,, tak existuje ¢ € R takové, ze
lim, oo a, < ¢ < lim,_b,. To lze ukazat napriklad rozborem moznosti. Pro
A, B € R muzeme volit ¢ = BEA, pro A = —o0o0 a B € R lze pouzit tfeba volbu
q = B — 1. Rozbor dalsich variant nechdme na ¢tenéri. Existenci n; € N takového,
ze ¥Yn > ny : a, < ¢ dostaneme vhodnou volnou € pro A € R (napf. ¢ = g — A) ¢&
volnou K pro A = —oo (napf. K = ¢q). Obdobné existuje no € N Vn > ny : ¢ < b,.
Pak pro vSechna n > ng = max{ny,ns}: a, < q < b,, ¢imz je dikaz hotov. Neplat-
nost druhého tvrzeni Ize ukazat na protiprikladu, napt. u konstantnich posloupnosti

{a, = =2} a {b, = 1}.




Otazka:
Necht lim,, o a, = A < lim,, . b, = B (A, B € R*). Kterd z nésledujicich tvrzeni
Ize z tohoto predpokladu vyvodit?

i) IneN:qa, < b,

ii) Ing € NVn > ng : |a,| < |by|

ili) Ing e NVn >ng:a, <b,

)
)
)
iv) dng e NVn >ng:a, <b,

Odpovéd: Priklad posloupnosti, kde Vn € N : a, = % Ab, = —% ukazuje, ze

z predpokladu lim,, . a, = A < lim,,_, b, = B nelze vyvodit ani jedno z tvrzeni
i)-iv).

Véta 2.7 (o limité souctu) Necht A, B € R, lim,, o0 a, = A a lim,, o0 b, = B, pak

lim (a,, + b,) = A+ B.

n—o0

Dikaz
Méjme e > 0, pak Ing € NVn > ng : |a, —A| < 5 a3Ing € NVn > g : [b, — B| <
5. Pro n > max{ng, o} plati [a, + b, — (A+ B)| < |an, — A+ |b, = B| < 5+ 5 = .
O

Véta 2.8 (o limité soucinu) Necht A, B € R, lim,, o a, = A a lim,_,o b, = B, pak

lim (a, - b,) = A- B.

n—o0

Dukaz

|anb, — AB| = |(a,, — A)(b, — B) + Ab,, + a, B — 2AB)|
= |(a, — A)(b, — B) + A(b, — B) + (a, — A)B|
< |(an = A)(bp = B)| + |A(bn — B)| +[(an — A) B
Pro e > 0 stadl najit ng,ng a n3 takové, ze:
e Vn>nf:|(a, — A)(by, — B)| < &,
« Vn>nf:|A(b, — B)| <&,

o Vn>nd:|Bla, — A)| < £.



_ 1,2 3
Pak ny = max{ng, ng, ng}.

Lemma 2.9 Necht lim,, .o b, = B, B#0 a b, # 0 Vn € N. Pak lim, .. -~ =

Diikaz
BUNO B > 0, pak existuje ng takové, ze Vn > ng : b, > %.
1 1 _B—bn<2|B—bn| Vn >
b B| | B |~ B e

Zvolme € > 0 a necht pro Vn > 1y € N plati |B — b,| < %, pak

1 1

by B < e Vn > max{ng,no}.

1
-

O

Véta 2.10 (o limité podilu) Necht lim, o a, = A, lim, ..o b, = B, B # 0 a b, #

0 Vn € N. Pak

Dukaz
Viz lemma 2.9 a véta 2.8

Otéazka:

0

Necht A € R. Ktery z néasledujicich vyroki je ekvivalentni vyroku lim,, . a, = A?

i) lim, o (a, — A) =0.

i) limy,—eo |a, — A| = 0.

Odpovéd: Oba vyroky jsou ekvivalentni s vyrokem lim,, ., a,, = A. Stac¢i pracovat
s tim, Ze lim,, oo a,, = A < Ve > 0 3ng € NVn > ng : |a, — A| < € a pak si uvédomit,

ze (lan, — Al <e) < (J(an—A) = 0] <e) < ||la, — A] = 0] < .
Otazka:

Uvazujme posloupnost {a,} a necht A € R. Jsou nasledujici vyroky ekvivalentni?

i) lim, o0 a, = A.

i) lim, . |a,| = |A|.



Odpovéd: Necht lim,, o a, = A. Pak Ve > 0 Ing e NVn >ng : |a, — A| <e =
Ve > 0 dng € NVn > ng : ||a,] — |A|| < ¢, tedy lim,, o |a,| = |A|. Zde vychazime
s nerovnosti ||a] — [b|| < |a — b|. Mé&me {a, = (—1)"}, pak lim,_, a, neexistuje,
ale lim,, , |a,| = 1. Na tomto protipiikladu vidime, ze vyrok lim, . |a,| = |A]
neimplikuje vyrok lim,, ., a, = A, tedy vyroky nejsou ekvivalentni.

Lemma 2.11 Je-li posloupnost a, omezend zdola (resp. shora) a lim, . b, = oo
(resp. —o0), pak
nh—{{olo(an +b,) = o0 (resp. — 00).
Diikaz
Existuje L € R takové, ze Vn € N:a, > L a VK dngVn >ngy: b, > K.
Mé¢jme M € R, pak pro volbu K = M — L dostavame Vn > ng : a, + b, >
L+K=L+(M-1L)=M, tedy lim,_,o.(a, +b,) = .

O
Lemma 2.12 Je-li lim, o a, = 0 a {b,} je omezend posloupnost, pak
lim a, - b, = 0.
n—oo
Diikaz
Ve >03ng e NVn >ng:la,| <eadK eRVneN:|b| < K.
Meéjme e > 0, pak |a,b,| = |an||by| < |an|K < eK. Tedy lim,, o ay, - b, = 0.
O

Lemma 2.13 Uvazujme posloupnosti {a,} a {b,}.

i) Erxistuje-li « > 0 a ng € N takové, Ze Vn > ng : a, > « a lim, b, = 00
(resp. —o0), pak
nhﬁrroi3 anb, = +00 (resp. — 00).
i1) BExistuje-li o < 0 a ng € N takové, Ze VYn > ng : a, < a a lim, b, = ©
(resp. —o0), pak
lim a,b, = —oo (resp. + 00).
n—oo

iii) Je-li lim, o0 a, = £00 a lim,,_, b, = co(resp. — o), pak

lim a,b, = +00 (resp. F o0).
n—oo

Dikaz



i) lim,, 00 b, = 00, tedy VK € R In; Vn > ny : b, > K.

Méme M > 0 a volme K = % Pak Vn > max{ng,ni} : a,b, > oK = M.
Tedy lim,, s Gyb, = 400.

i) Viz i)

iii) Plyne z i) a ii).

O
Lemma 2.14 Necht je lim, o |by| = 00 a ¥Yn € N : b, # 0. Pak
o1
am g =0
Diukaz
lim,, 00 |by| = 00, tedy VK € R Ing € NVn > ng : |b,| > K.
Méjme € > 0, pak pro volbu K = % dostavame: Vn > ny : i — O‘ = Ib_lnl < % =c.
Tedy lim,, s % =0.
O

Lemma 2.15 Necht lim,, o b, =0, b, > 0 (resp. b, < 0) Vn > ng, pak

. 1
7111_{10105 = 400 (resp. — 00).
Diuikaz
lim,, 00 b, = 0, tedy Ve > 0 In; € N Vn > ny : |b,| < €. Priddme-li predpoklad
Vn > ng : b, > 0, dostaneme Vn > max{ng,ni} : 0 < b, < e.
Méjme K > 0, pak pro volbu e = % dostaneme, Ze Vn > max{ng,n;} : % > % =
K. Tedy lim,, i = 00.



Definice 2.6 Pro kazdé a € R definujme

—oo<a<oo

a+oo==20

a(£o00) = +o0
a(+o00) = Foo
a
i
+o0
+
=
:t —_—
b T
| + o0 = 00

+00 + 00 = 0

—00 — 00 = —00
+00 - (£00) = £00
—00 - (£00) = Foo

Nedefinujeme vyrazy: 0 - (+00), +00 — 00

pro a >0

pro a < 0

pro b >0

pro b < 0

+oo

a

» Too0? 0

pro a € R*, 0°, oc? a 1%°.

Véta 2.16 ( aritmetice limit) Necht a,,b, jsou posloupnosti, potom plati:

i)

lim (a,, + b,) = lim a, + lim b,,

n—oo

i)

n—oo

n—oo

lim a, b, = lim a, - lim b,,

n—00 n—00 n—00
i)
. Gp limy, o0 Gp
lim — = ——= 7
n—oo by, lim,, o by,

pokud jsou pravé strany definovdny.

iii’) Je-li b, >0, lim, o by, = 0,1imy, 00 a, > 0 (resp. < 0), pak

a

lim —— = oo (resp. — 00).

n—oo n



ii”) Je-li b, <0, lim, o b, = 0,lim,, o a, > 0 (resp. < 0), pak

lim % = — o0 (resp. + 00).

Diikaz
i) Viz. véta 2.7 (vlastni limity), véta 2.3 a lemma 2.11 (nevlastni limity).
ii) Viz. véta 2.8 (vlastni limity), lemma 2.13 (nevlastni limity).
iii), iii’) a iii”) Viz. véta 2.10 (vlastni limity), ii) + lemma 2.14 a lemma 2.15 (nevlastni limity).

0

Priklad 2.6 Necht a, =n a b, = k —n, pak lim,_, a, + b, = k. Ale tuto limitu
nelze urcit z limit lim,_,, a, = 0o a lim,_,, b, = —oc0 (neurcity vgraz oo — co).

Priklad 2.7 Necht a, = n a b, = %, pak lim,,_,. a,b, = k. Ale tuto limitu nelze
urcit z limit lim, o a, = 00 a lim,_,o0 b, = 0 (neurcity vijraz oo - 0).

Piiklad 2.8 Necht a, = n a b, = n?, pak lim,_, Z—: = 0. Je-li naopak a, =
b, = n, pak lim,,_,. Z—: = 00. Pro a,, = kn a b, = n zase dostaneme lim,,_ o, ‘Z—: = k.
Vidy jde o neurcity vjraz 2.

Priklad 2.9 Uvazujme a > 0. Pro a, = % dostaneme lim,, o, -+ = lim, ,ca-n =

— . . —1)" . . . . .
0o. Pro a, = 71 je lim,, o % = —00 a pro a, = % limita lzmn_m% neexistuje.

Vidy jde o neurcity vjraz §.
Priklad 2.10 Dokazte, Ze
a) lim, o a" =00 pro a > 1,
b) lim, ., n! = oo,
c) limn_woZ—s =0prok€Z,a>1,
d) lim, oo % =0 pro a € R,
e) lim, o ¥/n =1,
f) lim, Vn! = oo,



g) lim,,_, lnn(—,?) =0 prok € Z.
Diikaz
a) a® > K = n>log, K.

b) n!>n an— occ.

¢) Jeliko: ()t i (Dnt e () k1+(k)/n+ (es (k)/n+ (%) /(¥

ant+1  an —

= < 1, pak a, > anq1 pro n dostatecné velké = existence vlastni lzmzty ({an}
klesaﬂcz a nezapornd). Je-li a« = lim,, o @, = lim,, o0 Gpyq = lim,, ani = 3,
tedy o = 0.

an+1 _ an _a_
d) ani1 = ol = T n+1 annﬂ, tedy a, > Gpyi1 pron >a—1 a limy, oolpyi1 =

limy— oo Gy 1My, o =2 -5 =0.

e) Jelikoz /n > 1, pak Yn =1+ h,, tedyn = (1+ h,)" =3 1_, (D) hE > (5)h3
= h, < proto h, — 0, a tedy /n — 1.

nl’

f) Nejdrive si odvodime pomocnou nerovnost pron!. Je-lin sudé, pakn = 2k a tedy
nl = (2k)! = 2k-(2k—1)- ... k-(k=1)-.. -1 > kek- k1.1 = kb1 = (")2“.
Pro n liché mame n = 2k — 1, tedy n! = (2k — 1)! = (2k —1)-(2k—-2)-.
k= k) (2 —k—1) - 1>k ke kLo 1=k = (g+§)5+%. 7
téchto nerovnosti dostaneme nerovnost n! > (%)% Tedy V/n! > {/ (%)5 =75
Jelikoz lim,, o \/g = 00, tak i lim, . ¥/n! = oco.

g) DokdzZeme pozdéji.

1 1
Priklad 2.11 lim,_, (%) "= 1limy, o % =1, ale lim,_, (%) = lim, oo ﬁ =
0. Oba dva pripady reprezentuji neurcity vyraz 0V.

Inn

Priklad 2.12 lim,,_, nn = lim, oo ¥/n = 1, ale hmn_monlnn = lim,_ o elnn =

el = e. Oba dva pripady reprezentuji neurcity vijraz oo®.

1 n
e = lim (1 + —) .
n—oo n

Tomuto ¢islu Tikame Eulerovo ¢islo.

Definice 2.7 Oznacme



Poznamka 2.2 Aby byla predchozi definice korektni, bylo by treba ukdzat, Ze
lim,, o0 (1 + %)n existuje. Dukaz existence této limity lze nalézt treba ve skriptech
L. Pick, S. Hencl, J. Spurny a M. Zeleny: Matematickd analijza 1 (velmi predbéznd
verze), 2019.

Priklad 2.13

i (1= DY — o (221 L _ Ly L
S\ T TRy TR T TR T )

Definice 2.8 Necht{a,} je redlnd posloupnost a ky, ks, ... je rostouci posloupnost pri-
rozenych cisel. Potom posloupnost {b, = ay, }°° | nazjvdme vybranou (pod)posloupnosti
z posloupnosti {a,}.

Otazka:
Necht je {k,} rostouci posloupnost ptirozenych ¢isel. Plati tvrzeni Vn € N : k, > n?

Odpovéd: Ano. Pron =1 je k; > 1 (jelikoz je k1 € N). Necht pro néjaké n € N
plati k, > n. Jelikoz k,, k.1 € Na k.1 > k,, tak k,1 > k, + 1. Tedy z nerovnosti
k, > n dostaneme k, 1 > k, +1 > n+ 1. Tim je dikaz indukci hotov.

Véta 2.17 Necht lim, ., a, = A € R*, pak kazdd vybrand posloupnost z posloup-
nosti {a,} mad také limitu A.

Dikaz
Necht A € R, pak a,, € (A—e, A+¢) Vn > ng, a proto ay, € (A—e, A+¢) Vn > ny,
jelikoz k, > n. Obdobné pro nevlastni limitu.

O
Otazka:

Uvazujme posloupnost {a,}. Kterd z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva?

a) Necht existuje vybrand konvergentni podposloupnost {ay, } posloupnosti {a,}.
Pak je i posloupnost {a,} konvergentni.

b) Méme m € N a necht je posloupnost {a,,4,}22, konvergentni. Pak je i po-
sloupnost {a, } konvergentni.

¢) Necht konverguje kazdd vybrana podposloupnost {ay, } posloupnosti {a,, }. Pak
je i posloupnost {a,} konvergentni.



d) Necht existuje limita lim,, . as, = A € R* a plati rovnost lim, ., as, = A =
lim,, o aops1. Pak lim, o a, = A.

Odpoved:

a) Toto tvrzeni neplati, stac¢i zvolit posloupnost a, = (—=1)" a k, = 2n, pak
lim,, .o as, = 1, ale limita lim,,_,, a,, neexistuje.

b) Tvrzeni plati. Posloupnost {a,,n}5>, konverguje, tedy 3A € R Ve > 0 dng €
NVn > ng: |amen — Al <e. Tedy Vn > (ng +m) : |a, — A] < e.

c) Tvrzeni plati. Staci si uvédomit, ze {a,} je také vybrand posloupnost z {a,}.

d) Tvrzeni plati. Pro A € R dostaneme, Ze VYedng € N Vn > ng @ (Jag, — A| <
eN|agns1 — Al <€), tedy Yn > 2ng+1 : ||a, — A| < €). Podobné pro A = f+o0.

Priklad 2.14 Uvazujme posloupnost a, = (—1)". Pak lze ukdzat, Ze lima, ne-
existuje. Staci si wvedomit, Ze lim, ,o a0, = lim, ..o 1 = 1 a lim, o Gopi1 =
lim, ..o —1 = —1. Tedy dve podposloupnosti této posloupnosti maji rizné limity.
Pokud by posloupnost {a,} méla limitu A, tak by dle predchozi véty musely platit obé
rovnosti A =1 a A= —1, coz neni mozné.

Definice 2.9 Méjme posloupnost redlngjch cisel {a,}. Rekneme, e A € R* je hro-
madnd hodnota posloupnosti {a,}, pokud existuje vybrand podposloupnost {ay,} z
posloupnosti {a,} takovd, Ze lim, o ar, = A. MnoZinu vsech hromadnijch hodnot
posloupnosti {a,} oznacime H({a,}).

Uvedeme si nasledujici vétu bez dikazu.

Véta 2.18 Mejme posloupnost redlnych cisel, pak H({a,}) C R* md maximum i

Poznamka 2.3 Poznamenejme, Ze pro shora neomezenou posloupnost {a,} jemax H({a,}) =
o0 a pro zdola neomezenou posloupnost {a,} je min H({a,}) = —oo. Tedy v pred-

chozi vété pripoustime i variantu max H({a,}) = oo (jelikozZ H({a,}) C R*, nikoliv

pouze H({a,}) CR).

Otéazka:

Necht {a,} je posloupnost prirozenych cisel. Plati nasledujici tvrzeni?

a) Necht {ax,} je néjakd podposloupnost posloupnosti {a,}, pak H({a,}) =

H({ak, })-



b) H({a,}) = H({as,}) (Mnozina hromadnych hodnot posloupnosti {a,} se
rovnd mnoziné hromadnych hodnot posloupnosti {as, }, tj. posloupnosti sudych
¢lenti z posloupnosti {a,}).

¢) Méjme m € N, pak H({a,}) = H{amsn}22)-
Odpovéd:

a) Toto tvrzeni neplati, stac¢i zvolit posloupnost a, = (=1)" a k, = 2n, pak

H({an}) = {1, -1}, ale H({ay,}) = {1}.
b) Toto tvrzeni neplati, viz bod a).

c¢) Tvrzeni plati. JelikoZ {a,+n} je podposloupnost posloupnosti {a,}, pak kazda
podposloupnost posloupnosti {a, 1, } je také podposloupnost posloupnosti {a,, }.
Tedy H({amsn}22;) € H({an}). Necht A € H({a,}), pak existuje podpo-
sloupnost {ay,} posloupnosti {a,}, kterd md limitu A = lim, . ax,. Jeli-
koz Vn € N : kpypy > m + n, tak {ay,,.,.} je podposloupnost posloupnosti
{min}re, a jelikoz lim, o ar, ., = A (véta 2.17), pak A € H({amin}o,),
tedy H({an}) € H({amin}nls)-

Definice 2.10 Méjme posloupnost redlnijch cisel {a,}. Pak limes superior posloup-
nosti {a,} budeme nazjvat nejvétsi hromadnou hodnout této posloupnosti a budeme
ho znacit limsup,,_, . a,, tedy

lim sup a,, = max H ({a, }).
n—oo

Nejmensi hromadnou hodnotu této posloupnosti nazijvdme limes inferior a znacime

liminfa, = min H({a,}).

n—oo
Poznamka 2.4 Limes superior a limes inferior lze také definovat ndsledujicim zpii-
sobem:

. {limn_)oo sup{ax; k > n}, je-li {a,} shora omezend,
limsupa, =

n—so0 +o00, je-li {a,} shora neomezend,

lim infa, — {lim,Hoo inf{ay; k > n}, je-li{a,} zdola omezend,
n—oo

—00, je-li {a,} zdola neomezend.

Dikaz



o Necht je posloupnost {a,} shora neomezend, pak (VL e NIn e N:q, > L) =
(VL € NVm € N3dn > m : a, > L). Tedy lze vytvorit podposloupnost posloup-
nosti {a,} nasledujicim zptusobem: ay, = ay a k, := {m;m > k,_1,a, > n}.
Pak lim,,_,, ax, = oo, tedy co € H({a,}), proto limsup,,_,. a, = max H({a,}) =
00.

o Necht je posloupnost {a,} shora omezend a oznacme A = max H ({a,}). Pak
A € R a existuje podposloupnost {ag, } konvergujici k A (pokud by A = oo, pak
existuje podposloupnost {ay, } divergujici k nekoneénu, a tedy by posloupnost
{an} nebyla shora omezend). Jelikoz Ve > 0 Ing € N Vm > ng : ay, >
A — ¢, pak sup{ag,,;m > n} > A, navic {ax,;m > n} C {ag; k > n}, tedy
sup{ax; k > n} > sup{ag,;m >n} > A, a proto lim,_, sup{ag; k > n} > A.
Ozna¢me B = lim,_, sup{ax;k > n} a zvolme k; = 1. Postupné volme k,
nasledujicim zptsobem. Pro ¢ = % existuje ny € N takové, ze Vm > ng :
|sup{ax; k > m} — B| < %. Oznaéme m' = max{ng + 1,k,_1 + 1}, pak i
|sup{ax; k > m'} — B| < 1, a tedy existuje k > m’ takové, ze B—+ < a; < B.
P1i volbé k,, = k dostaneme posloupnost {ay, }, kterd konverguje k B, a tedy
je lim, oo sup{ax; k > n} = B < A. Tim je dikaz hotov.

O

Poznamka 2.5 Lze dokdzat nasledujici tvrzend: lim,, . a, = A < (limsup,,_,. a, =
A =liminf, .o a,).



Kapitola 3
Funkce

Definice 3.1 Redlnou (komplexni) funkci jedné redlné proménné rozumime zobra-

zeni f zR do R (C).
Priklad 3.1
fl@) =V
je zobrazeni z R do R. Dy = [0,00) (definicni obor), H; = [0,00) (obor hodnot),
(prosté zobrazent).

flx) =2
je zobrazeni z R do R. Dy =R (definicni obor), Hy = [0, 00) (obor hodnot).
flz) =2

je zobrazeni z R na R. Dy = R (definicni obor), Hf =R (obor hodnot).

Které funkce jiz zname:
n i
- D i BT
=
Z =0 bj !

je racionalni funkce.

je inverzni fce k f(z) = 2% na [0, 00).
f(x) = sinz, cos z, tgx, cotgr
(goniometrické funkce) maji inverzni fce arcsin x, arccos x, ...
flx) = e

pro a > 0.

je inverzni fce k Inz a a® = e*0®

26



Definice 3.2 Necht fi a fo jsou dvé funkce. Potom jejich souctem f + fo, rozdilem
i — fa, souéinem fi - fo a podilem I nazveme funkce:

f2
(flj:f2)( ) ( )if2( )7 xeDflih:Dflﬁwa
(flfQ)( ):f1($) ( ) xeDfrfz:DflmeQv
)

(£) @ =15, we Dy =Dun D\ L ile) =0}

f2 fa()’

Definice 3.3 Funkce f se nazgvd omezend na M C Dy, je-li mnoZina {f(x)}rem
omezend.

Piiklad 3.2 Funkce f = 2 je omezend na [1,00), ale neni omezend na (0, 1].

3.1 Limita a spojitost funkce

Definice 3.4 Necht f je néjakd funkce a a, A € R. Rekneme, Ze A je limita funkce f
v bodé a prdvé tehdy, kdyz Ve >0 35 > 0Vx € (a—6,a)U(a,a+6) : |f(z) — Al <e.
Pouzivame znaceni lim,_,, f(z) = A.

Poznamka 3.1 Z definice je patrné, Ze limita funkce f v bodé a nezdvisi na hodnoté
funkce f v bodé a. Funkce f nemusi byt dokonce ani definovand v bodé a.

Definice 3.5 Nechta € R, € > 0. Ndsledujicim zpiisobem zavedem pojem okoli bodu.
Uc(a) = (a—e,a+¢) ... (e-0vé) okoli bodu a,
Uz(a) =U.(a) \ {a} ... (e-0vé) prstencové okoli bodu a,
1
Us(00) = (=,00) ... okoli bodu + oo,
€

1
U.(—00) = (—o0, —g) ... okoli bodu — 0.

Definice 3.6 Nechta, A € R*, pak limita funkce f v bodé a je A (znacenilim,_, f(z) =
A) pravé tehdy, kdyz Ve >0 36 > 0 Ve € Us(a) : f(z) € U.(A).

Priklad 3.3 Necht a, A € R, pak z predchozi definice dostaneme
lim f(x) =A< Ve>035>0Ve € Uj(a): f(x) € U(A)

T—a
&Ve>030>0Vr e (a—d,a)U(a,a+0): f(z)e (A—e, A+e)
SVe>036>0Vr € (a—0d,a)U(a,a+9):|f(x)— A <e.

Tedy obecnd definice limity (3.5) odpovidd predeslé definici (3.4) pro a, A € R.



Priklad 3.4 Ukazte, Zelim, 2> = 4. Méjmee > 0, |22 —4] < |z—2||z+2| < §(4+9)
prox € (2—06,2+40), tedy e = 6> + 49, a tedy § = Ve +4 — 2.

Definice 3.7 f se nazyvd spojitd v bodé a € Dy, je-li lim,_,, f(x) = f(a).
Véta 3.1 (Heineho véta)

i) Necht lim,,, f(z) = A, a, A € R*, pak pro kaZdou posloupnost {x,},x, # a a
T, — a plati, Ze
li = A.
A (@)
ii) Necht pro kaZdou posloupnost {x,}, r, # a a x, — a, md posloupnost { f(z,)}
limitu. Pak limity vsech téchto posloupnosti jsou stejné a jejich spolecnd limita
A je také limitou funkce f v bodé a.

Dukaz

i) Méjme € > 0, pak existuje § > 0 takové, ze Vo € Us(a)* : f(z) € U.(A). Jelikoz
T, # a a x, — a, pak existuje ng € N tak, ze Vn > ng : x, € Us(a)*, proto
f(z,) € U-(A) pro vsechna n > ny.

ii) Méjme dvé posloupnosti z,, # a, z, — a a y, # a, y, — a. Pak pro po-
sloupnost z, : x1,y1, T2, Y2, ... plati: z, # a a z, — a. Jelikoz lim f(z,) existuje

a posloupnosti {f(x,)} a {f(y.)} jsou vybrané posloupnosti z {f(z,)}, pak
lim f(z,) = lim f(y,) (dle véty 2.17).

Predpoklddejme, ze lim, o f(x,) = A pro vSechna z, # a, z, — a, kde
a, A € R. Pro ostatni pripady nechdme dikaz na c¢tenari. Chceme ukazat, ze
lim, ,, f(x) = A. Dokdzeme sporem.

limf(z) =AeVe>030>0Vr € (a—d,a)U(a,a+9):|f(x) — Al <e.

T—a
Tedy necht
Je>0V0>03x € (a—6,a)U(a,a+9):|f(x) — Al >e.

Pak Je > 0 tak, ze pro vSechna n € N

1 1
dz, € (a—ﬁ,a)u(a,ajtﬁ) D f(z,) — Al > e

Tedy z, # a, x, — a, ale lim,,_,, f(z,) # A = SPOR.



0

Poznamka 3.2 Veéty o limitdch posloupnosti se daji prevést pomoci Heineovy véty
na vety o limitdch funkci.

Véta 3.2 ( aritmetice limit pro funkce) Necht a € R* a uwvazujme funkce f a g. Pak:

i)
lim (f(2) + g(2)) = lim f(z) + lim g(z),
ii)
lim /() ) = lim 1(2) - I (o)
iii) |
lim f(x) _ lim,_,, f(z)
z—a g(x) lim, ., g(x)

maji-li pravé strany smysl.

Y

Diikaz
i) Oznacme A = lim,_,, f(z) a B = lim,_,, g(x).
a) Mé&me posloupnost z,, =, # a, lim, ,. x, = a, pak dle véty 3.1.Q)
lim, o f(x,) = A alim, o g(z,) = B.

b) Dle Véty 2161) 1irnn—wo [f(xn) +g(xn)] = hmn—mo f(wn) +1imn—>oo g(xn> =
A+ B.

c) Dle vety 3.1.i1) také lim,.(f + ¢)(x) = limy,oo[f(zn) + g(xn)] = A+ B.
ii) Podobné jako prvni ¢ast.
iii) Podobné jako prvni ¢ast.

O

Heineho véta nam umoznuje dokéazat i dalsi véty o limitach funkci z jiz dokaza-

nych vét o limitach posloupnosti. Tyto véty si ted zformulujeme. Ditkaz by probihal

obdobné jako u predeslé véty, tak uz zde nebudeme tyto véty dokazovat a ponechame
jejich dikaz jako cviceni.

Véta 3.3 (o jednoznacnosti limity funkce) Kazdd funkce md v kaZdém bodé maxi-
malné jednu limitu.



Véta 3.4 (o dvou policajtech) Uvazujme funkce f,k,l a bod a € R*. Necht existuje
okoli U (a) takové, zZe Vo € Uf(a) : (k(z) < f(z) < (x)). Pokud navic plati rovnost
lim, . k(z) = lim,,, l[(z) = A, pak lim,_,, f(z) = A.

Véta 3.5 Uvazujme funkce f,k a bod a € R*. Necht existuje okoli Uj(a) takové, Ze
Ve € Uf(a) : k(z) < f(z). Pokud navic existuji limity lim,_,, k(z) a lim,, f(z),
pak lim,_,, k(x) < lim,_,, f(x).

Priklad 3.5 Heineho véeta ndam muze pomoci i u pocetnich prikladi. MuzZeme s jeji

pomoci ukdzat, Ze funkce f(x) = cos(2) nemd limitu v bodé a = 0. Staci zvolit
T, = ﬁ a Yy, = m, pak lim, o f(x,) = lim, o cos(2mn) = 1 # —1 =

lim,, oo cos((1 + 2n)mw) = lim, o f(yn). Tedy limita lim,_,o f(x) neexistuje.

Poznamka 3.3 Z vét o limitach plynou véty o spojitosti. Specidlné jsou-li f, g spojité,
jsou spojité také f g, f- g, g, a to tam, kde maji smysl.

Definice 3.8 Necht a € R, € > 0. Pak zavedeme pojmy pravé a levé okoli bodu a
nasledujicim zpusobem:

o Ul (a)=(a—c¢,a) ... levé okoli bodu a,
e Uz, (a)=(a,a+e¢) ... pravé okoli bodu a.

Pro A € R* rekneme, Ze limita funkce f v bodé a zprava je rovna A (znacent
lim, .. f(x) = A), jestlize plati

Ve > 036 >0VeeUs, (a): f(z) € U(A).

Podobné rekneme, Ze limita funkce f v bodé a zleva je rovna A (znacenilim, . f(x) =
A), jestlize plati

Ve > 036 >0VeeUs (a): f(x) € U(A).

Funkce f je v bodé a spojitd zprava (resp. zleva) jestlize lim, .. f(x) = f(a) (resp.
lim, ., f(x) = f(a)).

Otézka:
Plati néasledujici tvrzeni?

a) Necht A,a € R, pak lim,_,, f(z) = A < (lim,_.t f(z) = AN lim, . f(x) =
A)



b) Necht lim, ., f(x) = A, pak je-li z; blize k a nez z,, je f(z1) k A blize nez
f(2).

¢) Necht Vz,, = 107" plati f(z,) = 0, pak lim, o4 f(z) = 0.
d) Necht lim, ., f(z) = 0 a lim, , g(z) = 0. Pak lim, , 22

1) existuje,

ii) neexistuje,

)
)

iii) nemame dost informaci.
)

Otazky b), ¢) ad) byly prevzaty ze stranky: http://pi.math.cornell.edu/~GoodQuestions/materials.htn

Odpoveéd:
a) Ano.

b) Ne. Pro f(z) = sinz - z je lim,_, f(x) = 0 (véta o dvou policajtech), ale
f(m)=0a f(3) =73

c) Ne. Necht f(x) = sin(Z), pak pro vsechna z, plati f(z,) = 0, ale limita
lim, 0+ f(z) neexistuje.

d) iii) Pro f(z) = g(z) = (z — a) je limx%aﬁ =1, ale pro f(z) = (z —a) a

(z)
f(@)

g(z) = (z — a)” limita lim, ,, o5 neexistuje.

3.2 Monotonni funkce

Definice 3.9 Rikdme, Ze f je neklesajici (nerostouci) na mnoziné M C Dy, jestlize
Vo, < g € M f(z1) < f(z2) (f(x1) > f(x2)). VSechny takové funkce nazyjvdime
monotonnimi na M.

Rikdme, Ze f je klesajici (rostouct) na mnoZiné M C Dy, jestliZe Vx, < w9 € M
flz1) > f(z2) (f(x1) < f(x2)). VSechny takové funkce nazgvame ryze monotéonnimi
na M.

Definice 3.10 Necht M C R, M # ().

o Supremem, mazximem, infimem, minimem redlné funkce f na mnoziné M na-
zgvdme supremum, maximum, infimum, minimum mnoziny {f(x)}renm-



Véta 3.6 Bud f neklesajici na (a,b), pak existuji limity lim,_,— f(x) alim, .+ f(x).
Navic plati lim, - f(2) = sup,ep [(2) a lim, o+ f(7) = infocap) f().
Diikaz Oznacme A = sup ¢,y f(2).
a) Je-li f shora omezend, pak pro libovolné e > 0 3Jzg € (a, b) tak, ze f(xy) > A—e.
Pro x € (zo,b) plati A —e < f(z) < A < A+ ¢, tedy lim, - f(z) = A =
SUP ¢ (a,b) f($) :
b) Je-li f shora neomezend, pak pro libovolné K dzxg : K < f(xg), tedy Vz €
(20,0) : K < f(xo) < f(z) = lim, - f(x) =00 = A.

Podobné pro lim,_,.+ f(z) = infoe(ap) f(2).

3.3 Limita a spojitost slozené funkce

)

Véta 3.7 (o limité slozené funkce) Necht lim, ., f

(x A, a,A € R*, a necht
existuje okoli UX (a) takové, Ze Vax € UX(a) je f(x) # A.

Necht lim,_, 4 g(y) = B, pak

lim g o f(x) = B.

r—a

Diikaz Uzijeme Heineho vétu (3.1). Zvolme posloupnost z,, — a,z, # a, pak dle
vety 3.1 f(z,) = A. Jelikoz f(z,) = A a f(x,) # A pro n > ngy (pro z, € U.(a)*),
pak g(f(z,)) — B (opét dle véty 3.1). Jelikoz pro libovolnou posloupnost z,, — a,
x, # a, plati, ze lim,,, g(f(z,)) = B, pak dle Heineho véty (3.1)

lim g(f (x)) = B.

T—a

Poznamka 3.4

o Predpoklad f(x,) # A je splien vidy, je-li funkce f ryze monoténni. Stejné
turzend plati i pro jednostranné limity.

o Kdyz je fee g spojitd, lze predpoklad f(x,) # A vynechat.

o Je-li funkce f spojitd v bodé a a funkce g spojitd v bodé A = f(a), pak je funkce
go f(x) spojitd v bodé a.



Priklad 3.6 JelikozZ e je spojita funkce,

12—2 . 12—2
. lim. == 2
lime=?-3 = ¢ *7%2%-3 = e3,
z—0
z2-2 : (z=v2)(z+V?2)
lim ex8 = ¢ ™MevE 23 =’ =1.

:t2—2

. i lim g2 ;7. s T . .
lim e+?=8 = ¢ *2V3 @-V3EtV3) = nemd limitu (pravd limita se nerovnd levé).
z—/3

v, XY : vV Tr— 3\/ xr
Priklad 3.7 Spoctéme lim,_,o 3/11%7?/%
Proy = N1+ x dostaneme

1 — 31 6 _ ,4 4 2_1
1m\/ oV T LYy leimgf(yjtl):z
x%O\‘yl—l—x—\G/l—Fm y%lyg’—yz y—1 y2<y—1) y—1

Zde je treba si uvédomit, Ze pouzivime vétu 3.7, kde f(x) = ¥V1+z a g(y) = vy

Poznamka 3.5 Je dobré si uvédomit, Ze veta o limité sloZené funkce se dd pouZivat i
P11 pocitdani limit posloupnosti. Zde striktné vzato kombinujeme vétu o limité sloZené
funkce a Heineho vétu. UkdZeme si to na ndsledujicim prikladu.
nh_)rglo sin(In(n + 1) — In(n)).

Nejdrive urcime limitu lim,_, sin(In(z+1)—In(z)). Zacneme s limitou vnitrni funkce,
tedy lim, oo (In(z + 1) — In(z)) = lim, , In ITH Jeliko? lim,_ o m7+1 =1 a fuknce
In(x) je spojitda v bodé a = 1, pak dle véty 3.7 lim, lm’”TJrl = lim, ,; In(y) = 0.
Podobné se spojitosti funkce sin(z) v nule dostaneme lim,, o sin(ln(n+1) —In(n)) =
lim, ,¢sin(y) = 0. JelikoZ lim, . sin(ln(x + 1) — In(x)) = 0, pak z Heineho véty
primo dostaneme lim,,_, sin(In(n + 1) — In(n)) = 0.

Otézka:
Plati néasledujici tvrzeni?

a) Necht lim, ,, f(z) = A a lim,_, x, = a, pak lim,_., f(z,) = A.

b) Necht lim, ., f(z) = A a lim, o2, = a a Vn € N : x, < x,41, pak
lim, o0 f(x,) = A.

c¢) Necht je funkce f spojitd v bodé a a lim,,_, , = a, pak lim,,_,, f(x,) = A.



d) Je-li go f spojitd v bodé a, pak je funkce f spojita v bodé a a funkce g spojita
v bodé A = f(a).

e) Je-li g o f spojitd v bodé a a funkce f je spojitd v bodé a, pak je funkce g
spojitd v bodé A = f(a).

Odpoveéd:

a) Neplati. Uvazujem funkci f takovou, ze f(a) = B # A a posloupnost z,, = a,
pak lim,,_, f(z,) = B.

b) Ano. Je-li z,, < x,41 a zdroven x, — a, tak z, < a. Tedy pro kazdé § > 0
existuje ng € N takové, 7ze Yn > ng : x, € (a — §,a). Jelikoz Ve > 0 36 >
0Ve € (a—d,a)N(a,a+9):|f(z) — Al <e, tak Ve >0 3Ing € NVn > ng:
|f(z,) — Al <e.

¢) Ano. K dikazu tohoto tvrzeni staci aplikovat disledek ?? a Heineho vétu.

d) Neplati. Je-li naptiklad lim,,, f(z) = A, f(a) = B # A, g je spojitd v bodé A
a g(B) = g(A), pak je g o f spojitd v bodé a.

e) Neplati. Je-li napriklad f konstantni funkce (f(z) = A) a g je definovand v
bodé A, pak lim,_,,g o f(x) = g(A). Ale g nemusi byt viibec definovand na
prstencovém okoli bodu A, pokud na ném je definovana, tak nemusi mit v bodé
A limitu a v pripadé, ze ma funkce g v bodé A limitu, tak porad nemusi platit
rovnost g(A) = lim,_, 4 g(y).

Definice 3.11 Funkce f je spojitd na intervalu I = [a,b], jestliZe plati:
L. f je spojita v kazdém vnitrnim bodé intervalu I,
II. f je spojitd zprava v bodé a,
I f je spojita zleva v bodé b.

Neobsahuje-li interval I krajni body a, resp. b, pak z definice vynechdme body II.,
resp. I11.

Véta 3.8 Necht je f(x) spojitd na intervalu [a,b], pak na tomto intervalu nabjvd
vsech hodnot mezi f(a) a f(b).



Diikaz Necht f(a) < f(b) a necht C' € (f(a), f(b)). Oznacme M = {z € (a,b) :
f(z) < C}, pak M # ) a je omezend. Oznacme xy = sup M, pak existuje posloupnost
{z,} € M, {z, — o}, a tedy lim f(x,) = f(xg). Jelikoz f(z,) < C ¥n € N,
pak f(xo) < C. Necht je f(zg) < C, pak existuje okoli Us(zg) takové, ze f(x) <
f(zo) —i—%@m) < C pro vSechna = € Us(xg) (spojitost v bodé z a volba € = ﬁTW)
Tedy Us(xg) € M, coz je ve sporu, nebot xy = sup M. Tedy f(xg) = C. Obdobné
pro f(b) < f(a). (Pripad f(a) = f(b) je trivialni.)

Otézka:
Je nasledujici tvrzeni pravdivé? Polynom f(x) = 2! — 922 + 1 m4 v intervalu [0, 2]
alespon jeden koren.
Otézka je prevzata ze stranky: http://pi.math.cornell.edu/~GoodQuestions/materials.html

0

Odpovéd: Tvrzeni je pravdivé. Staci si uvédomit, ze polynom je spojita funkce,
f(0)=1a f(1) = —7. Tedy dle predchoz{ véty musi existovat 21 € (0,1) a x5 € (1,2)
takové, ze f(x1) = f(x2) =0a .

3.4 Limita a spojitost inverzni funkce

Véta 3.9 Necht [ je spojita a rostouci funkce na intervalu I s koncovymi body
a,b € R*, a < b. Potom [ zobrazuje interval I na interval J s koncovymi body
A=inf.c; f(x) = lim, .+ f(x), B = sup,¢; f(z) = lim,_— f(z). Tyto koncové body
patri do intervalu J prdve tehdy, kdyZ patri do intervalu I prislusné koncové body
a,b.

Dukaz

f
Tedy min,cpp f(2) = A = infe; f(2) a maxzeny f(x) = B = sup,¢; f(2).
Zbytek dostaneme pouzitim vét 3.8 a 3.6.

o Jelli I = (a,b), pak inf,e; f(z) = lim, o+ f(x) a sup,¢; f(z) = lim, - f(2)
z véty 3.6. Oznacme A = inf,¢; f(x) a B = sup,¢; f(z). Necht C € (A, B),
pak existuje x1,z9 € (a,b) takové, ze f(z1) < C < f(x2) (z definice suprema
a infima). Tedy existuje x¢ € [x1, 23] splnujici f(ze) = C dle véty 3.8, a
proto C' € J. Pokud by A € J, pak by existoval bod x4 € (a,b) takovy, ze
f(za) = A. Pak by ale platilo, ze Vz € (a,z4) : f(a) < A a tedy by A nebylo
infimem funkce f na intervalu /. Proto A ¢ J. Podobné ukizeme, ze B ¢ J.



o Stejnym zpusobem se dokdze tvrzeni pro I = (a,b] a I = [a,b).

Poznamka 3.6 Obdobné tvrzeni plati pro klesajici funkce.

Véta 3.10 Necht f je spojitd a rostouct funkce na intervalu I = (a,b), pak:
i) f~1 je spojitd a rostouct na intervalu f(I).
i) lim, 4+ 71 (y) = a, kde A = inf,¢; f(x).

Diikaz

i) = (f!je rostouci): (Sporem) Necht existuji y1,y> € f(I), y1 < y2, pro néz
plati [~ (y1) > [~ (y2). Pak f(f ' (v1)) = 3 > y2 = [(f 7 (3)), coZ je

ve sporu s predpokladem, tedy ! je rostouci.
— (f7! je spojitd): Necht yo € f(I). Oznaéme xo = f~ (o).
Zvolme ¢ > 0 takové, ze xg +¢ € I. Necht 6 = f(zo + ) — f(xg), pak
—1

f7 o +0) = fH(f (o) + flao +€) = f(o)) = [T (f(zo+ ) =20 +e.
Jelikoz je f~! rostouci funkce, pak Yy € (yo,yo + ) plati f~'(y) €

(fYyo), fHyo) + ¢), tedy limy 4 1 (y) = f*(yo). Obdobné doké-
zeme spojitost zleva a z toho dostaneme spojitost funkce f~1.

ii) Viz i) a véta 3.9 aplikovana na funkci f~'.

3.5 Funkce sinz,cosz a €', poznamky k vypoctu li-
mit a symbol o
Véta 3.11 Euzistuje prdvé jedna dvojice funkci (sinx,cosx) takovd, Ze
a) funkce jsou definovany na R,
b) Vr,y € R plati

sin(z + y) = sinw cosy + siny cos ,

cos(x + y) = cosz cosy — sinx siny,

sinz je lichd a cosx je sudad.



¢) Existuje cislo m > 0 tak, Ze sinz je rostouci na [0, §],sinm/2 = 1,sin0 = 0.

sinx __
nro_q,

Véta 3.12 FEuzistuje prdvé jedna funkce (€*), kterd md ndsledujici vlastnosti:

a) Je definovand a je rostouci na R,

b) Vo,y eR je eV =¢® e, ¥ =1,

. T __
c) lim, o % = 1.

Priklad 3.8 lim, 0 <! = 1 = substituce y = ¢ — 1, pak x = In(y + 1), tedy
limy_m ﬁ =1.

Priklad 3.9

cosx — 1 . cosx—1lcosx+1 . cosz? —1 . —gin’z 1
lim —— = lim 5 = lim — im — .
20 T 250 cosrt+1 a=0z2(cosx + 1) 2=0 x2(cosx + 1) 2

Priklad 3.10

tgdr — 3tgx . tg?r — 3 , tglr — 3
im ——"°" — lim —>—— " .tgr = lim ————— /3
e—n/3 cos(z + w/6)  a—n/3 cos(x + 7/6) e—m/3 cos(z + 7/6)
tgr — t tgr —
5 i BT VBT V) oL (g = V3)
o7 /3 cos(x + m/6) z—m/3 cos(z + 7/6)
sinz __ 3 sinz—+v/3cosx
=6 lim (o v3) =6 lim o
3H7f/3‘/7§cos:1:— ssinx 9H7T/3‘/7§cosyc— ssinx
=6 lim —— = —24.

w—m/3 COS T
Definice 3.12 Budeme psdt f = o(g) v a € R*, je-li limxﬁa(g)(x) = 0.

Priklad 3.11

’ (2% + 2z + 3)° . x4+ o(2!?)
im = lim —————= =
z—oo (5 — a3 + T2 —9)2 a0 210 4 0(210)  2—00 219(1 + o(210) /2:10)




3.6 Derivace funkce

Definice 3.13 Necht funkce f je definovina na U(a) (U, (a),U_(a)), a € R. Rek-
neme, Ze f md v bodé a derivaci (derivaci zprava, zleva) rovnu A € R*, je-li

@) - f)

r—a T — Qa

<Mnﬂ2;ﬂ@:Ahmﬂ@;ﬂ@:A>

r—a™t Tr—a T—a~ Tr—a

Derivaci funkce f v bodé a znacime f'(a) (fi(a), f_(a)).
Poznamka 3.7 Derivace f'(a) existuje < 3f! (a),3f (a) a jsou stejné.

Poznamka 3.8

f(@) = J(0) nesma @t D)~ f(@)
=@,

B — " 2"+ (M th+ (M) 2h? + ...+ h" — 2
({Bn)/ -1 (37 + ) T — lim (1) (2)
h—0 h h—0 h
" h 4+ ...+ A" h(nz™ '+ (M) " 2h 4+ ...+ At
= lim () = lim ( () ) =na" 1.
h—0 h h—0 h
Priklad 3.13 f(x) = €*, pak
z+h _ oz h _ 1
lim c _ lim ewe ="
h—0 h—0
Priklad 3.14
. v . sin(z+h)—sinx  sinzcosh+sinhcosz —sinz
(sinz) = lim = lim
h—0 h h—0 h
. sinz(cosh—1) . sinh ... cosh—1 cosh+1
= lim + lim -cosz = sinx lim . + cosx
h—0 h h—0 h h—0 h cosh+1
N cos’h — 1 oo T —sin’h oo
=sinz lim —— sr=sinzlim ——— ST
h—0 h(cosh + 1) h—0 h(cosh + 1)
. ) —sinh
=sinz lim ———— + cosz = cos z.

h—0 (cosh + 1)



Otéazka:

a) Necht existuje vlastni derivace f'(a), pak lim,_,, f(z)

i) existuje, ale nemame dost informaci na urceni hodnoty této limity,

)

ii) je rovna f(a),

iii) je rovna f'(a),

iv) nemusi existovat.

b) Pokud matka fekne "KdyZz snis veceri, tak dostanes zdkusek”, vime, co to
znamend: "Kdyz nesnis veceri, tak zdkusek nedostanes”. Pokud ucitel analyzy
fekne "Ma-li funkce f v bodé x vlastni derivaci, pak je v tomto bodé spojita”,
vime, co to znamena:

i) pokud f neni spojitd v x, tak v tomto bodé nema vlastni derivaci.
ii) pokud f nemd derivaci v bodé x, tak v tomto bodé neni spojita.
iii) znalost, ze funkce f neni spojitd v bodé x ndm nedava informaci o tom,

zda ma v tomto bodé funkce f vlastni derivaci.

¢) Vlak jede z Prahy do Ostravy. Necht f(t) znaci ujetou vzdélenost vlaku v case
t (v km). Pruvoddi jde ve vlaku ve sméru jizdy rychlosti 4km/h. Jeho rychlost
vzhledem ke kolejim je v ¢ase t rovna:

1 t

() +4
(t) — 4,
() +4,
(t) — 4.

+

11
111

1v

e T

)
)
i)
)

Otézky byly prevzaty ze stranky: http://pi.math.cornell.edu/~GoodQuestions/materials.html

Odpovéd:
a) ii) Toto tvrzeni bude zformulovano v nésledujici vété.
b) i)

¢) iii)

Véta 3.13 Ma-li funkce f v bodé a € R vlastni derivaci, pak je v tomto bodé spojita.



Dukaz

(x —a) =lim(z —a)f'(a) = 0.

T—a r—a xr—aQa T—a
Véta 3.14 Necht ezistuji vlastni derivace f'(a), g’ (a) v bodé a € R. Pak existuje
i) (f+9)(a) = f'(a) +¢'(a),

ii) (f9)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a),
iii) je-li g(a) # 0, pak

9 g°(a)
Dikaz
i)
(f +9)'(a) = lim flz) + g(w)x—_(i‘ (a) + g(a))
— i =T g A2 0
if)
(F9) (a) = tim LD = Tl
o T@)(g(e) — g(a)) + () — f(a))gla)
— lim f(x)(g(x_) —9(@) |, @) = i(a))g(a)
= f(a)g'(a) + f'(a)g(a),

jelikoz lim, . f(x) = f(a) a lim,,, g(x) = g(a) dle véty 3.13.



/
iii) Spoctéme nejdiive (é) (a).

! L 1 gla)—g(x) '
1 (@) = tim 85Dy, @@ (a)
g Tr—a Tr — a r—a T — g2(a) ’

Déle dle ii)

(£ @ (72 = ko + s (- 1) - Llokte) Stai'e)

g g

Véta 3.15 (o derivaci slozZené funkce) Necht funkce f a g maji vlastni derivaci
f'(a),d' (A), kde A = f(a). Potom funkce g o f md derivaci v bodé a a plati

(g0 f)(a) =g'(A)f (a).

Dikaz

L 90 @) —g(f(@) g @) — g(f(a) () — fla)

T—a Tr — a T—a f(l’) — f(a) r—a
i) Necht existuje okoli U*(a) takové, ze f(z) # f(a) Vax € U*(a). Pak dle véty 3.7
y)—94) _
W) =9 _ 0y

9 (@) = 9(fla)) _ . g _
e —fla) e g4 Y

ii) Necht neexistuje okoli U*(a) takové, ze f(z) # f(a) Vo € U*(a). Pak existuje
posloupnost {x,}, x, — a,z, # a takova, ze f(z,) = f(a). Tedy

1o 1) = f(@)

n—oo xn —Qa

=0.

Jelikoz existuje vlastni limita f’(a), pak dle véty 3.1 plati f’(a) = 0. Chceme

tedy dokazat, ze
L9l @) — g(f (@)

r—a Tr — a

=0.

Jelikoz existuje vlastni ¢’'(A), pak existuje K € R takové, ze

9(y)=9(A) ‘ < K

y—A
pro vSechna y € U*(A). Pro ¢ > 0 existuje U*(a) takové, ze ‘W < %




na U*(a). Necht f(x) € U*(A),Vz € U*(a) (takové okoli lze najit, jelikoz f je
spojita, viz véta 3.13). Pak pro = € U*(a) takové, ze f(x) # f(a), plati

9(f(x)) —g(f(a))| _ ‘g(f(l“)) — 9(f(a)) f(z) — f(a) e

<K.-—=¢,
r —a

f@) = fla)  a-a K

¢imz je diikaz hotov.
O
Véta 3.16 (o derivaci inverzni funkce) Necht f je spojitd a ryze monoténni na

intervalu (a,b), Tg € (a,b) a f'(xo) # 0. Oznacme yo = f(x0), pak existuje (f~1) (yo)
a plati

—1\/ 1
(f ) (y()) - f/(x())
Dikaz
iy e 7 = ) @) = N )
(7 w) = yl—’yo Y —%Y% fﬂl—mo f(x) = f(z0)

—_
—_
—_
—_




Tabulka derivaci:

() nz" 1 x>0
(e”) e, zeR
(Inz)’ =, x>0
(sinz)’ cosr, x€R
(cosz) —sinz, zeR
(tgz)’ e
(COth?), — sin12 T
(arcsinz)’ 11_w2, re(=1,1)
(arccosz)’ —, ze(-1,1)
(arctgz)’ - 4_1:102
(arccotg(x))’ fE
Piiklad 3.17
1 1 ,
= = cos” .

Priklad 3.18 Spocteéte
1 /
(n(n(5)))
z
1 ' 1 1 =2z
In(In — = : T 3 -
1+x ln(HmQ) T (1+ 22?) (1+x2)ln(1+x2)

Povsimnéme si, Ze zatimco vyraz a 2)’12’(“" - ) je definovdn na celém redlném oboru
+x<)In 5
1+x
krome nuly, puvodni funkce neni definovdna nikde, proto ani jeji derivace neni defi-

-2z

novana nikde.

Otéazka:
. 2z+h)—cos 2 ,
a) limy, g w se rovna
i) —sinz,

ii) —sin 2z,



iii) (cos(2z)),

iv) 0,

0

v) neexistuje, jelikoz jde o vyraz j.

b) Necht f a g maji obé derivaci a h = f o g, pak h'(2) se rovna

¢) Plati rovnost (In(2)) = 37
Otézky byly prevzaty ze stranky: http://pi.math.cornell.edu/~GoodQuestions/materials.html
Odpoveéd:
a) ii)
b) iii)

c¢) Ne, jelikoz In(2) je konstanta a derivace konstanty je nula.

3.7 Vlastnosti spojitych a diferencovatelnych funkci

Vlastnosti délime na lokalni a globalni. Napt. funkce sin z je rostouci v bodé x = 0,
ne vsak ve vsech bodech, tudiz je to lokalni vlastnost. Oproti tomu funkce e* je
rostouci na celém definiénim oboru, coz je globalni vlastnost.

3.7.1 Lokalni vlastnosti
Definice 3.14 Rekneme, Ze

o funkce f je neklesajici v bodé a, jestlize existuje okoli U*(a) takové, Ze Vx €

U(a) : f(x) < fla) a Ve € Ui(a) : f(z) = f(a),

o funkce f je rostouci v bodé a, jestlize existuje okoli U*(a) takové, Ze Yz €

U(a) : f(x) < f(a) a Ve € Ui(a) : f(x) > f(a),



o funkce f md v bodé a lokdlni maximum, kdyz existuje U(a) takové, Ze f(x) <

f(a) Vo € U(a),

o funkce f md v bodé a ostré lokdlni maximum, kdyz existuje U*(a) takové, Ze

f(z) < f(a) Yz € U*(a).

Obdobne zadefinujeme pojmy nerostouct a klesajici v bodé a, lokdlni minimum a ostré
lokdln? minimum. Ma-li funkce f v bodé a lokdlni maximum nebo lokdlni minimum,
tak rikame, Ze mad v bodé a lokalni extrém.

Véta 3.17 Je-li funkce f spojitd v bodé a, pak existuje U(a) takové, Ze funkce f je
omezend na U(a).

Diikaz
Pro ¢ = 1 existuje U*(a) tak, ze |f(z) — f(a)| < € pro vSechna x € U*(a), pak
fla)—1< f(x) < f(a) + 1 Vo € U(a).
O

Poznamka 3.9 Neplati, Ze z lokdlni vlastnosti v kaZdém bodé definicniho oboru dané
funkce plyne globdlni vlastnost této funkce. Napr. x* neni omezend, ale v néjakém
okoli kaZdého bodu ano.

Véta 3.18 Je-li funkce spojitd v bodé a, f(a) > 0, pak existuje U(a) pak, Ze f(x) >
fla)/2 Vz € U(a).

Dikaz
f(a) )

Viz predchozi dikaz (volba e = =~).

Véta 3.19 Necht f'(a) existuje, pak
i) je-li f'(a) >0, je f rostouci v bodé a,
i1) ma-li f lokdlni extrém v bodé a, je f'(a) =0,
iii) je-li [ neklesajici v bodé a, je f'(a) > 0.
Diikaz

i) Je-li f'(a) = limm_mw > 0, pak existuje U*(a) tak, ze Vo € U*(a) :
[z

# > 0, tedy pro x > a plati f(z) > f(a) a pro x < a je f(x) < f(a).

x



ii) Necht f méa v bodé a lokalni extrém a necht f'(a) > 0, pak je f rostouci na
néjakém okoli U(a) dle i), coz je spor (nemize mit lokalni maximum). Obdobné

pro f'(a) < 0.

iii) Necht f’(a) < 0, pak je f klesajici dle i)= spor.

Otézka: Ktera z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva?
a) Necht je funkce f rostouci v bodé a, pak f'(a) > 0.
b) Necht ma funkce f v bodé a lokalni extrém, pak je f’(a) = 0.
¢) Necht f'(a) =0, pak mé funkce f v bodé a lokalni extrém.
d) Necht je funkce f neklesajici v bodé a a f’(a) existuje, pak f’(a) > 0.
e) Necht f'(a) > 0, pak je funkce f neklesajici v bodé a.
Odpoveéd:
a) Neplati. Funkce f(z) = 2? je rostouci v bodé a = 0, ale f'(0) = 0(f"(z) = 3z?).

b) Neplati. Funkce f(z) = |z| mé v bodé a = 0 lokalni minimum, ale derivace
této funkce v bodé a neexistuje.

c¢) Neplati. Stejny protipriklad jako v bodé a).

d) Plati. Dukaz sporem. Necht je f’(a) < 0, pak dle predchozi véty je fuknce f v
bodé a klesajici, tim jsme dosli ke sporu.

e) Neplati. Funkce f(x) = —2? je klesajici v bodé a = 0, ale f'(0) = 0.

3.7.2 Globalni vlastnosti

K dikazu véty 3.21 budeme pottebovat néasledujici vétu, kterou si zde pouze uvedeme
a dikaz provedeme az na konci semestru.

Véta 3.20 (Bolzano-Weierstrassova) Z kazdé omezené posloupnosti redlnijch ¢i-
sel lze vybrat konvergentni vybranou posloupnost.

Véta 3.21 Je-li funkce spojita na uzavreném intervalu, pak je na nem omezend.



Diikaz
Necht funkce neni omezend na intervalu [a, b], pak pro vSechna n existuje z,, €
[a,b] takové, ze f(x,) > n. Dle Bolzano-Weierstrassovy véty 3.20 existuje xy €
[a,b] a vybrand posloupnost {zj,} takovd, ze xy, — x. Dle Heineho véty 3.1 pak
posloupnost { f(z, )} konverguje k f(zo), ale lim,, o f(xk,) = 00, jelikoz f(xz, ) > n.
To je ve sporu se spojitosti funkce f v bodé z.
O

Poznamka 3.10 Nabjuvd-li funkce f na intervalu [a,b] svého maxima v bodé xq, pak
ma v tomto bode lokdlni maximum nebo je xy krajnim bodem tohoto intervalu.

Véta 3.22 Necht je [ spojitd na uzavieném intervalu |a, b, pak na ném nabyvd svého
maxima i minima.

Dukaz

Dle vety 3.21 je funkce omezend, tedy ma supremum G = sup f(z) € R. Z
z€[a,b]

definice suprema existuje posloupnost {z,} takova, ze ¥n € N : G — f(z,) < %, z
této posloupnosti lze vybrat konvergentni podposloupnost {zy, } (dle véty 3.20) a dle
Heineho véty 3.1 dostavame, Ze lim,, o f(zx,) = f(x0), ale také lim,, o f(z,)
Tedy f(z¢) = G a f nabyva svého maxima v bodé x.

O

Poznamka 3.11 Spojitd funkce zobrazuje interval na interval. Pokud je I uzavreny
interval, pak je i f(I) uzavreny. Plyne to z Véty 3.8 o nabjvani vsech mezihodnot,
jelikoZ interval ma vlastnost, Ze je-li v,y € I,x <y = [z,y] C I.



Kapitola 4

I d

Nekonecné ciselné rady

Definice 4.1 Necht {a,}°, je posloupnost redlnijch cisel. Symbol

o0

Zan nebo a4+ as + as+ ...

n=1

nazgvime nekonecnou ciselnou radou. s, =Y | a; = a1+ az+ ... +a, nazveme n-ty
castecny soucet tady a {s,}>2, posloupnost castecnyjch soucti.
. . . s 7. . . v v v o
Existuje-li vlastnd limita lim, s, = S € R, rekneme, Ze vada ) -, a, konver-
guje a md soucet S
Neezistuje-li viastni limita lim,_oos,, Tekneme, Ze tada - | a, diverguje. Di-
vergentni Tady dale délime na tri pripady:

o Je-li limy, oS, = 00, Tekneme, Ze Tada diverguje k 400 a piseme Y " a, =
+00,

o je-li limy,_ oS, = —00, Tekneme, Ze rada diverquje k —oo a piseme Zfil a, =
o jestlize lim,_.o.S, neexistuje, rekneme, Ze rada osciluje.
Priklad 4.1 (geometrickd rada)
Uréete, kdy konverguje geometrickd tada > -, aq"*, kde a,q € R\ {0} a zjistéte
jeji soucet.
Resent:
1. Nechtq =1, pak s, = an a tedy lim,,_,o S,, = +00 proa > 0 alim,,_,, s, = —00
pro a < 0. Rada je tedy divergentni a diverguje k +oo(—o0) pro a > 0(a < 0).
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2. Necht ¢ = —1, pak s, = 0 pro n sudé a s, = a pro n liché, tedy lim, ., s,
neeristuje. Rada osciluje (diverguje).

3. Necht |q| # 1.

Sy =a+aq+aq® + ... + ag"
Spq = aq + ag® + ... + ag"
Sp— S$nq =Sp(1—¢q) =a—aq" =a(l —q")

1—q"
Sp=a .
lL—gq
e Prolg| <1 je
) ) 1—q" a
lim = s, lim a = ,
n—o00 n—o00 —q 1—¢q
rada konverguje a ma soucet 1%(1.
e Prog>1je
: o 1=q"
lim s, = lim a = 400,
n—o00 n—oo | — q

rada diverquje k 4o0.
e Pro q < —1 limita lim,_,, S, neexistuje, rada tedy osciluje (diverguje).
Priklad 4.2 (teleskopiskd rada)
Urcete, zda konverguje tada -, m

1 1 11
= i = li -
Zi(i—i—l) ngﬂlo;z'(iﬂ) &%;Q z'—l—l)

=1

li 1+ -+ L + ...+ ! = ! !
= lim — === === - — =
n—00 2 3 n 3 n n+l1
1
= lim (1 — ) =
Rada Yoy m tedy konverguje, navic jsme rovnéz urcili jeji soucet, ktery je 1.

Véta 4.1 (nutnd podminka konvergence) Je-li >~ a, konvergentni, pak

lim a, = 0.
n—oo



Dikaz

Necht lim, .o s, = S € R, pak pro kazdé ¢ > 0 existuje ny € N takové, zZe
Vn > ng : |s, =S| < 5. Jelikoz sp41—5, = anp1aVn > ng : (s, € (S—5,5+5)Asp41 €
(S —5,5+3)), pak Vn > ng : |ans| < g, tedy lim, o a, = 0.

O
Poznamka 4.1 Obrdcend implikace neplati (viz ndsledujici priklad).
Priklad 4.3 Vysetrete konvergenci harmonické tady >~ | % Resent.
2n71
Zl (TR S 1+ Lo, ]
Son = - = — -+t == - —
T 23 4 P I R N on
n—1 -1 n—2
1 1 1 1 1 1 1
>y —qovli =N 4>y 49> > —1)-=
—;fr 2 ZZZJF2—“¢+ gz oz ttin=lg
~n+1
=

Posloupnost cdstecnijch soucti této rady je rostouct, jelikoZ a, = 1 > 0, tedy limita
lim,, o Sp existuje. JelikoZ je son > ”“ — 00, je tato limita +oo. Tedy harmonickd
rada diverguje k +oo.

Véta 4.2 Necht jsou tady Y " an a > b, konvergentni. Pak je konvergentni i
rada Y7 (Aay, +by,) a plati

i()xan +b,) = )\ian + vibn.
n=1 n=1 n=1

Diikaz
Dtsledek véty o aritmetice limit.
Definice 4.2 Rada se nazjvd omezend, je-li posloupnost {s,} omezend.

Véta 4.3 Konwvergentni rada je omezend.

Diikaz
Viz véta 2.3, ma-li posloupnost vlastni limitu, pak je omezena.



Poznamka 4.2 Obrdcené tvrzeni neplati. Napr-. tada Y-, (=1)" je divergentni (os-
ciluje), ale je omezend.

Véta 4.4 Nechlp € N, pak tady > 0" an, > o

nept1dn SOUCasn€ bud konverguji nebo
divergugi.

Diikaz
Oznacme s, = Y\ a;a8, = > a;, pak s, = >0 a;+3, ajelikoz Y77 a; €
R, pak lim, _, s, € R < lim, .o S, € R a lim,, o s, = 00 < lim,,_, $,, + 00.
O

Poznamka 4.3 Z predchdzejici véty plyne, Ze na konvergenci, resp. divergenci, rady
nemd vliv chovdani konecného poctu jejich cleni.

Otazka:

a) Jsou-li konvergentni fady >~ a, a Y~ by, je konvergentni i fada ay + by +
ao + bg -+ as + L7

b) Jsou-li divergentni fady >~ a, a - by, je divergentni i fada a; + by +as +
bg + as + o7

c¢) Je-li konvergentni fada a; + by + as + bs + az + ..., jsou konvergentni i fady
Dot G a0 by?

d) Je-li divergentni fada ay +by +as+ by +as+ ..., jsou divergentni i fady Y~ | a,
a g bn?
Odpoved:
a) Ano. Oznaéme A = Y > a, a B =) > b,, pak pro kazdé ¢ > 0 existuje
ng € N takové, ze Vn > ng : (| D0 ar — Al < S A D0 b — Bl < 5). Tedy

Vn > ng : lai+bi+ag+...+a,+b,—(A+B)| < | > p_ ar—A|+| >  by—B| < ¢
(podobné pro soucet lichého poctu clent).

b) Ne. Napifklad fady Y >7 = a > 2, =t jsou divergentni, ale fada 1 — 1 + 5 —

1 1 n=1n n=1 n
3 +3 — ... konverguje k nule.

c¢) Ne. Viz priklad v ¢asti b).

d) Ne. Jedna z fad Y7, a, a »— b, muze byt konvergentni.



4.1 Rady s nezdpornymi ¢leny

Definice 4.3 Je-li a, > 0 pro vSechna n € N, pak tadu > 7 | a, nazveme radou s
nezdpornymsi cleny.

Véta 4.5 Bud Y~ a, Tada, a, > 0 Vn € N, pak soucet této rady existuje.
o Je-liy | a, neomezend, je Y -, a, = +00.
o Je-li Y7 a, omezend, je Y " an, = sup{s,}2,.

Diikaz
Piimy dusledek véty 2.2 "neklesajici posloupnost {s,} ma limitu, kterd je vlastni
(rovna sup{s,}), je-li tato posloupnost omezena a je rovna oo, je-li posloupnost
{sn} neomezend”.
O

4.1.1 Kritéria konvergence

Véta 4.6 (srovndvaci kritérium) Necht ¥n € N, 0 < a,, < b, pak plati:

o Jestlize konverguje tada - | b;, pak konverguje i Tada Y . | .

o Jestlize diverguje Tada y | a,, pak diverguje i tada Y by,.

Dikaz
Oznacme s, = > . a; a 8§, = > . b, pak s, < §,. JelikoZ jsou posloupnosti
{sn} a {8, } neklesajici, pak maji limitu. Navic plati lim, . S, < lim, o0 Sy, Viz véta
2.6.
O

Poznamka 4.4 Predpoklad a,, < b, nemusi platit pro vsechna n, ale staci, aby platil
Vn > ng pro néjaké ng € N.

Priklad 4.4 Rozhodnete 0 konvergencz rady Y 07, n2

Reseni: Jelzkoz 7 < ﬁ pro vsechna n > 2, a rada ZOO L konverguje pravé
tehdy, kdyz konverguye rada Y0, = 2 (viz véta 4.4), pak se stacz zamérit na kon-
vergenci Tady > -, m =5, n(n+1 Rada Y07, n(n+1) konverguje (viz priklad
4.2), a tedy konverguje i rada > >, L

n=1 n2 "



Véta 4.7 (limitni srovndvaci kritérium) Necht a, > 0 a b, > 0 Vn € N. Jestlize
limy, o0 3= € (0,00), pak obé tady bud konverguji, nebo obé diverguji.

Dikaz
Oznacme hmTHOO o= = A € (0,00), pak existuje ng € N takové, ze £ < g <24,

Vn > ng. Tedy 4 5 by <a, <2A-b, Vn > ng a dél jen vyuZijeme véty 4.6 a 4.2.

O
Priklad 4.5 Rozhodnéte o konvergenci rad:
0’) Zn 1 2:5’")
b) Xonts et
¢) Yoo tant.
Reseni:
2+43n
a) lim, o = = 3 € (0,00). JelikoZ harmonickd Tada Y -+ diverguje (viz
v . PR o 243n
priklad 4.3), pak diverguje i rada ), :2 )
. P s ey . o0
b) lim,, o =2t — 1 ¢ (0, 00). JelikoZ tada Y o | &5 konverguje (viz
2
priklad 4.4), pak konverguje i tada Y~ %

cos T

¢) lim, o == =7 € (0,00), pak tada ) " tan® diverguje.

n

Véta 4.8 (Odmocninové kritérium - Cauchyho) Necht Vn € N : a,, > 0.

a) i) Jestlize existuje ¢ < 1 aVn € N : y/a, < q, pak tada y " | a, konverguje.

it) Je-li {/a, > 1 pro nekonecné mnoho cleni posloupnosti {a,}, pak Tada
> an diverguje.

b) Ezistuje-li limita lim,_, /a, = q € R*, pak:

i) Je-li g <1, pak tada > -
i) Je-li ¢ > 1, pak Tada > "

n1 On konverguje.

ne1 On diverguje.

Dikaz



a) i) Jellig<laVneN: {/a, <gq, pak a, < ¢" pro vSsechna n € N a jelikoz
geometrickd Fada Y, ¢" konverguje (viz piiklad 4.1), pak konverguje
fada Y >~ | a, dle véty 4.6.
ii) Je-li {/a, > 1 pro nekone¢né mnoho ¢lent posloupnosti {a, }, pak lim,,_, a,, #
0 a tedy fada > - | a, diverguje (viz véta 4.1).

n=1
b) Existuje-li limita lim,, ., {/a, = ¢ € R*, pak:
i) Je-li ¢ < 1, zvolme € > 0 takové, aby platilo ¢+ < 1. Pak existuje np € N
takové, ze {/a, < q-+¢ pro vsechna n > ngy. Dale postupujeme stejné jako
v Casti a) 1).
ii) Je-li ¢ > 1, pak existuje ng € N takové, ze a,, > 1 Vn > ng. Déle viz a)

ii).

Priklad 4.6 Rozhodnéte o konvergenci rad:

a) Zn:l (3_;'_”% )n7

2

b) Yo, (2arccosi)™ .

Reseni:

a)

n Ynooo1
lim v/a, = lim pf/—"— — i <
tim = lim e = Jim =

proto Tada konverguje.

b)

2
nl 2 1\" 2 1\"
lim /a, = lim \/ <—arccos—) = lim (—arccos—)

n—oo n—oo T n n—oo T mn

2 1 lim _ 7
. nln(farccosf) n—roo T
= lim " "\~ n) =e 7
n—00
. —2 =1
lim %arccos% W\/l—l/nQ n2
L'H n—roeo =1 =2

= € n2 :67<1,



tedy rada konvergugje.
Pozndamka: Predchozi limitu jsme 7vesili pomoci I’Hospitalova pravidla, které

bude wvedeno aZ pozdéji. UkaZeme si tedy © postup, jak tuto limitu urcit bez
pouziti tohoto pravidla. Urceme si nejdrive limitu:

. 2 1 . In (%arceos%)
lim zln ( —arccos— | = lim z - 5—"—=—"--( —arccos— — 1
ree ™ x z—oo  Zarccos; — 1 \7 x

(2arccost — 1) y=1 - (2arccos(y) — 1)

. T
= lim T =" 1li
T—00 = y—0+ Y
X
2 / \ 2
Jecoss Zarccos(cos z) — 1 ) 2z — 1
= lim ~ = lim -~
25— COS 2 2—=5— COSZ
e I 2u+3)—1 y 2
= im X—=—— = lim . .
u—0— cos(u + g) u—0— COS U COS g — sin u sin g
) %u 2
= lim y = ——
u—0— — SIN U m

Nyni staci vyuZit spojitost funkce e* a dostaneme
2 arccos . : =2

lim = lim e”ln(ﬂrcwbn): lim e =¢e~.

n—o00 n—o00 V—y —

Véta 4.9 (Podilové kritérium - d’Alembertovo) Necht a, > 0.

i) Existuje-li ¢ < 1 takové, Ze ¥n € N : aZ—:l < ¢ <1, pak tada Y7, a, kon-
verguje. Plati-li pro vSechna n € N nerovnost == > 1, pak tada > " a,

an

divergugje.
i) Existuje-li limita lim,, o “2 = q, pak:
— je-li ¢ <1, pak 7ada Y77 | a, konverguje,
— je-li ¢ > 1, pak tada >.° | a, diverguje.
Diikaz

i) Jelikoz = < g < 1, pak an41 < ang, tedy indukef dokazeme, Ze a,, < a;q" L.
Jelikoz "> a1¢™ ! je konvergentni geometrickd fada (]g| < 1), pak fada
> ne1 Gn konverguje dle véty 4.6. Je-li = > 1, pak a,41 > a1, a jelikoz
fada Y - a; diverguje', pak diverguje i fada Y oo | ay,.

ta; > 0, jelikoz vyraz &2 md smysl z predpokladu véty, ze il >



ii) — Je-li lim,,_,o az“ = ¢ < 1, pak existuje ¢ > 0 a ng € N takové, Ze

2t < g+e < 1 pro viechna n > ng. Oznacme § = g-+¢ a postupujme déle
Jako v prvni ¢asti ditkazu, tedy dostaneme a,, 1 < a,q pro vSechna n > ny,
a Proto angir < anoq® Vk € N. JelikoZ je > 07 any4nd” konvergentni
geometricka Fada, pak je iy no On konvergentni dle véty 4.6, a tedy je
konvergentni i fada ) - | a, dle véty 4.4.

— Je-li limy, o ™ = ¢ > 1, pak existuje ¢ > 0 a ny € N takové, Ze

l<qg—e< “”“ pro Vsechna n > ng, tedy apo+r > an, Vn > ng. Déle
postupujeme Jako v predchozich ¢astech dukazu.

Priklad 4.7 Rozhodnéte o konvergenci rad:

(2n—T7)2"
a) Yoo, B
b) Yool
Resent:

a)

e (2n — 5)2 4n — 10
lim 22— g Ll)'" — lim =" — lim — =0<1,
n—oo QA n—00 (2”7?)2 n—00 (2n — 7)n n—oo 2n2 — Tn
tedy rada konvergugje.
b)
(n+1)n+1 n
n n ) " . 1
lim Gl _ lim %: lim M: lim <1+—> =e>1,
n—oo @y, n—00 T n—00 nm n—00 n

tedy rada diverguje.
V tomto prikladu by slo také lehce ukdzat, Ze neni splnéna nutnd podminka
konvergence.

Poznamka 4.5 V situaci, kdy limnﬁoan—:l = 1, kritérium “mici”. Tato situace
miZe nastat jak pro konvergentni radu (viz priklad 4.4), tak pro divergentni radu (viz
priklad 4.3). Je dobré si uwvédomit, Ze podilové kritérium ndm obecné nedd informaci
o konvergenci ¢ divergenci tady nlk, pritom lze ukdzat, Ze tato rada konverguje
pro k > 1 a diverguje pro k < 1. Proto byla vynalezena dalsi silnejsi kritéria jako
treba Raabeovo ¢ integrdlnd kritérium. Uvedeme si zde Raabeovo kritérium (i kdyz
bez dikazu, ktery na nds cekd az v tretim semestru) a ukdzeme si jeho aplikaci na

fadu Y 2.



Véta 4.10 (Raabeovo kritérium) Necht a,, > 0 Vn € N.

An+41

i) Je-li lim, oo n ( dn_ 1) > 1, pak tada Y 7 | an konverguje.

i) Je-li lim, oo n ( dn_ 1> <1, pak rada Y 7, a, diverguje.

Gn+1

Priklad 4.8 Rozhodnéte o konvergenci tady Y nik pro k € (1,2). Pripomenme, Ze

pro k = 1 rada diverguje, a tedy diverguje i pro k < 1 dle véty 4.6. Obdobne dostaneme
konvergenci pro k > 2 uZitim stejné véty a znalosti konvergence Tady > #

1 k k
n nk 1 -
limn(a —1):limn ”f —1 zlimn(w>
n—00 Apt1 n—00 m n—o00 n

ekln(n—i—l) _ 6klnn eklnn(ekln(n—i-l)—klnn _ 1)

= lim n - = lim n -

n—00 nk n—00 nk
— lmn. nk . (ekntD=knn 1) (kIn(n + 1) — klnn)

n—00 n* . (kln(n+1) — klnn)

kl 1) -kl Eln (2L

0 il LR ) e 2L ) L Gl A R

n—o00 1 n—o00

Tedy 1ada nik konverguje pro k > 1 dle Raabeova kritéria.

Otéazka:

a) Rozhodnéte o platnosti tvrzeni: Necht > a,, konverguje a a,, > 0. Pak existuje
ng € N takové, ze Vn > ng : a, > Gpy1.

b) Rozhodnéte o platnosti tvrzeni: Necht a,, > 0 a lim,, o n (1 — M) > 1, pak

an

rada ) a, konverguje.

¢) Rozhodnéte o platnosti tvrzeni: Necht a,, > 0 a lim,,_,,n (1 — M) < 1, pak

an

rada > a, diverguje.

d) Necht a, > 0, b, > 0 a lim,_, 72 = 0. Kterd z nasledujicich tvrzeni jsou
pravdiva?

i) Necht > a, konverguje, pak konverguje i > b,.
ii) Necht ) a, diverguje, pak diverguje i >_ b,,.



iii) Necht Y b, konverguje, pak konverguje i >_ a,.
iv) Necht > b, diverguje, pak diverguje i Y _ a,,.

Necht a, > 0, b, > 0 a lim,, ., 3* = o0o. Ktera z nasledujicich tvrzeni jsou
pravdiva?

i) Necht > a, konverguje, pak konverguje i > b,.

)
ii) Necht ) a, diverguje, pak diverguje i >_ b,,.
iii) Necht > b, konverguje, pak konverguje i > a,.
)

iv) Necht > b, diverguje, pak diverguje i ) a,,.

Rozhodnéte o platnosti tvrzeni: Necht Vn € N : a,, > a,41. Pak fada )7 | a,
konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje fada Y~ 2"agn.

Rozhodnéte o platnosti tvrzeni: Necht > a, konverguje a a,, > 0. Pak konver-
guje i fada > (—1)"ay,.

Odpovéd:

Tvrzeni neplati. Napriklad pro posloupnost as, = W a Aopi1 = m rada
> a, konverguje (a, < n—12), ale as,—1 < asy.

Tvrzeni plati. Jde o ptimy disledek Raabeova kritéria

Tvrzeni plati. Jde o primy dusledek Raabeova kritéria

Plati tvrzeni ii) a iii). JelikozZ lim,, . 32 =0, pak existuje ng takové, ze Vn >
ng : a, < b,. Dale staci aplikovat vétu 4.6.

Plati tvrzeni i) a iv). Jelikoz lim,, 32 = 00, pak existuje ng takové, ze Vn >
ng : a, > b,. Dale staci aplikovat vétu 4.6.

Tvrzeni plati. Tomuto kritériu se ¥ika kondenzacni kritérium. Diikaz je podobny
jako u konvergence harmonické fady (pr. 4.3). Staci si uvédomit, ze 2ay > 2a3 >
as + ag > 2ay, day > 4as > a5 + ag + ay + ag > 4as, ...

Tvrzeni plati. Jde o ptimy disledek véty 4.11.



4.2 Rady s obecnymi ¢leny

Definice 4.4 Rekneme, Ze tada ) ., a, konverguje absolutné, jestlize konverguje
v o oV v o0 . v oo . . v/
rada Y, |an]|. {Sstlzze rada Y ", an, konverguje, ale Tada ), |a,| diverguje, ri-
kame, Ze tada )", a, konverguje relativné.

Véta 4.11 Je-li fada Y |a,| konvergentni, pak je konvergentni i tada Y " | ay,.
Diikaz
Pouzijme znaceni a7 = max{0,a,}, a,, = max{0,—a,} a Y ;o |ax] = K € R.
Pak
o0 o o0
D lanl =D @i+ an,
n=1 n=1 n=1
[e.e] [e.e] o0
ST SR S
n=1 n=1 n=1

s V7 v /. v, o + _ n J’— - n — . z ’
Posloupnosti ¢astecnych soucti s = >/ a; a s, = > ' a, jsou monoténni a

omezené (s < > |ax] < K a s, <Y, lax] < K), tedy dle véty 3.6 konver-
guji. Z konvergence fad > 7 at a 7 a, a véty 4.2 dostaneme konvergenci fady

n=1"n
D et On

O

Poznamka 4.6 Predchozi véta lze vyjadrit také takto: Absolutné konvergentni rada
je konvergentni.

Priklad 4.9 Rozhodnéte o konvergenci rad:
00 —1)ntl
a) Zn:l ( 732 9
b) Yoo S
Resend:

a) Jelikoz fada Y00, L =57

n=1 n2 n=1

(-t
’T'L2

i rada Y7 (o (dle véty 4.11), a tedy rada konverguje absolutné.

n=1 n2

konverguje (priklad 4.4), pak konverguje




n+1

= Zflo 1 5 Je harmonickd Tada, o které vime, Ze je divergentni.

b) 3oty |

n

Musime tedy zkoumat konvergenci primo tady » -, %
2n
(—1)"+t 1 1 1 1 1
n - —_— = 1 - - - = e -
72 Zl n 2 3 1T T 1
2n

S S O P
2 34 56 7 (n-1n  Lii+1)

Rada Y27, n(n+1) je konvergentni (viz priklad 4.4), a tedy je limita lim,, ZZ 13 z+1)
konecnd, a proto je konecnd i limita lim,, 32n Oznacme lim,,_,o S2, = A € R,

pak limy, o0 Sony1 = My o0 Sop +1imy, o0 577 +1 A a tedy jelim,, o 5, = A =
)n +1

> C je konvergentni, tj. Tada

oo(l
n=1

konverguge relativne.

Véta 4.12 (Leibnizovo kritérium) Necht pro vsechna n € N plati:
I a, >0,
1I. Ani1 S (07%%

11 lim, . a, = 0.
Pak tada Y7, (—=1)" " a, konverguje.

Dikaz
Sont2 = Son + (Gont1 — Goni2) > San, tedy je posloupnost {sa, 122, neklesajici.

Jelikoz

Sop = Q1 — Q2 + Q3 — ... — Gap—2 + G2p—1 — A2y

=a; — (a2 — ag) — (a4 — as)... — (a2n—2 — a2p—1) — a2, < aq,

je navic posloupnopst { s, }22 ; omezend, a tedy konvergentni. Ozna¢me lim,,_,, S2, =
A € R, pak

lim $g,11 = lim $9, + lim a9, = A,

n—oo n—oo n—0o0
tedy je posloupnost {s,} konvergentni, a proto fada Y, (—1)""'a, konverguje.

O

VyuZijeme-li Leibnizovo krité-
(=yr*t

(_1)n+1
n

Piiklad 4.10 a) Vratme se k rv’adé >

rium, pak I >0, I1]. 1 > a ]II.limnﬁooﬁ 0, tedy tada Yy,
konverguje.

n+1



b) Rozhodnéte o konvergenci tady Zfil(—l)”m. Radu sice lze napsat ve

tvaru Y (—=1)"a,, kde a, > 0, ale neplati obecné nerovnost a, > ani1, a tedy
nelze aplikovat Leibnizovo kritérium. Budeme tedy postupovat podobné jako v
prikladu 4.9 b).

[e.9]

. 1 1 11 1
2 e Ty T T AT T AT el AT

n=1

1 1 1 1
TVItl V21 VB4l VAol T
V214Vl VAR I+ VEHL
VI+D)(V2-1)  (V3+1D(V4-1)
_i 2 ++2k —1 -2k

= (Vok— 1+ 1)(V2k— 1)

Jelikoz lim,_,oo(v/2n —1 — \/%) = 0, pak ¥Yn > nqg plati nerovnost

L < 2v2n-l-von Radu > L
(V2n—1+1)(v2n-1) =~ (V2n—1+1)(v2n-1)" (vV2n—1+1)(v2n-1)
jeme  limitni  srovndvaci  kritérium) s  harmonickou Tadou.  Tedy

lim,, o S2, = 00. JelikoZ lim,, o a, = 0, pak lim, o Sopt1 = lim, o0 Sop +
lim a = o0, proto tada Y o (—1)" ="t diverguje
n—oo U2n+1 » D n=1 Vi (—1)n T quje.

Son

srovndme (pouZi-

4.2.1 Prerovnavani rad

Definice 4.5 Necht Y~ a, je tada a {k,} je permutace mnoZiny N ({k,} je po-
sloupnost prirozengch cisel, v niz se kazdé prirozené cislo vyskytuje prave jednou).
Pak rikdme, Ze Y . | ax, vznikla prerovndnim tady " | .

Uvedeme si dvé véty o prerovnavani rad bez dukazu.

Véta 4.13 Necht tada > 7 | a, konverguje absolutné. Pak konverguje absolutné i

n=1

rada Y 7, ay,, kterd vznikla prerovndnim této tady, a jejich soucet je stejny (tj.

ZZO:1 an = Zfiil Q).

V nasledujicim lemmatu pouzijme stejné znaceni jako v dikazu véty 4.11, tj.
al = max{0,a,}, a, = max{0, —a,}.



Lemma 4.14 Necht tada .-, a, konverguje relativné, pak obé tady > .~ af a
Yo a, diverguji k +oo.

Véta 4.15 (Riemannova) Necht tada Y~ | a, konverguje relativné a necht s € R*.
Pak existuje takové prerovndni Y >, ay, Tady > oo an, fe Y oo ak, =S, a takové

[e.9] v

preroondni Yy - a,, Tady Y o~ an, Ze tada Yy . a, osciluje.

Poznamka 4.7 Riemanova véta nam napriklad rikd, Ze kdyzZ si zvolime libovolné
redlné cislo S € R, pak existuje prerovndni tady y -, % takové, Ze soucet takto
prerovnané tady je S. RovnéZ ale miZeme raduy - (_TIL)" prerovnat tak, aby soucet
tohoto prerovndni byl oo. Dukaz Riemannovy vety nam ddvd dokonce i ndvod, jak

takové prerovndni provést.




Kapitola 5
Funkce podruhé

5.0.1 Veéty o stredni hodnoté
Véta 5.1 (Rolleova véta) Necht plati:
i) fukce f je spojitd na [a,b],
ii) funkce f md derivaci na (a,b),
i) f(a) = 1(0).
Pak existuje xo € (a,b) takové, Ze f'(xo) = 0.

Diikaz
f je spojita na [a, b], pak nabyva svého maxima a minima dle véty 3.22.

1) Necht min f = max f, pak je funkce f konstantni na [a,b] = f'(z) = 0 na
(a,b).

2) Necht min f < max f, pak alespon jeden z téchto extrému je uvniti intervalu
(a,b). Oznacme tento bod xg, pak dle véty 3.19 plati f'(x¢) = 0.

Véta 5.2 (Cauchyova véta) Necht f a g jsou funkce, pro které plati
i) f a g jsou spojité na [a,bl,
i) existuji f'(x) a ¢'(x) na otevieném intervalu (a,b),

i) ¢'(x) je vlastni a nenulovd na (a,b).
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Pak existuje xo € (a,b) takové, Ze

Diikaz

Necht g(a) = g(b), pak dle véty 5.1 existuje zg € (a,b) tak, ze ¢'(xo) = 0, coz je
ve sporu s predpokladem nenulovosti ¢’, tedy g(a) # g(b). Oznacme K = % a
zvolme

f(b) = f(a)
9(b) —g(a)

i) F(z) je spojita na [a,b], jelikoz f(x) a g(z) jsou spojité na [a, b].

Fx) = f(x) — g(x) K = f(x) — g(z)

ii) F(x) ma derivaci na (a,b), jelikoz f(z) a g(x) maji derivaci na (a,b) (viz véta
3.14).

iii)

_ fla)g(b) — f(b)g(a)
o) —gla)
B )~ @) F(0)g(b) — FB)gla) — FB)a() + gb)f(a)
Fo) = 70) =90 5 —gtay = 9(6) — g(a)
F(@)g(8) — f()gla)
o) —gla)

Tedy F(a) = F(b).
Pak dle Rolleovy véty 5.1 existuje zq € (a,b) tak, ze
Flan) _ o S0~ (@)

0= F’(xo) — f/(xo) _ g/(ajo)K = g/(xo) g(b) — g(a) .

Disledek 5.3 (Lagrangeova véta) Bud f spojitd funkce na [a,b] a necht existuje
f'(x) na (a,b). Pak ezistuje xo € (a,b) takové, Ze

f(b) = fla) = f'(x0)(b — a).



Diikaz
Staci zvolit g(z) = x a uzit vétu 5.2.
O
Priklad 5.1 Jelikoz |(sinz)'| < 1, pak dle Lagrangeovy véty % = |(sinz)’| <
1, tedy |sinb —sinal < |b— al.

Disledek 5.4 Necht f je spojitd na intervalu [a,b] a f'(z) = 0 na (a,b), pak f je
konstantni na |a, b|.

Diikaz
Necht existuji 21, xy € [a,b] tak, ze f(z1) # f(x2). BUNO 2, < 2, pak existuje
xg € (11, 19) tak, ze f'(xg) = %ﬂml) # 0 = SPOR.

O
Otazka:

a) Uvazujme funkci f(z) = |z| na intervalu [—3,2]. Existuje bod zy € (—1,2)
(1
sphiujici f'(o) = 25127
2
b) BéZec béhd tam a zpét podél rovné cesty. Sviij béh skondil ve stejném misté,
kde jej zacal. Musel zde existovat aspon jeden ¢as, kdy se musel zastavit (jeho
rychlost byla nulova)?

c) Dva bézci, ktefi spoleéné odstartovali (probéhli spolecné startem) v zavodé
také probeéhli spolecné cilem. Které z nasledujicich tvrzeni je pravdivé?

i) V néjakém case v zadvodé néktery z nich vedl.

)

ii) Rychlost bézcu na konci zdvodu musela byt stejné.
)
)

iii) V néjakém case v zdvodé museli mit oba bézci stejnou rychlost.

iv) Musi existovat rychlost, kterou oba bézci béhem zavodu v néjakém case

pobézi, ale kazdy touto rychlosti mize bezet v jiném case.

Otézky byly prevzaty ze stranky: http://pi.math.cornell.edu/~GoodQuestions/materials.html

Odpoveéd:
a) Neplati. Funkce f(x) = |z| nema vSude na intervalu (—1%, 2) derivaci, tedy nelze
aplikovat Lagrangeovu vétu o stfedni hodnoté. % = g, ale f’(x) =1 pro

2
x>0a f'(r) = —1 pro x < 0, derivace funkce f v bodé 0 neexistuje.



b) Plati. Stac¢i vhodné aplikovar Rolleovu vétu o stfedni hodnoté.

c) i) Tvrzeni neplati. Oba bézci mohou cely zavod bézet spolecné.
ii) Tvrzeni neplati.

iii) Plati. Stac¢i aplikovat Cauchyho vétu o stfedni hodnoté. Napi. Bude-li f(t)
resp. g(t) vzdalenost, kterou uz béhem zévodu ubéhl prvni resp. druhy
bézec, a = 0 a b bude c¢as, kdy oba bézci probéhli spole¢né cilem.

iv) Tvrzeni je pfimym dusledkem tvrzeni iii).
Dausledek 5.5 Necht f je zprava spojitd v bodé a € R a md na U, (a) vlastni derivaci,

pro kterou plati
lim f'(z) = A.

r—a+

Pak existuje f' (a) a je rovna A.

Diikaz Necht = € U, (a), pak dle Véty 5.3 L2=1@ — ¢1(¢(2)), kde 2y € (a,7) C
Ui (a). Jelikoz lim, .+ xo(z) = a, pak

lim Jo) = fla) _ lim f'(zo(z)) = A.

T—a+ r—a z—a+

5.1 Prubéh funkce

Zavedeme znaceni: Je-li J interval, je J° jeho vnitfek (tj. inteval J bez krajnich

bodu).
Véta 5.6 Méjme interval J a necht existuje f' na J°, pak plati:

1) Necht f' >0 (f' <0) na J°, pak je f rostouci (klesajici) na J.

2) Funkce [ je neklesajici (nerostouci) na J < f'>0 (f' <0) na J°.
Drikaz

1) Lagrangeova véta (5.3): Necht xo > 1 € J, pak existuje zy € (x1,x2) takové,

ze f(x2) — fz1) = f(x0) (w2 — 21) > 0.



2) (=) Necht existuje xy € J° takové, ze f'(xg) < 0, pak je funkce f klesajici v
bodé zy dle véty 3.19. Tedy existuje okoli U(xg) takové, ze pro x € U_(zg)
je f(z) > f(xzo) a funkce f tedy neni neklesajici na celém J.

(<) Necht x5 > x; € J, pak existuje xg € (z1,x2) takové, ze f(x2) — f(z1) =
f(zo) (x2 — 1) 2 0, tedy f(x2) > f(z1).

O
Otazka: Plati nasledujici tvrzeni? Funkce f je rostouci na J° < f je rostouci v
kazdém bodé J°.
Odpovéd: Ano
Diikaz
Pro ptipomenuti:

o Funkce f je rostouci na J° < Yyi,ys € JO: (y1 < y2) = (f(1) < f(y2)).

o Funkce f je rostouci v bodé a, jestlize existuje okoli U*(a) takové, ze Va €

Ut(a): f(z) < f(a) aVo e Ui(a) : f(z) > f(a).
(=) Staci zvolit U*(a) takové, aby U*(a) C J°.

(<) Necht existuji y;,y2 € J° takové, Ze y1 < yo a f(y1) > f(y2). Oznaé¢me mnozinu
M ={x € [y1,y2] : f(x) > fy2)}, pak M # 0 (y1 € M) a M je omezend (tedy
existuje suprémum). Oznac¢me a = sup M. Je-li a € M, pak Vo € Uj(a) :
f(x) < f(y2) < f(a), tedy funkce f neni rostouci v bodé a. Pokud a ¢ M, pak
pro kazdé U*(a) existuje x € U*(a) takové, ze x € M, tedy f(x) > f(y2) >
f(a), proto neni funkce f rostouci v bodé a.

Podobné dojdeme ke sporu i pro pripad y1 < y2 a f(y1) = f(y2). Je-li funkce
f(z) konstantni na [y, y2], pak neni rostouci v zddném bodé intervalu (yi, ya).
Pokud funkce f neni konstantni, pak existuje zqg € (y1,y2) takovy, ze f(xq) #
f(y1) = f(y1). Pro f(zo) > f(y1) = f(y2) oznacime g1 = xo a Yo = ya, pro
f(zo) < f(y1) = f(y2) oznacime 4, = y; a yo = . Déle postupujeme s body
U1, Yo jako v predeslé casti.

Véta 5.7 (o lokalnich extrémech)

i) Bud f spojita v bodé a € R. Je-li f rostouci (klesajici) na U*(a) a klesajici
(rostouct) na U (a), pak md v bodé a ostré lokdlni mazimum (minimum,).



ii) Necht je f spojitd v bodé a € R, f' >0 (f' <0)naU*(a) a f' <0 (f >0) na
Ui(a), pak f md v bodé a ostré lokdlni mazimum (minimum,).

iii) Necht existuje n € N, n > 2 tak, Ze f'(a) = f"(a) = ... = f®Y(a) =0 a
f™(a) # 0. Potom

a) Je-li n sudé, f™(a) > 0 (f™(a)) < 0), md f v bod¢ a ostré lokdlni
minimum (mazimum,).

b) Je-lin liché, nemd f v bodé a lokdlni extrém. Pro f™(a) > 0 (f™(a) < 0)
je f v a rostouci (klesajici).

Dikaz

i) f je rostouct na U*(a), tedy lim, o f(2) = sup,ep+(q) f(x) = f(a) dle véty
3.9 a ze spojitosti f. Jelikoz 2 < £E% < a pro vSechna z € U*(a), pak f(z) <
f(E2) < f(a) (f je rostouci na U*(a)). Obdobné dostaneme, ze f(a) > f(z)
pro x € U (a).

ii) Necht f' > 0na U*(a) a necht existuji z,y € U*(a) tak, zex < y a f(x) > f(y),
pak f'(zg) = % < 0 pro néjaké xy € (x,y) dle véty 5.3 = SPOR, tedy f
je rostouci na U* (a). Déle viz i).

iii) DokaZeme indukei. Necht n = 2 a f®(a) > 0, pak f’ je rostouci v a (viz véta
3.19), tedy f'(z) < f'(a) =0prox € U*(a) a f'(x) > f'(a) =0 prox € Ui (a).

Tedy dle ii) m& f v a ostré lokdlni minimum.
Necht plati véta pro n, f'(a) = f"(a) = ... = f™(a) = 0 a f"(a) > 0.
— Je-li n sudé, pak f' ma v a ostré lokdlni minimum, tedy f'(x) > f'(a) =0

na U*(a). Tedy f je rostouci, jelikoz f(z) — f(a) = f'(zo)(x — a) dle véty
5.3 (xg € (x,a) pro x € U*(a) a x¢ € (a,z) pro x € Ul (a)).

— Je-li n liché, pak f’ je v a rostouci. Jelikoz f’(a) = 0, pak f' < 0 na U*(a)
a f'>0mna Uj(a). Tedy f ma v a ostré lokdlni minimum dle ii).

O

Definice 5.1 Necht existuje vlastni f'(a). Rikdme, Ze f md inflexni bod v bodé a,
jestlize existuje U*(a) takové, Ze pro x € U*(a) je f(z) < f(a) + f'(a)(x — a) a pro
xr € Ui(a) je f(x) > f(a)+ f'(a)(x — a), nebo plati obrdcené nerovnosti.

Véta 5.8 Je-li a inflexni bod funkce f a existuje f"(a), pak f"(a) = 0.



Diikaz
Je-li f”(a) > 0, pak je f" rostouci v a (véta 3.19), tedy existuje U*(a) takové, ze
Ve e U*(a) : f(z) — f(a) = f'(xo)(x —a) > f'(a)(x — a) (véta 5.3), proto f nemd v
a inflexni bod. Podobné pro f”(a) < 0.
O

Véta 5.9 Je-li f"(a) =0 a f" meéni znaménko v bodé a, je a inflexni bod.

Diikaz

Necht f”(z) > 0 na levém okoli a a f”(x) < 0 na pravém okoli a. Pak ma f' v a
ostré lokalni maximum (dle véty ?7?), tedy f'(x) < f'(a) na U*(a). Pak dle véty 5.3
f(@) = fla) = f'(xo)(x —a) < f'(a)(x —a) na U(a) a f(x) = f(a) = f'(z0)(x —a) >
f'(a)(x — a) na Ui(a).

0

Definice 5.2 Funkce se nazyvd konvexni na intervalu J, jestlize Vxq,xq,23 € J
takové, Ze v1 < x9 < x3, plati

f(z2) — f(z1) < f(x3) — f(ffl)‘

Lo — X1 T3 — T

Je-li nerovnost ostrd, rikdme Ze f je ryze konvexni na J. Podobné zadefinujeme (ryze)
konkdvni funkci na intervalu J.

Véta 5.10 Necht f je spojitd na intervalu J a f"(x) > 0 na J. Potom je f na J
ryze konvexni.

Diikaz
Jelikoz f” > 0 na J, pak je f’ rostouci na J. Necht z; < x9 < w3, xl,xg,xg e J,
tedydlevéty5.3jef(x2);f(“—f( o) a M—f’( 2), kde vy < x) < 1y <

T3 < x3, pak R o)
f(z2) — f(x1) < f(x3) — f(ﬁz)'

To — T T3 — T2

Upravou dostaneme

f(x2) — f(z1) - flxs) — f(x2)

Lo — X1 €T3 — Tg
[(x2)ws — f(wa)wo — f(x1)2s + f(21)22 < f(23)22 — f(23)T1 — f(22) 30 + f(22)21
f(xo)xs — f(@1)ws + f(21)22 < f(23)T2 — f(23)71 + f(22) 71




f(ﬁz) - f(xl) < f($3) - f(xl)

f(@a)xs — flwa)wy — f(x1)ws + f(x1)ar < f(as)rs — f(rs)xr — f(w1)re + fz1)2y
f(w2)zs — f(22)21 — f(w1)23 < f23)72 — f(23)21 — f(21) 72
f(x2)ws — f(a1)ws + f(x1)2e < f(23)22 — f(23)71 + f(72) 71

Tedy

f(x2) — f(z1) < f(x3) — f(z2) N f(z2) — f(1) < f(x3) — f(z1)

To — X1 T3 — T To — I T3 — I

)
¢imz je dikaz hotov.

Otézka: Plati nasledujici tvrzeni?

a) Funkce f je konvexni na intervalu J pravé tehdy, kdyz Vz,y € J, VA € (0,1) :
fOz+ (1= Ny) <Af(@) + (1= f(y).

b) Funkce f je ryze konvexni na otevieném intervalu J pravé tehdy, kdyz Va, z €
Jyx#a: fla)+ f'la)(z —a) < f(x).
Odpovéd:

a) Ano. f je konvexni na intervalu J, jestlize Vx,y,z € Jx < z < y, plati

f(zgfic(w) < IW=J@ vyigdieme 2 a A ndsledujicim zpisobem: z = Az+(1-=Ay),

= =T ys
tedy A = Z:; Uvédomme si, ze kazdému z € (x,y) odpovidd pravé jedno
A € (0, 1) a naopak. Nerovnost f(z;:;:(‘n) < ﬂy;:i(x) lze prepsat do tvaru f(z) <
(f(y)_yf(_w + f(z). Dostaneme tedy

— f(2))(z —x z2—z z—x

1) < SOZIDEZD) 4 ) — ) (1-222) 4 100
y—x y—x y—x
y—r—z+zx z—y+y—=x
Zf(x)'TﬂLf(y)'TZ/\f($)+(1—)\)f(y)-

b) Ne. Nerovnost Va,z € J,x # a: f(a) + f'(a)(z — a) < f(z) vyzaduje existenci
derivace na J, ale konvexni funkce nemusi mit derivaci na celém .J.



5.1.1 Asymptoty

Definice 5.3 Necht f je definovdna na (a,b), b € R a lim,_;,_  f(z) = +oo. Potom
rikdme, Ze funkce f md v bodé b vertikdlni asymptotu (analogicky pro bod a).

Definice 5.4 Necht f je definovdna na (a,o0). Rekneme, Ze primka y = kx + q je
asymptotou funkce f pro x — oo, je-li

lim [f(z) — (kz + q)] = 0.

200
Analogicky pro x — —oo a [ definované na (—o0,b).
Véta 5.11 Primka y = kx + q je asymptotou funkce f pro v — +oo <
a) lim, 100 @ =k eR,
b) lim, ,1oo(f(z) — kz) =q € R.

Dikaz

lim, s 400[f(2) — (kx4 q)] = 0 & lim, 100 (f(x) — kz) = ¢. Je-li lim, 400 (f(2) —
kx) = q = lim, 40 @ /(@) .

=0, tedy lim, 100 =~ =k

O
Otazka:

a) Jaky je maximdlni pocet ruznych asymptot, které mize mit funkce f : R — R
(Df =R)?

b) Jaky je maximalni pocet ruznych asymptot, které muze mit spojita funkce
f:R—=R (D =R)?

c¢) Jaky je maximalni pocet riznych asymptot, které muze mit linedrni funkce f7

d) Jaky je maximélni pocet ruznych asymptot, které muze mit polynom druhého
stupneé?

e) Jaky je maximalni pocet ruznych asymptot, které miuze mit polynom n-tého
stupné pro n > 27

Odpoved:

a) Nekonecné mnoho. Staci si tieba vzit fuknci f(z) = tanz a dodefinovat ji v
bodech x = 7 + km nulou. Pak bude Dy = R a ve vSech bodech x = § + km
ma funkce f vertikdlni asymptotu.



b) Dvé. Spojita funkce na R nemuze mit zddné vertikdlni asymptoty (pro kazdé
b € R plati: lim,_,,_ f(x) = f(b) # £oo. Dvé ruzné asymptoty v nekone¢nech
mit muze. Napt. f(z) = |z| ma asymptoty y =z a y = —zx.

c¢) Jedna. Linedrni funkce je sama svoji asymptotou.

d) Nula. Funce f(z) = a + bx + cz? (kde ¢ # 0) je spojita na R, tedy nemtize mit
vertikdIn{ asymptoty. lim,_,(a + bx + cx? — (kz + q)) = lim,_,o 2(c + % +
1) = too (vyraz c + b_Tk + %5 md limitu c).

e) Nula. Stejny postup jako v bodé d).



Kapitola 6
Dodatky

6.1 Posloupnosti podruhé

Véta 6.1 Z kazdé neomezené posloupnosti lze vybrat podposloupnost, kterd md ne-
vlastni limitu.

Diikaz
Necht {a,} neni omezena shora. UkéZeme, Ze existuje rostouci posloupnost ptiro-
zenych ¢isel k,, takovych, ze ay, > n. Jelikoz {a,} neni omezend shora, pak existuje
ap, > 1. Necht k1 < ky < ... < k,, takova, Ze a, > i Vi = 1,...,n, pak existuje
kni1 > ky takové, ze ay,., > n + 1. Skutec¢né, necht takové k, ., neexistuje, pak je
ale posloupnost {a, } omezend shora napf. ¢islem max{ay, as, ..., ay,,n+ 1}, coz je ve
sporu s predpokladem neomezenosti, proto lze takové k£, 1 najit. Jelikoz ay, > n Vn,
pak lim,_, ag, = oo z dikazu véty 2.5. Obdobné pro {a,} omezenou zdola.
O

Véta 6.2 (Bolzano-Weierstrassova) Z kazZdé omezené posloupnosti redlnijch cisel
lze vybrat konvergentni vybranou posloupnost.

Diikaz

Existuji A, B € R takové, ze A < a, < B Vn € N (z omezenosti posl {a,}).
Ozna¢me A; = A, By = B ak; = 1. Jelikoz v intervalu [A;, B ] lezi nekoneéné mnoho
prvki posloupnosti {a,}, pak alespon v jednom z intervali [Aj, %], [%, By
musi lezet nekoneéné mnoho prvku posloupnosti {a, }. Oznac¢me tento interval [As, By
a necht ks = min{n > k; : a, € [As, By} (existence minima plyne z toho, Ze v
[Ag, By| je nekoneéné mnoho ¢lent posloupnosti {a,}). Obdobné oznacime [As, Bs]
ten z intervalil [As, @], [%, By], ve kterém lezi nekonec¢né prvku posloupnosti

73



(v pripadé, ze v obou intervalech lezi nekoneéné prvka posloupnosti, pak si miazeme
vybrat, jaky z téchto intervali oznacime [Ajg, Bs]). Oznacime ks = min{n > ks : a,, €
[As, B3]} a pokrac¢ujeme stéle stejnym zptsobem déle.

Takto sestrojime posloupnost intervali {[A,, B,|} a vybranou posloupnost {ay, },
pro néz plati:

® [An—l-la Bn—i—l] C [An7Bn]7 VTL € N7
® Bn - An = gn;—j?’

e ag, € [An,Bn]
Jelikoz {A,,} a {B,} jsou monoténni a omezené posloupnosti, pak jsou konvergentni
(véta 2.2). A jelikoz lim, yoo(B, — An) = lim, oo 224 = 0, tedy lim, o0 4, =
lim,, .o, B,, pak dle véty 2.5 je

lim ag, = lim A,,.
n—oo n—oo

0

Definice 6.1 Posloupnost{a,} splnuje Bolzano-Cauchyovu podminku (BC podminku,),
jestlize Ye > 0 3Ing € N Vn,m > ng je |a, — an| < €.

Véta 6.3 (Bolzanova-Cauchyova) Posloupnost {a,} je konvergentni tehdy a jen
tehdy, kdyz splnuje Bolzano-Cauchyovu podminku.

Diikaz
e Necht lim, ;oo a, = A € R, pak Ve > 0 dng € N : |a, — A| < § pro n > ny.
Tedy |a, — am| = |an, — A — (am — A)| < |an, — A| + |am — A] < € pro vSechna
m,n > ng.

« Necht {a,} spliuje BC podminku.

1) Ukazme si, ze {a,} je omezend. Pro ¢ = 1 existuje ng € N takové, ze
|an — am| < 1Vn,m > ng, tedy angi1 — 1 < < Gpgs1 + 1 ¥Ym > ng. Pak
tedy a, < max{ai,...,an,—1,0n, +1} a a, > min{ay, ..., ap,_1, ap, — 1} pro
vsechna n € N.

2) JelikoZ je {a,} omezend, pak dle véty 3.20 existuje vybrand konvergentni
posloupnost {ag, } z posloupnosti {a,}, ozna¢me lim,, . az, = A.

3) Zvolme e > 0, pak |ag, —A| < §Vn > nj (lim, oo a, = A) a |a,—an| < §
Vn,m > n} (BC podminka). Zvolme m > nj takové, ze k,, > nZ, pak
la, — A| = |an — a,, + ax,, — A| < |a, — ag,, | + |ax,, — A| < & pro n > n2.

O



6.2 I’Hospitalovo pravidlo

Véta 6.4 (I’'Hospitalovo pravidlo) Necht pro a € R* maji funkce f a g vlastni de-
rivace na néjakém U*(a), ¢'(x) # 0 na U*(a) a necht je spinéna jedna z ndsledugjicich
podminek:

a) lim,,, f(x) =lim,, g(x) =0 a g(z) # 0 na U*(a),

b) lim,_,, |g(z)| = oo.

Je-li navic lim,_,, % = A, pak lim,_,, % = A.

Diikaz

a) Necht a € R. Necht jsou splnény predpoklady s pravou limitou a pravym
okolim. Definujme f = f,§ = g na U*(a)* a f(a) = §(a) = 0. Necht 2 € U*(a)*,
pak f,§ splituji predpoklady véty 5.2 na [a, z] (jsou spojité na [a, x|, maji derivace
na (a,x) a ¢’ je vlastni a nenulova na (a,x)). Tedy existuje {(z) € (a,x) tak, ze

flz) _ Jf(w) —fla) _ fE@) _f

g(z)  g(z) —gla)  §(&(x)) g/(f(if))-

Q> | ~,

Jelikoz lim, .+ £(z) = a, pak
f/

lim @) = lim =({(z)) = A.

T—a+ g(gj) T—a+ g'

Stejné i pro U*(a)” a U*(a).
Necht a = oo, pak oznacme y = % a definujme F(y) = f(zl/) a Gy) = g(%) Pak
F a G spliuji predpoklad a) pro a = 0, jelikoz F'(y) = f’(i)(—y%) a

/ e
lim M = lim f(y) = lim

F@) _
=0+ G'y) w0t g(5) e gl(a)

Jelikoz
lim @ — lim f(1/y) — lim F(y)
T—00 g($) y—0+ g(l/y> y—0+ (y)?

je diukaz hotov.
O

Priklad 6.1 Pomoci [’Hospitalova pravidla se da ukdzat platnost zdikladnich limit:



inag VH .
: smx “_~I° COST ___
a) lim,_o 2% = lim, 0 5% = 1,
. er—1 UH ;. et
b) lim, 0 — = lim, 0 § = 1,

[e 1~

lim,,, 22 2'; —1
C) Hn;r:—)lm = llmgz_0 1 —

Priklad 6.2 Pomoci [’Hospitalova pravidla muzeme vypocitat 1 slozitejsi limity:

i U'H . _1 UVH ;. i UH .. _ _
: sing—x ¢ 11 cosx—1 4 sing ¢ cosx __ —1
a) lim, o St = im0 5 = im0 =g, = limg 0 =5 = 7,
: e?—1—g U'H 4. e’ —1 __ 1
b) 11m$_>0 2 = hmx_ﬂ) 5z — 3-



