Kapitola 1

Zaklady pravdépodobnosti

1.1 Uvod

Néhodné jevy znali lidé od pradédvna a vyuzivali je nejprve zejména jako
zdroj zabavy. Hraci kostky, karty i dalsi podobné hry vedly pak k formulacim
prvnich pravdépodobnostnich tloh. Uvedeme si jednu velmi starou tlohu,
ktera byla zformulovana v italském rukopise jiz v roce 1380 a kterou nejspise
privezli do Italie Arabové.

Priklad 1.1 Dwa hrdci A a B spolu hraji sérii partii, které nemohou skoncit
remizou. Predpokldddme, Ze jednotlivé hry jsou spravedlivé, tj. kaZdy hrdac¢ ma
stejnou Sanci, Ze vyhraje. Ddle predpokladejme, Ze jednotlivé hry jsou na sobé
nezduvislé, tj. v dalsi hie nehraje Zadnou roli to, jak dopadla hra predchozi.
Hrdci hraji o urcitou cdstku, kterou ziskd ten, ktery pruni vyhraje 6 partii.
Hrdci vsak museli hru prerusit za stavu 3 : 5 pro hrdace A (tj. ve chvili, kdy
mél hraé A na konté tri vitézstvi a hra¢ B pét vitézstvi). V jakém poméru si
magi hraci rozdélit vijhru?

Reseni:

Uvedeme teseni, které je zalozené na metodé popsané v korespondenci mezi
Pascalem a Fermatem. Uvazujme situaci, Ze budeme hrat jesté tii partie, a
to bez ohledu na to, zda v jejich pribéhu néktery z hract dosédhl potiebnych
Sesti vitézstvi. Oznacime pismenem a vitézstvi hrace A a pismenem b vitézstvi
hrace B. Pak méame néasledujicich osm moznosti, jak mtze hra pokracovat:

aaa aab aba baa abb bab bba bbb

Jelikoz jsou vSechny uvedené varianty stejné pravdépodobné, pfic¢emz jen
prvni varianta vede k vyhte hrace A a v ostatnich pfipadech vyhraje B, je
spravedlivy pomér rozdéleni vyhry 1:7.
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Obrézek 1.1: Zobrazeni moznych prubéhut hry, kde a; a b; jsou jevy, Ze v i-tém
kole vyhral hrac¢ A, resp. B. Cervené jsou zobrazeny situace, kdy hra kondi.

Ukazme si i jiné TeSeni, které lze graficky zobrazit pomoci pravdépodob-
nostniho stromu, viz obrazek 1.1.1. Oznacme a; a b; jevy, Ze v -tém kole
vyhréal hrac¢ A, resp. B. Hra¢ A vyhraje celou hru pouze v ptipadé tii vi-
tézstvi v Tadé, tedy jde o jev a; Nas N as. Pravdépodobnost tohoto jevu je
P(ayNasNag) = . Pravdépodobnost vyhry hrace B je P(by) + P(az Nby) +
P(a; NasNbg) = % + 411 + % = g. Spravedlivy pomér rozdéleni vyhry je tedy
1:7.

O tom, ze pravdépodobnost byla i pro véhlasné matematiky dlouho ob-
tizna, svédéi i nasledujici pribéh. D’Alembert (1717-1783) Fesil otazku, jaka je
pravdépodobnost, ze pii dvou hodech jednou minci padne alespon jednou lic.
P1i feseni dosel k chybnému vysledku, ze pravdépodobnost je %, nebot mame
t¥i moznosti (2x lic, 1x lic, Ox lic), z nichz dvé odpovidaji situaci, jejiz prav-
dépodobnost hledame. Nespravnost této tvahy spociva v tom, zZe uvedené
moznosti nejsou stejné pravdépodobné, nebot prvni moznost lze ziskat pouze
kombinaci lic-lic, zatimco druhé varianta nastane jak v pfipadé kombinace
lic-rub, tak v pripadé kombinace rub-lic, a tedy je dvakrat pravdépodobnéjsi.
Resfme-li tlohu spravné, dojdeme tedy k zavéru, ze hledana pravdépodobnost
je %, nebot mame ¢tyfi stejné pravdépodobné moznosti (lic-lic, lic-rub, rub-lic
a rub-rub), z nichz t¥i odpovidaji situaci, jejiz pravdépodobnost hledame.

Vétsina takovych tloh se fesi pomoci tzv. klasické pravdépodobnosti,
kterou zname ze stfedni skoly pod heslem ,pravdépodobnost jevu je podil po-
¢tu priznivych situaci ku poc¢tu vSech situaci, které mohou nastat”. K jejimu



popisu vSak muzeme pouzit i obecnou axiomatickou definici pravdépodob-
nosti, kterou zavedl az Kolmogorov (1903-1987) a ktera se pouziva dodnes.
K tomu budeme potiebovat nasledujici pojmy.

M¢é&jme néjakou mnozinu 2, jejiz prvky budeme znacit symbolem w;, kde
1 € I, I je indexova mnozina. Prvkiim w; budeme fikat elementarni jevy a
jsou to vSechny mozné vysledky nahodného pokusu, ktery provadime. Mno-
zinu €2 pak nazveme prostor elementarnich jevi. Naptiklad pfi hazeni
kostkou tedy muzeme za elementarni jevy povazovat pocty ok, které se mo-
hou objevit na horni sténé kostky, tj. Q2 = {w; - padla jednicka, ..., wg -
padla Sestka}.

Déle zavedeme pojem o-algebry.

Definice 1.1 Necht A je neprdzdny systém podmnoZin mnoZiny 2 # 0 ta-
kovy, Ze

a) b e A,
b) je-li A € A, pak A° € A, kde A° znaci doplnek mnoziny A do €.
c) jsou-li A; € A, i = 1,2,..., pak U2 A; € A.

Pak A nazgvame o-algebrou.

V pripadé, Ze ) je prostor elementarnich jevi, je mnozina A4 mnoZzinou
jevii. Napf. mame-li stejné jako vyse Q@ = {w; - padla jednicka, ..., ws -
padla Sestka} a na ni c-algebru A = {0, Q, {w,ws, w5}, {ws,ws,ws}}, je A
mnozinou jevi {,nepadlo nic”, ,padlo cokoliv”, ,padlo liché ¢islo”, ,padlo sudé
¢islo”}. Poznamenejme v8ak, Ze vétsinou mnozinu A uvazujeme jako mnozinu
vSech podmnozin (2.

Definice 1.2 Necht Q) # () a A je o-algebra definovand na Q. Pak pravdé-
podobnosti nazveme redlnou funkci P definovanou na A, kterd splniuje

a) P(Q) =1, P(0) =0,
b) P(A) > 0 pro vSechna A € A,

¢) pro kaZdou posloupnost disjunktnich jevi {A,}2 | plati
P(UZ,A:) = P(A).
i=1

Trojice (2, A, P) se nazgvd pravdépodobnostni prostor.



Poznamka 1.1 Poznamenejme, Ze dvojice (2, A) tvori méFitelny prostor
a P je mira. Viastnost P(Q2) = 1 zajistuje, Ze P je pravdépodobnostni mira
(pravdépodobnost), obecné ale tuto vlastnost mira mit nemust.

A nyni jiZz muzeme zavést vySe zminény pojem klasické pravdépodobnosti.

Definice 1.3 Pravdépodobnostni prostor (Q, A, P) nazveme klasickgym prav-
dépodobnostnim prostorem, jestlize

i) mnozina Q = {wy,...,wn} je koneénd a vSechny elementdrni jevy jsou
stejné€ pravdépodobné, tj. oznacime-li p; = P(w;), i = 1,...,n, pravdé-

podobobnosti jednotlivijch elementdrnich jevi, pak py = ... =p, = %,

ii) A je mnoZina vSech podmnoZin €2,
iii) pravdépodobnost P ndhodného jevu A je rovna

p4) =4

n

Y

kde n4 je pocet elementdrnich jevi priznivijch jevu A.

Jak bylo vidét na D’Alembertové pribéhu vyse, podstatné zde je, ze pod-
minka, aby vSechny elementéarni jevy byly stejné pravdépodobné, je nutna a
nelze ji vynechat.

Dalsi skupinu tloh tvoii tlohy tzv. geometrické pravdépodobnosti.
Zakladni myslenka geometrické pravdépodobnosti je podobné té u klasické
pravdépodobnosti, tedy ze zadny z elementarnich jeva z hlediska pravdépo-
dobnosti nepreferujeme. Na rozdil od klasické pravdépodobnosti je ale mno-
Zina elementarnich jevii nespocetna a lze ji vyjadrit jako néjakou omezenou
podmnozinu z R?. Typickou ukazkou geometrické pravdépodobnosti je nasle-
dujici tuloha.

Priiklad 1.2 Dwa studenti prichdzeji mezi 12:00 a 13:00 na smluvené misto.
Doby prichodi obou studenti jsou ndahodné, vzdjemné nezdvislé a Zdadny cas
prichodu nent preferovany. Student A cekd na smluveném miste 10 minut a
student B 20 minut, po této dobé pak oba odchdzeji bez ohledu na to, zda se
navzdjem potkali. Jakd je pravdépodobnost, Ze se studenti potkaji?



Reseni:

Ulohu feiime pomoci ge-
ometrické pravdépodobnosti. s |
Mnozina vSech moznych
jevi Q (dvojic prichodu
studentt A a B) je zna-
zornén na obrazku vpravo
jako ¢tverec, v némz na-
piiklad bod [10,15] znaci
jev, ze student B priSel
ve 12:10 a student A pii- -]
sel ve 12:15. Vysrafovana
oblast zna¢i mnozinu jev,
kdy se studenti potkaji.
Ozna¢me tuto oblast jako

S. Ulohu fesime tak, ze hle-

dand pravdépodobnost se

podil grafované oblasti S ku celé oblasti 2. Obsah &tverce je V() = 602,
Obsah grafované oblasti V(S) = 602 — % - 5%2 = 2050. Hledan4 pravdépo-

dobnost je tedy P(S) = % = 253 = 0.569444.

student A
30
1

Zavedme si tedy nyni geometrickou pravdépodobnost formélné v néasle-
dujici definici.

Definice 1.4 Geometrickym pravdépodobnostnim prostorem nazveme
pravdépodobnostni prostor (2, A, P) takovy, Ze

i) Q C R (obvykle d = 1,2,3), neboli vsechny elementdrni jevy lze vyjd-
drit jako body néjaké podmnoziny RY.

ii) A = B(Q) je Borelovskd o-algebra na Q (formdlné je to nejmensi o-
algebra obsahujici v§echny oteviené podmnoZiny €2, tudiz © vSechny uza-
vrené podmnoziny a kombinace obou téchto typi, avsak zde si vystacime
s predstavou, Ze A je mnozina vSech ,rozumngch” podmnozin mnoziny
Q, kde za ,rozumnou” mnozZinu povazZujeme takovou mnoZinu, které lze
prifadit jeji délku, obsah ¢i objem - v zdvislosti na dimenzi d).

iii) P(A) = Zjéég, kde p? je d-rozmérnd Lebesqueova mira. Pro nase ticely

postaci, pokud si pod p*(A) predstavime délku mnoziny A, pod p?(A)
obsah A a pod p3(A) objem A.



V mnoha situacich si ale s klasickou ani s geometrickou pravdépodobnosti
nevystacime. Jsou situace, kdy vSechny elementarni jevy stejné pravdépo-
dobné nejsou. Pak zavadime napf. zobecnéni klasického pravdépodobnost-
niho prostoru nasledovné.

Definice 1.5 Pravdépodobnostni prostor (2, A, P) se nazgvd obecny dis-
krétni, jestlize

i) Q= {wi,we,...} je konecnd nebo spocetnd,
ii) A je mnoZina vSech podmnozin €2,

iii) jsou ddny pravdépodobnosti P(w;) elementdrnich jevi w; spliiujici pod-
minku Yy .o, P(w;) = 1 a pravdépodobnost kaZdého jevu A € A je pak
ddna vztahem P(A) = ZwiEA P(w;).

Ukazkou miize byt napf. situace, kdy v pripadé D’Alembertova piibéhu

s poctem licti ve dvou hodech minci zavedeme mnozinu ©Q = {wy - nepadl

lic, wy - 1x padl lic, wy - 2x padl lic}. Jiz vime, ze P(wg) = i, P(w) = %

a P(wy) = }l. Oznacime-li tedy A jev, ze padl alespon jeden lic, pak P(A) =

P(wi) + P(ws) = £ + 3 = 3. Geometricky pravdépodobnostni prostor lze

zobecnit analogicky tim, Ze jednotlivym bodim v mnoziné 2 dame rtzné

vahy pomoci funkce, kterou nazyvame hustotou pravdépodobnosti. O této
funkci budeme mluvit pozdéji.

V nésledujicim textu budeme pouzivat nasledujici terminologii:

1. 0 ... jev nemozny
2. Q ... jev jisty

3. AUB ... sjednoceni jevi A, B (jev, ktery nastane pravé tehdy, nastane-li
aspon jeden z jevi A, B)

4. AN B ... prunik jevii A, B (jev, ktery nastane pravé tehdy, nastanou-li
oba dva jevy soucasné)

5. B—A ...rozdil jevu B a A (jev, ktery nastane pravé tehdy, kdyz nastane
jev B a zaroven nenastane jev A)

6. AC B ... Ajepodjev jevu B (jev A nastane, kdykoliv nastane jev B)

7. A°=Q — A ... doplnék jevu A (jev, ktery nastane pravé tehdy, kdyz
nenastane jev A)



8. ANB =10 ... jevy A, B jsou disjunktni (nemohou nastat soucasné)
Dale pak budeme vyuzivat néasledujici vlastnosti pravdépodobnosti:
1.0<PA) <1, VAeA,

2. P je monotonni: A, B € A,AC B = P(A) < P(B),

3. P(A)=1—-P(A), VAc A,

4. P(LAUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB), VYA, BecA,

5. ABe AJ/AC B= P(B—A)=P(B)— P(A),

6. pro kazdou posloupnost disjunktnich jeva { 4;}5°, takovych, ze U2, A; =

1.1.1 Podminéna pravdépodobnost
Uvazujme nésledujici otazku:

Priklad 1.3 Jakd je pravdépodobnost, Ze pri hodu idedlni kostkou padne jed-
nicka, za predpokladu, Ze padlo liché cislo?

Tuto tdlohu lze samoziejmé fesit pomoci klasické pravdépodobnosti. My
vSak k TeSeni této tilohy pouzijeme pojem podminéna pravdépodobnost,
ktery nyni zavedeme.

Definice 1.6 Necht je ddn pravdépodobnostni prostor (0, A, P) a ndhodné
jevy A, B, kde P(B) > 0. Podminénou pravdépodobnost jevu A za pod-
minky, Ze nastal jev B, definujeme vztahem

(AN B)

P(A|B) = PP(B) (1.1)

Reseni:

Oznacme A jev, ze padla jednicka, a B jev, ze padlo liché ¢islo. Jelikoz AN B
je jev, ze padne jednicka, a sudych ¢isel je na kostce stejné jako lichych, pak
P(ANB) =} a P(B) = 4. Tedy

— 2

P(A[B) = % -

1
5

Ol =

Pomoci podminéné pravdépodobnosti lze Tesit i zajimavé piiklady z real-
ného zivota.



Priiklad 1.4 Dne 9.10.2020 byla ve vecernich zprdvdch zverejnéna ndasledu-
gict zprava: Ministr zdravotnictvi Roman Prymula zvazZuje moznost otestovant
celého ndaroda na nemoc COVID-19. Byla pritom uvedena ndsledujici data:

e pocet testovanych jedinci: 10 000 000,
e falesné negativnich jedinci: 20 000,

e pozitivnich jedinci: 180 000,

o falesné pozitivnich jedinci: 249 000.

Pokud by testovani dopadlo dle odhadu a konkrétni pacient by byl testem
oznacen jako pozitivni, jakd je pravdépodobnost, Ze je skutecné pozitivni?

Reseni:
Oznac¢me + jev, Ze testovanému jedinci vySel pozitivni test, a IV jev, Ze je

testovany jedinec skute¢né nemocny. Pak P(+) = W = 0.0429 a

P(N N +) = 538000 = 0.018. Tedy P(N|+) = 205 = 0.4195804.

Zkusme nyni tuto tlohu preformulovat tak, ze nebudeme znat jednotlivé
predpokladané poc¢ty jedinci v danych skupinach, ale budeme znat pocty
nemocnych a tspésnost provadéného testu.

Priklad 1.5 Predpoklddejme, Ze v uvedené dobé jsou nemoci COVID-19 na-
kazZena 2% populace a provddényj test md 1ispésnost 97.46% pii testovdni zdra-
vijch jedinci a 90% pri testovani nakaZengch jedinci. Je-li testovany jedinec
oznacen testem jako pozitivni, jakd je pravdépodobnost, Ze je skutecné ne-
mocny?

Takto formulovana tloha vede na takzvanou Bayesovu vétu. UkédZeme si
nejdifve rizné reseni této tlohy a pak si teprve tuto vétu zformulujeme.

ResSeni:
Zavedeme si nésledujici znaceni (stejné jako v predchozim feseni):

e N ... jev, Ze je testovany jedinec nemocny,
e 7 ... jev, ze je testovany jedinec zdravy,

e + ... jev, Ze je testovany jedinec testem oznacen jako pozitivni (ne-
mocny),

e — ... jev, Ze je testovany jedinec testem oznacen jako negativni.
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0.9747( @ 0.98 - 0.9746 = 0.955108
0.0254
W ™~ 0.98 - 0.0254 = 0.024892

%
0.9
o [0.02-0.9 =0.018 |
&1
@ 0.02 - 0.1 = 0.002

Nejdrive uvedeme grafické feseni této ulohy.

_ P(Nn+) 0.018 _ 0018 __
Tedy P(NH') ~ P(+) T 0.02489240.018 ~ 0.42892 0.4196587.

Reseni pomoci Bayesovy véty (kterou si zde intuitivné odvodime) spo-
¢iva v tom, Ze ze zadani dostaneme P(N) = 0.02, P(Z) =1— P(N) =
0.98, P(+|N) = 0.9 a P(+]Z) =1 — P(—|Z) = 1 — 0.9746 = 0.0254.

Abychom mohli spocitat podminénou pravdépodobnost P(N|+), po-
tfebuje nejdiive urcit pravdépodobnosti P(N N +) a P(+). Jelikoz
P(+|N) = B, pak P(NN+) = P(+|N)-P(N) = 0.9-0.02 = 0.018.
Podobné dostaneme P(Z N+) = P(+|Z) - P(Z) = 0.0254 - 0.98 =
0.024892. Pak si uz staci uvédomit, ze + = (N N+) U (Z N +) a tyto
dva jevy jsou disjunktni. Tedy P(+) = P(NN+)+P(ZN+) = 0.018+
0.024892 = 0.42892. Hledana pravdépodobnost je tedy P(N|+) =

P(NN+) _ 0018 _
P(+) 042892 0.4196587.

Ve druhém feseni predchozi tlohy jsme dosli ke vzorciim

P(N|+) = -

P(+)=P(NN+)+P(ZN+)=P(+|N)- P(N)+ P(+|2) - P(Z),
P(NN+) P(+|N)- P(N)

P(+)  P(+|N)-P(N)+ P(+|2)-P(Z)

Zformulujme tyto vzorce v obecnéjsi podobé v nésledujicich vétach (jejichz
dikazy nebudeme uvadét, nebot vychéazeji v postupu, ktery jsme jiz ukazali
v feSeni predchoziho piikladu).



Véta 1.1 (O celkové pravdépodobnosti) Necht' Ay, As, ... jsou nihodné
jevy tvorici rozklad jevu jistého, tzn.

AiﬂA]‘:@, \V/Z%] a UlzlAz:Q

Necht tyto ndhodné jevy maji postupné pravdépodobnosti P(A1), P(As), ...,
pricemz P(A;) > 0, Vi = 1,2,... Uvazujme libovolny ndhodnyj jev B, u néhoz
zndme podminéné pravdépodobnosti

P(B|A;), Vi=1,2,...
Potom
P(B) =) P(A;)- P(B|A)). (1.2)
i=1
Véta 1.2 (Bayesova véta) Necht jsou splnény predpoklady véty 1.1. Pak

PAiB) = zji(?(j% Ry =l -

1.1.2 Nezavislost
Definice 1.7 Ndhodné jevy A a B jsou nezdvislé, jestlize plati
P(ANB)=P(A)- P(B). (1.4)
Pojem nezéavislosti mizeme rozsitit i na skupinu ndhodnych jevi.

Definice 1.8 Necht Ay, Ao, . .., A, jsou ndhodné jevy. Rekneme, e jsou sku-
pinové (totdlné) mnezdvislé, jestlize pro libovolnou posloupnost indexi
{k1,koy ... k. } C{1,....,n}, r=2,... n, plati

P(Ag, N A, N .. .NA,) = P(Ay,) - P(Ax,) - ...  P(Ag,). (1.5)
Definice 1.9 Necht Ai,..., A, jsou ndhodné jevy. Rekneme, Ze jsou po
dvou nezdvislé, jestlize jevy A;, A; jsou nezdvislé pro vsechnai,j =1,...,n,
i,

Priklad 1.6 UvazZujme hod jednou Sestisténnou vyvdzZenou kostkou. Oznacme
A jev, Ze na kostce padlo sudé cislo, B je jev, Ze padlo ¢islo vétsi nez 2, a
C jev, Ze padlo liché c¢islo. Jsou tyto jevy nezdvislé? Jsou po dvou nezdvislé?
Existuje v téchto jevech dvojice jevi, které jsou nezdvislé?

10



Reseni:
Oznacme w; elementarni jev, ze padlo na kostce 7 ok. Pak

P(4) = P({ws,0n,06)) = 5

P(B) = P({ws,ws,ws,we}) = ;

P(C) = P({n, s 51) = 5

P(ANB) = P{wrwe)) = 5 = 5 - = = P(4)- P(B)
P(ANC) = PW) =04 1 - = P(4)- P(C)
P(BAC) = P{ug,ws}) = 5 = 5 - 2 = P(A) - P(B)

Jelikoz jevy A a C' nejsou nezévislé, nejsou jevy A, B a C' totélné nezavislé
ani po dvou nezavislé. Jevy A a B vSak nezavislé jsou a rovnéz tak jevy B a
C' jsou nezavislé.

1.2 Nahodna veli¢ina

Definice 1.10 Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor. Redlnou funkci
X definovanou na Q nazgvdme ndhodnou veli¢inou (n.v.), jestlize X je
méritelné zobrazeni X : (2, A) — (R,B) (. {w e Q: X(w) € B} € A)

pro libovolnou borelovskou mnozZinu B € B.

Néhodné veli¢iny budeme znacit velkymi pismeny X,Y,Z ... Hodnoty,
kterych mohou nahodné veli¢iny nabyvat, budeme znacit malymi pismeny
x,y,z... Misto {w € Q : X(w) € B} pak budeme zjednodusené psat
{X € B} amisto {w € Q: X(w) < 2} budeme zjednodusené psat {X < z}.
Poznamenejme, Ze soucty, souciny, podily, minima a maxima nahodnych ve-
li¢in jsou opé&t nahodné veli¢iny; umocnéni nahodné veli¢iny pfirozenym C¢is-
lem, nésobeni nahodné veli¢iny skaldrem jsou také nahodné veli¢iny.

Definice 1.11 Necht X je ndhodnd velicina. Jeji distribuéni funkct na-
zyvdme redlnou funkci Fx redlné promeénné x definovanou

Fx(x)=P(X <z2)=P{w: X(w) <z}), z€eR (1.6)
Distribué¢ni funkce Fy(x) ndhodné veli¢iny X mé nasledujici vlastnosti:

1. je neklesajici, tj. pro libovolné a,b € R, a < b, plati Fx(a) < Fx(b),
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2. je zprava spojita v libovolném bodé x € R,

3. lim, o Fix(2) = 0,lim, o Fx(z) = 1.

Diskrétni ndhodna veli¢ina

Definice 1.12 Ndhodnd velicina X se nazgvd diskrétni (nebo také fikdame,
Ze X md diskrétni rozdéleni pravdépodobnosti), jestlize existuje (ko-
neénd nebo spocetnd) posloupnost redlnijch éisel {x,} a odpovidajici posloup-
nost nezdpornych cisel {p,} = P(X = x,,) takovd, Ze >~ p, = 1.

Priiklad 1.7 UvazZujme opét hod jednou Sestisténou vyvdzZenou kostkou. Nd-
hodnd velicina X ndm uddvd pocet ok, kterd na kostce padla. Oznacme w
jev, Ze ma kostce padlo i ok. Pak

X(WZ)IZ i:1,2,...,6

Jind ndahodnd velicina Y zase vraci jednicku, pokud padlo sudé cislo, a nulu,
pokud padlo liché c¢islo. Pak

Y(w;) =1 i=2,4,6
=0 i=1,3,5.

Chceme-li urcit rozdéleni téchto ndhodnijch velicin, pak musime urcit pri-
slusné pravdépodobnosti, pri kteryjch nabyvaji n.v. X, resp. Y, hodnot 1,2, ..., 6,
resp. 0 al. Tedy P(X =i)=¢,i=1,...,6 a PY =0)=P(Y =1) = 1.

Poznamenejme, Ze rozdéleni n.v. Y z pfedchoziho pfikladu se nazyva al-

ternativni rozdéleni s parametrem p = %

Absolutné spojita ndhodna veli¢ina

Definice 1.13 Ndhodnd veli¢ina X se nazgvd absolutné spojitd (nebo také
Fikame, Ze X md absolutné spojité rozdéleni pravdépodobnosti), jestlize
existuje mezdpornd integrovatelnd funkce fx takovd, Ze plati

Fx(x)=P(X <x)= /_x fx(@)dt, x € (—o00,00). (1.7)

Funkce fx se nazijvd hustotou rozdeéleni pravdépodobnosti.

Poznamka 1.2 Misto ,,P(X md viastnost V') = 17 fikame ,X md vlastnost
V' skoro jgisté” a pouZivame zkratku ,s.j.”
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Hustota mé nasledujici vlastnosti:
L fx(z) = £Fx() sj,
2. [7 fx(z)de =1,

3. Pla < X <b) = Fx(b) — Fx(a) = fab fx(z)dz pro libovolna realna
¢isla a, b, kde a < b.

Priklad 1.8 Posta chodi kazdy den mezi 10. a 12. hodinou. Ndhodnd veli-
cina X uddvd cas prichodu posty. Urcete distribucni funkci X, hustotu X a
pravdépodobnost, Ze posta prijde po pil dvandcté, za predpokladu, Ze prichod
posty je rovnomérné rozdélen do intervalu (10,12), tj. Zddny cas prichodu
nent preferovan.

Reseni:
JelikoZ je ¢as ptichodu rovnomérné rozdélen na intervalu (10, 12), pak hustota
f(z) je konstantni na tomto intervalu. Pouzijeme-li druhou vlastnost hustoty,

dostaneme
12 12 1
/ f(x)dm:/ cdr=2c=1=c=—,
10 10 2
tedy
1
f@) =5 z € (10,12),
=0 x ¢ (10,12).
Pak
FX($> =0 rz < 10,
1
:/ Sdr=2 5 z € (10,12),
10 2
=1 T > 12.

Hledanéa pravdépodobnost pak je P(X > 11.5) = flllzﬁ %das = i. Pozname-

nejme, ze rozdéleni n.v. X z predchoziho ptikladu se nazyva rovnomérné
rozdéleni na intervalu (10, 12).

1.2.1 Charakteristiky nadhodnych veli¢in
Stiredni hodnota
Definice 1.14 Necht X je ndahodnd velicina definovand na pravdépodobnost-

nim prostoru (2, A, P).
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a) Je-li X diskrétni ndhodnd velicina nabyvajici redlngch hodnot xq, xs,
x3, ..., tzn. takovd, Ze P(X = x;) = p;, pak stredni hodnota EX
ndhodné veliciny X je tvaru

EX = i% “Pis
i=1

pokud Tada konverguje.

b) Je-li X absolutné spojitd ndhodnd veli¢ina s hustotou fx, pak stFedni
hodnota ndhodné veliciny X je

EX :/ zfx(z)dz,
pokud integrdl existuje.

Zakladni vlastnosti stfedni hodnoty jsou nasledujici:
1. Ea =aq,

2. E(aX +bY) = aEX + bEY.

Véta 1.3 Necht X je ndhodnd velicina definovand na pravdépodobnostnim
prostoru (2, A, P) a necht ¢ : R — R. Pak za obdobngch podminek jako v
predeslé definici je EQ(X) = >"2°, ¢(xi)p; pro diskrétni nahodnou velicinu X
aE¢(X) = [7_o(x)f(x)dx pro spojitou ndhodnou velidinu X .

Rozptyl a kovariance

Definice 1.15 Necht X je ndhodnd velicina. Jeji rozptyl je definovdin jako
var X = E(X —EX)2

Definice 1.16 Necht X,Y jsou ndhodné veliciny. Jejich kovariance je de-

finovdna jako

cov(X,Y) =E(X —EX)(Y — EY).

Poznamka 1.3 Z predeslyjch dvou definic vyplyvd souvislost mezi rozptylem
a kovarianct, a to
cov(X, X) = var(X).

Zakladni vlastnosti rozptylu a kovariance jsou nasledujici:
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1. Necht X je ndhodna veli¢ina. Pak var X = E(X?) — (EX)2.

2. Necht c je konstanta. Pak var ¢ = 0.

3. Necht X je ndhodna veli¢ina a a je realné ¢islo. Pak var(aX) = a?var X,
4. Necht X je nahodna veli¢ina a ¢ je konstanta. Pak var (X 4c¢) = var X.

5. Necht X je nahodna veli¢ina, kterd ma konecnou stfedni hodnotu a
konecny nenulovy rozptyl. Necht

PakEZ =0avar Z = 1.

6. Necht X, Y jsou ndhodné veliciny. Pak var (X +Y) = var X +var Y +
2cov(X,Y).

7. Necht X, Y jsou nédhodné velic¢iny. Pak cov(X,Y) = E(XY) - EXEY.

1.2.2 Priklady diskrétnich ndhodnych veli¢in

Priiklad 1.9 UvaZujme hod kostkou pvi hie ,,C’lovéc“e, nezlob se” v situaci,
kdy mdme vsechny figurky v domecku. Zajimd nds, zda budeme moci po nd-
sledugicim hodu kostkou nasadit figurku, tedy zda ndam padne na kostce cislo
Sest. Oznacme w; jevy, Ze na kostce padne i ok, a zavedme ndhodnou velicinu
X nasledugicim zptisobem:

X (wi)

0, i=1,..,5
X(CL)6> 1.

Ndhodnd velicina X tedy nabyjvd hodnoty jedna v pripadé ispésného hodu a
nuly v pripadé neispéchu. Rozdéleni této nahodné veliciny je

Tomuto rozdéleni pravdépodobnosti se Fikd alternationi (mdme jen dva mozné
vysledky).
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1. Alternativni rozdéleni (Alt(p))
mé ndhodné veli¢ina X, ktera nabyva jen hodnot 0 a 1, a to s pravdépodob-
nostmi 1 — p, resp. p. Cislo p se nazyva parametr alternativniho rozdéleni, 0
<p<l

Snadno se z definic vypocte stfedni hodnota EX = p a rozptyl var X =

p(1 —p).

Priklad 1.10 UvazZujme nyni situaci, Ze budeme hdzet kostkou 10-krdt a
bude nds zajimat, kolikrdat ndm padla Sestka. Oznacme si X pocet padlijch
Sestek, pak

pcon- (Y () ()" k-oiio

Tomuto rozdeélent se Tikd binomické.

2. Binomické rozdéleni (Bi(n,p))

je rozdéleni ndhodné veliciny X, ktera nam udava kolik bude tspésnych po-
kust z n pokusiu. Binomické rozdéleni je tedy jednoznacné urceno dvéma
parametry:

e prirozenym ¢islem n, které nam udava pocet opakovani ndhodného po-
kusu,

e Cislem p € (0,1), které nam udava pravdépodobnost uspéchu jednotli-
vych pokust.

Rozdéleni této nahodné velic¢iny je

P(X =k) = (Z)pk(l —p)" k. k=0,1,..,n.

Lze odvodit, ze EX = np a varX = np(1 — p).

Priklad 1.11 Uvazujme spolecnost, kterd md velky pocet zdkazniki (treba
spoleénost zajistujict energii pro vétsinu obyvatel néjakého stdtu). Spolecnost
zanstuje pro své zdakazniky call centrum. Z drivejsi statistiky vime, Ze na
toto call centrum zavold primeérné 30 zdkazniki za hodinu. Chtéli bychom
néjak odhadnout rozdéleni nahodné veliciny X, kterd ndm bude uddvat pocet
prichozich telefondti do call centra béhem jedné hodiny. Budeme uvaZovat
ndsledujicim zpisobem. Ze zaddni vime, Ze EX = 30 (pramérné vold 30
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zdkazniki za hodinu). Pokud si hodinu rozdélime na 60 minutovijch intervali
a budeme predpokldadat, Ze v kaZdé minuté zavold mazimdlné jeden zdkaznik,
pak by X mélo binomické rozdéleni s parametry n = 60 (pocet minutovych
intervali) ap = % (pravdépodobnost, Ze v dané minuté zavold jeden zdkaznik).
Parametr p jsme urcili z rovnosti 30 = EX = np = 60 - p. Avsak predpoklad,
Ze v kaZdé minuté zavold maximdalné jeden zdkaznik, neodpovidd realité, a tedy
by nds model (n.v. X ) nepopisoval situaci nejlépe.

Zkusme tedy rozdeélit hodinu na 3600 vterinovych intervali. Pak by pred-
poklad, Ze v kaZdé vteriné zavold mazimdlné jeden zdkaznik pisobil redlnéji. V
tomto pripadé by ndhodnd velicina X méla binomické rozdéleni s parametry
n = 3600 ap= 13-

Prirozenou otdzkou je, zda je toto déleni casového intervalu uz dostatecné,
aby nds model (n.v. X ) vérné popisoval realitu. Co by se délo, pokud bychom
ddle zjemnovali déleni casového intervalu? Zkusme najit limitni situaci.

n—o0,np=30

_ o = De(n—k+1) (@)k (1_@)71%

n—o00,np=30 k! n

P(X=k)=  lm (Z)pk(l —p)" "

_ 30" 4

—Fe s k'ZO,l,

Tomuto rozdélent se Fikd Poissonovo (s parametrem A = 30).

3. Poissonovo rozdéleni (Po()))

je rozdéleni nahodné veliciny X, ktera nabyva hodnot £ = 0,1,2,... s prav-
dépodobnostmi
AP
P(X=k)=e =k

Cislo A > 0 je parametr Poissonova rozdéleni. Stfedni hodnota je A a rozptyl
je rovnéz roven .

1.2.3 Priklady spojitych ndhodnych veli¢in

Priklad 1.12 UvazZujme situaci, kdy prijdeme na zastdvku tramvaje aniz
bychom znaly presny jizdni 7dd, ale vime, Ze tramvaj pTijede kaZdyjch deset
minut. Jaké je rozdélent casu, ktery strdvime cekdanim na tramvaj? Oznacme
X dobu éekdni na tramvaj. Pak X nabyvd hodnot v intervalu [0,10) a je
to spojitd ndhodnd veli¢ina (tedy md néjakou hustotu fx(t)). Ddle vime, Ze
pravdépodobnost prijezdu tramvaje v intervalu (t,t+dt) nezdlezi na case t ale
pouze na dt (je-li (t,t+ ot) C [0,10)). Z toho odvodime, Ze fx(t) =c >0 na
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intervalu (0,10) a fx(t) = 0 mimo interval (0,10). JelikoZ [ fx(t)dt = 1,
pak dostavdame ¢ = %. Rozdélent takové ndahodné veliciny se nazgvd rovno-
meérné (na intervalu (0,10)).

1. Rovnomérné rozdéleni na intervalu [a,b] (Ro(a,b))
je dano hustotou

e a<z<b,
r<a, x>0

Lehce se spocte, ze stiedni hodnota a rozptyl jsou

]EX:a+b

1
varX = — (b —a)?.
12

Priklad 1.13 UwvazZujme opét situact zdkaznického call centra s primérngm
poctem prichozich hovori 30 hovori za hodinu. Jak dlouho budeme v tomto
centru cekat na dalsi hovor? Oznacme X; pocet piichozich hovori v casovém
intervalu délky t (napt. (0,t) nebo (T,T +t)). Pak z pFedchoziho vime, Ze
X mad poissonovo rozdéleni s parametrem A = %, kde t je cas uddavany v
minutdch. Oznacme Y cas cekdni na dalsi hovor. Prisel-li posledni hovor v
case T, pak

N[

Fx(t)=P(Y <t)=P(X; >0)=1—-P(X,=0)=1—¢"7, t>0.

Ze vztahu mezi distribucnd funkci a hustotou dostaneme fx(t) = Fi(t), tedy
fx(t) = %e’%, t > 0. Rozdeéleni s touto hustotou se nazyjvd exponencidlni.

2. Exponencialni rozdéleni (Exp()))
je rozdéleni s hustotou

e >0

flo) = { 0 jinak,

kde A je parametrem rozdéleni. Distribuéni funkce je

0 prox <0
F(a:):{ l—e™ 2>0.

Integraci per partes se spocte stfedni hodnota

& 1
EX = / xhe Mdr = =,
0 A
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Dvojitym pouzitim per partes ziskdme

& 2
EX? = / 22Ne Mdr = -
0 A

a nasledné rozptyl
1
2 _

var X = EX? — (EX)? = v

Poznamka 1.4 FExponencidlni rozdéleni md vlastnost, Ze je "bez paméti”.
Tim myslime, Ze pro vSechna T,t > 0 plati rovnost

P(X>T+tX >t)=P(X >t).

Tuto rovnost mizZeme slovné interpretovat treba takto: Cekdm-li treba na pri-
chozi telefon uz deset minut a zajimd nds, jakd je pravdépodobnost, Ze prijde
v ndsledujicich péti minutdch. Pak je tato pravdépodobnost stejnd, jako Ze
telefondt prisel v pronich péti minutdch (zde byla volba T =10 a t = 5. Tato
vlastnost se predpoklddd napt. uw systémi hromadné obsluhy (call centrum),
nebo u casu poruch soucdstek, které se neopotiebovdvaji. Lze navic ukdzat, Ze
tato vlastnost (bijti bez paméti) exponencidlni rozdéleni primo definuje. Pres-
néji, mad-li mit néjaké rozdelent tuto vlastnost, pak uz musi byt exponencidlni.

Poznamka 1.5 Plati, Ze pokud doba cekdni na uddlost md exponencidlni
rozdéleni s parametrem A, pak pocet uddlosti do casut mad Poisonovo rozdélent
s parametrem At.

3. Obecné normalni rozdéleni (N (u,o?))
je definovano hustotou
1 (w—p)?
flz) = —= ¢ 207 , —00 < x < 00,

V21 o2

kde p realné a o2 kladné jsou parametry.
Stiedni hodnota EX = p a rozptyl var X = 2.

Poznamka 1.6 e Normadalni rozdéleni md mimorddny vyznam v teorii
pravdépodobnosti a matematické statistice, prestoZe se timto rozdéle-
nim 7idi presné jen mdlo ndhodngjch velicin. Takzvand centrdlni limitnd
véta (CLV), ¢ presnéji mizné verze této véty ndm zjednodusené totiz
rikagi, Ze soucet velkého poctu nezdvislijch nahodnyjch velicin (o jejichZ
rozdéleni se ¢ini jen velmi obecné piedpoklady) md pFiblizné normdlni
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rozdeleni. Tim lze vysvétlit klicovou roli tohoto rozdélent v teorii pravde-
podobnosti a matematické statistice, ale i casty vyskyt Gaussovy krivky
(kterd popisuje hustotu normdlniho rozdéleni) ve svété kolem nds. Nd-
hodné veliciny, s nimiZ se v redlném svété setkavame, lze velmsi casto po-
vaZovat za vyslednice pusobeni velkého poctu drobnijch nahodnijch vlivi.
Pak lze ocekdvat, Ze normdlni rozdéleni bude vhodnym modelem pro
takové ndhodné veliciny. Nejbéznéjsim typem takovych velicin jsou nd-
hodné chyby (chyby mérend, zpiisobené velkym poctem nezndmych a vzd-
jemné nezdvislyjch piicin). Normdlni rozdélent je vhodngm modelem pro
radu fyzikdlnich, technickyjch a biologickyjch velicin jako napriklad te-
lesnd viyska jedinci homogenni populace, roéni cdstka, kterou pojistovna
vyplati za pojistné prihody atd.

o JelikoZ se s normdlnim rozdélenim velmi casto pracuje a vypocet dis-
tribucéni funkce je zdlouhavy, jsou hodnoty distribucni funkce N(0,1)
tabelovany. Vzhledem k symetrii funkce (®(x) = 1 — ®(—x)) se tabelugji
hodnoty ® pouze pro nezdporné x.

Z teoretického vyuziti normalniho rozdéleni si uvedme alespon jednu verzi
centralni limitni véty. Poznamenejme jen, Ze pojem nezévislosti ndhodnych
veli¢in, ktery je predpokladem v nésledujici vété, bude zaveden v dalsi sekci.

Véta 1.4 (Lévy-Lindebergova CLV)
Necht X1, Xs, ...js0u nezavislé stejné rozdélené nahodné veliciny se stiedni
hodnotou i a konecnym rozptylem o*. Oznacme

Zn — ZZ:I Xk —np

2

n=12 ...
no

a oznaéme F,(x) distribuéni funkci Z,. Potom lim, . F,(x) = ®(z) pro
vSechna —oo < x < 00, kde ®(z) je distribuéni funkce N(0,1).
1.2.4 Nezavislost ndhodnych veli¢in

Definice 1.17 Ndhodné veliciny X1, X5 ..., X,, jsou vzdajemné nezdvislé,
jestlize

P(O_ifw s Xp (@) <}) =T P({w: Xy () <)) (1)
iy, ig, ... i} C{1,2,...,n},1 <r <n,Vr; € R

Poznamka 1.7 Podobné jako u ndhodnijch jevi mizZeme zde definovat ne-
zavislost nahodnijch velicin X1, Xo ..., X,, po dvou. Definici nezdvislosti po
dvou bychom dostali z definice 1.17 pro r = 2.
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Véta 1.5 (Ovérovani nezavislost ndhodnych veli¢in v praxi)

a) Necht X = (X1,Xs...,X,) je ndhodny vektor diskrétniho typu. Nd-

hodné veliciny X1, Xs ..., X, jsou vzajemné nezdvislé prave tehdy, kdyz
plati ‘ ‘ .

P(X, =2, X, =2P) = 1"_ P(X; = ')
pro viechna x¥ = (:cgi), :L’g), . ,xg)), i = 1,2,..., ktergch mize X
nabyvat.

b) Necht X = (X1, X5 ..., X,) je ndhodny vektor absolutné spojitého typu.
Ndhodné veliciny X1, Xo ..., X, jsou vzdjemné nezdvislé pravé tehdy,
plati-li
fx(xy,za. oo x,) = fx, (1) fxo (m2) - - fx, (20), V(1,29 .., 2,) € R™

Véta 1.6 Jsou-li X,Y nezavislé ndhodné veliciny s konecnymi strednims
hodnotami, pak

a) EXY = (EX)(EY).
b) Jsou-li navic EX? < oo a EY? < oo, pak cov(X,Y) = 0.

Plati-li cov(X,Y’) = 0, pak fikdme, ze nahodné veli¢iny jsou nekorelované.
7 nekorelovanosti vsak obecné jesté neplyne nezévislost!
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Kapitola 2

Zaklady statistiky

Statistika se obecné zabyva praci s daty, a to od zptisobu jejich ziskani (sbéru
dat) pres zdkladni zpracovani véetné tvorby modeli (popisna statistika) a
odhady ruznych parametrii (bodové a intervalové odhady) po ovéfovani mo-
deli a jejich vlastnosti (testovani hypotéz). V této kapitolce si v kratkosti
projdeme popisnou statistiku, bodové a intervalové odhady, testovani hypo-
téz.

2.1 Popisna statistika

Definice 2.1 Ndhodny vektor X = (X1, Xy ..., X,,) nezdvislyjch, stejné roz-
délengjch nahodnyjch velicin, se nazyvd ndahodny vybér.

Poznamka 2.1 7o, co v prazi oznacime za data, jsou jiZ konkrétni hod-
noty (r1,xs...,T,), které nazyvime téZ realizaci ndhodného vybéru X =
(X1, Xs...,X,). Musime si vSak wvédomit, Ze pokud bychom sbér dat opa-
kovali, ziskali bychom jingch n hodnot, tudiZ je z hlediska teorie nutné na
ndhodny vybér nahliZet jako na vektor ndahodnijch velicin. Stejné tak charak-
teristiky uvedené v ndsledugjici definici jsou z teoretického hlediska ndhodniyjmi
veli¢inami, v pripadé dosazeni konkrétnich dat se vsak jiZ jednd o ciselné
hodnoty, které jsou vhodnymi odhady teoretickiych charakteristik ndahodnijch
veli¢in, jmenovité stredni hodnoty a rozptylu.

Definice 2.2 Funkce
ZX

ndhodného vijbéru X = (X1, X, .. ,Xn) se nazyvd vybérovy primeér a




se nazyvd vybérovy rozptyl. S, = \/S? je pak vybérovd smérodatnd od-
chylka.

Definice 2.3 Necht F' je spojitd a monotonni distribucni funkce a0 < 3 < 1.
Pak hodnotu zg takovou, Ze F(z3) = [, nazjvame [B-kvantil rozdélent s
distribucni funkci F.

Pro nahodnou veli¢cinu X s distribu¢ni funkei F' a kvantily 2z pak casto
vyuzivame vlastnosti, ze

P(Za/g <X < Zl_a/g) = F(Zl_a/g) — F(Za/g) =1—-aq.

Definice 2.4 Nechl (x1,25...,x,) jsou data, tedy realizace ndhodného vy-
beru (X1, Xy ..., X,). Pak

_ #H{ziixi <

Fan () .

kde # znact pocet prvki, se nazyvd empirickd distribucéni funkce.

Definice 2.5 Necht (z1,23...,x,) jsou data, Fepy(x) prislusnd empirickd
distribucni funkce a zz znaci B-kvantil ndhodné veliciny s distribucni funkct
Femp. Pak hodnoty 2,4, 2172 a 234 se nazyvaji 1.kvartail, 2.kvartil (téZ "me-
dian”), resp. 3.kvartil. Nejcastéji zatoupeny prvek v realizaci ndhodného vy-
béru se nazyvd modus.

Poznamka 2.2 Obcas se 1.kvartil definuje jako z* = max(x; : Fopp(z;) <
1/4) nebo z** = min(x; : Fomp(x;) > 1/4), popi. jako 2% = z* + 1(2* — 2*).
Analogicky se pak definuje i 2. a 3.kvartil. Poznamenejme, Ze jelikoZ se jednd
0 popisné statistiky, tedy udaje slouZici k priblizné predstavé o datech, a s
menicimi se daty se lehce meéni i hodnoty kvartili, nejsou zminéné rozdily v
jejich definicich zdsadnim problémem.

Dalsimi popisnymi statistikami jsou pak grafickd znazornéni, z nichz nej-
znaméjsi je histogram - graf, kde do intervalt s ekvidistantnimi hranicemi
vynasime sloupce, jejichz vyska odpovida poctu dat spadajicich do danych
intervali. Dalsim grafickym néstrojem k popisu dat je tzv. boxplot (nebo
také krabicovy graf), v némz mame vyzna¢ené minimum, maximum a ob-

last mezi 1. a 3. kvartilem s vyznacenym medianem.

Piiklad 2.1 Sledovali jsme doby mezi piichody zdikazniki (v minutdch) a
namérilt jsme téchto 21 hodnot:
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4.9, 6.2, 2.6, 0.6, 0.3, 2.3, 3.2, 1.4, 6.4, 4.8, 1.2,
2.5, 0.2,0.2, 0.8, 0.1, 0.1, 1.4, 7.8, 0.2, 4.7.

Pro prehlednost si hodnoty seradime od nejmensi po nejuétsi:
0.1, 0.1, 0.2, 0.2, 0.2, 0.3, 0.6, 0.8, 1.2, 1.4, 1.4,
2.3, 2.5, 2.6, 3.2, 4.7, 4.8, 4.9, 6.2, 6.4, 1.8.

Mdme zde:
vybérovy primeér (pro danou realizaci) T = 2.471,
vybérovy rozptyl (pro danou realizaci) S3; = 5.81,
vybérovou smerodatnou odchylku (pro danou realizaci) Sy = 2.21,
L.kvartil = 0.3, medidn (tj. 2.kvartil) = 1.4 a 3.kvartil = 4.7,
min = 0.1, max = 7.8, modus = 0.2.

Histogram Boxplot

0

Z povahy dat usuzujeme, Ze by data mohla mit exponencidlni rozdélent.
Zkusime tedy proloZit histogram (vynormovany tak, aby plocha vSech sloupci
dohromady byla rovna 1) hustotou a empirickou distribuéni funkci teoretickou
distribucni funkci s parametrem X\ = 1/Z9; (nebot teoreticky mdme pro n.v.
X s exponencidlnim rozdélenim EX = 1/A = A =1/EX).
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Histogram Empiricka distrbucni funkee

Vidime, Ze obé kriwvky hezky kopiruji prislusnd rozdélent, tudizZ miZeme data
povaZovat za expoencidlné rozdélend.

2.2 Bodové a intervalové odhady

Priiklad 2.2 UvaZujme situaci, kdy v pronich deseti dnech lyZaiské sezony
obslouzil kiosek na sjezdovce postupne 224, 225, 209, 210, 201, 203, 239, 205,
228 a 215 zdkazniki. Magitel (byvaly matfyzdk) by si rad udélal model poctu
obslouzZenyjch zdkazniki na nasledugici dny, aby mohl lépe pldnovat ndakup su-
rovin. JelikoZ jde o systém hromadné obsluhy, lze ocekdvat, Ze pocty pricho-
zich zdkazniki se budou 7idit Poissonovym rozdélenim. Zbyvd tedy odhadnou
parametr tohoto rozdélent z dat. JelikoZ vime, Ze EX = X\ pro X ~ Pois(\),
tak se nam uloha zredukovala na odhad stredni hodnoty. Prirozenym odha-
dem stredni hodnoty z dat je aritmeticky primer namérengch hodnot, tedy
X = %ZLI x;, kde x;, i =1,...,n jsou naméfené hodnoty (data). V nasem
piipadé dostaneme X = 215.4, tedy odhad A = 2154. Poznamenejme, Ze
znaceni 6 se obecné pouZivd pro oznaceni odhadu parametru 6.

To, co jsme v predchozim prikladu provedli, byl bodovy odhad parametru
Poissonova rozdéleni. Pojdme se nyni podivat na tuto problematiku obecnéji.

Definice 2.6 Bodovy odhad parametru 0 je jakdkoliv funkce ndhodného
vybéru 0(X), jejiz funkéni predpis nezdvisi na 6.

Vyse zminéna definice je sice matematicky pfesna, avSak pro nase po-
treby prilis obecna a neprehledna. Budeme si proto pod bodovym odhadem
predstavovat nikoliv funkei ndhodného vybéru 6(X), nybrz samotné ¢islo 6,
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které ziskame z realizace (z1, ..., x,) ndhodného vybéru X, tedy z dat, a
které co nejpfesnéji popisuje hledany parametr 6.

Predchozi definice nam sice zavadi pojem bodovy odhad, ale uz nam
nedava zadny navod, jak v konkrétnim pripadé bodovy odhad vytvorit. Uka-
zeme si dvé metody, které tento problém fesi. Poznamenejme, Ze definice
2.6 neklade zadné pozadavky na volbu funkce é(X), a tedy pFipousti i na-
prosto nesmyslné verze odhadu (napt. v piikladu 2.2 bychom klidné mohli
volit A = 1000 a s predchozi definici by to nekolidovalo, ale prakticky by to
byl nesmysl).

2.2.1 Metoda momentu

Mgjme (21, ..., z,) realizaci ndhodného vybéru X = (X1, X5..., X,,), kde
distribuéni funkce Fy nahodnych veli¢in X;, i = 1, ..., n zévisi na paramet-
rech 01, ...,0; € O, kde © je mnozina, z niZ miZe parametr pochézet (napf.
nezdpornd realné ¢isla). Predpokladejme, Ze tzv. i-t¢ momenty EX} jsou ko-
nec¢né pro vSechna i = 1, ...k. Tyto momenty rovnéz zéaviseji na 6., ..., 0. Pak
polozenim

EX? = m,,

kde m; je i—ty vybérovy moment ziskany jako
1 n
_ i
J:

pro v8echna ¢ = 1,...k, ziskdme soustavu k rovnic o k neznamych 64, ..., 0y,
jejimz feSenim jsou odhady 64, ..., 0.

Poznamka 2.3 V prikladu 2.2 jsme tuto metodu intuitioné pouZzili. JelikoZ
jsme pracovali pouze s jednim parametrem A\, potiebovali jsme pouze pront
moment (stredni hodnotu) a my, coZ je aritmeticky primeér namérenych hod-
not.

2.2.2 Metoda maximalni vérohodnosti

Mgjme (zq,x3...,x,) realizaci ndhodného vybéru X z rozdéleni s pravdé-
podobnostmi Pp(X = .) nebo s hustotou fy(.), kde toto rozdéleni zavisi na
né¢jakém parametru 6 € ©. Odhad 0 je maximalné vérohodnym odhadem,
jestlize

n n

Hpé(Xl =) = IglengPG(X = 7)),
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resp.
H folw:) = Tglé(lj[ fo(xy).

Funkei L(0) =[]}, Po(X1 = ;) (diskrétni pfipad), resp. L(0) = [ [}, fo(x:)
(spojity piipad), se fikd vérohodnostni funkce. Pro snadnéjsi vypocet se
C¢asto pracuje s logaritmicko-vérohodnostni funkeci [(0) = In(L(0)).

Priklad 2.3 Vratme se nyni v prikladu 2.2 a zkusime ho nyni vyresit me-
todou mazimalni vérohodnosti. Hleddme takové A > 0, které maximalizuje
hodnotu funkce LX) = [, Po(X = x;) =[], (e - ’\EZ) Pro dalsi vipo-
cet pouzijeme logaritmicko-vérohodnostni funkci, tedy budeme hledat A > 0
takové, aby maximalizovalo hodnotu

1(0) = In(L(9)) = Z In(e™
= —n\— iln(:ci!) +1In()\) iﬂfz

i=1

)= Z (=X + z;In(\) — In(z;!))

al(0)
90) /\le— !

2 toho dostaneme odhad A = LS @ = T Jak vidime, v daném piikladu
ndm obé metody daji stejny odhad.

Nyni si vyzkousime obé metody na nasledujicim prikladé.

Priklad 2.4 V pronim tydnu na kolejich 17. listopadu student matfyzu pri
cesté na univerzitu cekal na zastavce autobusu 112 postupné 9.67, 9.25, 5.05,
4.37 a 1.70 mainut. Odhadnéte interval mezi prijezdy autobusu 112, pokud
student chodil na zastdvku nezdvisle na jizdnim Fdadu?

ResSeni

Jelikoz student chodi na zastavku nezévisle na jizdnim radu, da se ocekévat,
ze ¢as T, po ktery bude student ¢ekat na piijezd autobusu, ma rovnomérné
rozdéleni R(0, a), kde a > 0 je neznamy parametr (a je interval mezi piijezdy
autobusu, tedy horni hranice doby ¢ekani). Oznacme x;,7 = 1,...n, naméfené
hodnoty (v nasem piipadé je n = 5).

e Metoda momentiu:
EX =3, tudiz m; =7 =

,atedy a =27 =2-6.01 = 12.02.
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e Metoda maximéalni vérohodnosti:

fx(x) = L proz € (0,a) a fx(z) = 0 pro = ¢ (0,a), tedy L(a) =
- jsou-li viechna z; € (0,a), a L(a) = 0 v jiném piipadé. Z toho

dostamene piimo odhad a = max{xy,...,z,} = 9.67.

V tomto prikladu ndm metoda maximalni vérohodnosti dala jiny odhad
nez metoda momenti. Otazkou je, ktery z téchto odhadi bychom si méli
vybrat, nebo pfesnéji, na zékladé jakych vlastnosti bychom méli mezi riz-
nymi odhady volit. Je tfeba si opét uvédomit, ze z hlediska teorie je odhad
parametru nahodna veli¢ina, nebot je to funkce nahodného vybéru, a tedy
pri porovnavani vice odhadi a urcovani vlastnosti odhadi je tfeba k nim
pristupovat jako k ndhodnym veli¢inam. Mame-li né¢jaky odhad é, pak nas
zajimé zejména jeho stfedni hodnota Ef a rozptyl varf. U stiednf hodnoty
chceme, aby se rovnala odhadovanému parametru (tzv. nestrannost od-
hadu), u rozptylu bychom zase radi, aby byl co mozna nejmensi, tj. aby
pri riznych métrenich vychazely odhady co nejpodobnéjsi. Dalsi vlastnost,
kterou pozadujeme, je, aby s pribyvajicim poc¢tem dat odhad konvergoval k
skute¢né hodnoté parametru 0 (tzv. konzistence odhadu). Zavedeme si tedy
nyni tyto vlastnosti bodového odhadu.

Definice 2.7 Uvazujme ndhodny vyber X = (r1,...,x,) rozsahu n. Pak se
bodovyj odhad 0(X) nazjvd

o nestranny, jestlize EO(X) = 6.

e konzistentni, jestlize pro libovolné e > 0 plati lim,,_, P(|0(X) — 6] >
g)=0.

Poznamka 2.4 Konvergence pouZitd v definici konzistentniho odhadu se na-
zyvd konvergence v pravdépodobnosti. Kromé ni se v teorit pravdépodob-

N

nosti vyskytuje i siln€jsi konvergence, a to konvergence skoro jisté defino-
vand jako P(lim, o |0(X) — 6| > ¢) = 0.

PouZzijeme-li vybérovy primér X, jako odhad st¥edni hodnoty EX, pak
konzistenci tohoto odhadu shrnuje néasledujici véta.

Véta 2.1 (Silny zakon velkych &isel)
Necht {X,,}22, je posloupnost nezdvislych stejné rozdélengjch ndhodnijch ve-
licin s konecnou stredni hodnotou EXy = . Pak pro n— oo plati

— 1
v pravdépodobnosti 1 skoro jisté.
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2.3 Testovani hypotéz

Necht X je ndhodny vybér z rozdéleni, které zavisi na parametru 6 € O. Tvr-
zeni, ze 6 patii do néjaké mnoziny Oy, se nazyva nulova hypotéza (znac¢ime
Hy : 0 € ©g). Na zékladé nahodného vybéru X testujeme nulovou hypotézu
vici alternativni hypotéze H, : 0 € ©\ 0. K tomu stanovime mnozinu W
(tzv. kriticky obor) tak, ze Hy zamitame ve prospéch H 4, jestlize X € W,
v opa¢ném piipadé Hy ve prospéch H, nezamitéame.

Vétsinou testujeme Hy : 6 = 0y, kde 6y je konkrétni hodnota, takze
prirozenou alternativou je H4 : 6 # 6. Obcas vSak dava vétsi smysl testovat
Hy vici Hy @ 6 > 6y nebo Hy : 0 < 6, jelikoz opacna situace nedava v tu
chvili prakticky smysl.

P1i testovani mohou nastat nésledujici situace:

e Hj plati a test ji nezamita 1/,

e Hj neplati a test ji zamita /,

e Hj plati a test ji zamitd — chyba prvniho druhu,

e Hj neplati a test ji nezamita — chyba druhého druhu.

Testovani pak probiha tak, Ze si zvolime hodnotu « (obvykle 0.05, nékdy
0.01 nebo 0.1) a kriticky obor W konstruujeme tak, aby chyba prvniho druhu
nebyla vétsi nez (obvykle byla rovna) a.. Takové « se nazyva testovaci hladina.

Ukazme si testovani hypotéz na testu o stfedni hodnoté normalniho roz-
déleni zndmém pod nézvem jednovybérovy t-test. Necht X je nahodny
vybér z rozdéleni N(u,0?), kde 0® > 0 a ani jeden parametr neni znamy. Z
hlubsi teorie vime, Ze ndhodna veli¢ina 1" = %\/ﬁ ma tzv. Studentovo
t,_1-rozdéleni, jehoz kvantily Ize najit ve statis&ckjrch tabulkach. Testovani
Hy: o= po vaci Ha : p # po pak probiha ve dvou krocich:

1. Spocitame tzv. testovou statistiku (hodnotu) Ty = XLS;@\/H

2. Jestlize |To| > ti—aj2,n—1, zamitdme Hy ve prospéch H,, v opacném
pripadé H, ve prospéch H,4 nezamitame.

Testovani Hy : = po vaci Ha : g0 > o probiha analogicky:
1. Spocitame hodnotu Ty = X"S—;“O\/ﬁ

2. Je-li Ty > t1_qn—1, zamitame H, ve prospéch H,, v opacném piipadé
Hy ve prospéch H 4 nezamitame.
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Nulova hypotéza Hy : = po vacéi Hy @ p < pg je pak zamitnuta v pripadé,
ze TO < ta,n—l = _tl—a,n—l-

Piiklad 2.5 Vyrobee turdi, Ze spotieba jim vyrabéného automobilu je 8 1/100km.
Primeérnd spotreba u 49 uzivateli ale byla 8.4 1/100km. Naméien byl ddle vy-
berovyy rozptyl 2.56. Testujte na hladiné 5%, zda mél vijrobce pravdu.

Reseni:

Za nulovou, resp. alternativni, hypotézu si zvolime
Hy : spotieba = 8 1/100km,

H 4 : spotieba # 8 1/100km.

Za platnosti Hy ma nadhodna veli¢ina

rozdéleni t45. Vypocteme proto hodnotu

 84-38
V256

Jelikoz |Ty| < t4s.0.975 = 2.01, hypotézu Hy ve prospéch H4 nezamitame.
Vzhledem k situaci (hadame se s vyrobcem, Ze spotfebu zamérné pod-

hodnocuje) dava vétsi smysl si za nulovou, resp. alternativni, hypotézu zvolit

Hy : spotieba = 8 1/100km,

H, : spotfeba > 8 1/100km.

Hodnotu 7y = 1.75 pak porovname s kvantilem t45.0.95 = 1.68, nebot alterna-

tivé tentokrat nahrava "hornich 5%”. A jelikoz Ty > t4s.0.95 = 1.68, hypotézu

Hy ve prospéch této H 4 zamitame.

Th -7 =1.75.

Poznamka 2.5 Testovani hypotéz je velice Sirokd disciplina, o niZ byla na-
psana spousta knih. Jejich princip je vSak vZdy stejny, jako jsme si ukdzali,
3. spocitame z dat hodnotu, tzv. testovou statistiku, u niZ zname jeji pravde-
podobnostni rozdeéleni za platnosti nulové hypotézy, a tuto testovou statistiku
porovndme s prislusnym kvantilem. Podle vysledku porovndni pak hypotézu
(ne)zamitame.
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Kapitola 3

Regresni analyza

3.1 Zakladni pojmy

Uvazujme nahodny vektor X = (Xq, ..., X)), ndhodnou veli¢inu Y a pfedpo-
kladejme, ze Y na X néjakym zpiisobem zavisi. Ukolem regresni analyzy je
nalézt funkéni zavislost Y na X, tj. najit takovou funkci f, ze

Y = for,..0,(X1,... X;) + ¢ (3.1)

kde tzv. chybovy ¢len € je ndhodna veli¢ina s nulovou stfedni hodnotou a
rozptylem o2. Aby tato funkce dobie popisovala situaci, je tf¥eba, aby rozptyl
o? nebyl prilis velky. Casto navic predpokladdme normalitu e.

Uvedme si nejprve nékteré zakladni pojmy. Vztah (3.1) se nazyva re-
gresni model. Funkce f se nazyva regresni funkce. Cislim 61, ..., 0, se rika
parametry regrese. Nahodny vektor X = (X7, ..., X,.) se nazyva vysvét-
lujici proménna. Nahodné veli¢ina Y je pak vysvétlovani proménna.

K odhadu parametrii regrese se témér vyhradné pouziva metoda nejmen-
sich ¢tverci, ktera funguje nasledovné. Necht (y;, z1,, ..., 2,,), i =1,....,n jen
pozorovani vektoru (Y, Xi, ..., X,.). Oznacme

n

S(01, . 0,) = (yi — f(@1,, s w0y, 01, ., 6,))?

=1

Vyraz S(64,...,0,) se nazyva rezidualni soucet ¢tverci. Metoda spociva v
minimalizaci

~ ~

(01, ...,0,) = argminS(6, ..., 0,)
01,00

= argminZ(yi — f(z1,, ey T, 01, o, 0,))?,
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kterd se provadi podobné jako v piipadé metody maximélni vérohodnosti
parcialni derivaci podle jednotlivych parametrii.

3.2 Linearni regrese

Nejjednodussi formou regrese je pripad, kdy funkce f je linearni. Obecny
tvar (nazyvany vicenasobné regrese) je

Y=a+b0Xi+..+b0X, +e

Casto viak hledame zévislost veli¢iny Y pouze na jediné veli¢iné X (tj. X je
jednorozmérny vektor). Tento piipad, tj. vztah

Y =a+bX +e,

se nazyva jednoducha regrese. Mame-li data (y;, z1,,...,2,,),0 = 1,...,n a
uvazujeme-li jednoduchou regresi, pak hodnoty

e =1y —a—bxr;, 1=1...n
se nazyvaji rezidua a lze je povazovat za realizace chybového ¢Clenu €. Rezi-

dualni soucet ¢tvercu pro jednoduchou regresi je

n

S(a,b) = Z(yZ —a — bx;)?.

=1

K nalezeni odhadii parametrii @ a b v modelu jednoduché regrese pouzijeme
vySe popsanou metodu nejmensich ¢tverci. Hledame-li minimum S(a, b), do-
stavame rovnice

a@ *—22 i —a—br;) =0,
(92 ——QZ i —a—bx;)x; =0,

7 nichz dostavame

b— nZ?:I TilYi — Z?:l Ly Z?:l Yi Z:l (25 — 2)y;
o n 2 n 2 - — 2
”Z':l i — (32 1%‘) Zz 1(% )

1=
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Pro testovani, zda se koeficienty modelu vyrazné lisi od nuly, pak pouzi-
vame statistiky
a b
—, resp. 1, =—,
s, P T,

které maji za platnosti hypotézy Hy : a = 0, resp. Hy : b = 0, t,,_o-rozdéleni.
Tedy hypotézu Hy : a = 0, resp. Hy : b = 0, zamitame ve prospéch Hy : a #
0, resp. Hy4 : b # 0, na hladiné vyznamnosti o, pokud |T,[ > ¢, 21, Tesp.
T > tp—21-2.

T, =

Priklad 3.1 Méjme nasledujici pozorovdni:

] 123814156
vil 8156 41410122012
v | 1112 13] 14 15] 16] 17] 18] 19] 20
il 0 28] 0516|4456

<
o
o
~
=

Bodové odhady parametri a a b jsou a = 4.816,?) = —0,544 a proloZeni dat
regresni primkou vypadd ndsledovne:

Pro ovéreni (ne)nulovosti koeficienti dostdvame

|T,| = |7.6867| = 7.6867 > 2.1009 = t15.0.975

|Tb| = | — 1040844| = 10.4084 > 2.1009 = t1870'975,
tedy zamitdme jak hypotézu Hy : a =0, tak Hy: b =0, ve prospéch Hu : a #
0, resp. Hy : b # 0, na hladine 5%.

Soucasti regresni analyzy je tzv. analyza rezidui a identifikace odlehlych
pozorovani. Ta vychazi z vySe zminénych predpokladi na chybovy ¢len €, aby
byl ndhodnou veli¢inou s nulovou stfedni hodnotou a normélnim rozdélenim.
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Je tedy tfeba ovefit tyto predpoklady na odhadech chybovych ¢lent e; =
yi — a — bx;. Toto ovéTeni se nazyva analyza rezidui a pouzivaji se pro ni jiz
rizné metody, napt. vykresleni histogramu, jehoz vrcholy by mély pfipominat
Gaussovu kfivku, nebo boxplotu, ktery by mél byt symetricky s medidnem
blizko hodnoté 0. Pti analyze rezidui lze takto detekovat i odlehla pozorovani.

V nésledujicim prikladé si ukazeme, jak mize jedno odlehlé pozorovani
ovlivnit regresni primku a jak se graficky projevi v boxplotu.

Piiklad 3.2 Regresni primka proloZend vsemi daty, daty bez odlehlého po-
zorovdani a boxploty prislusniyjch rezidui vypadaji ndsledovné:

Vijber vhodného regredniho modelu lze pak provést napr. pomoci koeficientu
determinace definovaného jako

R 2izilat b — g)°
>y — )
Jeho hodnoty se pohybugi v intervalu (0,1), pFicemz vétsi hodnoty znamenagi

vEtST Uuspésnost regrese. Pro predesly priklad dostdvime R* = 0.084 (Spatnd
data), resp. R* = 0.876 (data bez odlehlého pozorovdni).
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