Cviceni 01-02 NMTM101 - Matematickéa analyza I.

Uvodni pisemka

1. Upravte vyraz:

2. Reste rovnici v R.

.2
S +cos’z tg = 1.
tg x
3. Je dano komplexni ¢islo
15—-5i 1-3i
=—— —+ 3 +9)(—-1+2).
=T ; + (B3+19)(—1+29)

Vypoététe a’.
4. V mnoziné realnych cisel feSte nerovnici:

log%(:v -2) +10g%(:v+2) < -2

5. Vypoctéte limitu

6. V komplexnich ¢islech feste rovnici

7. Reste rovnici
1 — sin 3z = cos? 3z.

8. Reste v R ronici:
41: + 3:IJ+3 — 4w+3 _ 3w+2.

9. V R reste soustavu rovnic:
3logw +4logy -4

32loga: _4210gy =8

10. Urcete desaty clen aritmetické posloupnosti, ve které as +as =9 a as - az = 14.
11. Soucet prvnich ¢tyf po sobé jdoucich ¢lenti geometrické poslopupnosti je 80. Urcete ji, je-li ay = 9as.

Reseni - pisemka

2 2
x4y 2 2
3 7 = 7 = = = ) x Y y T Y-
(1 + L ) @3 —y3 (@2+y2) (23 —y3) x (z -y (@2 +ey+y?) -y
22 T 32) 2252 2292 (c2452)
2.
sin? z 2
fcosfztga =1
tg ©
sinz cosx + sinwcosx = 1
2sinxzcosx = sin2x = 1
™
z = — + km
4
3.
15 — 5i 1 — 24 1—3i1i 15 — 10 — 3514
a = - 4(-83—-2—i4+6i)= — " 4+ (34+i)+(—5+5i)=1—Ti+3+i—5+5i
1+2i 1— 22 i i 5

257 ™ ™
i) = 4V2(sin — + cos —i) = 4 + 4i.
4 4 4

5

5 5m 257
= —1— 4= V2(sin — + cos —i) = a” = 4V2(sin — + cos
4 4 4
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4.
logy (z —2) +logy (z+2) < -2
2 2
logq (z — 2)(x +2) <logq 4, (x> —4) >0
2 2
22 _a4>4
z > 2V2.
5.
222 — 3z z2(2 - 3) 2 3
R =R, — 5 T 5 T
x4 — bz + 1 x4 (1 — +P) 17;4»117
6.
z
a — bi = (a? — b2) + 2abi
—1
= —b=2ab=>a=— V b=0
2
2 2 - V3
= a=a"—-b"=0,1, — + —
2
7.
1 — sin 3z = cos? 3z
1—sin3z =1 — sin? 3z
T2 ke
(1 — sin3z)(1 — (1 +sin3z)) =0 = sin3z =1Vsin3z =0 = o = — + —kr Vo= —.
6 3 3
8.

4% (1 — 43) = 3% (=33 _ 32)
(4)1 4.32
3/ a3 -1
1og%

log %

9. A=3lg p—y4logy o A1 B=4,42 B2=(A4+B)(A-—B)=8=A=3B=1=logz=1,logy=0= =10,y = 1.

10.

ay=a,2a+d=090a+da=14=d=9—2a = a® + a(9 — 2a) = 14

> a?-9a+14=(a—7)(a—2=0=>a=2,d=5a19=ag+8d=42Va=7,d=—5 ap = —33.
11.

ag =95 =d=43Vas=ag=0,d=3=a(l+3+9+27) =80
=a=2d=-3=a(l-3+9-27)=-20a=80=a=—4,a4=0=a=80,d=0.
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Grafy funkci

Nagcrtnéte grafy néasledujicich funkci

fla) = (a— 1)2
2. f(z)=|mnla]
3. fl#) = oy
4. f(x)=In(z+1)+3
5. f(x) = #ISC:M‘
6. f(z) =Insinx
7. f(z) = In(lnsinx)
8. f(2) = \/reotan

Dukazy
9. Dokazte, Ze ¢islo /2 je iracionalni Vn > 2.
10. Dokazte, ze prvocisel je nekoneéné mnoho.
11. Dokazte, ze soucet tfetich mocnin t¥i po sobé jdoucich pfirozenych cisel je délitelny deviti.
12. Dokazte, Ze pro vSechna pfirozena, ¢isla n je n® — n délitelné Sesti.

13. Dokazte matematickou indukci, Zze pro kazdé prirozené ¢islo n plati

) 1424..4n="0tD
.. 2 2 2 _ n(n+1)(2n+1)
i) 12 +22 4 ... 4 n? = Mot

i) B+22+ .. +nd=(1+2+..+n)?

14. Jestlize ﬁ, e a+b jsou tii po sobé jdouci ¢leny aritmetické posloupnosti, potom i a2, b?, c? jsou t¥i po sobé jdouci
Cleny aritmetické posloupnosti. Dokazte.

Supremum, infimum, maximum a minimum

Zjistéte, zda v nasledujicich mnozindch existuje maximum, minimum, supremum a infimum, a pokud ano, urcete je.

15. )
M={—— R
{1+m2’x€ }
16.
M:{n,neN}
n+2
17.

M:{(_i)n,neN}

Reseni
Dukazy

9. Necht V32 je raciondlni, pak existuji nesoudelné ¢isla p, g € Z, pro které plati V2 = 2. Tedy 2¢™ = p™, proto je p sudé, a tedy i p je sudé. Z toho plyne, ze existuje
k € Z splaujici p = 2k. Pak 2¢™ = 2™ k™, proto je g také sudé, coz je ve sporu s nesoudélnosti p a g.

10. Necht je prvocisel kone¢ne mnoho. Ozna¢me je postupné pj, pa, ..., Pn. Potom py - po - ... - pp + 1 je ¢islo, které neni délitelné zadnym z ¢isel p;,i = 1,...,n, a tedy by
bylo dal$im prvoéislem. Proto nemuze byt prvocisel kone¢né mnoho.
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11.
(n—1)3 403+ (n+1)3 =3n3 + 6n =33 +2n)

Sta¢i tedy ukazat, ze (71,3 + 2n) je délitelné tfemi.

I. Pron = 1 dostaneme 13 + 2.1 = 3, coz je ¢islo délitelné tremi

II. Necht plati, ze n3 + 3n je délitelné tremi, pak (n +1)3 +2(n+1) =n3 +3n2 +3n+14+2n+2 = (n3 +2n) + (3n2 £+ 3n +3) = (n3 + 2n) + 3(n2 + n + 3). Tedy i
(n + 1)3 + 2(n 4 1) je délitelné tfemi, ¢imz je diikaz indukci hotov.

(n?2 —1) = (n — 1)n(n + 1), coz je souéin t¥i po sobé jdoucich &isel a ten musi byt délitelny sesti.

13. i) I. Pron = 1 dostaneme 1 = 1.

II. Necht 142+ ... +n = w pak 1 +2+ ...+ n+ (n+1) = % +(n+1)= % &imz je dikaz indukei hotov.

LO+D@HD

ii) I. Pron = 1 dostaneme 12 =

1L Necht plati 12 4 .. 4 n2 = MOFDENHD) g2 42 4 g2 o nEDEED 2 (n+1)(2n2+6n>+6<n+1>2 _ (n+1)(2rf+7n+6>
(n4+1)(n+2)(2n+3)
lntlfnd2N2n=i),

¢imz je dukaz indukci hotov.

I11) I. Pron = 1 dostaneme 13 = 11

2 2 2,2
II. Necht plati 13 +23 + ... 4 n3 = (14+2+...4n2), pak 13+ ... +n3 4+ (n+1)3 = 1 +24+...+n2)+ (n+1)3 = %+(n+13): M =

2 2
ADTOA2)T _ (1424 . 4 (n +1))2, cims je dikaz indukei hotov.
14.
1 1 1 a+2b+c 2 (a+ 2b+ c)(c+ a) — 2(ab + ac + bb + be)
+ =2 = - =0 = =
b+c a+b c+a ab + ac + bb + be c+a (ab + ac + bb + be)(c + a)
(a+2b+c)(c+a) —2(ab+ ac + bb + be) = 0 = a2 + 2ab + 2ac + 2be + ¢ — 2ab — 2ac — 2be — 2b% = 0 = a2 + 2 = 2b2.
Supremum, 1nﬁmum, maximum a minimuim
15. Snadno nahlédneme, ze 0 < H*%w < 1, Vz € R, jelikoz 1 < 1 + 12, Vz € R. Jelikoz H%fﬂ = ﬁ =1lproxz =0 a ﬁ < 1 Vz € R, je 1 maximem mnoziny M, a
tedy i jejim supremem. Vime, ze 0 < 1+1 5, ¥z € R. Piedpokladejme, ze existuje € > 0 takové, ze Vo € R plati ¢ < 1+1 5, pak €(1 4+ 22) < 1. Pro = = —L dostaneme
x x

e(1 4+ %) = e+ 1> 1, coz je spor s piedpokladem, tedy takové e > 0 neexistuje. Proto inf M = 0. Jelikoz 0 neni prvkem mnoziny M, minimum neexistuje.
16. Nejprve ukazme, ze posloupnost {7#2} je rostouci:
n n 4+ 1
<

n 4+ 2 n 4+ 3
nn+3) =n?+3n<n43n+2=(n+1)(n+2).

Pak Vn € N plati ;g > 145 = 3, tedy min M = inf M = L. ¥n € N plati 1 > 5.5 Piedpokladejme, ze existuje K < 1 takové, ze Vn € N, K > -f. Pak

n+2"° n+2"
n
K >
n 4+ 2
2K
n
1 - K
Tedy pro n > lszK dojdeme ke sporu. 1 ¢ M, tedy sup M = 1 a maximum neexistuje.
) (=12m—1 (=1)2" . (=)™ . )
17. Necht m,n € N, pak =T <0< T , tedy libovolny lichy ¢len posloupnosti — je mensi, nez libovolny sudy ¢len této poslopupnosti. Proto se u vysetfovani
_1\2n
suprema a maxima sta¢i omezit na sudé éleny a u vysetiovani infima a minima jen na liché &leny Posloupnost % = ﬁ, n € N, je klesajici, tedy prvni élen je zaroven

—1
2-1-1

= —1.

(—1)2m—1
2

maximalnim élenem této posloupnosti = max M = sup M = zip = % Posloupnost L = ﬁ m € N je rostouci, tedy min M = inf M =




