Kapitola 1

I d

Nekonecné ciselné rady

Definice 1.1 Necht {a,}5°, je posloupnost redlnijch cisel. Symbol

o0

Zan nebo a4+ as + as+ ...

n=1

nazyvame nekonecnou ciselnou radou. s, = Z?Zl a; = ay+as + ...+ a, nazveme n-ty
cdstecny soucet tady a {s,}>2, posloupnost castecnyjch soucti.

Ezxistuje-li vlastni limita lim, S, = S, Tekneme, Ze 1ada Z;O:l a, konverguje a
md soucet s.

Neezistuje-li vlastni limita lim,_s,, Tekneme, Ze tada Y | a, diverguje. Di-
vergentni Tady dale délime na tri pripady:

o Je-li limy_ 008, = 00, Tekneme, Ze Tada diverguje k +oo a piseme Y >~ a, =
+00,

o je-li limy,_ 08, = —00, Tekneme, Ze rada diverguje k —oo a piseme Zzo:l a, =
o jestlize lim, S, neexistuje, rekneme, Ze rada osciluje.
Priklad 1.1 Urcete, kdy konverguje geometrickd tada - aq" ', kde a, ¢ € R\ {0}
a zjistéte jeji soucet.
Resent:
1. Nechtq =1, pak s,, = na a tedy lim,_,o. s, = +00 proa > 0 alim,_,, s, = —00
pro a < 0. Rada je tedy divergentni a diverguje k +oo(—oc) pro a > 0(a < 0).



2. Necht ¢ = —1, pak s, = 0 pron sudé a s, = a pro n liché, tedy lim,,_, s,
neexistuje. Rada osciluje.

3. Necht |q| # 1.

Sp=a+aq+aq® + ... +aqg" !

Snq = aq + ag® + ... + ag"
Sn_anzsn(l_Q) :a_aqn:a(l_qn)

1—q"
Sp = a .
l—gq
e Pro|q| <1 je
. . 1—q" a
UMy 00 SnliMy 0o = ,
1—gq 1—gq

rada konverguje a ma soucet 1%(1.
e Progqg>1je
IL—q¢" a
l1—¢ 1—g¢q

UMy —00Sn = iMoot = +o0,

rada diverquje k 4o0.

e Pro g < —1 limita lim,_,~S, neexistuje, rada tedy osciluje.
Definice 1.2 Rada se nazjvd omezend, je-li posloupnost {s,} omezend.

Véta 1.1 Konvergentni rada je omezend.

Diikaz
Viz. véta z prvniho semestru, ma-li posloupnost vlastni limitu, pak je omezena.
O

o0

Poznamka 1.1 Obrdcené turzeni neplati. Napr. rada ) -,

ciluje), ale je omezend.

(—=1)" je divergentni (os-

Véta 1.2 Necht jsou tady Y .- an a Y . b, konvergentni. Pak je konvergentni i
rada Y7 (Aay, + vby) a plati,

i()xan + b, = )\ian + vibn.
n=1 n=1

n=1
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Diikaz
Disledek véty o aritmetice limit.

Poznamka 1.2 Konvergentni rady tvori vektorovy prostor.
Véta 1.3 (nutnd podminka konvergence) Je-li Y a,, konvergentni, pak

lim a, = 0.
n—oo

Diikaz
Sporem. Je-li lim,_sa, # 0, pak pro kazdé € > 0 a kazdé nyg € N existuje
m > ng takové, ze |a,,| > €, tedy |$y — Sm—1| > € a proto neni posloupnost {s,}
Cauchyovska, tedy neni ani konvergentni.
O

Poznamka 1.3 Obrdcené véeta neplati.

Priklad 1.2 Vysetrete konvergenci harmonické rady >~ %

Resent:
i1—1+1+1+1+ +1—n_11+ L + L + +1
203 40 T Lz vl ontlg T om
n—1 n—1 n—2
1 1 1 1 1 1 1
> Z 4ol = > Z492.2>...>1 —1)-=
—;ﬁ on nzlz+2—n:1¢+ TR U
_n+1
92

Posloupnost castecniyjch soucti této rady je rostouct, jelikoz a,, = % > 0, tedy limita
lim,, o 5, existuje. JelikoZ je Son > "TH — 00, je tato limita +o0o. Tedy harmonickd
rada konverguje k 4o00.

Véta 1.4 Necht p € N, pak fady Y7 an, 7. Gy soucasné bud konverguji nebo
divergugi.

Diikaz
Oznaéme s, =Y " a; a8, = Z?:pﬂ a;, pak s, = > 5 a;,+8, ajelikoz Y F_ a; €
R, tak lim, o S, € R < lim,, o0 S, € R a lim,,_, 5, = 00 < lim,,_,4 S, £ 00.
O

Poznamka 1.4 7 predchdzejici vety plyne, Ze na konvergenci, resp. divergenci rady
nemd vliv chovdni konecného poctu jejich clenai.



1.1 Rady s nezidpornymi ¢leny

. v v o0 v z 7 .
Je-li a,, > 0 pro vSechna n € N, pak fadu ) | a, nazveme fadou s nezapornymi
cleny.

Véta 1.5 Bud Y - a, Tada, a, > 0 VYn € N, pak soucet této tady existuje.
e Je-liy > a, neomezend, je Y -, a, = +00.

o Je-li Y 7 an, omezend, je Y - a, = sup{s,}52,.

Drikaz
Primi dusledek véty z prvniho semestru "rostouci posloupnost ma limitu, ktera
je vlastni (rovna sup{a,}), je-li tato posloupnost omezend a je rovna +oo, je-li po-
sloupnost {a,} neomezena.
O

1.1.1 Kritéria konvergence

Véta 1.6 (srovnavaci kritérium) Necht ¥n € N, 0 < a,, < b,,, pak plati:

o

e Jestlize konverguje Tada Y~ | b;, tak konverguje i tada Y | ay.

e Jestlize diverguje tada Y | an, tak diverguje i tada Y - by,.

Dikaz
Ozname s, = > . a; a 8, = y ., b, pak s, < §,. Jelikoz jsou posloupnosti
{sn} a {8,} neklesajici, tak maji limitu. Navic plati lim, 008, < lim, o 8, L.
O

Poznamka 1.5 Predpoklad a,, < b, nemusi platit pro vsechna n, ale staci, aby platil
Vn > ng pro néjaké ng € N.

Priklad 1.3 Rozhodnéte o konvergenci tady >~ #

Lyéta o nerovnostech a limitdch v prvnim semestru



S v .. . v 1 1 o0 1 v Vv
Reseni: Jelikoz -3 < e Ty @ S = =143, &, tak se staci zamérit na

konvergenci rady Zn 9 n(n 0= Zn 1 n(nlJrl)'

=1 "1 " /1 1
= I = i g
Zz’(iJrl) nirilo;z'(iﬂ) nliilo;Q i—l—l)

1

konverguje a tedy konverguje i tada Y " | =.

Rada >"°

n=1 n(n+1

Véta 1.7 (limitni srovndvact kritérium) Necht a, > 0 a b, > 0 Vn € N. Jestlize
limy, 0 32 € (0,00), pak obé Tady bud konverguji, nebo obé diverguji.

Dukaz
Oznac¢ma lim,HOO ‘;— A > 0, pak existuje ny € N takové, ze é < ‘g—" < 2A,
Vn > nyg. Tedy b, < a, <2A-a,, Vn > ng a dal jen vyuzijeme véty 1.6 a 1.2.

0

Priklad 1.4 Rozhodnéte o konvergenci rad:
a) Ziil 2:§n>
b) Y s
¢) > sin’.

Reseni:

2+§n

priklad 1.5}, tak diverguje i fada > 07 23"

= 3 € (0,00). JelikoZ harmonickd fada Y " |~ diverguje (viz

n=1 n?2
. Pl 1% . o 1 ) .
b) lim, o . =1 € (0,00). JelikoZ Tada ) ", - konverguje (viz
2
priklad 1.3), tak konverguje i tada Y W%
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sin =

= =7 € (0,00), tak tada Y " sin T diverguje.

c¢) lim,, o0

1
Véta 1.8 (Odmocninové kritérium - Cauchyho) Necht Vn € N je a,, > 0.

a) i) Jestlize existuje ¢ <1 a Vn € N: /a, <q, pak ada .~ a, konerguje.
i) Je-li {/a, > 1 pro nekonecné mnoho clentd posloupnosti {a,}, tak Tada
> o> an diverguje.

b) Ezxistuje-li limita lim,_, {/a, = q € R*, pak:

i) Je-li g <1, tak rada ) - | a, konverguje.
i) Je-li ¢ > 1, tak rada Y~ | a, diverguje.

Dukaz

a) i) Jelig<laVneN: ¢a, <q, pak a, < ¢" pro vSechna n € N a jelikoz
geometrickd fada Y-, ¢" konverguje (viz. piiklad 1.1), tak konverguje
rada Y~ | a, dle véty 1.6.
ii) Je-li {/a, > 1 pro nekonecné mnoho ¢leni posloupnosti {a, }, tak lim,,_, a,, #
0 a tedy fada >~ | a, diverguje (viz. véta 1.3).
b) Existuje-li limita lim,, ., {/a, = q € R*, pak:
i) Je-li ¢ < 1, zvolme ¢ > 0 tak, aby platilo ¢ + & < 1. Pak existuje ny € N
takové, ze /a, < q+ ¢ pro vSechna n > ny. Dale postupujeme stejné jako
v Casti a) 1).
ii) Je-li ¢ > 1, tak existuje ny € N takové, ze a,, > 1 Vn > ng. Déle viz. a)

ii).

Priklad 1.5 Rozhodnéte o konvergenci rad:
@) Xont1 Gy
2

b) Yns (Farceosy)”

Reseni:



n Uno 1
lim /a, = lim o/ ——— = i — - <1,

proto Tada konverguje.

b)

2
nl (2 1\" 2 1\"
lim a, = lim —arccos— = lim | —arccos—
n—00 n—00 \/(7‘( n) n—00 (7T n)

2 1
In ( £ arccos )

2 1 lim
. nln<farccosf> n—0oo T
= lim e ™ n) =e n
n—00
1 . —2 =1
i %arccos% w\/lfl/n2 n2
L'H Mnoee =1 =2
= e nZ =er < 1’

tedy rada konverguje.
Véta 1.9 (Podilové kritérium - d’Alembertovo) Necht a,, > 0.
i) Jeli “Z—:l < ¢ < 1 pro vsechnan € N, pak tada ., a, konverguje. Plati-li pro

vSechna n € N nerovnost = > 1, tak tada y . | a, diverguje.

an

it) Erxistuje-li limita lim,,_,, ““ = q, pak:

— je-li g < 1, tak rada >~ a, konverguje,
— je-li g > 1, tak rada Yy " | a, diverguje.
Diikaz

i) Jelikoz “Z—:l < q < 1, tak a4 < anq, tedy indukei dokdZeme, Ze a, < a;¢" .
Jelikoz >°°7  a1q"' je konvergentni geometrickd fada (|¢| < 1), tak Fada
> | an konverguje dle véty 1.6. Je-li il > 1, tak apq1 > a; a jelikoz fada

n

>0 ay diverguje?, tak diverguje i fada Y - | an.

i) = Je-li lim, o ™= = ¢ < 1, tak existuje ¢ > 0 a ny € N takové, Ze
et < g4-¢e < 1 pro vSechna n > ng. Ozna¢me § = g+¢ a postupujme dale

jako v prvni ¢asti dikazu, tedy dostaneme a,, 1 < a,q pro vSechna n > ng
a proto anyir < an¢* Yk € N. Jelikoz je > oo o Ang+nd"™ konvergentni
geometricka rada, tak je i ZZO:”O a, konvergentni dle véty 1.6 a tedy je

konvergentni i fada ) -, a, dle véty 1.4.

az

2a; > 0, jelikoZ vyraz o> md smysl z pfedpokladu véty, ze % >1
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— Je-li lim,,_, QZ“ = q > 1, tak existuje ¢ > 0 a ny € N takové, ze
1l <qg—e< az—;rl pro vsechna n > ng, tedy ano+x > an, V1 > ny.
Déle postupujeme jako v predchozich ¢astech dikazu.

Priklad 1.6 Rozhodnéte o konvergenci rad:

) 2n—"7)2™
a) Yoo, Enl)

n! )
b) >oli
Regent:

a)

Cany L BT 0n5)2 . d4n—10
iR e g N O L
tedy rada konvergugje.
b)
n+1)n+1
lim 2 = Jim ﬁ: i D (1+l)n:e> 1,
n—00  (y, n—oo T n—oo  nn n—00 n

tedy rada diverguje.

= 1, kritérium “mici”. Tato situace

mize nastat jak pro konvergentni radu (m; priklad 1.3), tak pro divergentni radu
(viz. priklad 1.2).

Poznamka 1.6 V situaci, kdy lim,_,. “>

Véta 1.10 (Raabeovo kritérium) Necht a, > 0 Vn € N.

i) Je-li lim,, oo n (a:il — 1) > 1, tak 7ada ), | a, konverguje.

it) Je-li lim, oo m (a:il — 1) <1, tak 1ada )", a, diverguje.

Dukaz



i) Necht lim,, o 1 ( p— 1) > 1, pak existuje ¢ > 0 a ng takové, ze n <a211 — 1) >

ii)

1 4 € pro vsechna n > ny. Dostaneme tedy:

n( dn —1) >1+4e,
Ap+1

n(an - an+1) > Qpy1 + EQpt1,

na, — (n+ 1)ay1 > eanq,

1
g(nan — (n+ Dapyr) > anar.

Tedy

—Zaz—a1+2az<a1+2( (1 —1)a;_ 1—zaz)>

1
=a; + g(al —2as + 2a3 — 3az + ... + (n — 1)a,_1 — nay,)
=ay + —(a1 —na,) < a; + —ay.

5 5

JelikoZ posloupnost {s,} je neklesajici a omezend, je také konvergentni. Proto
fada Y~ | a, konverguje.

— 1) < 1, tak existuje ng € N takové, ze n (QZL — 1) <1

pro vsechna n > ngy. Pak

n( n —1)<1
Gp41

Nap — Nap11 < Apy1

11 an
Je-li lim,, oo 1 (an+1

na, < (n+ 1)a,,1.

Dostéavame (ng+1)an,+1 < (no+2)any12 < ... < na, atedy a, > %(no—i—l)anoﬂ.
Proto

50§ oot o= o s 3 4
i=np+1 i=ng+1 i=no+1

Z divergence harmonické fady (viz. priklad 1.2) a véty 1.6 plyne divergence
fady 07 .1 an a tedy i divergence Tady Y 7 a, (dle véty 1.4).



Poznamka 1.7 Nékdy se Raabeovo kritérium uvddi ve tvaru?

Ant1

n

e lim, .o <1 — > > 1 ... rada konverguje,

e lim, ,oom <1 — %) <1 ... 7ada diverguje.

n

Priklad 1.7 Rozhodnéte o konvergenci rady:

> n!
nz:: (a+1)(a+2)..(a+n)
kde a > 0.
Regent:

n!
. Qnp, . T (a+1)(a+2)...(a+n) .
i (1) —Jz&n< G 1)
(a+1)(a+2)...(a+n)(a+n+1)

. a+n+1 . a
=lim|——1]=1lmn = a.

(o) d . .
ne On diverguje.

coZ je harmonickd rada bez prvniho clenu a

Je-li tedy a > 1, tak tada Y >, a, konverguje, pro a € (0,1) 7ada >
Pro a =1 dostaneme fadu Y " | 5,
tedy rada divergentni.

Poznamenejme, Ze v této uloze by ndm nepomohlo d’Alembertovo kritérium, jelikoz

: nt1 __
lim,, o =25+ = 1.
n

Priklad 1.8 Rozhodnéte o konvergenci rady:

00

1
p B
n=1

kde o € R.
Regent:

1
" L 1) — po
limn(a —1)zlimn — =1 :limn(w)
n—oo An+1 n—oo m n—o0o ne

= lim nl—a (ealn("""l) _ ealnn)
n—oo
= lim nl—a . ealnn (ea(ln(n—i-l)—lnn) _ 1)
n—oo
’ ea(ln(l-ﬁ-%)) -1 Oé(ln(l + %)) 1
=" ) ==
nSoo a(ln(1+ 1)) I -

3zne uvedeno bez piedpokladii, kleré jsou ale stejné jako v vyse uvedené verzi tohoto kritéria
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Tedy pro a > 1 rada konverguje a pro a < 1 rada diverguje.

Véta 1.11 (Integrdlni kritérium) Necht je funkce f merostouct, nezdapornd a defino-
vand na intervalu [1,00). Pokud a, = f(n) Vn € N, pak tada > " a, konverguje
pravé tehdy, kdyz [ f(x)dz < oo,

Diikaz
f je nerostouci, tedy f(n—1) > f(x) > f(n) Vz € [n — 1,n]. Déle dostaneme
fo-1= [ fn-vdez [ fs > [ fmyde = f(n)
n—1 n—1 n—1
k ko e k
Srw-nzY [ s =Y s
n=2 . n:i n:Z
>tz [ lada >3 1)
n:l ) n=2 .
;}E&Zﬂn) > lim 1 f(x)dz Z,}E’Qo;f(”)
Zan:Zf(n)z 1 f(z)dz EZf(n):Zan.
n=1 n=1 n=2 n=2

Z prvni nerovnosti dostaneme: » " | a, < oo (konvergnentni) = [ f(z)dz < co. Z
druhé nerovnosti dostaneme: floo flz)dr < oo =Y 7, a, < oo a tedy konverguje i
fada Y 0 | ay.

0

Priklad 1.9 Rozhodnéte o konvergenci rady:

oo

1

—,
n+1

kde o # 1.
Reseni: Zavedeme funkci f(z) = x%, pak funkce f splnuje pro a > 0 podminky
vety 1.11. Dostaneme

o] o] xl—aoo xl—oc 1
dr = “odr = = i —
I A e A

1

11



tedy [° f dx———proa>1af1 x)dr = oo pro a € (0,1).
JelikoZ tada Y " | = dwerguye pro o = 1 (jde o harmonickou mdu viz. priklad
1.2) a pro a < 0 je hmn_,oo = 7 0, tak dostdvdme, Ze Tada > °° | = konverguje pro

n=1 g
a>1a dwerguye pro « S 1.

1.2 Rady s obecnymi ¢leny

Véta 1.12 (Bolzano-Cauchyova podminka) Rada Y o7, a, konverguje prdvé tehdy,
kdyz Ve > 03ng € NVn > ngVp € N : [s,4p — sp| = | D0 anri] <e.

Dikaz Jde o ptimy disledek definice a Bolzano-Cauchyho véty pro posloupnosti.
O

Véta 1.13 Je-li tada Y.~ |a,| konvergentnt, tak je konvergentni i tada .- | ay.

Diikaz Je-li fada )~ | |a,], tak dle pfedchozi véty 1.12 plati: Ve > 03ny € NVn >
noVp € N |38 L any| <[>0 lany]| < e. Tedy i fada > 7 a, spliuje BC
podminku a je také konvergentni.

O

Definice 1.3 Rekneme, Ze tada >, | a, konverguje absolutné, jestliZe konverguje

v o v v o . v o0 . . v

rada Yy |an|. Jestlize tada Y " a, konverguje, ale tada ) ", |a,| diverguje, ri-
z v v 0 . . v

kame Ze tada )~ a, konverguje relativné.

Priklad 1.10 Rozhodnéte o konvergenci rad:

n+1

a’) Zn 1 TL2 9

n+1

b) Yot

Reseni:

a) Jelikoz fada Y 0> | -5 = 3> (priklad 1.3), tak konverguje

n=1
v —1 n+1
i fada 3307, 20

a tedy rada konverduje absolutne.

“neni splnéna nutnd podminka konvergence viz. véta 1.3

12



)n+1

= fo 1 5 Je harmonickd Tada, o které vime, Ze je divergentni.

b) 3t |!

Musime tedy zkoumat konvergenci primo 7ady anl

n
_1)n+1

n

Rada > "D

konecnd a proto je konecnd i limita lim,, o So,. Oznacme lim, o, So, = A € R,
. . . 1 ..
pak limy, o0 Son1 = 1My 00 S2n + 1My 00 507 = A a tedy jelim, o 5, = A =

S B l)n i je konvergentni, tj. tada > " Vi

n=1 n=1

n+1 je konvergentni (viz. priklad 1.3) a tedy je limita lim,, ZZ LT

konvergugje relativneé.

Véta 1.14 (Leibnitzovo kritérium) Nechl pro vsechna n € N plati:
I a, >0,
I an1 < ap,
1. lim,,_, a, = 0.
Pak tada Y7 (—=1)""a, konverguje.

Diikaz Sopyo = Sop + (Goni1 — Gony2) = Son, tedy je posloupnost {ss,}>° ; neklesa-
jici.
Jelikoz

Sop = Q1 — Q2 + A3 — ... — Gap—2 + Q2p—1 — A2y

=a; — (a2 — ag) — (a4 — as)... — (a2n—2 — a2p—1) — a2, < aq,

je navic posloupnopst {ss, }°°; omezend a tedy konvergentni. Oznac¢me lim,, . So,, =
A € R, pak

lim $g,11 = lim $9, + lim a9, = A,
n—oo n—oo n—oo

tedy je posloupnost {s,} konvergentni a proto fada Y >~ (—1)""'a, konverguje.
O

1

Priklad 1.11 Vratme se k tadé > ", (_17):+ . Vyuzijeme-li Leibnitzovo kritérium,

tak ].7—L >0, I[. > n—+1 alll. hmn_m + =0, tedy 7ada Y~ 1% konverguje.
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Lemma 1.15 Méjme posloupnopsti {a,} a {b,} a ¢isla n,p € N, n < p. Oznacme
By =SF b Pak

p p
D arbe =Y Bilar — ar1) + Bolper — Butinir. (1.1)
k=n-+1 k=n-+1
Dikaz
p P p p
Z arby, = Z ar(Be — Br-1) = Z apBr — Z apBr—1
k=n+1 k=n+1 k=n+1 k=n+1
p p—1 p p
= > wb— > anB= Y wb— <an+1/6n —apBpt Y ak+1ﬁk>
k=n-+1 k=n k=n+1 k=n+1
p
= Z 5k(ak - ak+1) + ap+15p — Qpg15n-
k=n-+1

0

Véta 1.16 (Abelovo-Dirichletovo kritérium) Necht {a,} je monotonni posloupnost
a plati jedna z ndsledujicich podminek:

1. (Dirichlet) lim, o a,, = 0 a 7ada Y~ b, md omezené cdstecné soucty.

2. (Abel) Rada 3> b, je konvergentni a posloupnost {a,} je omezend.
Pak je rada Zflo:l a,b, konvergentni.

Diikaz

1. Pouzijeme B-C podminku (véta 1.12) a predchozi lemma. Stejné jako v precho-
zim lemmatu pouzivame znaceni 5 = Ele b;. Jelikoz m4 fada ) b, omezené
Castecné soulty, tak existuje M € R takové, ze |5x| < M pro vSechna k € N.
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BUNO predpokladame, ze {a,} je nerostouci.

p

Z akbk

k=n+1

p
Z Brlar = ars1) + ap1Bp — ang1fn

k=n+1

p
D 1Bi(ax — axin)| + aps1 By — ansa Bl

k=n+1

p
= Z ’Bk‘(ak - ak+l) + |ap+16p - an+1ﬁn’

k=n+1

p
< Z M(ak — ak+1) + ’ap—&—lﬁp‘ + |an+16n‘
k=n+1

IN

p
< Z M(ay, — ags1) + a1 M + an 1 M
k=n-+1

= M(ant1 — Apy1 + ap1 + any1) = 2Mag, 1.

Jelikoz lim,,_,o a, = 0, pak pro kazdé ¢ > 0dng € N takové, ze Vn > ng plati
a, < €. Tedy pro ng < n < p plati:

p

Z akbk

k=n+1

< 2Me,

a proto je fada Y, a,b, konvergentni (dle véty 1.12).

. Rada Y07 | b, je konvergentni, oznaéme tedy jeji soucet 8 = > °°

nosti » 7 .1 (ax — apq1) = apg1 — apy1 dostaneme rovnost

1 bn. Z rTOV-

p

0= Z B(ar — apy1) + Bapyr — Bagi.

k=n+1
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Pak

Z akbk

k=n+1

p
= Z ﬁk(ak‘ - a'k:-i-l) + ap—l—lﬁp - an-i—lﬁn
k=n+1
p ‘

= Z (ﬁk — 6)(% — Clk_H) + ap+1(ﬁp - /3) - an-i—l(ﬁn - /6)

k=n+1

> 1Bk = Bl(ar — arer)| + laps1(By = B) = anra (B — B)]

k=n+1

<Y 1B = Bl(ak — area) | + lapsal - 18y = Bl + lansa - 180 — BI.

k=n+1

IN

JelikoZ je fada Y~ b, konvergentni, tak pro ¢ > 0 existuje ny € N takové,
ze |B — Br| < € pro vsechna k > ng. Jelikoz je posloupnost {a,} omezend, tak
existuje M € R takové, ze |a,| < M. Tedy pro n,p > ny dostaneme

p p
D arbe| <D0 1Bk = B)l(ar — ars)| + lapal - 1By — Bl + |ansa] - [Bn — B
k=n+1 k=n+1
p
< Z E(ak — ak+1) + €|ap+1| + 8|6Ln+1|
k=n+1

< e(lan+t = apa| + lapra] + |ania]) < 2e(|apsa] + [ansa|) < 4eM.
Proto fada ), a,b, konverguje (dle véty 1.12).

O

Priklad 1.12 Necht a,, > 0, {a,} je nerostouci a lim,_, a, = 0. Ukazme, Ze pro
€ R\ {27k}rez Tady D 7 apsin(nz) a Y | a, cos(nx) konverguji.

Nejdrive ukdzeme, Ze tady Y ", ansin(nz) a Y~ a, cos(nz) maji pro x # 2wl
omezené castecné soucty. Méjme geometrickou Tadu s kvocientem e = cos(x) +

inx

isin(x). Pak s, = Y 1, " = @i tedy
| | ixl_ein:v | m|’1_einx’ < 2 2|1_€—ix‘
Syl = € ——] = |e — < — = . .
1 — e |1 — ez 1 —e| |(1—e®)(1—e i)
4 oz 2
T2—er—ei 1 — e [T — cos(x)]
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Je-li x # 2km, tak |s,| < m < 00. Jelikoz s, =Y ) _, cos(kx) + >} _ sin(kx),
tak | Y i cos(kz)| < |su| a |>op_ysin(kx)| < [s,|, tedy Tady >~ a,sin(nz) a
> o2 an cos(nx) maji pro x # 2wl omezené cdstecné soucty.

Ddle uZ jen staci aplikovat Dirichletovo kritérium.

Specidlné rady Y > sin(nz) Yo Cosfl—m) pro x # 21 konverguji, ale nejsou abso-

n
lutné konvergentni.

1.2.1 Prerovnavani rad

Definice 1.4 Necht >, a, je tada a {k,} je permutace mnoziny N ({k,} je prostd
posloupnost prirozenych cisel, v niz se kazdé prirozené cislo vyskytuje). Pak rikdme,
Za Y 7 ak, vznikla prerovndnim tady Y | ay.

Véta 1.17 Necht tada Y7 a, konverguje absolutné. Pak konverguje absolutné i
rada Y7 ay,, kterd vznikla prerovndnim této Tady a jejich soucet je stejny (tj.

ZZO:1 an = fo:l ak, )-

Diikaz

Méjme ¢ > 0, pak existuje ng € N takové, ze |a,| + |aps1]| + ... + |a,| < € pro
kazdé p > n > ng (viz. véta 1.12). Jelikoz {k,} je permutace mnoziny N, tak existuje
no € N takové, ze {1,2,...,n0} C {k1,ka,.... ks, }. Je-li p > 1 > Ny a oznaéme p =
max{ks, kpt1, -, kpt, pak [ag, | +|ag, 11+ +ar,| < lang 1]+ |ang o] + .. +ay| <e,
tedy je fada ) -, aj, absolutné konvergentni.

Nyni dokdzeme, Ze Y~ a, = > o, ay,. Necht n > max{ng, ng}a ozna¢me s, =
DA Sy =30, ak,. pak

[$n — Sn| = a1 + as + ... + ay, — (ag, + ag, + ... + ag, )|
< |an0+1’ + |an0+2| +.t |a¢I| <g,

kde ¢ = max{n, ki, ..., k, }. Tedy lim, . |s, — §,| = 0 a proto

o oo
E a, = lim s, = lim §,, = g ay,, -
n—oo n—o0
n=1 n=1
O
Ozna¢me at = max{0,a} a a= = max{0, —a}. Paka=at —a  ala| =a™ +a".
Je-li > | a, nekonecné fada, tak muzeme uvazovat dvé nekoneéné fady s nezdpor-

nymi cleny Y 7 at ad > a,.
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Lemma 1.18 Necht tada ", a, konverguje relativné, pak obé tady > .~ af a
Yo a, diverguji k +oc.

Dikaz

Jelikoz >>>° af a > 07 a, jsou fady s nezdpornymi koeficienty, tak kazdd z
téchto fed bud konverguje, nebo diverguje k +oo.

Kdyby obé konvergovaly, pak by konvergovala i fada Y -, |a,| = > o (¢} +a;,)
(véta 1.2) a tedy by fada Zoofl a, konvergovala absolutné.

Pokud by fada > ¢ it a;” konvergovala a rada > | a, divergovala k +o0, pak by
o =lim, s =AeRad 2 a =lim, s, = +oo. Tedy pro kazdé
e >0 akazdé K E]Rby existovalo ng € N takové, 7e A —e <st < A+cas, > K
Vn > ng. Tedy

Sp=s8—s, <A—K+¢e, Vn>nog.

n

Proto by
o0
Zan = lim s, = lim (s —s,) = —o0.
=1 n—o0 n—oQ

Tedy by fada )~ | a, divergovala. Stejné by se ukazalo, ze pro konvergentni fadu
nemuze nastat aby fada >~ a! divergovala k +00 a bada ) | a, konvergovala.
Proto obé fady Y a' a Zn 1 @, diverguji k +o0.

0

Véta 1.19 (Riemannova) Necht tada Yy~ | a, konverguje relativné a necht s € R*.

. . s v N oo v oo v o0 s
Pak existuje tgokove prerovndni Y | ay, mdyooznz1 an, 26 ) 0" Gk, = S a takové
prerovndni Yy - ap,, Tady Y " a,, Ze fada Y | a,, osciluje.

Dikaz

« Nechf je s € R. Ozna¢me ny nejmensi ny; € N takové, ze > 1 a; > s (jelikoz
>, a+ = oo tak takové n; existuje). Oznacme m; nejmensi m; € N takové,
ze Z s 1a < s. Déle pro k = 2,3, ... oznaéme n; nejmensi n; €
N takove ze ZZ: aif — S a; > s a my, nejmenéi my € N takové, ze
S al — Y0 < s. Tato konstrukee ndm vytvoif fadu

+ + - - + + -
ay ++..tay —(ay +...ta, ) tay g+ Fay = (A, )
kterd vznikla prerovndnim fady Y | a,. Oznacme §, soucet takto pferovnané

v v 7 v 7 v ~ v/ . ’ v + v o7 v 4
rady, pak castecny soucet 8, 1my+..4n, s€ od s lisi maximéalné o a,; a cdstecny
soucet Sp; £y +...+m,, € 0d s list maximalné o a,, . Podobné ¢astecny soucet sy,
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kde ny + my + ... +np < n < nyg +my + ... +my se od s lisSi maximélné o
max{a, ,a,, }aobdobné proni+my+...+mp <n <ng+mip+ ...+ 0 je

_ + — . A [e.e] . . .
|sn — s| < max{a,, , ,a,, }. JelikoZ fada 37| a, konverguje, tak limy, o0 a, =

0 a proto je lim,,_, §, = s.

Ukazme, Ze lze fadu prerovnat tak, aby > 7 ay, = oo. Stad tfeba zvolit
naslkedujici prerovnani. n; € N je nejmensi n; takové, Ze af + ... + at > 1.
ny > ny je nejmensi ny takové, ze af +...4a —ay +a; +..Fal, > 2,03 > no
je nejmensi takové, Ze af +...4-a,  —ay +af 4. +af, —az +a) L+ +al >
3 a tak dal. Déle postupujeme jak v predchozi ¢asti dikazu.

Pro pierovnavani do oscilujici fady staci, aby n; bylo nejmensi takové, 7e a” +
..+ at > 1, my nejmensi takové, ze af + ...+ af — (a7 + ... +q,,,) < —1,
ny > ny nejmenst takové, ze ay +...+a; — (a7 +...4a, )+a) ... +ad, > 1
a tak dale.
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