
NMUMP403 (Pravděpodobnost a matematická statistika I) Zimńı semestr

Klasická pravděpodobnost

1. Háźıme čtyřmi šestistěnnými hraćımi kostkami. Určete, jaká je pravděpodobnost, že

(a) padnou čtyři r̊uzná č́ısla,

(b) padnou pouze lichá č́ısla,

(c) součet č́ısel na všech kostkách dohromady bude roven 6,

(d) součet č́ısel bude větš́ı než 5,

(e) padne alespoň jedna šestka.

2. V regálu je 6 lahv́ı normálńıho rumu a 4 lahv́ı pančovaného rumu (vizuálně k nerozeznáńı).
Náhodně vybereme z regálu 3 lahve a z každé ochutnáme. Určete, s jakou pravděpodobnost́ı

(a) byl právě ve dvou námi ochutnaných lahv́ıch metanol,

(b) byl alespoň v jedné námi ochutnané lahvi metanol.

3. Na svazku máme 8 r̊uzných kĺıč̊u a pokouš́ıme se odemknout zámek. Vyzkoušený kĺıč vždy
dáme stranou a náhodně vybereme daľśı kĺıč ze zbývaj́ıćıch. Jaká je pravděpodobnost, že
odemkneme až na pátý pokus?

4. Uvažujme n r̊uzných dopis̊u a n r̊uzných obálek (s již nadepsanou adresou). Zmatená se-
kretářka umı́st́ı dopisy do obálek zcela náhodně.

(a) Jaká je pravděpodobnost, že je alespoň jeden dopis ve správné obálce?

(b ?) Spočtěte limitu této pravděpodobnosti pro n→∞.

5. Do vlaku s n vagóny nastupuje r cestuj́ıćıch. Předpokládejme, že každý člověk si vyb́ırá vagón
zcela náhodně.

(a) Určete, s jakou pravděpodobnost́ı bude v prvńım vagóně právě k ≤ r cestuj́ıćıch.

(b) Jaká je pravděpodobnost, že žádný vagón nebude prázdný?

(c ?) Spoč́ıtejte limitu pravděpodobnosti z bodu (a) pro n→∞, r →∞ tak, že r
n
→ λ > 0.

6. Babička rozděluje r tiśıcikorun do n obálek pro svých n vnoučat k Vánoc̊um. Peńıze rozmı́st́ı
náhodně (všechna rozmı́stěńı jsou stejně pravděpodobná).

(a) Určete pravděpodobnost, že vnuk Karel dostane právě k tiśıcikorun.

(b) Jaká je pravděpodobnost, že každé z vnoučat dostane alespoň nějaké peńıze?

(c ?) Spočtěte limitu pravděpodobnosti z bodu (a) pro n→∞, r →∞ tak, že r/n→ λ > 0.
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Opakováńı

Klasická definice pravděpodobnosti:

• Ω je množina všech možných výsledk̊u náhodného pokusu

• ω ∈ Ω elementárńı jev

• A ⊂ Ω náhodný jev

• Necht’ Ω obsahuje konečný počet prvk̊u, tj. Ω = {ω1, . . . , ωn}, a necht’ všechny elementárńı
jevy ωi jsou stejně pravděpodobné. Pak pravděpodobnost náhodného jevu A definujeme
jako

P(A) =
|A|
|Ω|

=
|A|
n
,

kde |A| = počet prvk̊u množiny A.

Vlastnosti:

• 0 ≤ P(A) ≤ 1,

• P(Ac) = 1− P (A),

• jestliže A ⊂ B, pak P(A) ≤ P(B) a P(B \ A) = P(B)− P(A),

• P(A ∩B) = P(A)− P(A ∩Bc),

• P(A ∪B) = P(A) + P(B)− P(A ∩B),

• (princip inkluze a exkluze)

P(A1 ∪A2 ∪ · · · ∪An) =
n∑
i=1

P(Ai)−
∑∑

i<j

P(Ai ∩Aj) + · · ·+ (−1)n+1P(A1 ∩A2 ∩ · · · ∩ An).
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Řešeńı

1.(a) 6·5·4·3
64 = 5

18
,

(b) 34

64 = 1
16
,

(c) možnosti, jak dostat součet šest jsou: 1 + 1 + 1 + 3 a 2 + 2 + 1 + 1 (až na pořad́ı). Prvńı

součet lze dosáhnout čtyřmi zp̊usoby, druhý šesti. Tedy P (A) =
(4
1)+(4

2)
64 = 10

64 ,

(d) označme (S = k) jev, že součet č́ısel bude k a dále označme Ac jev, že součet bude pět, či
méně, pak P (Ac) = P (S = 5) + P (S = 4) = 4

64 + 1
64 , tedy P (A) = 1− P (Ac) = 64−5

64 ,

(e) označme Ac jev, že nepadne žádná šestka, pak P (Ac) = 54

64 , tedy P (A) = 64−54

64 .

2.(a)
(6
1)(

4
2)

(10
3 )

= 3
10

,

(b)
(6
2)(

4
1)+(6

1)(
4
2)+(6

0)(
4
3)

(10
3 )

= 1− (6
4)(

4
0)

(10
3 )

= 1
8
.

3. 1
8
.

4.(a) Označme Ai jev, že i-tý dopis bude ve správné obálce, pak P (Ai) = (n−1)!
n!

, P (Ai ∩ Aj) =
(n−2)!
n!

pro i 6= j atd. Pak

P (A) = P

(
n⋃
i=1

Ai

)
=

n∑
i=1

P (Ai)−
∑
i<j

P (Ai ∩ Aj) +
∑
i<j<k

P (Ai ∩ Aj ∩ Ak)− ...(−1)n+1P (
n⋂
i=1

Ai)

= n
(n− 1)!

n!
−
(
n

2

)
(n− 2)!

n!
+

(
n

3

)
(n− 3)!

n!
− ...(−1)n+1 1

n!
= 1− 1

2!
+

1

3!
− ...(−1)n+1 1

n!

=
n∑
i=1

(−1)i+1 1

i!
.

(b ?) Jelikož ex =
∑∞

k=0
xk

k!
, pak

∞∑
i=1

(−1)i+1 1

i!
= −

∞∑
i=1

(−1)i

i!
= −(

∞∑
i=1

(−1)i

i!
+1−1) = −(

∞∑
i=0

(−1)i

i!
−1) = 1−

∞∑
i=0

(−1)i

i!
= 1−e−1.

5.(a) Nejdř́ıve vybereme k cestuj́ıćıch, kteř́ı budou v prvńım vagónu. To lze udělat
(
r
k

)
zp̊usoby.

Ostatńı cestuj́ıćı rozděĺıme rovnoměrně náhodně do daľśıch vagón̊u. Tedy P (A) =
(r

k)(n−1)r−k

nr .

(b) Označme Ai jev, že i-tý vagón bude prázdný, pak P (Ai) = (n−1)r

nr , P (Ai∩Aj) = (n−2)r

nr pro
i 6= j ..., tedy

P (Ac) = P

(
n⋃
i=1

Ai

)
=

n∑
i=1

P (Ai)−
∑
i<j

P (Ai ∩ Aj) + ...(−1)n+1P (
n⋂
i=1

Ai)

= n
(n− 1)r

nr
−
(
n

2

)
(n− 2)r

nr
+ ...(−1)n+1 · 0 =

n−1∑
i=1

(−1)i+1

(
n

i

)
(n− i)r

nr
.

Tedy

P (A) = 1− P (Ac) = 1−
n−1∑
i=1

(−1)i+1

(
n

i

)
(n− i)r

nr
=

n−1∑
i=0

(−1)i
(
n

i

)
(n− i)r

nr
.
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(c ?)

lim
n,r→∞,r/n→λ

(
r
k

)
(n− 1)r−k

nr
= lim

n,r→∞,r/n→λ

(
r
k

) (
n−1
n

)r
(n− 1)k

= lim
n,r→∞,r/n→λ

(
r
k

)
(n− 1)k

· lim
n,r→∞,r/n→λ

(
n− 1

n

)n· r
n

= e−λ lim
n,r→∞,r/n→λ

r(r − 1)...(r − k + 1)

(n− 1)kk!
= e−λ

λk

k!
.

6.(a) Jednotlivá rozděleńı r tiśıcikorun do n obálek lze popsat pomoćı uzpořádané n+ r−1-tice
prvk̊u, kde r prvk̊u je jednoho tipu (tiśıcikoruny) a n − 1 prvk̊u druhého tipu (hranice,
odděluj́ıćı jednotlivé obálky), viz obrázek 1. Počet všech možnost́ı je tedy

(
r+n−1
n−1

)
. Počet

př́ıznivých jev̊u je
(
r+n−k−2
n−2

)
, tedy výsledná pravděpodobnost je

P (A) =

(
r+n−k−2
n−2

)(
r+n−1
n−1

) .

(b)

P (A) =

(
r−1
n−1

)(
r+n−1
n−1

) .
(c ?)

lim
n,r→∞, r

n
→λ

(
r+n−k−2
n−2

)(
r+n−1
n−1

) = lim
n,r→∞, r

n
→λ

(r + n− k − 2)!(n− 1)!r!

(r + n− 1)!(n− 2)!(r − k)!

= lim
n,r→∞, r

n
→λ

(n− 1)r · ...(r − k + 1)

(r + n− 1) · ... · (r + n− k − 1)

= lim
n,r→∞, r

n
→λ

n− 1

r + n− 1

k−1∏
i=0

r − i
r + n− 2− i

=

(
lim

n,r→∞, r
n
→λ

n− 1

r + n− 1

) k−1∏
i=0

lim
n,r→∞, r

n
→λ

r − i
r + n− 2− i

=
1

λ+ 1

(
λ

λ+ 1

)k
=

λk

(λ+ 1)k+1
.
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Obrázek 1:
Jednotlivé obálky jsou znázorněny čárkovanou čarou, tiśıcikoruny černým punt́ıkem a kř́ıžek
označuje hranici mezi obálkami.
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