1. Uvod

I.1. MnoZiny

MnoZinou rozumime kazdé shrnuti urcitych a navzdjem riznych objektd (které nazyvame prvky) do jediného celku.

Znaceni. Symbol x € A znali, Ze element x je prvkem mnoZiny A. Znaleni x ¢ A znamend, Ze x neni prvkem mnoZiny A.

Definice. Dv& mnoZiny jsou si rovny (A = B), jestliZe majf stejné prvky. Rekneme, 7e mnoZina A je &dsti mnoZiny B (nebo
Aje podmnoZinou B), jestlize kazdy prvek mnoZziny A je rovnéZ prvkem mnoZiny B. Tomuto vztahu fikdme inkluze a znac¢ime
A C B. Prdzdnou mnoZinou nazveme mnoZinu, kterd neobsahuje Zddny prvek. Ozna¢ime ji symbolem ().

Definice. Sjednocenim mnoZin A a B nazveme mnoZinu vytvofenou v§emi prvky, které patif alesponi do jedné z mnozin A ¢i B.
Sjednoceni mnoZin A a B znacime symbolem AU B. Je-li A systém mnoZin, pak jeho sjednoceni | J A definujeme jako mnoZinu
vSech prvki a, pro které existuje A € A takové, Ze a € A.

Definice. Priinikem dvou mnoZin A a B nazveme mnozinu vSech prvkd, které nalezeji soucasné do A i do B. Prlinik mnozZin A
a B znalime symbolem A N B. Maji-li dvé mnoziny prazdny prinik, fekneme o nich, Ze jsou disjunkini. Je-li A neprazdny
systém mnoZin, pak jeho prinik (] A definujeme jako mnoZinu vSech prvki a, které pro kazdé A € A spliuji a € A.

Definice. Rozdilem mnoZin A a B (znalime A\ B) nazveme mnoZinu prvkd, které patii do mnoZiny A a nepatii do mnoZiny B.
Kartézskym soucinem mnoZzin Aq, ..., A, nazveme mnoZzinu vSech usporadanych n-tic

Ay x Ag X -+ x Ay ={[ar,a9,...,a,]; a1 € Ay,... a4, € Ay}

1.2. Vyrokovy a predikatovy pocet

Vyrokem nazveme jakékoliv tvrzeni, o némZ ma smysl fici, Ze plati (je pravdivé) nebo Ze neplati (je nepravdivé).

Definice. Negaci —A vyroku A rozumime vyrok:

Neni pravda, Ze plati A.

Al -A
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Definice. Konjunkci A A B vyroklii A a B nazveme vyrok:
Plati Ai B.

Definice. Disjunkci AV B vyroki A a B nazveme vyrok:
Plati A nebo B.

Definice. Implikaci A = B nazyvéame vyrok:
JestliZe plati vyrok A, potom plati vyrok B.

Vyroku A v implikaci se tika premisa, vyrok B se nazyva zdvér. Vyrok A je postacujici podminkou pro platnost B a B je
nutnou podminkou pro platnost A.

Definice. Ekvivalenci A < B nazyvame vyrok:
Vyrok A plati tehdy a jen tehdy, kdyZ plati vyrok B.

(Platnost vyroku) A je nutnou a postacujici podminkou (platnosti vyroku) B.

A B|AANB|AVB|A=>B|A&B
0 O 0 0 1 1
0 1 0 1 1 0
1 0 0 1 0 0
1 1 1 1 1 1

Definice. Tautologii budeme nazyvat vyrok, ktery je pravdivy pfi libovolném ohodnoceni elementarnich vyroku.



Priklad. Prikladem tautologie jsou napriklad vyroky
AV-A, (A= B)& (mAV B), —(AA-A),
-(AAB) < (mAV-B), —(AVB)< (mAA-B),
(A= B)< (-B=-4), -(A= B)< (AA-B),
(A& B)e (A= B)AN(B=A4)),
(A= B)< ((ANC)=B)AN((AAN-C)= B))

Definice. Vyrokovou formou budeme nazyvat vyraz

Az, 22, .. - Tm),

z néhoZ vznikne vyrok dosazenim prvki x1 € My, x5 € Mo, ...,z € M, zdanych mnozin M, ...

Definice. Necht' A(z), = € M, je vyrokova forma. Vyrok
Pro vS§echna x € M plati A(x).

zapisujeme ve tvaru:
Ve e M: A(x).

Symbol V nazyvame obecnym ( velkym) kvantifikdtorem.

Definice. Necht' A(z), = € M, je vyrokové forma. Vyrok
Existuje x € M, pro které plati A(x).

zapisujeme ve tvaru:
Jr e M: A(z).

Symbol 3 nazyvame existencnim ( malym) kvantifikdtorem.
Definice. Necht' A(z), © € M, je vyrokova forma. Vyrok
Existuje prdvé jedno x € M, pro které plati A(x).

zapisujeme ve tvaru:
Nz e M: A(z).

Symbol 3!z € M : A(zx) je zkratka za vyrok
(Jz € M: A(z)) A (Yy1,y2 € M2 (A(y1) A A(y2)) = (1 = y2))-
Znaceni. Necht A(x),x € M a B(x),x € M jsou vyrokové formy. Vyrok
Ve € M,B(x): A(x)

Znamena
Ve € M: (B(z) = A(x)).

Znaceni. Necht’ A(x),x € M a B(x),x € M jsou vyrokové formy. Vyrok
Jx € M,B(z): A(z)

znamena

Jx e M: (B(x) A A(x)).
Definice. Negace kvantifikovanych vyrokl se provadéji nasledovné:

(-(Vx e M: A(z)) © (3z € M: -~A(x))

(m(Fr e M: A(z)) & (Ve e M: -A(z)).
Plati nasledujici pro vyrokovou formu V' (z,y), € My, y € Ma:

(Vo € MiVy € My: V(z,y)) & (Vy € MoVa € My: V(x,y))
(Jz € M1y € My: V(x,y)) & (Jy € Ma3x € My: V(x,y)),
(Fz € MiVy € My: V(z,y)) = (Vy € M3z € My: V(x,y))

——konec pfednasky 2.10.



Metody dukazu
e piimy dikaz
e nepiimy dikaz
e dikaz sporem

e matematicka indukce

Véta 1 (de Morganova pravidla). Méjme mnoZiny S, Ay, o € I, kde I # (). Pak plati

S\ J4a=[1(5\4a) a S\[)4a=[J(S\ A

ael ael ael ael

Véta 2 (Cauchyova nerovnost). Necht’ ay,...,an, b1,. .., b, jsou redlnd Cisla. Pak plati

(£0) < (8) (89)

Véta 3 (iracionalita \/2). JestliZe redlné &islo x Fesi rovnici 2 = 2, pak x neni raciondlni.

L.3. Ciselné mnoZiny
Racionalni ¢isla

e MnoZina pfirozenych Cisel
N=1{1,2,3,4,...}

e MnoZina celych ¢&isel
Z=NU{0}U{-n;neN}=4{...,-2,-1,0,1,2,...}

e Mnozina raciondlnich Cisel

@z{z;pemeN},

pficemz % = 5—;, pravé kdyZ p1 - q2 = p2 - q1.

s Vs

Redlna cisla
MnozZinou redlnych ¢isel R budeme rozumét mnoZinu, na niZ jsou definovany operace scitdni a ndsobeni (zna¢ime + a -), a
relace uspordddni (zna¢ime <), pficemZ jsou splnény nasledujici tii skupiny vlastnosti.

I. Vlastnosti s¢itani a ndsobeni a jejich vzajemny vztah.
II. Vztah uspotfadéani a operaci s¢itdni a ndsobeni.
III. Axiom infima.
Vlastnosti s¢itdni a ndsobent a jejich vzdjemny vztah:
o Vr,y € R: x4+ y =y + x (komutativita s¢itdni),
o Va,y,z € R: z+ (y + 2) = (x +y) + z (asociativita s¢itdni),
e v R existuje takovy prvek (zna¢ime ho 0 a fikdme mu nulovy prvek), Ze pro vSechna z € R plati z + 0 = «,
e Vx e Rdy € R: x4+ y = 0 (y je tzv. opacné islo k Cislu x, takové y je jen jedno, znacime ho —x),
o Vr,y € R: -y =1y - x (komutativita ndsobeni),
e Var,y,z €R:z- (y-2) = (x-y) -z (asociativita ndsobeni),
o v R existuje nenulovy prvek (tzv. jednotkovy prvek, zna¢ime ho 1), Ze pro vSechnax € Rje 1 - x =z,
e Vz € R\ {0} Jy € R: z -y = 1 (takové y je jen jedno, znatime ho z~* nebo %),
o Va,y,z €R: (x+y) z=2a- 2+ y-z (distributivita).

Vztah uspordddni a operaci scitdni a ndsobeni:



Va,y,z € R: (z <y & y < z) = x < z (tranzitivita),

Ve,y e R: (z <y & y < z) = x =y (slabd antisymetrie),

Ve,ye Rix <yVy<uz,
e Vx,yzeRix<y=z+z<y+z,
eVryecR: (0<z & 0<y)=0<2z-y.

Definice. Rekneme, Ze mnoZina M C R je omezend zdola, jestlize existuje ¢islo a € R takové, Ze pro kazdé x € M plati z > a.
Takové ¢islo a se nazyva dolni zdvorou mnoziny M. Analogicky definujeme pojmy mnoZzina omezend shora a horni zdvora.
Rekneme, Ze mnozina M C R je omezend, je-li omezena shora i zdola.

Axiom infima:
Budiz M C R neprazdna zdola omezend mnoZina. Potom existuje jediné ¢islo g € R, které ma nésledujici vlastnosti:

(i) Vee M: x> g,
() Vg eR, ¢ >gTeeM:z<yg.

Cislo g zna&ime symbolem inf M a ¢teme infimum M.

Pozndmka.

e Axiom infima fikd, Ze kazda neprazdnd zdola omezend mnoZina ma infimum.
e Infimum mnoZiny M je jeji nejvétsi dolni zavora.
e Reidlna ¢isla existuji a jsou vlastnostmi I-III uréena jednoznacné.

——konec prednasky 6.10.
Plati:

(i) VeeR:2-0=0-2=0,
() Ve eR: —ax=(-1) =,
(i) Ve,y e R: 2y =0= (. =0V y =0),
(iv) Ve,y eR: (x >0Ay >0) =2y >0,
V) VeeRzxz>0VyeR,y>0VneNz <y 2" <y".
(vi) :
Necht’ a,b € R, a < b. Znacime:
o Otevieny interval (a,b) = {z € R; a < z < b},
o Uzavieny interval (a,b) = {x € R; a <z < b},
e Polootevieny interval (a,b) = {x € R; a <z < b},
e Polootevieny interval (a,b) = {x € R; a < x < b}.

Bod a se nazyva levy krajni bod intervalu, bod b se nazyva pravy krajni bod intervalu. Bod, ktery je prvkem intervalu, ale nen{
jeho krajnim bodem, je tzv. vnitinim bodem intervalu.
Neomezené intervaly:

(a,40)={r €R; a <z}, (—o0,a)={z€R; z<a}l,

analogicky definujeme (—o0, a), {a, +00) a (—00, +00). Plati N C Z C Q C R. Pfeneseme-li s¢itan{ a ndsobeni z R na uvedené
mnoZiny, dostaneme operace, na néZ jsme na téchto uzsich ¢iselnych mnoZinach zvykli.

Redlné Eislo, které neni Eislem raciondlnim, nazveme &islem iraciondinim. MnoZzina R \ Q se nazyva mnoZinou isel iracio-
ndlnich.



Komplexni cisla
Mnozinou komplexnich ¢isel rozumime mnoZinu vSech vyrazi tvaru a+bi, kde a, b € R. MnoZinu komplexnich ¢isel znac¢ime
C. Na C jsou definovany operace scitani a nasobeni spliujici vlastnosti skupiny I a navic plati i - ¢ = —1.

Véta (,,zakladni véta algebry“). Necht’' n € N, ay, ..., a, € C, a,, # 0. Pak rovnice
anz" + an12" "+ an 22" P4+ az+ag =0

md alespoii jedno Feseni z € C.

Dusledky axiomu infima
Definice. Budiz M C R. Cislo G € R spliiujici
() Ve e M: x <@,
() VG' eR,G' < GIz e M:z > G,
nazyvame supremem mnoziny M.
Véta 4 (o supremu). Necht’ M C R je neprdzdnd shora omezend mnoZina. Pak existuje prdvé jedno supremum mnoZiny M.

Supremum mnoZiny M znacime sup M.
Plati sup M = — inf(—M).

Definice. Budiz M C R. Rekneme, 7¢ a je nejvétsi prvek (maximum) mnoZiny M (znaime max M), jestliZe a je horni zadvorou
mnoZziny M a a € M. Analogicky definujeme nejmensi prvek (minimum) M, ktery zna¢ime min M.

Lemma 5. Necht’ M C R a plati
Ve,ye MVzeR e <z<y:z€ M.

Pak M je interval.

z Xz

Véta 6 (existence celé Casti). Pro kazdé r € R existuje celd édst Cislar, tj. &islo k € Z takové, Ze k < r < k + 1. Celd st Cisla
r je urlena jednoznacné a znacime ji [r).

Véta 7 (Archimédova vlastnost). Ke kaZdému = € R existuje n € N spliiujici © < n.
——konec pfednasky 9.10.
Véta 8 (o n-té odmocning). Ke kaZdému x € (0, +00) a ke kaZdému n € N existuje jediné y € (0, +00) spliujici y" = x.

Véta 9 (o hustoté Q aR\ Q). Bud'te a,b € R, a < b. Potom existuje r € Q spliyjicia < r < ba s € R\ Q spliiujicia < s < b.

I1. Limita posloupnosti

IL.1. Uvod

Definice. Jestlize kazdému pfirozenému Cislu n je pfifazeno redlné &islo a,,, potom fikdme, Ze {a,, }52 ; je posloupnost redlnych
¢isel. Cislo a,, nazveme n-tym clenem této posloupnosti.

Posloupnost {a,, }°2 ; je rovna posloupnosti {b,, }52 ;, jestlize plati a,, = b, pro kazdé n € N.

MnoZinou &lenit posloupnosti {ay, }52_, rozumime mnoZinu

{zr €R; In € N: a,, = z}.
Definice. Rekneme, Ze posloupnost {a,, } je
e shora omezend, jestlize mnoZina vSech Clent této posloupnosti je shora omezena,
o zdola omezend, jestlize mnoZina vsech Cleni této posloupnosti je zdola omezend,
e omezend, jestlize mnoZina vSech Clent této posloupnosti je omezena.
Definice. Rekneme, Ze posloupnost {a,, } je
e rostouct, je-li ap, < an41 prokazdén € N,

o klesajici, je-li a,, > a1 prokazdén € N,



e nerostouct, je-li a, > an41 prokazdén € N,
o neklesajici, je-li a,, < a1 pro kazdé n € N.

Posloupnost {a,} je monotdnni, pokud spliiuje nékterou z vyse uvedenych podminek. Posloupnost {a,} je ryze monotonni,
pokud je rostouci ¢i klesajici.

Definice. Bud'te {a,,} a {b,,} dv& posloupnosti redlnych &isel.

Souctem posloupnosti {a,} a {b, } rozumime posloupnost {a,, + b, }.

Analogicky definujeme rozdil a soucin posloupnosti.

e Necht' vSechny Cleny posloupnosti {b,,} jsou nenulové. Pak podilem posloupnosti {a,} a {b,} rozumime posloupnost
{2}

Je-li A € R, pak A-ndsobkem posloupnosti {a,, } rozumime posloupnost {Aa,, }.

I1.2. Konvergence posloupnosti

Definice. Rekneme, Ze &islo A € R je limitou posloupnosti {a,, }, jestlize ke kazdému kladnému &islu € existuje takové pfirozené

&islo ng, Ze pro vSechna pfirozend Cisla n > ng plati |a, — A| < ¢, tj.
VeeR,e>03ng e NVneNn>ng: |a, — 4| <e.
Rekneme, 7e posloupnost {a,, } je konvergenmi, pokud existuje A € R, které je limitou {a,, }.
———konec prednasky 13.10.
Véta 10 (jednoznacnost limity). KaZdd posloupnost md nejvyse jednu limitu.
Znacime 711;12O a, = A nebo jenom lima,, = A.
Pozndmka. Pro posloupnost {a,, } redlnych ¢isel a A € R plati nésledujici:
(i) Pokud lima,, = A, pak lim |a,| = |A|.
(ii) Plati lima, = A < lim(a, — A) =0 < lim|a, — A| = 0.
(iii) Plati
lima, = A&
JK > 03n > 0Ve € (0,1)3ng € NVn > ng: |a, — A| < Ke.
Véta 11. KazZdd konvergentni posloupnost je omezend.

Definice. Necht' {a,,}° ; je posloupnost redlnych &isel. Rekneme, Ze posloupnost {by } 2, je vybranou posloupnosti z {a,, }_,
(nebo téZ podposloupnosti posloupnosti {a,, }52 ), jestliZe existuje rostouci posloupnost pfirozenych &isel {ny}72 , takovd, Ze
by = an, prokazdé k € N.

Véta 12 (limita vybrané posloupnosti). Necht’ {by,}32 , je vybrand posloupnost z posloupnosti {a, } 52, . Jestlize platilim,, oo a,, =
A € R, pak také limy,_, ., b, = A.

Véta 13 (aritmetika limit). Necht’ lima, = A € Ralimb,, = B € R. Potom plati:
(i) lim(a, + b,) = A+ B,
(ii) lim(a, - b,) = A- B,
(iii) je-li B # 0ab, # 0 provsechnan € N, je lim(a,,/b,) = A/B.
——konec prednasky 16.10.
Véta 14. Necht’ lim a,, = 0 a necht’ posloupnost {b, } je omezend. Potom lim a,,b,, = 0.
Véta 15 (limita a uspotadani). Necht’lima,, = A € Ralimb, = B € R.
(i) Necht existuje ng € N takové, Ze pro kaZdé p¥irozené n > ng je a, > b,. Potom A > B.
(ii) Necht’ A < B. Potom existuje ng € N takové, Ze pro kaZdé pFirozené n > nq je a, < by,.
Véta 16 (o dvou policajtech). Bud’te {a,}, {b,} dvé konvergentni posloupnosti a {c,,} takovd posloupnost, Ze plati:
(i) Ing e NVn e N,n >ng: ap < ¢, < by,
(ii) lima,, = lim b,,.

Potom existuje lim c,, a plati lim ¢,, = lim a.,.



I1.3. Nevlastni limita posloupnosti

Definice. Rekneme, Ze posloupnost {a,, } ma limitu +oco (plus nekonecno), jestlize
VLeRIngeNVneN,n>ng: a, > L.

Rekneme, Ze posloupnost {a,, } ma limitu —oco (minus nekonecno), jestlize
VK e Rdng e NVne N,n>ng: a, < K.

Véta 10 o jednoznacnosti limity plati i pro limity +00 a —oco. Je-li lim a,, = 400, fikdme, Ze posloupnost {a, } diverguje k
+00, podobné pro —co. Je-li lim a,, € R, fikdme, Ze posloupnost {a,, } mé viastni limitu, je-li lim a,, = 400 nebo lim a,, = —oo,
fikdme, Ze posloupnost {a,, } ma neviastni limitu.

Véta 11 pro nevlastni limity neplati. Plati v§ak

Véta 11°.
e Necht’ lim a,, = +00. Pak posloupnost {ay, } neni shora omezend, je vSak zdola omezend.
e Necht’ lim a,, = —o0. Pak posloupnost {a,, } neni zdola omezend, je vSak shora omezend.
Véta 12 (limita vybrané posloupnosti) plati i pro nevlastni limity.

Definice. ———konec pfedndsky 20.10.————————— RozSiFenou redlnou osou rozumime mnoZinu R* = RU {+o0, —o0}
s nésledujicim rozsifenim operaci a uspofddani z R:

e a<f+wa—oco<aproa€ R, —oo < 400,

a+ (+00) = (+00) + a = +oo pro a € R* \ {—o0},

a+ (—o0) = (—00) +a= —ocoproa € R*\ {+o0},

a-(£o0) = (£00) -a = oo proa € R*, a > 0,

a-(+oo) = (£o0)-a=Fooproa € R*, a <0,
e - =0proacRR
Nekteré operace nejsou definovany. Jsou to:
® (—00) + (+09), (+00) + (=00), (+00) = (+00), (—00) — (—00),
e (+00)-0,0- (+0), (—0) - 0,0 - (—o0),
o 2 TR, TR e, gproa € R
Véta 13’ (aritmetika limit). Necht’ lima,, = A € R* alimb,, = B € R*. Potom plati:
(i) lim(a,, £ b,) = A + B, pokud je pravd strana definovdna,
(ii) lim(a, - b,) = A - B, pokud je pravd strana definovdna,
(iii) lim a,, /b, = A/B, pokud je pravd strana definovdna.

Véta 17. Necht’ lima, = A € R*, A > 0, limb,, = 0 a existuje ng € N takové, Ze pro kaZdé n € N, n > ny, plati b,, > 0. Pak
lim ay, /b, = +o0.

Véta 15 (limita a uspofddani) a Véta 16 (o dvou policajtech) plati i pro nevlastni limity. Dokonce plati

Véta 16’ (o jednom policajtovi). Bud’te {a,} a {b,} dvé posloupnosti.
e JestliZe lim a,, = 400 a existuje ng € N takové, Ze pro kaZdé n € N, n > ng plati b, > a,,, pak limb,, = 4o0.
o JestliZe lim a,, = —o0 a existuje ng € N takové, Ze pro kaZdé n € N, n > ng plati b,, < a,,, pak limb,, = —o0.

Definice. Budiz A C R neprdzdnd. Neni-li A shora omezend, pak definujeme sup A = +o0. Neni-li A zdola omezend, pak
definujeme inf A = —o0.

Lemma 18. Necht’ M C R je neprdzdnd mnoZina, G € R*. Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) G =sup M.
(ii) Cislo G je horni zdvorou M a existuje posloupnost {x, }°°_, bodii z M, pro kteroulim z,, = G.

——konec prednasky 23.10.



I1.4. Hlubsi véty o limité posloupnosti

Véta 19 (o limité monot6énni posloupnosti). KaZdd monoténni posloupnost md limitu. Je-li {a,} neklesajici, pak lima,, =
sup{an; n € N}. Je-li {ay, } nerostouci, pak lim a,, = inf{a,; n € N}.

Véta 20 (Bolzano-WeierstraB). Z kaZdé omezené posloupnosti lze vybrat konvergentni podposloupnost.

II1. Zobrazeni

Definice. Necht’ A a B jsou mnoziny. Zobrazenim f mnoZiny A do mnoZiny B nazveme predpis, kterym kazdému prvku z
mnoZiny A pfifadime jediny prvek y z mnoZiny B. Tento prvek y znat¢ime symbolem f(z). Prvek y se pak nazyva obrazem
prvku z, prvek x se nazyva vzorem prvku y.

e Symbolem f: A — B znalime, Ze f je zobrazenim mnoziny A do mnoZiny B.
e Symbolem f: x — f(x) znalime, Ze zobrazeni f pfifazuje prvku x prvek f(x).
e MnoZinu A z definice zobrazeni nazyvame definicnim oborem zobrazeni f a zna¢ime ji symbolem Dy.

Definice. ———konec predndsky 30.10.——————— Necht’ f: A — B je zobrazeni.

Podmnozina G; = {[z,y] € A x B; z € A,y = f(x)} kartézského soudinu A x B se nazyva grafem zobrazeni f.

Obrazem mnoZziny M C A pfi zobrazeni f se nazyvd mnoZina
f(M)={yeB; IreM: f(z) =y} (={f(2); v € M}).

e Mnozina f(A) se nazyvéa obor hodnot zobrazeni f. (Znaéime Ry nebo Hy.)
e Vzorem mnoziny W C B pfi zobrazeni f nazveme mnoZinu

fo1(W)={x € A; f(x) e W}.

Pozndmka. Necht f: A — B, X,Y C A, U,V C B. Pak platf
o f(UUV) = f1(U)U fa(V),
o [ (UNV)=[faU)Nf-(V),
o fIXUY)=f(X)Uf(Y),
e f(XNY)C f(X)Nf(Y).

Definice. Necht' A, B, C' jsou mnoziny, C~C Aa f: A — B. ZiZenim (restrikci) zobrazeni f na mnoZinu C rozumime

zobrazeni f: C' — B definované piedpisem f(x) = f(z) pro kazdé x € C. Znatime f|c.

Definice. Necht' f: A — Bag: B — C jsou dvé zobrazeni. Symbolem g o f oznaCime zobrazeni mnoziny A do mnoZziny C'
definované predpisem

(9o f)(x) = g(f(x))-

Takto definované zobrazeni se nazyva sloZenym zobrazenim.

Definice. Rekneme, Ze zobrazeni f: A — B
e zobrazuje mnoZinu A na mnoZinu B, jestlize f(A) = B, tj. ke kazdému y € B existuje = € A takové, Ze f(z) = v,
e je prosté, jestlize rozdilnym prvkdm pfifazuje rozdilné hodnoty, tj.

Vo, 0 € A 1 # x0 = f(x1) # f(22),

e je bijekce A na B (nebo téZ vzdjemné jednoznané zobrazeni), jestlize je zaroven prosté a zobrazuje A na B.

Definice. Necht' f: A — B je bijekce (tj. f je prosté a na). Inverznim zobrazenim f~': B — A rozumime zobrazenti, které
kazdému prvku y € B pfifadi (jednoznacné ureny) prvek x € A splitujici f(z) = y.



IV. Funkce jedné realné proménné

IV.1. Zakladni pojmy

Definice. Funkce f jedné redlné proménné (dale jen funkce) je zobrazeni f: M — R, kde M je podmnoZinou mnoZiny realnych
Cisel.

Definice. Funkce f: J — R je rostouci na intervalu J, jestlize pro kazdou dvojici 1,2 € J, 1 < xo, plati nerovnost
f(x1) < f(x2). Analogicky definujeme funkci klesajici (neklesajici, nerostouct) na intervalu J.

Definice. Monotonni funkci (resp. ryze monotonni funkci) na intervalu J rozumime funkeci, ktera je neklesajici nebo nerostouci
(resp. rostouci nebo klesajici) na J.

Definice. Necht' f je funkcea M C Dy. Rekneme, Ze funkce f je
e shora omezend na M, jestlize existuje &islo K € R takové, Ze pro vSechna x € M je f(z) < K,
e zdola omezend na M, jestlize existuje &islo K € R takové, Ze pro vSechna z € M je f(z) > K,

e omezend na M, jestliZe existuje ¢islo K € R takové, Ze pro viechna z € M je |f(z)| < K,

lichd, jestlize pro kazdé x € Dy plati —x € Dy a f(—z) = —f(x),

sudd, jestlize pro kazdé x € Dy plati —z € Dy a f(—z) = f(z),

periodickd s periodou a, kde a € R, a > 0, jestlize pro kazdé x € Dy platiz +a € Dy, x —a € Dy a f(x +a) =
flx—a) = f(x).
IV.2. Limita funkce
Definice. Necht’ ¢ € R a e > 0. Potom definujeme

e okoli bodu c o poloméru ¢ jako B(c,e) = (¢ — g,¢c + €),

e prstencové okoli bodu c o poloméru € jako P(c,e) = (c —e,c+¢) \ {c}.
Definice. Rekneme, Ze &islo A € R je limitou funkce f v bodé ¢ € R, jestlize

Ve e R,e >030 € R,0 > 0Vx € P(c,0): f(x) € B(A,¢).

Véta 21 (jednoznacnost limity). Funkce f md v libovolném bodé nejvyse jednu limitu A € R.

Ma4-li funkce f v bod€ ¢ € R limitu A € R, pak piseme lim f(x) = A.
Tr—c
konec prednéasky 3.11.

Definice. Rekneme, e funkce f je spojitd v bodé c € R, jestlize plati

lim f(z) = f().

Tr—c

Pozndmka. Funkce f je spojitd v bodé ¢, prave kdyz plati
VeeR,e > 030 € R, 0 >0Vz € B(c,9): f(z) € B(f(c),e).
Definice. Necht' ¢ > 0. Okoli a prstencové okoli bodu 400 (resp. —oo) definujeme takto:
P(400,¢) = B(+00,¢) = (1/e,+0),
P(—00,e) = B(—00,¢) = (—o0, —1/¢).
Definice. Rekneme, 7e A € R* je limitou funkce f v bodé ¢ € R*, jestlize
VeeR,e>030 € R, >0Vz € P(c,0): f(z) € B(4,¢).
Véta 21 plati i pro ¢ € R*, A € R*, tedy lze pouzit oznaeni lim,_,. f(z) = A.
Definice. Necht' ¢ € R ae > 0. Potom definujeme
e pravé okoli bodu c jako B (c,e) = (c,c + ¢),

e levé okoli bodu c jako B~ (c,e) = (c — €, ¢),



e pravé prstencové okoli bodu c jako P (c,e) = (¢,c+¢),
e levé prstencové okoli bodu c jako P~ (c,e) = (¢ — ¢, ¢),
e levé okoli bodu +o0 jako B~ (+00,¢) = (1/¢e, +00),

e pravé okoli bodu —oo jako BT (—o0,¢e) = (—o0, —1/¢),

levé prstencové okoli bodu +oc jako P~ (400,e) = B~ (+00, ¢),
e pravé prstencové okoli bodu —c jako Pt (—o0,¢) = BT (—o0,¢).

Definice. Necht A € R*, ¢ € RU{—o00}. Rekneme, Ze funkce f ma v bodé c limitu zprava rovnou A (zna&ime 1_i>H‘1+ flx) = A,
jestlize
Ve€R,e>030 €R,§ >0z € PT(c,0): f(x) € B(A,¢).

Analogicky definujeme pojem limity zleva v bodé ¢ € RU{+0o0}. Pro limitu zleva funkce f v bodé ¢ uZivime symbol lim f(z).
r—c—

Pozndmka. Necht’ ¢ € R, A € R*. Pak plat{

r—cC r—Cc—

lim f(z) =A< < lim+f(x) =A & lim f(x)= A) .
r—rcC
Definice. Necht' ¢ € R. Rekneme, 7e funkce f je v bodé ¢ spojitd zprava (resp. zleva), jestlize lim, ., f(x) = f(c) (resp.
lim, . f(z) = f(c)).
Véta 22. Necht’ funkce f md viasmi limitu v bodé ¢ € R*. Pak existuje § > 0, Ze f je na P(c, ) omezend.

Véta 23 (Heine). Necht’ ¢ € R*, A € R* a funkce f je definovdna na prstencovém okoli bodu c. Pak jsou vyroky (i) a (ii)
ekvivalentni.

(i) Platilim,_,. f(z) = A.

(i) Pro kaZdou posloupnost {x,} spliiujici x,, € Dy, &, # ¢ pro vSechnan € N a lim,,_,o ©,, = ¢, plati lim,,_, o f(z,) =

A.
Véta 24 (aritmetika limit). Necht’ ¢ € R*. Necht' lim,_,. f(z) = A € R* alim,_,. g(z) = B € R*. Potom plati:
(i) lim,_.(f(z) + g(x)) = A+ B, pokud je vyraz A + B definovdn,
(ii) lim,,. f(x)g(z) = AB, pokud je vyraz AB definovdn,
(iii) lim, . f(z)/g(x) = A/ B, pokud je vyraz A/ B definovdn.
——konec prednasky 6.11.

Dusledek. Necht’ funkce f a g jsou spojité v bodé ¢ € R. Pak také funkce f+ g a f g jsou spojité v bodé c. Pokud navic g(c) # 0,
pak také funkce f /g je spojitd v bodé c.

Véta 25. Necht’ ¢ € R*. Necht’ lim, . g(x) = 0, lim, . f(z) = A € R* a A > 0. JestliZe existuje n > 0 takové, Ze funkce g
je kladnd na P(c,n), pak lim,_,.(f(x)/g(z)) = +o0.

Definice. Polynomem budeme rozumét kaZzdou funkci P tvaru
Pz)=ay+ a1z + - +az”, xR,

kden e NU{0}aag,ai,...,a, € R.Cislaag, ..., a, senazyvaji koeficienty polynomu P.

Pozndmka. Necht n,m € NU {0} a
Plx)=ay+az+ - +aza”, xR,
Q(z)=bo+bx+- - +bpz™, zeR,

kde ag,a1,...,an, € R, a, # 0, bo,b1,...,bm € R, by, # 0. Jestlize se polynomy P a @ rovnaji (tj. P(z) = Q(x) pro kazdé
z € R),pakn=maag =by,...,a, = by.

Definice. Necht' P je polynom tvaru
Pz)=ay+ a1z + - +az", xR

Rekneme, 7e P je polynom stupné n, jestlize a,, # 0. Stupeti nulového polynomu (tj. konstantni nulové funkce definované na R)
definujeme jako —1.
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Véta 26 (limita a uspotrdddni). Necht’ ¢ € R* a existuje lim, . f(x) a lim,_,. g(z).

(i) Jestlize lim, . f(x) > lim,_,. g(x), pak existuje & > 0 takové, Ze plati

Vo € P(c,0): f(x) > g(z).
(ii) JestliZe existuje 6 > 0 takové, Ze Vx € P(c,0): f(x) < g(z), potom plati
lim f(z) < lim g(z).
(iii) (o dvou policajtech) Necht existuje n > 0 takové, Ze plati
Ve € Ple,n): f(z) < hz) < g(a).

Je-li navic lim, . f(x) = lim,_,. g(x) = A € R*, potom existuje rovnéZ lim,_,. h(x) a rovnd se A.

Disledek. Nechr' ¢ € R*, lim, . f(x) = 0anecht’ existuje 1) > 0 takové, Ze g je omezend na P(c,n). Potomlim,_,.(f(x)g(z))
0.

Véta 27 (limita sloZené funkce). Necht’ ¢, A,B € R*, lim,_,.g(x) = A, lim,_, 4 f(y) = B a je splnéna alespoii jedna z
ndsledujicich podminek:

(P) IneR,n>0Vx € P(c,n): g(x) # A
(S) funkce f je spojitd v bodé A.
Potom
lim f(g(2)) = B.
——konec pfednasky 10.11.
Dusledek. Necht’ funkce g je spojitd v bodé ¢ € R a funkce | je spojitd v bodé g(c). Potom je funkce f o g spojitd v bodé c.

Véta 28 (limita monoténni funkce). Necht’ a,b € R*, a < b. Budif funkce f monotonni na intervalu (a,b). Potom existuji
lim, o4 f(z) alim,_p— f(x), pFicemZ plati:

e Je-li f na (a,b) neklesajici, pak lim,_,q+ f(z) = inf f((a,b)) alim,_,— f(x) = sup f((a,b)).
e Je-li f na (a,b) nerostouci, pak lim,_,q f(x) = sup f((a,b)) alim,,— f(z) = inf f((a,b)).

IV.3. Funkce spojité na intervalu

Definice. Necht' J C R je nedegenerovany interval (neboli obsahuje nekoneéné mnoho bodi). Funkce f: J — R je spojitd na
intervalu J, jestlize plati:

e f je spojitd v kazdém vnitinim bodég J,
e f je spojitd zprava v levém krajnim bod¢ intervalu J, pokud tento bod patii do J,
e f je spojitd zleva v pravém krajnim bod¢ intervalu .J, pokud tento bod patfi do .J.

Véta 29 (spojitost sloZzené funkce na intervalu). Necht’ I a J jsou intervaly, g: I — J, f: J — R, g je spojitd na I a f je spojitd
na J. Potom funkce f o g je spojitd na I.

Véta 30 (Heineova véta pro spojitost). Necht’ funkce f je definovand na néjakém okoli bodu ¢ € R. Pak jsou vyroky (i) a (ii)
ekvivalentni.

(1) Funkce f je spojitd v c.
(ii) Pro kaZdou posloupnost {x,} spliiujici x,, € Dy pro vSechnan € N a lim,,_, ,, = ¢, plati lim,,_,o f(z,,) = f(c).

Véta 31 (Bolzano, o nabyvéni mezihodnot). BudiZ funkce f spojitd na intervalu {a,b) a pFedpoklddejme, Ze f(a) < f(b). Potom
pro kazdé C € (f(a), (b)) existuje & € (a, b) takové, Ze plati f(§) = C.

Véta 32 (zobrazeni intervalu spojitou funkci). Necht' J je interval a funkce f: J — R je spojitd na J. Potom je f(J) interval.

Definice. Necht M C R, x € M a funkce f je definovdna alespofi na M (tj. M C Dy). Rekneme, Ze f nabyva v bodé
maxima (resp. minima) na M, jestlize plati

Vye M: f(y) < f(z) (resp.Vy € M: f(y) > f(z)).

Bod x pak nazyvame bodem maxima (resp. minima) funkce f na mnozin€ M. Symbol maxy, f (resp. miny, f) oznaCuje nejveétsi
(resp. nejmensi) hodnotu, které funkce f na mnoziné M nabyva (pokud takova hodnota existuje). Body maxima ¢i minima
souhrnné oznacujeme jako body extrému.
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Definice. Necht M C R, x € M afunkce f je definovéana alespori na M (tj. M C Dy). Rekneme, Ze funkce f ma v bodg
o lokdlni maximum vzhledem k M, jestlize existuje § > 0 takové, Ze Vy € B(z,5) N M: f(y) < f(x),

o lokdlni minimum vzhledem k M, jestliZe existuje § > 0 takové, ze Vy € B(z,0) " M : f(y) > f(z),

ostré lokdlni maximum vzhledem k M, jestliZe existuje 6 > 0 takové, ze Vy € P(x,0) " M : f(y) < f(z),
o ostré lokdlni minimum vzhledem k M, jestlize existuje 6 > 0 takové, Zze Vy € P(z,0) " M : f(y) > f(z).
Bodem lokdlIniho extrému rozumime bod lokdlniho maxima ¢i lokdlnfho minima.

Véta 33 (o nabyvéni extrémi). Necht' f je spojitd funkce na intervalu (a,b). Potom funkce f nabyvd na {a,b) své nejvési
hodnoty (maxima) a své nejmensi hodnoty (minima).

Disledek 34 (omezenost spojité funkce). BudiZ f spojitd funkce na intervalu {a,b). Potom je f na {a,b) omezend.
konec prfednasky 13.11.
Véta 35 (spojitost inverzni funkce). BudiZ f spojitd a rostouct (klesajici) funkce na intervalu J. Potom funkce f~1 je spojitd

a rostouci (klesajici) na intervalu f(J).

IV.4. Zavedeni elementarnich funkci

Véta 36 (zavedeni logaritmu). Existuje jedind funkce (znacime ji log a nazyvdme ji prirozenym logaritmem), kterd md tyto
vilastnosti:

(L]) Dlog = (07 +OO),
(L2) funkce log je na (0, +00) rostouci,

(L3) Vz,y € (0,400): logzy = logx + logy,

(L4) lim 227 = 1.
Vlastnosti funkce logaritmus
e logl =0,
o Vz € (0,400): log(1/z) = —logx,

o VneZVx € (0,400): loga™ =nlogw,

lim logz = +o0, lim logx = —o0,
r—+00 z—0+

funkce log je spojitd na (0, +00),

Hypg =R,
e cxistuje praveé jedno &islo e € (0, +00) spliiujici loge = 1.
Definice. Exponencidlni funkci budeme rozumét funkci inverzni k funkci log. Budeme ji znacit symbolem exp.
Vlastnosti exponencidlni funkce
® Dexp =R, Heyp = (0, 400),
e funkce exp je spojitd a rostouci na R,
o exp0=1,expl =,
o Va,y € R: exp(x +y) = exp(z) exp(y),
e Vz € R: exp(—x) =1/expu,
e Vn € ZVx € R: exp(nz) = (expz)™,

e lim expzxr =400, lim expx =0,
r—+00 T——00

exp(a)—1 _
SR =1,

e lim
x—0

12



e VreQ: expr=ce’.

Definice. Necht' a,b € R, a > 0. Obecnou mocninu a® definujeme jako

a® = exp(bloga).

Definice. Necht' a,b € (0,400), a # 1. Obecny logaritmus log, b definujeme jako

log b

log, b= .
loga

——konec prednasky 20.11.

s

Véta 37 (zavedeni funkce sinus a ¢isla 7). Existuje jediné kladné redlné islo (budeme ho znacit ) a jedind funkce sinus (budeme
Ji znacit sin), které maji ndsledujici vlastnosti:

(S1) Dsin =R,

(S2) sin je rostouct na (—m/2,m/2),

($3) sin0 = 0,

(84) Yx,y € R: sin(x 4 y) = sinz - sin(§ — y) +sin(§ — ) - siny,

Definice. Funkci kosinus rozumime funkci cos z = sin(Z — ), z € R.

2

Vlastnosti funkci sinus a kosinus

Funkce cos je klesajici na intervalu (0, ).

o e T 1 e e mN 4w T _
cos§ =0,sinf = 1,sinm =0, cosm =sin(—5) = —1,sinf =cos | =

efS

Vo € R: sin(x +7) = —sinz

Funkce cos je sudd, funkce sin je lich4.

Funkce sin a cos jsou 27-periodické.

Vz € R: sin?z +cos?z =1

Ve € R: |sinz| < 1,|cosz| <1

Vz,y € R: sinz — siny = 2sin (%5Y) cos (£5¥)
Funkce sin a cos jsou spojité na R.

Hgin = Heos = (—1,1)

Funkce sin je rovna nule pravé v bodech mnoziny {km; k € Z}, funkce cos je rovna nule pravé v bodech mnoZiny
{5 +km kel

Definice. Funkci tangens znac¢ime tg a definujeme predpisem

sinx

tgr =
cosx

pro kazdé redlné x, pro néZ ma zlomek smysl, tj.

Dy ={z €R; x #7/2+kn,k € Z}.

Symbolem cotg budeme znacit funkci kotangens, kterd je definovana na mnozin€ Deotg = {@ € R; = # km, k € Z} predpisem

Vlastnosti funkci tangens a kotangens

s

tg T =cotg T =1

Funkce tg i cotg jsou spojité v kazdém bode svého defini¢niho oboru.
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Funkce tg i cotg jsou liché.

Funkce tg i cotg jsou m-periodické.

Funkce tg je rostouci na (—m /2, w/2), funkce cotg je klesajici na (0, ).

e lim tgx =400, lim tgx = —oo, lim cotgzx = +o0, lim cotgx = —o0
TG — T—>—5+ r—0+ T—T—

o I tg = Ilcotg = R
Definice.
e Funkci arkussinus (znaCime arcsin) rozumime funkci inverzni k funkci sin |<—%,%)-
e Funkci arkuskosinus (zna¢ime arccos) rozumime funkci inverzni k funkci cos | (g 7).
o Funkci arkustangens (zna¢ime arctg) rozumime funkci inverzni k funkci tg |(7%,%)'
e Funkci arkuskotangens (zna¢ime arccotg) rozumime funkci inverzni k funkci cotg |(077T).
Vlastnosti cyklometrickych funkci
® Darcsin = Darccos = <_17 1>’ Darctg = Darccotg =R
e Funkce arcsin a arctg jsou liché.
e Funkce arcsin a arctg jsou rostouci, funkce arccos a arccotg jsou klesajici (na svych defini¢nich oborech).
e Funkce arcsin, arccos, arctg a arccotg jsou spojité na svych defini¢nich oborech.
e arctg(0 =0, arctgl = 7, arccotg0 = 5

e lim = lim

arcsin x
x—0 z z—0

arctgx __
=s==1

o Vx € (—1,1): arcsinz + arccosx = 5, Vo € R: arctgx + arccotgr = §

e lim arctgw =7, lim arctgr =—7F lim arccotgwr =0, lim arccotgz =m
r——+o0 T——0Q Tr—+00 T——0Q

IV.5. Derivace funkce
Definice. Necht' f je redlnd funkce a a € R. Pak

e derivaci funkce f v bodé a budeme rozumeét

f’(a):%%f(a+h}z_f(a),

e derivaci funkce f v bodé a zprava budeme rozumét

pokud pfislusné limity existuji.
Definice. Necht' f mad vlastni derivaci v bodé€ a € R. Tecnou ke grafu funkce f v bod¢ [a, f(a)] nazveme piimku
T, = {lz,y] € R* y = f(a) + f'(a)(z —a)} .
Véta 38. Necht’ funkce f md v bodé a € R vlastni derivaci. Potom je funkce f v bodé a spojitd.
——konec prednasky 24.11.
Véta 39 (aritmetika derivaci). Predpoklddejme, Ze funkce f a g maji v bodé a € R vlastni derivace a o € R. Potom plati

(i) (f+9)'(a) = f'(a) + ¢'(a),
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(i) (af)'(a) = a- f'(a),
(iii) (fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a),

(iv) je-li g(a) # 0, pak

(f)' (@) f'(@)g(a) — fla)g'(a)
g

Véta 40 (derivace sloZené funkce). Necht’ funkce f md vlastni derivaci v bodé yy € R, funkce g md viasti derivaci v bodé
x0 € Rayy = g(xo). Pak

(fo9) (o) = f'(yo) - g’ (x0)-

Véta 41 (derivace inverzni funkce). Necht funkce | je na intervalu (a,b) spojitd a ryze monotonni a md v bodé xoy € (a,b)
derivaci f'(xo) viastni a riiznou od nuly. Potom md funkce f~1 derivaci v bodé vy = f(x0) a plati rovnost

N _ 1 - 1
U000 = Ty = PO o)

Derivace elementdrnich funkci
[ ]
) =nz" LreRneN;zeR\{0},n€Z n<0,
logz)' = L proz € (0, +00),

expx) =expzproz € R,

%) = az® 1 proz € (0,+00),a € R,

a*) =a*logaproz € R,a €R,a >0,

sinx)’ = cosz proz € R,

cosz) = —sinz prox € R,

tgx) = —CO;% pro & € Dy,

[ ]
—~ —~ —~ —~ —~ —~ —~ —~ —~ —~ —~

e (cotgz) = ——5— prox € Deotg,
- 1
e (arcsinz) = == Proz € (-1,1),

e (arccosz) = *ﬁ prox € (—1,1),

(arctgx)’ = 1= prox € R,

(arccotg z)’ = prox € R.

__1_
1422

Véta 42 (nutnd podminka lokdlniho extrému). Necht’ funkce f md v bodé xo € R lokdini extrém. JestliZe existuje f'(xq), potom
je f'(zo) = 0.

——konec prednasky 27.11.

IV.6. Hlubsi véty o derivaci funkce

Véta 43 (Rolle). Necht’ a,b € R, a < b a funkce f md ndsledujici viastnosti:

(i) je spojitd na intervalu {(a,b),

(ii) md derivaci (viastni & neviastni) v kaZdém bodé otevieného intervalu (a,b),
(iii) plati, Ze f(a) = f(b).

Potom existuje £ € (a,b) spliujici f'(£) = 0.
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Véta 44 (Lagrange, o stfedni hodnot€). Necht' a,b € R, a < b, funkce f je spojitd na intervalu {a,b) a md derivaci (viastni &
nevlastni) v kazdém bodé intervalu (a,b). Potom existuje € € (a, b) takové, Ze plati

SR UE (C)

Véta 45 (vztah znaménka derivace a monotonie funkce). Necht’ J C R je nedegenerovany interval. Necht' f je spojitd na J a v
kaZdém vnitinim bodé J (mnoZinu vnitinich bodii intervalu J oznac¢me jako Int J) md derivaci.

(i) Je-li f'(x) > 0 pro vSechna x € Int J, pak f je rostouci na J.
(ii) Je-li f'(x) < 0 pro vSechna x € Int J, pak f je klesajici na J.
(iii) Je-li f'(x) > 0 pro vSechna x € Int J, pak f je neklesajici na J.
(iv) Je-li f'(z) < 0 provechna x € Int J, pak f je nerostouci na J.

Véta 46 (vypocet jednostranné derivace). Necht’ f je spojitd zprava v bodé a € R a existuje hm+ [/ (x). Potom existuje f! (a)
Tr—ra

a plati rovnost

fila) = lim_f'(z).

r—a+

——konec prednasky 1.12.

Véta 47 (I’Hospitalovo pravidlo). Necht’ funkce f a g maji na jistém prstencovém okoli bodu a € R* viastni derivace a existuje

lim 7 E ; Necht’ plati jedna z ndsledujicich podminek:

r—a

(i) lim f(x) = lim g(z) =0,

—a
(ii) lim |g(x)| = +oc.
T—a

Potom existuje i hm g ) a plati

IV.7. Konvexni a konkavni funkce
Definice. Rekneme, Ze funkce f je naintervalu [

e konvexni, jestlize pro kazdé x1, x4 € I akazdé A € (0, 1) plati

fQzy+ (1= Naz) < Af(21) + (1= M) f(x2),
e konkdvni, jestlize pro kazdé x1,xo € I akazdé A € (0, 1) plati

fOxr+ (1= Nag) 2 Af(z1) + (1 = A) f(2),
e ryze konvexni, jestlize pro kazdé x1,xo € I, x1 # w2 akazdé A € (0, 1) plati

fQa1 4+ (1= Naz) < Af(z1) + (1= A)f(x2),
e ryze konkdvni, jestlize pro kazdé x1,zo € I, x1 # x2 akazdé A € (0, 1) plati

fQa1 4+ (L= Na2) > Af(z1) + (1= A)f(22).

Lemma 48. Funkce f je na intervalu I konvexni, prdvé kdyZ? pro kazZdé tri body x1,x2,x3 € I, x1 < T3 < x3, plati

flaz) = f(a1) _ flzs) = flz2)

T — X1 o T3 — X2

Definice. Necht' funkce f ma na jistém okoli bodu a € R vlastni derivaci. Druhou derivaci funkce f v bodé a budeme rozumét

o L@ 1) = (@)

h—0 h ’

f"(a) =

pokud limita existuje.
Necht’ nynin € N a funkce f ma v jistém okolf bodu a € R vlastni n-tou derivaci (zna&ime ji symbolem f(™)). Pak (n+1)-ni
derivact funkce f v bodé a budeme rozumét

i)y g S (a+h) = f(a)
f + (CL) - }ILIESJ h ]

pokud limita existuje.
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——konec prednasky 4.12.
Véta 49 (druhd derivace a konvexita). Necht’ a,b € R*, a < ba f md na intervalu (a, b) vlastni druhou derivaci.
(i) Jestlize f"(x) > 0 pro kaZdé x € (a,b), pak f je ryze konvexni na (a,b).
(ii) Jestlize f"(x) < 0 pro kazdé x € (a,b), pak f je ryze konkdvni na (a,b).
(iii) Jestlize f"(z) > 0 pro kazdé x € (a,b), pak f je konvexni na (a,b).
(iv) Jestlize f"(x) < 0 pro kaZdé x € (a,b), pak f je konkdvni na (a,b).

Definice. Necht' f mé vlastni derivaci v bodé a € R a T, oznaluje te¢nu ke grafu funkce f v bodé [a, f(a)]. Rekneme, Ze bod
[z, f(x)] lezi pod tecnou T,, jestlize

f(@) < fla) + f'(a) - (z — a).

Plati-li opaénd nerovnost, fekneme, Ze bod [z, f(x)] leZi nad tecnou Ty,.
Definice. Necht' f'(a) € R. Rekneme, 7e a je inflexnim bodem funkce f, jestlize existuje A > 0 takové, Ze plati
(i) Vz € (a— A,a): [z, f(x)] leZi pod te¢nou Ty,
(i) Yz € (a,a+ A): [z, f(x)] leZi nad teCnou T,
nebo
(i) Vz € (a— A,a): [z, f(x)] leZi nad te¢nou T,
(i) Vx € (a,a+ A): [z, f(z)] lezi pod te€nou T,.

Véta 50 (nutnd podminka pro inflexi). Necht’ a € R je inflexnim bodem bod funkce f. Potom f"(a) neexistuje nebo je rovna
nule.

Véta 51 (postacujici podminka pro inflexi). Necht’ funkce f md spojitou prvni derivaci na intervalu (a,b) a z € (a,b). Necht’
plati:

o Vx € (a,2): f'(z) >0,
o Vx € (z,0): f(z) <.

Potom z je inflexnim bodem funkce f.

IV.8. Prubéh funkce
Definice. Primku, ktera je grafem afinni funkce x — kx + ¢, k,q € R, nazveme asymptotou funkce f v +oo (resp. v —00),
jestlize

lim (f(z)—kx—q)=0, (resp. lim (f(z)—kz—q)=0).

r——+00 T——00

Tvrzeni 52. Funkce f md asymptotu v +00 popsanou afinni funkci © — kx + q, pravé tehdy, kdy?

lim M:kER a lim (f(x)—kx)=qeR

T—r+00 X T—r+0o0

——konec prednasky 8.12.

VySetfeni prubéhu funkce

1. Urcime defini¢ni obor a provedeme diskusi spojitosti funkce.

Zjistime symetrie funkce: lichost, sudost, periodicita.

Dopocitame limity v ,.krajnich bodech defini¢niho oboru*.

VySetiime prvni derivaci, ur¢ime intervaly monotonie a nalezneme lokaln{ a globalni extrémy. Uréime obor hodnot.
Spocéteme druhou derivaci a uréime intervaly, kde je funkce f konvexni nebo konkdvni. Ur¢ime inflexni body.

Urcime asymptoty funkce.

AL R e B 4

Nacrtneme graf funkce.
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