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Kapitola 1

Úvod do funkcionální analýzy

1.1 Banachovy a Hilbertovy prostory

1.1.1 Základní vlastnosti
Značení 1.1.1. V celé přednášce budeme pracovat s prostory C nebo R a budeme je označovat F bez bližší
specifikace.

Definice 1.1.2. Nechť X je vektorový prostor nad F. Řekněme, že }.} : X Ñ r0,8q je norma, pokud splňuje:

(i) }x} “ 0 právě tehdy, když x “ 0,

(ii) }αx} “ |α| }x} , x P X,α P F.

(iii) }x` y} ď }x} ` }y} , x, y P X.

Dvojici pX, } ¨ }q nazýváme normovaným lineárním prostorem.

Tvrzení 1.1.3. Nechť X je normovaný lineární prostor s normou }¨}. Pak

(a) ρpx, yq “ }x´ y}, x, y P X, je metrika na X,

(b) ` : X ˆX Ñ X, ¨ : FˆX Ñ X a } ¨ } : X Ñ r0,8q jsou spojitá zobrazení.

Důkaz. Zobrazení ρ : X ˆX Ñ r0,8q je zjevně metrika, neboť z vlastností normy platí

ρpx, yq “ }x´ y} “ }y ´ x} “ ρpy, xq, x, y P X,

a
ρpx, zq “ }x´ z} “ }x´ y ` y ´ z} ď }x´ y} ` }y ´ z} “ ρpx, yq ` ρpy, zq, x, y, z P X.

Jelikož
}px1 ` x2q ´ py1 ` y2q} ď }x1 ´ y1} ` }x2 ´ y2}, x1, x2, y1, y2 P X,

je součet spojité zobrazení. Podobně odhad

}αx´ βy} “ }αx´ αy ` αy ´ βy} ď |α|}x´ y} ` }y}|α´ β|

platný pro α, β P F, x, y P X, dává spojitost zobrazení ¨ : FˆX Ñ X. Konečně,

|}x} ´ }y}| ď }x´ y}, x, y P X,

znamená 1-lipschitzovskost normy na metrickém prostoru pX, ρq, a tedy spojitost tohoto zobrazení.

Značení 1.1.4.

• Bpx, rq “ ty P X : }x´ y} ď ru je uzavřená koule o středu x P X a poloměru r ě 0,

• Upx, rq “ ty P X : }x´ y} ă ru je otevřená koule, kde x P X a r ě 0

• BX “ ty P X : }y} ď 1u “ Bp0, 1q je jednotková koule,

• UX “ ty P X : }y} ă 1u “ Up0, 1q je otevřená jednotková koule,

• SX “ ty P X : }y} “ 1u je jednotková sféra,

7



• Y ĂĂ X znamená, že Y je podprostor X.

Definice 1.1.5. (ekvivalentní normy) Nechť X je vektorový prostor a }¨}1 , }¨}2 jsou normy na X. Pak }¨}1 je
ekvivalentní norma s }¨}2, pokud existují c1, c2 ą 0 takové, že platí c1 }x}2 ď }x}1 ď c2 }x}2 , x P X.

Tvrzení 1.1.6. Nechť pX, } ¨ }1q a pX, } ¨ }2q jsou normované lineární prostory a B1 “ BpX,}¨}1q, B2 “ BpX,}¨}2q.

(a) Pak následující tvrzení jsou ekvivalentní.

(i) } ¨ }1 je ekvivalentní s } ¨ }2,
(ii) existuje c1, c2 ą 0 tak, že c1B1 Ă B2 Ă c2B1.

(b) } ¨ }1 “ } ¨ }2 právě tehdy, když B1 “ B2.

(c) Jsou-li tyto normy ekvivalentní, otevřené množiny v pX, } ¨ }1q splývají s otevřenými množinami v pX, } ¨ }2q,
tj. Id : pX, } ¨ }1q Ñ pX, } ¨ }2q je homeomorfizmus.

Důkaz. (a) Nechť C1, C2 jsou kladné konstanty splňující

C1}x}1 ď }x}2 ď C2}x}1, x P X.

Vezměme x P B2. Pak
}x}1 ď

1

C1
}x}2 ď

1

C1
.

Tedy C1x P B1, tj. x P 1
C1
B1. Tedy B2 Ă

1
C1
B1.

Podobně, je-li x P B1, pak }x}2 ď C2}x}1 ď C2. Tedy 1
C2
x P B2. Proto B1 Ă C2B2. Dohromady máme

1

C2
B1 Ă B2 Ă

1

C1
B1.

Předpokládejme nyní platnost inkluzí c1B1 Ă B2 Ă c2B2 pro kladné konstanty c1, c2. Je-li x P X nenulový
vektor, je x

}x}2
P B2, a tedy } x

}x}2
}1 ď c2. Podobně x

}x}1
P B1, a tedy } x

}x}1
}2 ď

1
c1
. Dohromady máme

c1}x}2 ď }x}1 ď c2}x}2,

z čehož již platnost (i) zjevně plyne.
Tvrzení (b) a (c) jsou pak důsledky (a).

Poznámka. Ekvivalentní normy dávají na X stejné topologie, neboť nemění otevřené množiny. A tedy při změně
normy se mohou změnit geometrické vlastnosti, avšak topologické (konvergence nebo spojitost) zůstávají nezměněny.

Definice 1.1.7.

• Nechť X je vektorový prostor a A Ă X.

– Řekneme, že A konvexní podmnožina X, pokud platí

@x, y P A,α P r0, 1s : αx` p1´ αqy P A.

– coA “
Ş

tF Ą A,F je konvexníu je konvexní obal.
– spanA “

Ş

tF Ą A,F ĂĂ Xu je lineární obal.

• Nechť X je normovaný lineární prostor a A Ă X.

– coA “
Ş

tF Ą A,F je uzavřená konvexníu je uzavřený konvexní obal.
– spanA “

Ş

tF Ą A,F ĂĂ X uzavřený u je uzavřený lineární obal.

Poznámka. Povšimněme si, že výše uvedené definice jsou smysluplné, neboť v definujících systémech množin se
vždy vyskytuje X. Dále je zřejmé, že konvexní obal je konvexní množina, lineární obal je podprostor, uzavřený
konvexní obal je uzavřená konvexní množina a uzavřený lineární obal je uzavřený podprostor.

Tvrzení 1.1.8. Nechť X je vektorový prostor. Označme ∆n “ tλ “ pλ1, . . . , λnq P r0,8q
n :

řn
i“1 λi “ 1u. Pak

platí následující tvrzení.

(a) Nechť A Ă X je dána. Označme

Bn “ t
n
ÿ

i“1

λixi : x1, . . . , xn P A, λ P ∆nu, n P N, a B “
8
ď

n“1

Bn.

Pak platí následující tvrzení.
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(a1) Množina B je konvexní množina.

(a2) Pokud A je konvexní, platí A “ B.

(b) Je-li A Ă X, platí

coA “
8
ď

n“1

t

n
ÿ

i“1

λixi : x1, . . . , xn P A, λ P ∆nu.

(c) Jsou-li A1, . . . Am Ă X neprázdné, konvexní množiny, platí

copA1 Y ¨ ¨ ¨ YAmq “ t
m
ÿ

i“1

λixi : x1 P A1, . . . , xm P An, λ P ∆mu.

Důkaz. (a1) Ověříme, že B je konvexní. Nechť n ď m, x P Bn, y P Bm a a P r0, 1s je dáno. Pak x “
řn
i“1 λixi a

y “
řm
j“1 µjyj pro odpovídající λ P ∆n, µ P ∆m a body x1, . . . , xn, y1, . . . , ym P A. Pak

ν “ paλ1, . . . , aλn, p1´ aqµ1, . . . , p1´ aqµmq P ∆n`m

a

ax` p1´ aqy “
n`m
ÿ

k“1

νkzk P Bn`m,

kde zk “ xk pro k “ 1, . . . , n a zk “ yk´n pro k “ n` 1, . . . , n`m. Tedy ax` p1´ aqy P Bn`m Ă B.
(a2) Předpokládejme nyní, že A je konvexní. Ukážeme indukcí, že každá množina Bn je obsažena v A.
Pro n “ 1 je tvrzení zřejmé. Předpokládejme nyní platnost inkluze Bn Ă A pro nějaké n P N a nechť x “

řn`1
i“1 λixi je prvek množiny Bn`1. Pokud λn`1 “ 0, je x P Bn a jsme hotovi. V opačném případě položme

a “ λ1 ` ¨ ¨ ¨ ` λn. Pak µ “ pλ1

a , . . . ,
λn
a q P ∆n, což díky indukčnímu předpokladu implikuje

y “
n
ÿ

i“1

µixi P A.

Jelikož a` λn “ 1, z konvexity A tak plyne

x “ ay ` λn`1xn`1 P A.

Tedy jsme obdrželi inkluzi B Ă A. Jelikož A Ă B1, je důkaz dokončen.
(b) Nechť Bn, n P N, a B znamenají to co v předešlém. Je-li C Ą A libovolná konvexní množina, dle (a) platí

B Ă C. Tedy B Ă coA. Dále však víme, že B je konvexní, a tedy coA Ă B.
(c) Položme A “ A1 Y ¨ ¨ ¨ Y Am a nechť Bn, n P N, a B jsou odpovídající množiny z (a). Díky (a2) platí

Bn Ă coA.
Nechť nyní x P coA je dáno. Dle (b) existuje m P N, µ P ∆m a y1, . . . , ym P A takové, že x “

řm
j“1 µjyj . Pro

každé i P t1 . . . , nu položme
I 1i “ tj P t1, . . . ,mu : yj P Aiu.

Nechť I1 “ I 11 a Ii “ I 1iz
ř

l“1 I
1
l , i P t2, . . . , nu.

Nechť λi “
ř

jPIi
µj . Pokud λi “ 0, vezmeme libovolné xi P Ai. V opačném případě díky (a2) platí

xi “
ÿ

jPIi

µj
λi
yj P Ai.

Tedy

x “
m
ÿ

j“1

µjyj “
n
ÿ

i“1

λi

˜

ÿ

jPIi

µj
λi

¸

“

n
ÿ

i“1

λixi P Bn.

Tedy coA “ Bn a důkaz je hotov.

Definice 1.1.9. Normovaný lineární prostor X je Banachův prostor, pokud X je úplný prostor v metrice dané
normou na X.

Definice 1.1.10. Skalární součin na vektorovém prostoru X je zobrazení x¨, ¨y : X ˆX Ñ F takové, že

• xx, xy “ 0 ðñ x “ 0,

• xx, xy ě 0, @x P X,

• xÑ xx, yy je lineární pro každé y P X,
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• xx, yy “ xy, xy pro každé x, y P X.

Dvojici pX, x¨, ¨, yq nazýváme prostor se skalárním součinem nebo též unitární prostor.

Tvrzení 1.1.11. Nechť H je prostor se skalárním součinem. Pak

(a) |xx, yy| ď
a

xx, xy
a

xy, yy pro každé x, y P H. [Cauchy–Schwarz]

(b) }x} “
a

xx, xy, x P H, je norma na H.

Důkaz. K důkazu (a) zvolme x, y P H. Pokud y “ 0, nerovnost zřejmě platí. Předpokládejme tedy, že y ‰ 0, tj.
xy, yy ą 0. Pak je funkce

t ÞÑ xx´ ty, x´ tyy, t P R,

kvadratický polynom nezáporný na R, protože

0 ď xx´ ty, x´ tyy “ xx, xy ` t2xy, yy ´ txy, xy ´ txx, yy

“ xx, xy ` t2xy, yy ´ tpxx, yy ` xx, yyq

“ t2xy, yy ´ 2tRexx, yy ` xx, xy.

Navíc má u t2 kladný koeficient. Tento polynom tedy musí mít nekladný diskriminant, tj.

4pRexx, yyq2 ´ 4xx, xyxy, yy ď 0.

Dostáváme
|Rexx, yy| ď

a

xx, xy
a

xy, yy

pro každou dvojici x, y P H.
Mějme tedy opět dány vektory x, y P H a vezměme α P C z jednotkové kružnice splňující |xx, yy| “ αxx, yy. Pak

z právě dokázané nerovnosti použité pro αx a y máme
a

xx, xy
a

xy, yy “
a

xx, xy
a

xy, yy ě |Rexαx, yy| “ |Reαxx, yy| “ |xx, yy|.

Vlastnosti normy pro zobrazení x ÞÑ
a

xx, xy, x P H, plynou z vlastností skalárního součinu a tvrzení (a), neboť
trojúhelníkovou nerovnost odvodíme pomocí výpočtu

}x` y}2 “ }x}2 ` }y}2 ` xx, yy ` xy, xy ď }x}2 ` }y}2 ` 2}x}}y} “ p}x} ` }y}q2.

Definice 1.1.12. Unitární prostor pH, x¨, ¨yq je Hilbertův prostor, pokud je úplný v metrice indukované skalárním
součinem.

Věta 1.1.13 (Jordan – von Neumann). Nechť pX, }¨}q je normovaný lineární prostor. Pak následující tvrzení jsou
ekvivalentní.

(i) existuje skalární součin na X tak, že }x} “
a

xx, xy, x P X,

(ii) pro každé x, y P X platí }x` y}2 ` }x´ y}2 “ 2p}x}2 ` }y}2q. [rovnoběžníkové pravidlo]

Důkaz. Implikace (i) ùñ (ii) se ověří přímým výpočtem. Pro důkaz obrácené implikace nejdříve předpokládejme,
že X je reálný. Položme

xx, yy “
1

4
p}x` y}2 ´ }x´ y}2q, x, y P X. (1.1)

Pak zjevně
xx, yy “ xy, xy, x0, yy “ 0, x´x, yy “ ´xx, yy a xx, xy “ }x}2.

Dále, pro každé x, y, z P X platí z (ii)

xx, zy ` xy, zy “
1

4
p}x` z}2 ´ }x´ z}2 ` }y ` z}2 ´ }y ´ z}2q

“
1

4
r
1

2
p}x` y ` 2z}2 ` }x` z ´ py ` zq}2q ´

1

2
p}x` y ´ 2z}2 ` }x´ z ´ py ´ zq}2qs

“
1

2
p}
x` y

2
` z}2 ´ }

x` y

2
´ z}2q

“ 2x
x` y

2
, zy.

(1.2)
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Dosadíme-li za y “ 0, dostaneme
xx, zy “ 2x

x

2
, zy, x, z P X. (1.3)

Opětovným použitím (1.2) dostáváme pomocí (1.3)

xx, zy ` xy, zy “ 2x
x` y

2
, zy “ xx` y, zy. (1.4)

Dále nám (1.2) a (1.4) ukazují platnost vztahu

m

2n
xx, yy “ x

m

2n
x, yy, x, y P X,m P Z, n P N. (1.5)

Protože je zobrazení
c ÞÑ }cx` y}2 ´ }cx´ y}2, c P R,

spojité a množina tm2n : m P Z, n P Nu hustá v R, máme z (1.5) platnost

cxx, yy “ xcx, yy, x, y P X, c P R.

Tím je důkaz dokončen pro reálné prostory.
Je-li nyní X komplexní, označme výraz na pravé straně (1.1) jako x¨, ¨y1 a položme

xx, yy “ xx, yy1 ` ixx, iyy1, x, y P X. (1.6)

Pak je X též reálný prostor se skalárním součinem, a tak máme (1.4) i pro skalární součin z (1.6). Dále platí

xcx, yy “ cxx, yy, c P R.

Díky xix, iyy1 “ xx, yy1 máme

xy, ixy1 “ x´iiy, ixy1 “ ´xiy, xy1 “ ´xx, iyy1.

a
xix, yy1 “ xix,´iiyy1 “ ´xix, iiyy1 “ ´xx, iyy1.

Tedy
xy, xy “ xy, xy1 ` ixy, ixy1 “ xx, yy1 ´ ixx, iyy1 “ xx, yy.

Podobně dostáváme
xix, yy “ xix, yy1 ` ixix, iyy1 “ ´xx, iyy1 ` ixx, yy1 “ ixx, yy.

Proto xcx, yy “ cxx, yy i pro c P C.
Na závěr ověřme

xx, xy “ }x}2 ` i
1

4
p|1` i|2 ´ |1´ i|2q}x}2 “ }x}2.

Příklady 1.1.14.

(a) Rn, Cn s různými normami jsou Banachovy prostory.

• typická norma je }x}p “ p
řn
i“1 |xi|

p
q

1
p , pro x “ px1, x2, ... , xnq

• }x}8 “ maxt|xi| : i “ 1, 2, ... , nu

• pro p “ 2 je to i Hilbertův prostor se skalárním součinem xx, yy “
řn
i“1 xiyi

(b) • Nechť K je kompaktní (metrický) prostor. Pak pCpKq, } ¨ }8q je Banachův prostor s }f}8 “ supt|fpxq| :

x P Ku a fn
}¨}8
ÝÑ f ðñ fn Ñ f ,

• c “ ttxnu : limxn existuje vlastní u se supremovou normou }txnu}8 “ supt|xn| : n P Nu,
• c0 “ ttxnu : limxn “ 0u se supremovou normou }txnu}8 “ supt|xn| : n P Nu,
• c00 “ ttxnu : txnu má pouze konečně mnoho nenulových členů u se supremovou normou }txnu}8 “

supt|xn| : n P Nu.

(c) • Nechť pX,S , µq je prostor s mírou, potom LppX,S , µq je Banachův s normou }f}p “
`ş

X
|f | dµ

˘1{p,
p P r1,8q,

• L8pX,S , µq “ tf : esssup |f | ă 8u s normou }f}8 “ esssup |f |,
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• pro p “ 2 je L2pX,S , µq Hilbertův prostor se skalárním součinem xf, gy “
ş

X
fgdµ,

• pro X “ Γ, S “ PpΓq a počítací míru µ na Γ máme

LppX,S , µq “ `ppΓq “ ttxγu :

˜

ÿ

γPΓ

|xγ |
p

¸1{p

ă 8u

a
L8pX,S , µq “ `8pΓq “ ttxγu : sup

γPΓ
|xγ | ă 8u.

• Pro Γ “ N značíme `ppNq “ `p.

(d) K je kompaktní metrický (topologický) prostor, pak prostor MpKq regulárních borelovských (komplexních
či znaménkových) měr na K s normou }µ} “ |µ|pKq je Banachův prostor. Připomeňme, že nezáporná míra µ
na kompaktním metrickém prostoru leží v MpKq, pokud je definovaná na σ-algebře borelovských množin, je
vnitřně i zevně regulární a má konečné hodnoty na kompaktech. Znaménková či komplexní míra leží vMpKq,
pokud je definována na borelovských množinách a její variace |µ| leží v MpKq.

Lemma 1.1.15. Nechť X je normovaný lineární prostor.

(a) Je-li Y uzavřený podprostor X a x P X, pak spanpY Y txuq je uzavřený.

(b) Každý konečně rozměrný podprostor X je uzavřený.

Důkaz. (a) Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že x R Y . Je snadno vidět, že

spanpY Y txuq “ ty ` cx : y P Y, c P Fu.

Vezměme posloupnost tyn ` cnxu, kde yn P Y a cn P F pro n P N, konvergující k z P X a ukažme, že z též
leží v spanpY Y txuq. Nejdříve ověříme, že tcnu je omezená. Kdyby tomu tak nebylo, mohli bychom přechodem k
podposloupnosti předpokládat, že |cn| Ñ 8. Pak ale

}
yn
cn
´ p´xq} “ }

yn
cn
` x´

z

cn
`

z

cn
} ď

1

|cn|
}yn ` cnx´ z} ` }

z

cn
} Ñ 0.

Tedy ´x leží v Y “ Y , a tedy i x P Y . To je ale spor s předpokladem x R Y .
Z posloupnosti tcnu tedy můžeme vybrat podposloupnost tcnku konvergující k c P F. Pak ale i prvky ynk “

ynk ` cnkx´ cnkx konvergují k nějakému y P Y (zde používáme uzavřenost Y ). Tedy

z “ lim
nÑ8

ynk ` cnkx “ y ` cx.

Tedy je z P spanpY Y txuq.
Tvrzení (b) plyne indukcí z (a).

Definice 1.1.16. Nechť txnu Ă X. Řekněme, že řada
ř8

n“1 xn konverguje k x P X, pokud x “ limKÑ8

řK
n“1 xn.

Řada
ř8

n“1 xn je konvergentní, pokud existuje x P X tak, že x “
ř8

n“1 xn. Řada je absolutně konvergentní, pokud
ř8

n“1 }xn} ă 8.

Věta 1.1.17 (Test úplnosti). Nechť X je normovaný lineární prostor. Pak následující tvrzení jsou ekvivalentní.

(i) X Banachův,

(ii) Každá absolutně konvergentní řada je konvergentní.

Důkaz. (i) ùñ (ii) Nechť je řada
ř8

k“1 xk absolutně konvergentní. Pak máme pro indexy n,m P N, n ă m, odhad

}

m
ÿ

k“1

xk ´
n
ÿ

k“1

xk} “ }
m
ÿ

k“n`1

xk} ď
m
ÿ

k“n`1

}xk}.

Z platnosti Bolzanovy-Cauchyovy podmínky pro řadu
ř

}xk} dostáváme platnost Bolzanovy-Cauchyovy podmínky
pro posloupnost částečných součtů řady

ř8

k“1 xk. Ta je tedy konvergentní, neboť X je Banachův.
(ii) ùñ (i) Nechť txnu je cauchyovská posloupnost v X. Vybereme podposloupnost txnku splňující }xnk`1

´

xnk} ď 2´k, k P N. Pak je řada
ř8

k“1pxnk`1
´ xnkq absolutně konvergentní, a existuje tedy x P X takové, že

ř8

k“1pxnk`1
´ xnkq “ x. To ale znamená, že

x “
8
ÿ

k“1

pxnk`1
´ xnkq “ lim

jÑ8

j
ÿ

k“1

pxnk`1
´ xnkq “ lim

jÑ8
xnj`1

´ xn1
.

Tedy txnku konverguje. Jelikož sama posloupnost txnu je cauchovská, je i ona konvergentní.
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Věta 1.1.18. Máme-li normovaný lineární prostor či prostor se skalárním součinem, který není úplný, pak lze
tento prostor zúplnit a to jednoznačně. Přesněji:

(a) Nechť X je normovaný lineární prostor. Pak existuje Banachův prostor X1 a lineární zobrazení T1 : X Ñ X1

takové, že T je izometrie, tj. }T1x} “ }x} pro každé x P X a Rng T1 “ X1.

Jestliže Banachův prostor X2 a lineární izometrie T2 : X Ñ X2 splňují Rng T “ X2, pak existuje lineární
surjektivní izometrie I : X1 Ñ X2 s vlastností T2x “ pI ˝ T1qpxq, x P X.

(b) Je-li H prostor se skalárním součinem, lze ho izometricky vnořit na hustý podprostor jednoznačně určeného
Hilbertova prostoru.

1.1.2 Operace s Banachovými prostory, projekce a doplňky
Definice 1.1.19. Nechť X,Y jsou normované lineární prostory:

(a) Je-li Z ĂĂ X, pak pZ, } ¨ }q je též normovaný lineární prostor.

(b) X ˆ Y “ tpx, yq : x P X, y P Y u je prostor s lineární strukturou, přičemž vektorové operace se uvažují po
složkách. Definujeme na něm normu: }px, yq}XˆY “ pp}x}, }y}q, kde p je libovolná norma na R2 splňující
ppa1, a2q ď ppb1, b2q pro každou dvojici 0 ď a1 ď b1, 0 ď a2 ď b2. Norma na X ˆ Y není jednoznačně určená.
Podle p se nám bude měnit geometrie na tomto prostoru. Nicméně víme, že všechny normy na konečně
dimenzionálním prostoru jsou ekvivalentní a tedy topologické vlastnosti mají stejné.

Prostor pX ˆ Y, } ¨ }XˆY q je součinem (sumou) na X a Y .

(c) Nechť Z ĂĂ X je uzavřený. Definujme relaci ekvivalence „ na X jako

x „ y ðñ x´ y P Z.

Pak
X{Z “ trxs : x P Xu,

kde
rxs “ ty P X : y „ xu “ ty P X : y ´ x P Zu “ x` Z,

je vektorový prostor s operacemi rxs ` rys “ rx` ys a crxs “ rcxs.

Položíme-li

}rxs}X{Z “ inft}x` y} : y P Zu “ distpx` Z, 0q “ distpx, Zq “ inft}y} : y P rxsu,

je
`

X{Z, }r¨s}X{Z
˘

normovaný lineární prostor. Nazýváme ho faktorprostorem prostoru X podle Z.

(d) [Komplexifikace reálného prostoru X] Nechť X je reálný normovaný lineární prostor. Na X ˆX definujeme:

• px1, x2q ` py1, y2q “ px1 ` y1, x2 ` y2q, x1, x2, y1, y2 P X,

• pα1 ` iα2q ¨ px1, x2q “ pα1x1 ´ α2x2, α1x2 ` α2x1q, α1, α2 P R a x1, x2 P X.

Potom X ˆX je vektorový prostor nad C a s normou

}px1, x2q}XC “ supt}pcosαqx1 ` psinαqx2}X : α P r0, 2πqu,

se jedná o normovaný lineární prostor nad C.

Poznámka. Je-li X komplexní normovaný lineární prostor, lze ho chápat i jako reálný normovaný lineární prostor.

Věta 1.1.20.

(a) Nechť X je Banachův prostor a Z ĂĂ X uzavřený podprostor. Pak Z je Banachův prostor.

(b) (b1) X ˆ Y je normovaný lineární prostor, který je Banachův, pokud X,Y jsou Banachovy.

(b2) pX ˆ Y, } ¨ }2q je Hilbertův, pokud X,Y Hilbertovy.

(c) (c1) Je-li Z ĂĂ X uzavřený a X je normovaný lineární prostor, pak pX{Z, } ¨ }X{Zq je normovaný lineární
prostor. Navíc zobrazení q : x ÞÑ rxs, x P X, je lineární surjekce X na X{Z splňující }qpxq} ď }x},
x P X, a qpUXq “ UX{Z .

(c2) Je-li navíc X Banachův, pak je X{Z též Banachův.

(d) (d1) Je-li X reálný normovaný lineární prostor, pak je pXC, } ¨ }q komplexní normovaný lineární prostor.
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(d2) Je-li navíc X Banachův, pak je XC Banachův.

Důkaz. Tvrzení (a) je zřejmé.
(b1) Jsou-li X,Y normované lineární prostory, jednoduše se ověří, že X ˆ Y je též normovaný lineární prostor.

Jsou-li navíc Banachovy a tpxn, ynqu je cauchyovská posloupnost v X ˆ Y , jsou cauchyovské i posloupnosti txnu
a tynu v příslušných prostorech. (To plyne z faktu, že posloupnost v R2 je konvergentní právě tehdy, když jsou
posloupnosti jejích souřadnic konvergentní.) Tedy jsou posloupnosti txnu a tynu konvergentní v X, resp. Y . Tedy
i tpxn, ynqu je konvergentní v X ˆ Y .

(b2) Předpokládáme-li, že norma X a Y splňuje rovnoběžníkové pravidlo, dostáváme jeho platnost i v X ˆ Y s
normou } ¨ }2, neboť

}px1, y1q ` px2, y2q}
2
2 ` }px1, y1q ´ px2, y2q}

2
2

“ }x1 ` x2}
2
X ` }y1 ` y2}

2
Y ` }x1 ´ x2}

2
X ` }y1 ´ y2}

2
Y

“ 2p}x1}
2
X ` }x2}

2
X ` }y1}

2
Y ` }y2}

2
Y q

“ 2p}px1, y1q}
2
2 ` }px2, y2q}

2
2q.

Tedy i pX ˆ Y, } ¨ }2q je Hilbertův prostor.
(c1) Je-li Z libovolný podprostor X, je snadné ověřit, že X{Z je vektorový prostor. Je-li x, y P Z a c P F, máme

}crxs}X{Z “ }rcxs}X{Z “ inft}cx` z}X : z P Zu “ inft}cpx` zq}X : z P Zu

“ inft|c|}x` z}X : z P Zu “ |c| inft}x` z}X : z P Zu

“ |c|}rxs}X{Z

a
}rx` ys}X{Z “ inft}x` y ` z}X : z P Zu “ inft}x` y ` z1 ` z2}X : z1, z2 P Zu

ď inft}x` z1}X ` }y ` z2}X : z1, z2 P Zu

“ inft}x` z1}X : z1 P Zu ` inft}y ` z2}X : z2 P Zu

“ }rxs}X{Z ` }rys}X{Z .

Konečně, je-li Z uzavřený, platí pro x P X, že }rxs}X{Z “ distpx, Zq “ 0 právě tehdy, když x P Z “ Z. Tedy
}rxs}X{Z “ 0 právě tehdy, když x P Z, tj. rxs “ 0. Tedy }r¨s}X{Z je v případě uzavřenosti prostoru Z dobře
definovaná norma.

Zobrazení q : X Ñ X{Z je zjevně lineární surjekce splňující

}qpxq}X{Z “ }rxs}X{Z “ inft}x` z}X : z P Zu ď }x}X .

Tedy qpUXq Ă UX{Z . Obráceně, je-li }rxs}X{Z ă 1, z definice normy existuje y P rxs splňující }y}X ă 1. Tedy
qpyq “ rxs a UX{Z Ă qpUXq.

(c2) K důkazu úplnosti X{Z vezměme absolutně konvergentní řadu
ř

rxns v X{Z. Z definice normy najdeme
prvky yn P rxns, n P N, splňující }yn}X ď }rxns}X{Z ` 1

2n . Pak
ř

yn je absolutně konvergentní řada v X, a tedy
konvergentní. Označme y “

ř

yn. Pak prvek rys P X{Z splňuje rys “
ř

rxns, což je vidět z výpočtu

}rys ´
k
ÿ

n“1

rxns}X{Z “ }rys ´
k
ÿ

n“1

ryns}X{Z “ }ry ´
k
ÿ

n“1

yns}X{Z ď }y ´
k
ÿ

n“1

yn}X

(poslední člen konverguje k nule pro k jdoucí do nekonečna). Tedy je X{Z úplný dle Věty 1.1.17.
(d1) Přímočarým výpočtem lze ověřit, žeXC je vektorový prostor nad C a }¨}XC je zobrazení splňující trojúhelní-

kovou nerovnost. Dále }px1, x2q}XC “ 0 právě tehdy, když x1 “ x2 “ 0. Zbývá ověřit }cpx1, x2q}XC “ |c|}px1, x2q}XC

pro c P C.
Vzhledem k tomu, že požadovaná rovnost zjevně platí pro c P R, stačí ji ověřit pro komplexní jednotku c “

cosβ ` i sinβ. Pak dostáváme

}pcosβ`i sinβqpx1, x2q}XC “ }ppcosβqx1 ´ psinβqx2, pcosβqx2 ` psinβqx1q}XC

“ supt} cosαppcosβqx1 ´ psinβqx2q ` sinαppcosβqx2 ` psinβqx1q}X : α P r0, 2πqu

“ supt}pcosα cosβ ` sinα sinβqx1 ` psinα cosβ ´ cosα sinβqx2q}X : α P r0, 2πqu

“ supt}pcospα´ βqx1 ` psinpα´ βqqx2}X : α P r0, 2πqu

“ supt}pcosαqx1 ` psinαqx2}X : α P r0, 2πqu “ }px1, x2q}XC .

(d2) Úplnost prostoru XC pro Banachův prostor X pak snadno plyne z (b1).

Definice 1.1.21 (algebraický součet). Ať X je vektorový prostor a A,B ĂĂ X. Pak X je algebraickým součtem
A a B (značíme X “ A‘B) pokud AXB “ t0u a A`B “ X.

Je-li A ĂĂ X, pak každý B ĂĂ X splňující A‘B “ X je algebraický doplněk A.
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Tvrzení 1.1.22. Ať X je vektorový prostor.

(a) Nechť X “ A‘B a x P X. Pak existuje právě jedna dvojice xA P A, xB P B splňující x “ xA ` xB.

(b) Nechť X “ A‘B a PA, PB jsou zobrazení dané rozkladem X “ A‘B. Pak

(b1) PA, PB jsou lineární a PA ` PB “ Id,

(b2) P 2
A “ PA, P 2

B “ PB,

(b3) A “ RngPA “ KerPB, B “ RngPB “ KerPA.

(c) Je-li P : X Ñ X lineární zobrazení splňující P 2 “ P , pak X “ A ‘ B, kde A “ RngP , B “ KerP , a
P “ PA, I ´ P “ PB.

Důkaz. (a) Existence prvků a P A, b P B splňující x “ a ` b plyne z předpokladu X “ A ` B. Máme-li však dva
takovéto rozklady, tj.

x “ xA ` xB “ yA ` yB ,

pak xA ´ yA P A a yB ´ xB P B. Protože AXB “ t0u, platí

xA ´ yA “ 0 “ yB ´ xB .

(b1) Nechť x, y P X. Pišme
x “ xA ` xB , y “ yA ` yB ,

kde xA, yA P A a xB , yB P B. Pak pro každou dvojici skalárů a, b P F platí

ax` by “ paxA ` byAq ` paxB ` byBq,

přičemž axA ` byY P A, axB ` byB P B. Díky jednoznačnosti rozkladu tedy platí

PApax` byq “ axA ` byA “ aPAx` bPAy a PBpax` byq “ axB ` byB “ aPBx` bPBy.

Zjevně
pPA ` PBqx “ xA ` xB “ x “ Idx.

(b2) Je-li x P A, pak x “ xA, a tedy PApPAxq “ PAx pro každé x P X. Podobně pro PB .
(b3) Zjevně platí RngPA Ă A. Na stranu druhou, PAx “ x pro x P A. Tedy A “ RngPA.
Je-li x P A, pak x “ xA ` 0, a tedy PBx “ 0, tj. x P KerPB . Obráceně, je-li PBx “ 0, pak x “ xA ` 0, a tedy

x P A.
(c) Nechť P : X Ñ X splňuje P 2 “ P . Pak každé x P X lze psát jako

x “ Px` px´ Pxq P A`B,

a tedy A`B “ X. Je-li x P AXB, pak x “ Py pro nějaké y P X. Pak

0 “ Px “ PPy “ Py “ x,

tj. AXB “ t0u. Proto X “ A‘B.
Pro x P X nyní pišme x “ xA ` xB , kde xA P A a xB P B. Pak xA “ Py pro nějaké y P X a PxB “ 0. Tedy

Px “ P pxA ` xBq “ PPy ` 0 “ Py “ xA “ PAx.

Proto P “ PA a PB “ Id´PA “ Id´P z (b1).

Definice 1.1.23. Lineární zobrazení P na vektorovém prostoru X je projekce, pokud P 2 “ P .

Definice 1.1.24. Je-li X normovaný lineární prostor a X “ A‘B, pak X je topologickým součtem A a B, pokud
jsou příslušné projekce PA a PB spojité. Podprostor A ĂĂ X má topologický doplněk, pokud existuje B ĂĂ X
splňující X “ A‘t B.

Věta 1.1.25.

(a) Je-li X normovaný lineární prostor a X “ Y ‘t Z, jsou Y, Z uzavřené.

(b) Je-li X Banachův a X “ Y ‘ Z, kde Y, Z jsou uzavřené, je X “ Y ‘t Z.

Důkaz. Tvrzení (a) plyne z Tvrzení 1.1.22(b3) a spojitostí projekcí PY , PZ . Tvrzení (b) bude dokázáno později.

Věta 1.1.26. Nechť X je vektorový prostor a Y je jeho podprostor.
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(a) Prostor Y má algebraický doplněk v X.

(b) Jsou-li A a B doplňky Y v X, je A izomorfní s B a s X{Y , speciálně dimpX{Y q “ dimpAq “ dimpBq.

Důkaz. (a) Položme
A “ tA ĂĂ X : AX Y “ t0uu.

Uvažujme na A uspořádání dané inkluzí. Pak pA,Ăq je částečně uspořádaná množina, která splňuje předpoklady
Zornova lemmatu. Je-li totiž R Ă A řetězec, je R “

Ť

R podprostor X splňující R X Y “ t0u. Existuje tedy
maximální prvek Z P A. Pak X “ Y ‘ Z. Kdyby totiž existovalo x P XzpY ` Zq, položíme

W “ spanpZ Y txuq “ tz ` cx : z P Z, c P Fu.

Vezměme w P W , tj. prvek tvaru w “ z ` cx, kde z P Z a c P F. Předpokládáme-li, že w P Y a c “ 0, pak
z P Z X Y “ t0u, a tedy w “ 0. Pokud w P Y a c R 0, pak x “ 1

cw ´
1
c z P Y ` Z, což je spor s faktem x R Y ` Z.

Tedy W je element A striktně větší než Z, což je spor s maximalitou Z. Proto X “ Y ` Z.
(b) Nechť q : X Ñ X{Y je kvocientové zobrazení. Ukažme, že q je izomorfizmus A na X{Y . Ověřme nejprve

injektivitu q na A. Je-li totiž qpaq “ ras “ 0 pro nějaké a P A, pak a P Y , a tedy a “ 0. K důkazu surjektivity
vezměme rxs P X{Y a rozložme x “ xY ` xA, kde xY P Y a xA P A. Pak x´ xA P Y , a tedy rxs “ qpxAq.

Definice 1.1.27. Je-li X vektorový prostor a A jeho podprostor, pak kodimenzí A myslíme dimenzi algebraického
doplňku A.

1.1.3 Operátory a funkcionály
Tvrzení 1.1.28. Nechť T je lineární zobrazení z normovaného lineárního prostoru X do normovaného lineárního
prostoru Y . Pak následující tvrzení jsou ekvivalentní.

(i) T je spojité,

(ii) T je spojité v 0,

(iii) existuje C ě 0 tak, že }Tx} ď C}x} pro každé x P X,

(iv) T je lipschitzovské,

(v) T je stejnoměrně spojité.

Důkaz. Zjevně (i) ùñ (ii), (iii) ùñ (iv) ùñ (v) ùñ (i). Zbývá ověřit (ii) ùñ (iii). Pro ε “ 1 tedy zvolme
δ ą 0 takové, že }Tx} ď ε, je-li }x} ď δ. Pak pro x P X nenulové platí

}Tx} “
}x}

δ
}T pδ

x

}x}
q} ď

ε

δ
}x}.

Nerovnost v (iii) tedy platí pro C “ ε
δ .

Definice 1.1.29. Prostor všech spojitých lineárních zobrazení z normovaného lineárního prostoru X do normo-
vaného lineárního prostoru Y značíme LpX,Y q. Vektorové operace se uvažují bodově a norma je definována jako
}T } “ supxPBX }Tx}. Všimněme si, že díky Tvrzení 1.1.28(iii) je }T } ă 8.

Lemma 1.1.30. Nechť X,Y, Z jsou normované lineární prostory. Pak pro T P LpX,Y q platí

(a) }T } “ supxPSX }Tx} “ sup0‰xPX
}Tx}
}x} “ supxPUX }Tx}.

(b) }Tx} ď }T }}x}, x P X.

(c) Operátor T je nulový právě tehdy, když }T } “ 0.

(d) }T } “ inftC ě 0: }Tx} ď C }x} , x P Xu.

(e) Pro operátory S P LpX,Y q, T P LpY,Zq platí }T ˝ S} ď }T }}S}.

Důkaz. (a) Zjevně
}T } “ sup

xPBX

}Tx} ě sup
xPSX

}Tx}.

Je-li x P X nenulové, je x
}x} P SX a

}Tx}

}x}
“ }T p

x

}x}
q} ď sup

yPSY

}Ty}.
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Tedy

sup
xPSX

}Tx} ě sup
0‰xPX

}Tx}

}x}
.

Dále, je-li x P UX nenulové, pak

}Tx} ď
}Tx}

}x}
.

Tedy

sup
0‰xPX

}Tx}

}x}
ě sup
xPUX

}Tx}.

Je-li x P BX , je p1´ 1
n qx P UX a }T p1´ 1

n qx} Ñ }Tx}. Tedy

sup
xPUX

}Tx} ě sup
xPBX

}Tx} “ }T }

a důkaz (a) je hotov.
Tvrzení (b) pak plyne z rovnosti

}T } “ supt
}Tx}

}x}
: 0 ‰ x P Xu.

(c) Je-li T nulový, je zřejmě }T } “ 0. Pokud }T } “ 0, je T “ 0 díky (a).
(d) Označme

M “ inftC ě 0: }Tx} ď C }x} , x P Xu.

Je-li x P X nenulové dáno, platí díky (a) odhad }Tx}
}x} ď }T }, tedy }Tx} ď }T } }x}. Proto M ď }T }. Dokažme nyní

nerovnost M ě }T }. Vezměme libovolné ε ą 0. Z definice infima najdeme C P rM,M ` εq splňující }Tx} ď C }x},
x P X. Pak

}T } “ sup
xPBX

}Tx} ď sup
xPBX

C }x} ď C ďM ` ε.

Jelikož ε bylo libovolné, je }T } ďM .
(e) Pro x P X platí

}T pSxq} ď }T }}Sx} ď }T }}S}}x}.

Tedy }T ˝ S} ď }T }}S}.

Poznámka. Povšimněme si, že lineární zobrazení T : X Ñ Y je spojité právě tehdy, když je omezené, tj. T pAq
je omezená v Y pro každou A Ă X omezenou. Je-li totiž T spojité a A Ă X omezená, existuje C ą 0 takové, že
A Ă CBX . Protože T pBXq Ă }T }BY , je T pAq Ă C }T }BY je omezená.

K důkazu obrácené implikace si uvědomme, že z předpokladu omezenosti T plyne existence C ą 0 splňujícího
T pBXq Ă CBY . Pak zřejmě platí }T } ď C.

Věta 1.1.31. Nechť X,Y jsou normované lineární prostory. Pak LpX,Y q je normovaný lineární prostor, který je
úplný, pokud Y je úplný.

Důkaz. Je snadné ověřit vlastnosti }cT } “ |c|}T } a }T ` S} ď }T } ` }S} pro T, S P LpX,Y q a c P F. Dále, z
Lemmatu 1.1.30(c) plyne, že }T } “ 0 právě tehdy, když T “ 0. Tedy LpX,Y q je normovaný lineární prostor.

Předpokládejme úplnost prostoru Y a vezměme cauchyovskou posloupnost tTnu v LpX,Y q. Jelikož

}Tnx´ Tmx} ď }Tn ´ Tm}}x}, x P X,

je tTnxu cauchyovská v Y pro každé x P X. Tedy existuje limita Tx “ limnÑ8 Tnx.
Snadno nahlédneme ze spojitosti vektorových operací, že T je lineární. Dále pro x P BX platí

}Tx} “ lim
nÑ8

}Tnx} ď psup
nPN

}Tn}q}x} ď sup
nPN

}Tn}.

Protože však platí
|}Tn} ´ }Tm}| ď }Tn ´ Tm},

je číselná posloupnost t}Tn}u cauchyovská, a tedy omezená. Tudíž máme

}T } “ supt}Tx} : }x} P BXu ď sup
nPN

}Tn},

tj., T P LpX,Y q.
Zbývá dokázat, že }Tn ´ T } Ñ 0. Pro dané ε ą 0 zvolme n0 P N takové, že }Tn ´ Tm} ď ε pro n,m ě n0. Pak

pro x P BX a n ě n0 máme

}Tnx´ Tx} “ lim
mÑ8

}Tnx´ Tmx} ď sup
měn0

}Tnx´ Tmx} ď sup
měn0

}Tn ´ Tm}}x} ď ε.

Tedy }Tn ´ T } ď ε pro n ě n0. Proto Tn Ñ T .
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Definice 1.1.32. Prostor LpX,Fq značíme X˚ a nazýváme duálním prostorem.

Věta 1.1.33. Je-li X normovaný lineární prostor, je prostor X˚ úplný.

Definice 1.1.34. Nechť X,Y jsou normované lineární prostory a T P LpX,Y q. Pak T je

• izomorfizmus (X do Y ), pokud T je bijekce X na Rng T a inverze T´1 : Rng T Ñ X je spojitá,

• izometrie (X do Y ), pokud }Tx} “ }x}, x P X.

Prostory X a Y jsou

• izomorfní, pokud existuje izomorfizmus X na Y ,

• izometrické, pokud existuje izometrie X na Y .

Prostor X je

• izomorfně vnořen do Y , pokud existuje T P LpX,Y q, které je izomorfizmem X a Rng T ,

• izometricky vnořen do Y , pokud existuje T P LpX,Y q, které je izometrií X a Rng T .

Věta 1.1.35. (a) T P LpX,Y q je izomorfizmus právě tehdy, když existují c1, c2 ą 0 tak, že c1}x} ď }Tx} ď c2}x},
x P X.

(b) Normy } ¨ }1, } ¨ }2 jsou ekvivalentní na X právě tehdy, když Id : pX, } ¨ }1q Ñ pX, } ¨ }2q je izomorfizmus.

(c) Je-li X izomorfní s Y a X je Banachův, je i Y Banachův.

Důkaz. (a) Je-li T : X Ñ Y izomorfizmus T na Rng T , pak c2 “ }T } ` 1 splňuje }Tx} ď c2}x}, x P X. Jelikož je
ale T´1 : Rng T Ñ X spojité, platí pro každé y P Rng T nerovnost }T´1y} ď }T´1}}y}. Tedy

}x} “ }T´1Tx} ď p}T´1} ` 1q}Tx}, x P X,

což dává
p}T´1} ` 1q´1}x} ď }Tx}, x P X.

Na druhou stranu, splňují-li kladné konstanty c1, c2 požadované nerovnosti, je T spojité a prosté. Pro y P Rng T
označme x “ T´1y a odhadněme

}T´1y} “ }x} ď
1

c1
}Tx} “

1

c1
}y}.

Tedy i T´1 je spojité.
Tvrzení (b) ihned plyne z (a).
(c) Vezměme cauchyovskou posloupnost tynu v Y . Díky odhadu }T´1yn ´ T´1ym} ď }T

´1}}yn ´ ym} je cau-
chyovská i posloupnost tT´1ynu. Vzhledem k tomu, že X je úplný, konverguje txnu k nějakému x P X. Pak ovšem
ze spojitosti operátoru T platí yn “ T pT´1ynq Ñ Tx, tedy i tynu je konvergentní. Proto je Y úplný.

Věta 1.1.36. Nechť X je normovaný lineární prostor a Y,Z jsou jeho podprostory splňující X “ Y ‘ Z. Pak
následující tvrzení jsou ekvivalentní.

(i) X “ Y ‘t Z,

(ii) zobrazení T : x ÞÑ py, zq, kde y P Y , z P Z a y ` z “ x, je izomorfizmus X na Y ˆ Z.

Důkaz. Nechť P : X Ñ Y je projekce příslušná rozkladu X “ Y ‘t Z. Na Y ˆ Z vezměme normu }py, zq}YˆZ “
}y}X ` }z}X . Pak pro x “ y ` z platí

}x}X “ }y ` z}X ď }y}X ` }z}X “ }py, zq}YˆZ “ }Tx}YˆZ

“ }y}X ` }z}X “ }Px}X ` }pI ´ P qx}X ď p}P } ` }I ´ P }q}x}X .

Tedy T je izomorfizmus dle Věty 1.1.35(a).
Obráceně, je-li T izomorfizmus, existují konstanty c1, c2 ą 0 splňující

c1}x}X ď }Tx}YˆZ “ }pPx, pI ´ P qxq}YˆZ ď c2 }x}X , x P X.

Tedy
}Px}X ď }Px}X ` }pI ´ P qx}X “ }pPx, pI ´ P qxq}YˆZ ď c2 }x}X , x P X,

a P je spojitá projekce.
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Věta 1.1.37. Nechť X, pX a Y jsou normované lineární prostory a T P LpX,Y q. Nechť X je hustý v pX a Y je
úplný. Pak existuje právě jeden pT P Lp pX,Y q rozšiřující T . Navíc platí } pT } “ }T }.

Důkaz. Je-li x P pX dáno, vezměme posloupnost txnu v X konvergující k x. Pak tTxnu je cauchyovská v Y , a
tedy konvergentní. Označme její limitu jako pTx. (Je snadno vidět, že nezáleží na volbě posloupnosti txnu. Máme-li
totiž jinou posloupnost konvergující k x, řekněme tynu, pak xn ´ yn Ñ 0, a tedy limnÑ8 Txn “ limnÑ8 Tyn.) Ze
spojitosti T máme rovnost T “ pT na X a ze spojitosti vektorových operací ihned dostáváme linearitu T na pX. Pro
x P pX vezměme opět posloupnost txnu v X konvergující k x. Pak }xn} Ñ }x} a

} pTx} “ lim
nÑ8

}Txn} ď lim
nÑ8

}T }}xn} “ }T }}x}.

Tedy } pT } ď }T }. Jelikož obrácená nerovnost platí triviálně, máme } pT } “ }T }. Jednoznačnost rozšíření plyne z
hustoty X v pX.

1.1.4 Řady v normovaných lineárních prostorech

Definice 1.1.38. Je-li I množina, označme jako FpIq systém všech konečných podmnožin I. Je-li X normovaný
lineární prostor, I indexová množina a xi P X pro i P I, řekneme, že (zobecněná) řada

ř

iPI xi konverguje k x P X
pokud platí:

@ε ą 0 DF P FpIq @F 1 P FpIq, F 1 Ą F : }x´
ÿ

iPF 1

xi} ă ε.

Existuje-li takové x P X, je zobecněná řada konvergentní. Konverguje-li zobecněná řada čísel
ř

iPI }xi}, je řada
ř

iPI xi absolutně konvergentní.
Je-li I “ H, položme

ř

iPI xi “ 0.

Věta 1.1.39 (Vlastnosti zobecněných řad). Nechť
ř

iPI xi je zobecněná řada v normovaném lineárním prostoru
X.

(a) Je-li konvergentní, má jen jeden součet.

(b) Pro x P X jsou následující tvrzení ekvivalentní:

(i)
ř

iPI xi “ x,

(ii)
ř

iPI xπpiq “ x pro každou permutaci π : I Ñ I (tj. π je bijekce).

(c) Je-li X úplný, je řada
ř

iPI xi konvergentní právě tehdy, když splňuje následující Bolzanovu-Cauchyovu pod-
mínku:

@ε ą 0 DF P FpIq @F 1 P FpIq, F 1 X F “ H : }
ÿ

iPF 1

xi} ă ε. (1.7)

(d) Je-li
ř

iPI }xi} konvergentní a X úplný, je
ř

iPI xi konvergentní.

(e) Je-li J Ă I,
ř

iPI xi konvergentní a X úplný, je
ř

iPJ xi konvergentní.

(f) Je-li
ř

iPI xi konvergentní, pak t}xi}uiPI P c0pIq.

Důkaz. Tvrzení (a) je zřejmé.
(b) Zjevně (ii) ùñ (i). Nechť

ř

iPI xi “ x a π : I Ñ I je permutace. Pro dané ε ą 0 najdeme F Ă I konečnou
splňující

@F 1 P FpIq, F 1 Ą F : }
ÿ

iPF 1

xi ´ x} ă ε.

Pak π´1pF q je konečná a pro F 1 Ą π´1pF q konečnou platí πpF 1q Ą F , a tedy

}
ÿ

iPF 1

xπpiq ´ x} “ }
ÿ

iPπpF 1q

xi ´ x} ă ε.

Tedy
ř

iPI xπpiq “ x.
(c) Platí-li

ř

iPI xi “ x, pak pro ε ą 0 zvolme F P FpIq z Definice 1.1.38. Pak pro F 1 P FpIq disjunktní s F
platí

}
ÿ

iPF 1

xi} “ }
ÿ

iPF 1YF

xi ´
ÿ

iPF

xi} “ }
ÿ

iPF 1YF

xi ´ x` x´
ÿ

iPF

xi} ď }
ÿ

iPF 1YF

xi ´ x} ` }x´
ÿ

iPF

xi} ď 2ε.

Tedy
ř

iPI xi splňuje Bolzanovu-Cauchyovu podmínku (1.7).
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Obráceně, předpokládejme platnost (1.7). Najdeme množiny F1 Ă F2 Ă F3 Ă ¨ ¨ ¨ v FpIq tak, že

@n P N @F 1 P FpIq, F 1 X Fn “ H : }
ÿ

iPF 1

xi} ă
1

n
.

Položíme-li yn “
ř

iPFn
xi, n P N, dostaneme konvergentní posloupnost. Pro dané ε ą 0 totiž vezmeme n0 P N

splňující 1
n0
ă ε a odhadneme pro n0 ď n ă m

}ym ´ yn} “ }
ÿ

iPFm

xi ´
ÿ

iPFn

xi} “ }
ÿ

iPFmzFn

xi} ă
1

n0
ă ε.

Tedy tynu konverguje k nějakému x P X.
Pak dokonce

ř

iPI xi “ x. Pro dané ε ą 0 totiž najdeme n0 P N tak, že }
ř

iPFn0
xi ´ x} ă ε a 1

n0
ă ε. Potom

pro F P FpIq obsahující Fn0 platí

}
ÿ

iPF

xi ´ x} ď }
ÿ

iPF

xi ´
ÿ

iPFn0

xi} ` }
ÿ

iPFn0

xi ´ x} ď }
ÿ

iPF zFn0

xi} ` ε ď
1

n0
` ε ď 2ε.

Tím je důkaz tvrzení (c) dokončen.
Tvrzení (d) ověříme pomocí Bolzanovy-Cauchyovy podmínky. Nechť

s “
ÿ

iPI

}xi} “ supt
ÿ

iPF

}xi} : F P FpIqu ă 8.

Pro dané ε ą 0 najdeme F P FpIq tak, že
s´ ε ă

ÿ

iPF

}xi}.

Pak pro F 1 P FpIq neprotínající F platí

}
ÿ

iPF 1

xi} ď
ÿ

iPF 1

}xi} “
ÿ

iPFYF 1

}xi} ´
ÿ

iPF

}xi} ď s´ ps´ εq “ ε.

Obdobně dokážeme (e). Je-li
ř

iPI xi konvergentní a J Ă I, najdeme pro dané ε ą 0 množinu F P FpIq splňující

@F 1 P FpIq, F 1 X F “ H : }
ÿ

iPF 1

xi} ă ε.

Pak F X J P FpJq a každá F 1 P FpJq neprotínající F X J je též disjunktní s F . Tedy

}
ÿ

iPF 1

xi} ă ε

a (1.7) pro řadu
ř

iPJ xi je ověřena.
(f) Je-li řada

ř

iPI xi konvergentní, je konvergentní i ve zúplnění pX prostoru X. Pro ε ą 0 položme

Iε “ ti P I : }xi} ě εu

a předpokládejme, že Iε je nekonečná. Díky úplnosti prostoru pX je řada
ř

iPIε
xi konvergentní, a tedy splňuje

Bolzanovu-Cauchyovu podmínku. Najdeme F Ă Iε konečnou z (1.7) pro ε
2 a uvažujme index i P IεzF . Pak je

množina tiu disjunktní s F , a tedy
ε ď }xi} ď

ε

2
.

Z tohoto sporu plyne, že je množina Iε konečná.
Tedy Iε je konečná pro každé ε ą 0, tj. t}xi} : i P Iu P c0pIq.

Definice 1.1.40. Nechť
ř8

n“1 xn je řada v normovaném lineárním prostoru X a x P X. Řekneme, že
ř8

n“1 xn
konverguje bezpodmínečně k x, pokud pro každou permutaci π : N Ñ N platí

ř8

n“1 xπpnq “ x. Existuje-li takové
x P X, nazveme řadu bezpodmínečně konvergentní.

Věta 1.1.41 (Zobecněné řady na N). Nechť txnu je posloupnost v normovaném lineárním prostoru X.

(a) Je-li x P X a x “
ř

nPN xn, pak x “
ř8

n“1 xn.

(b) Je-li
ř8

n“1 }xn} ă 8, X Banachův, pak existuje
ř

nPN xn a
ř8

n“1 xn.

(c) Řada
ř8

n“1 xn je bezpodmínečně konvergentní právě tehdy, když
ř

nPN xn je konvergentní.
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(d) Je-li X “ R, pak je ekvivalentní:

(i)
ř

nPN xn konverguje,

(ii)
ř

nPN |xn| konverguje,

(iii)
ř8

n“1 |xn| konverguje,

(iv)
ř8

n“1 xπpnq konverguje pro každou permutaci π : NÑ N.

Důkaz. (a) Nechť x “
ř

nPN xn a ε ą 0 je dáno. Najděme pro něj F P FpNq z Definice 1.1.38 a položme n0 “ maxF .
Pak pro n ě n0 platí F Ă t1, . . . , nu, a tedy

}

n
ÿ

k“1

xk ´ x} “ }
ÿ

kPt1,...,nu

xk ´ x} ă ε.

Tedy
ř8

n“1 xn “ x.
(b) Platí-li

ř8

n“1 }xn} ă 8, je i
ř

nPN }xn} konvergentní. Protože je X úplný, je zobecněná řada
ř

nPN xn
konvergentní dle Věty 1.1.39(c). Tedy i

ř8

n“1 xn je konvergentní podle (a).
(c) Je-li řada

ř

nPN xn konvergentní, řekněme se součtem x P X, platí
ř

nPN xπpnq “ x pro každou permutaci
π na N. Díky (a) tedy máme

ř8

n“1 xπpnq “
ř

nPN xπpnq “ x pro každou permutaci π na N, a tedy
ř8

n“1 xn je
bezpodmínečně konvergentní.

Obráceně, nechť řada
ř8

n“1 xn konverguje bezpodmínečně k nějakému x P X. Předpokládejme, že
ř

nPN xn ‰ x.
Z definice pak existuje ε ą 0 takové, že

@F P FpNqDF 1 P FpNq, F Ă F 1 : }
ÿ

nPF 1

xn ´ x} ě ε.

Induktivně nyní sestrojíme bijekci π : NÑ N splňující
ř8

n“1 xπpnq ‰ x.
V prvním kroku najdeme F1 P FpNq splňující }

ř

nPF1
xn´x} ě ε. Položme k1 “ #F1 a n1 “ maxF1 a sestrojme

bijekci π1 : t1, . . . , n1u Ñ t1, . . . , n1u tak, že π1pt1, . . . , k1uq “ F1. V druhém kroku vezměme konečnou podmnožinu
N ostře větší než t1, . . . , n1u a najděme F2 P FpNq ji obsahující, která splňuje }

ř

iPF2
xn ´ x} ě ε. Označme

k2 “ #pF2zF1q, n2 “ maxF2 a definujeme bijekci π2 : t1, . . . , n2u Ñ t1, . . . , n2u tak, aby π2 “ π1 na t1, . . . , n1u

a πptn1 ` 1, . . . , n1 ` k2uq “ F2zF1. Opakováním tohoto postupu sestrojíme indexy 0 “ n0 ă n1 ă n2 ă . . . v N,
indexy kj P N, množiny F1 Ă F2 Ă ¨ ¨ ¨ a bijekci π : NÑ N tak, že

}

nj´1`kj
ÿ

l“1

xπplq ´ x} “ }
ÿ

lPFj

xl ´ x} ě ε.

Pak zjevně
ř8

n“1 xπpnq ‰ x.
(d) Ekvivalence (i) ðñ (iv) plyne z Věty 1.1.39(a). (iv) ùñ (iii) platí díky Riemannově větě o přerovnání

neabsolutně konvergentních řad. Předpokládáme-li
ř8

n“1 |xn| ă 8, pak

ÿ

nPN
|xn| “ supt

ÿ

nPF

|xn| : F P FpNqu “ supt
n
ÿ

k“1

|xk| : n P Nu “
8
ÿ

n“1

|xn| ă 8.

Tedy (iii) ùñ (ii) platí. Konečně (ii) ùñ (i) je (c) z Věty 1.1.39.

1.1.5 Hilbertovy prostory

Definice 1.1.42. Podmnožiny A,B unitárního prostoru H jsou ortogonální, pokud xa, by “ 0 pro každé a P A,
b P B.

Množina AK “ tx P H : txu ortogonální s Au se nazývá ortogonální doplněk A.

Lemma 1.1.43. Ortogonální doplněk množiny v unitárním prostoru H je uzavřený podprostor.

Důkaz. Zjevně je AK podprostor H (stačí použít linearitu skalárního součinu v první souřadnici). Protože AK “
Ş

aPAtau
K a skalární součin je spojitá funkce, je každá z množin tauK uzavřená. Tedy AK je uzavřený podprostor.

Věta 1.1.44. Nechť F je uzavřená neprázdná konvexní množina v Hilbertově prostoru H. Pak pro každé x P H
existuje právě jedno y P F tak, že }x´ y} “ distpx, F q.
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Důkaz. Je-li x P F , stačí volit y “ x. Není-li x v F , užijeme rovnost distpx, F q “ distp0, F ´ xq k pozorování, že lze
bez újmy na obecnosti předpokládat x “ 0 R F . Označme d “ distp0, F q a najděme posloupnost tynu v F splňující
}yn} Ñ d. Tato posloupnost je cauchyovská, neboť

}yn ´ yk}
2 “ 2p}yn}

2 ` }yk}
2q ´ }yn ` yk}

2

“ 2p}yn}
2 ` }yk}

2q ´ 4}
1

2
pyn ` ykq}

2

ď 2p}yn}
2 ` }yk}

2q ´ 4d2.

(Ve výpočtu jsme použili fakt, že pro každou dvojici indexů n, k P N platí 1
2 pyn`ykq P F , a tedy } 1

2 pyn`ykq} ě d.)
Zvolíme-li tedy pro dané ε ą 0 index n0 P N tak, aby }yn} ď d ` ε pro každé n ě n0, platí pro libovolnou dvojici
indexů n, k ě n0 odhad

}yn ´ yk}
2 ď 4pd` εq2 ´ 4d2 “ 4ε2 ` 8dε.

Posloupnost tynu tedy konverguje k nějakému prvku y P H, který však leží v F díky uzavřenosti F . Pak
distp0, F q “ d “ lim }yn} “ }y}.

Předpokládejme nyní, že y1, y2 P F splňují }y1} “ }y2} “ d. Z rovnoběžníkového pravidla a faktu y1`y2
2 P F

dostáváme

4d2 “ 2p}y1}
2
` }y2}

2
q “ }y1 ´ y2}

2
` }y1 ` y2}

2
“ }y1 ´ y2}

2
` 4

›

›

›

›

y1 ` y2

2

›

›

›

›

2

ě }y1 ´ y2}
2
` 4d2.

Tedy }y1 ´ y2}
2
“ 0, tj. y1 “ y2. Tím je důkaz jednoznačnosti dokončen.

Lemma 1.1.45. Nechť F je uzavřený podprostor v Hilbertově prostoru H a x P H. Pak y P F splňuje }x ´ y} “
distpx, F q právě tehdy, když x´ y P FK.

Důkaz. Předpokládejme nejprve, že x´ y P FK. Pak pro každé z P F platí y ´ z P F , a tedy

}x´ z}2 “ }x´ y ` y ´ z}2 “ xx´ y ` y ´ z, x´ y ` y ´ zy

“ }x´ y}2 ` }y ´ z}2 ` xx´ y, y ´ zy ` xy ´ z, x´ yy

ě }x´ y}2.

Tedy
}x´ y} “ inft}x´ z} : z P F u “ distpx, F q.

Obráceně, nechť }x ´ y} “ distpx, F q a z P F je libovolné. Chceme dokázat, že xx ´ y, zy “ 0. Zřejmě lze
předpokládat, že }z} “ 1. Nechť α P F je libovolné. Pak

}x´ y}2 ď }x´ py ` αzq}2 “ xx´ y ´ αz, x´ y ´ αzy

“ }x´ y}2 ` |α|2xz, zy ´ αxx´ y, zy ´ αxz, x´ yy.

Položíme-li α “ xx´ y, zy, dostáváme
0 ď |α|2 ´ |α|2 ´ |α|2.

Tedy 0 “ α “ xx´ y, zy.

Věta 1.1.46 (Riesz). Nechť F je uzavřený podprostor Hilbertova prostoru H. Pak H “ F ‘t F
K a projekce

PF : H Ñ F příslušná rozkladu H “ F ‘ FK splňuje

(a) }PFx´ x} “ distpx, F q, x P H,

(b) }PFx} ď }x} pro každé x P H.

Důkaz. Dokažme nejprve rovnost H “ F ‘FK. Pro dané x P H vezmeme y P F splňující }x´ y} “ distpx, F q. Pak

x “ y ` px´ yq, (1.8)

přičemž y P F a x´ y P FK dle Lemmatu 1.1.45. Tedy F ` FK “ H.
Pokud x P F X FK, pak 0 “ xx, xy, a tedy x “ 0. Tudíž H “ F ‘ FK.
Označme nyní PF : H Ñ F projekci příslušnou rozkladu H “ F ‘ FK. Díky rozkladu (1.8) víme, že PFx je

prvek splňující }x´ PFx} “ distpx, F q, tedy platí (a). Konečně máme z kolmosti PFx a x´ PFx nerovnost

}x}2 “ }PFx}
2 ` }x´ PFx}

2 ě }PFx}
2.
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Definice 1.1.47. Je-li H unitární prostor a A Ă H, řekneme, že A je

• ortonormální, pokud A Ă SH a xa1, a2y “ 0 pro různé prvky a1, a2 P A,

• maximální ortonormální, pokud A je ortonormální a neexistuje ortonormální množina obsahující A různá od
A (jinými slovy, AK “ t0u),

• úplná ortonormální, pokud A je ortonormální a spanA je hustý v H,

• ortonormální báze, pokud A “ tei : i P Iu je ortonormální množina a každé x P H lze vyjádřit jako
x “

ř

iPI xiei.

(Ortonormální množině se též někdy říká ortonormální soustava či systém.)

Lemma 1.1.48. Je-li A ortonormální množina v Hilbertově prostoru H, je }a1 ´ a2} “
?

2 pro každé dva různé
prvky a1, a2 P A.

Důkaz. Přímočarým výpočtem máme

}a1 ´ a2}
2 “ }a1}

2 ` }a2}
2 ` xa1, a2y ` xa2, a1y “ 2.

Věta 1.1.49. Každý Hilbertův prostor má maximální ortonormální systém.

Důkaz. Nechť H je neprázdný. Uvažujme množinu

A “ tA : A je ortonormální množinau

uspořádanou inkluzí. Pak pA,Ăq je částečně uspořádaná množina, která je neprázdná (je-li x P H nenulové, pak
t x
}x}u P A). Navíc má každý řetězec horní závoru, totiž sjednocení všech prvků daného řetězce. Z Zornova lemmatu

tedy existuje maximální element A P A. Z maximality A pak již plyne rovnost AK “ t0u, tj., A je maximální
ortonormální systém.

Poznámka. Je-li Hilbertův prostor H separabilní, neobsahuje pak nespočetnou ortonormální množinu, jelikož se-
parabilní metrický prostor neobsahuje nespočetnou diskrétní množinu (viz Lemma 1.1.48).

Věta 1.1.50 (Besselova nerovnost). Je-li teiuiPI ortonormální soustava v Hilbertově prostoru H, platí
ř

iPI |xx, eiy|
2 ď

}x}2 pro každé x P H.

Důkaz. Mějme dánu libovolnou konečnou množinu F Ă I. Položíme-li xF “
ř

iPF xx, eiyei, máme

x´ xF P pspantei : i P F uq
K
.

Tedy
}x}2 “ }x´ xF ` xF }

2 “ }x´ xF }
2 ` }xF }

2 ě }xF }
2 “

ÿ

iPF

|xx, eiy|
2.

Proto
}x}2 ě supt

ÿ

iPF

|xx, eiy|
2 : F P FpIqu “

ÿ

iPI

|xx, eiy|
2.

Lemma 1.1.51. Nechť tei : i P Iu je ortonormální soustava v Hilbertově prostoru a x “
ř

iPI xiei. Pak xi “ xx, eiy,
i P I.

Důkaz. Mějme dané i0 P I a ε ą 0. Najdeme F P FpIq splňující }x ´
ř

iPF 1 xiei} ă ε pro každou F 1 P FpIq
obsahující F . Pak pro F 1 “ F Y ti0u platí

ε ě }x´
ÿ

iPF 1

xiei} ě |xx´
ÿ

iPF 1

xiei, ei0y| “ |xx, ei0y ´ xi0 |.

Tedy xi0 “ xx, ei0y.

Věta 1.1.52. Nechť teiu je ortonormální systém v Hilbertově prostoru H. Pak následující tvrzení jsou ekvivalentní.

(i) teiu je ortonormální báze,

(ii) teiu je maximální ortonormální systém,
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(iii) teiu je úplný ortonormální systém,

(iv) }x}2 “
ř

iPI |xx, eiy|
2 pro každé x P H (Parsevalova rovnost).

Důkaz. (i) ùñ (ii) Nechť teiu není maximální, tj., existuje nenulový vektor x P pspanteiuq
K. Protože teiu je báze,

lze x vyjádřit jako x “
ř

iPI xiei pro nějaké koeficienty xi P F. Z Lemmatu 1.1.51 ale víme, že xi “ xx, eiy “ 0 pro
každé i P I. Tedy x “ 0, což je spor.

(ii) ùñ (iii) Není-li systém teiu úplný, je F “ spantei : i P Iu vlastní uzavřený podprostor H. Vezmeme
x P HzF a uvědomíme si, že vektor x´PFx je nenulový a kolmý na všechny ei (viz Lemma 1.1.45). Tedy teiu není
maximální systém.

(iii) ùñ (iv) Nechť x P H a ε ą 0 jsou dány. Díky (iii) existuje A P FpIq a ci P F, i P A, tak že }x´
ř

iPA ciei} ă
ε. Položme F “ spantei : i P Au. Pak

distpx, F q ď distpx,
ÿ

iPA

cieiq ă ε.

Neboť x´
ř

iPAxx, eiyei P F
K, podle Lemmatu 1.1.45 platí

ε ą distpx, F q “ }x´
ÿ

iPA

xx, eiyei}.

Z toho dostáváme
ε2 ě }x´

ÿ

iPA

xx, eiyei}
2 “ xx´

ÿ

iPA

xx, eiyei, x´
ÿ

iPA

xx, eiyeiy

“ }x}2 `
ÿ

iPA

|xx, eiy|
2 ´

ÿ

iPA

xx, eiyxx, eiy ´
ÿ

iPA

xx, eiyxx, eiy

“ }x}2 ´
ÿ

iPA

|xx, eiy|
2.

Tedy
ÿ

iPA

|xx, eiy|
2 ě }x}2 ´ ε2.

Tato nerovnost spolu s nerovností Besselovou 1.1.50 dává

}x}2 ě supt
ÿ

iPA

|xx, eiy|
2 : A P FpIqu “

ÿ

iPI

|xx, eiy|
2 ě }x}2.

(iv) ùñ (i) Pro dané x P H chceme dokázat, že x “
ř

iPIxx, eiyei. Pro dané ε ą 0 najdeme F P FpIq tak, že
ř

iPF |xx, eiy|
2 ą }x}2 ´ ε. Pak pro F 1 P FpIq obsahující F máme

}x´
ÿ

iPF 1

xx, eiyei}
2 “ xx´

ÿ

iPF 1

xx, eiyei, x´
ÿ

iPF 1

xx, eiyeiy

“ }x}2 `
ÿ

iPF 1

|xx, eiy|
2 ´

ÿ

iPF 1

xx, eiyxei, xy ´
ÿ

iPF 1

xx, eiyxei, xy

“ }x}2 ´
ÿ

iPF 1

|xx, eiy|
2 ď }x}2 ´

ÿ

iPF

|xx, eiy|
2 ă ε.

Tedy vskutku x “
ř

iPIxx, eiyei.

Důsledek 1.1.53. Každý Hilbertův prostor má ortonormální bázi.

Důkaz. Tvrzení plyne z Věty 1.1.49 a 1.1.52.

Příklad 1.1.54. Pro H “ L2p0, 2πq je systém t 1?
2π
, 1?

π
cospnxq, 1?

π
sinpnxq : n P Nu ortonormální báze.

Věta 1.1.55 (Riesz–Fischer). Je-li tei : i P Iu ortonormální báze Hilbertova prostoru H, je zobrazení T : H Ñ

`2pIq, Tx “ txx, eiyuiPI izometrický izomorfizmus H na `2pIq.
Tedy každý Hilbertův prostor je izometrický prostoru `2pIq pro vhodnou množinu I.

Důkaz. Díky rovnosti }x}2 “
ř

iPI |xx, eiy|
2 platné pro každé x P H je zobrazení T dobře definovaná izometrie do

`2pIq. Zjevně je T lineární. Dále je Rng T hustý v `2pIq, jelikož obsahuje T pspantei : i P Iuq, což jsou konečně
nesené vektory v `2pIq. Vzhledem k tomu, že T je izometrie, je Rng T úplný, a tedy je roven `2pIq.

Tvrzení 1.1.56. Nechť A1, A2 jsou dvě různé ortonormální báze Hilbertova prostoru. Pak mají stejnou mohutnost.

Důkaz. Je-li A1 konečná, je i dimenze H konečná, a tedy |A1| “ |A2| dle známé věty z lineární algebry. Před-
pokládejme proto, že množiny A1 a A2 jsou nekonečné. Vyberme spočetnou hustou podmnožinu D Ă F. Nechť
|A1| ă |A2|. Množina všech lineárních kombinací prvků A1 utvořená pomocí koeficientů z D je hustá v H (viz
Věta 1.1.52(iii)) a má kardinalitu |A1|. Ale A2 je dle Lemmatu 1.1.48 diskrétní množina kardinality ostře větší než
|A1|, což je spor. Tedy |A1| ě |A2|. Jelikož je role A1 a A2 symetrická, platí i obrácená nerovnost, tj. |A1| “ |A2|.
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1.1.6 Konečně rozměrné prostory
Lemma 1.1.57 (Riesz). Nechť X je normovaný lineární prostor. Je-li Y vlastní uzavřený podprostor X, pak pro
každé ε ą 0 existuje x P SX tak, že distpx, Y q ą 1´ ε.

Důkaz. Nechť ε ą 0 je dáno. Zvolme u P XzY a označme d “ distpu, Y q. Najdeme η ą 0 tak, že d
d`η ą 1 ´ ε a

zvolíme v P Y splňující
}u´ v} ď d` η.

Položme x “ u´v
}u´v} . Pak x P SX . Je-li y P Y libovolné, je v ` }u´ v}y P Y , a tedy

}x´ y} “ }
u´ v

}u´ v}
´ y} “

}u´ pv ` }u´ v}yq}

}u´ v}
ě

d

d` η
.

Dostáváme, že

distpx, Y q “ inft}x´ y} : y P Y u ě
d

d` η
ą 1´ ε.

Lemma 1.1.58. Nechť X je normovaný lineární prostor a f P X˚. Pak pro každé x P X platí |fpxq| “
distpx,Ker fq}f}.

Důkaz. Bez újmy na obecnosti předpokládejme, že f ‰ 0. Je-li x P X a y P Ker f , pak

|fpxq| “ |fpx´ yq| ď }f}}x´ y}.

Tedy |fpxq| ď }f} distpx,Ker fq. Pro důkaz obrácené nerovnosti zvolíme ε P p0, }f}q a najdeme y P SX tak, že
|fpyq| ě }f} ´ ε. Pak x´ fpxq

fpyqy P Ker f , a tedy

distpx,Ker fq ď }x´ px´
fpxq

fpyq
yq} “

|fpxq|

|fpyq|
ď
|fpxq|

}f} ´ ε
.

Jelikož bylo ε libovolné, je důkaz dokončen.

Tvrzení 1.1.59. Nechť X je normovaný lineární prostor, f P SX˚ a Y “ Ker f . Pak následující tvrzení jsou
ekvivalentní.

(i) existuje x P SX splňující |fpxq| “ 1,

(ii) existuje x P SX splňující distpx, Y q “ 1,

(iii) existuje u P XzY a v P Y takové, že }u´ v} “ distpu, Y q,

(iv) pro každé u P XzY existuje v P Y takové, že }u´ v} “ distpu, Y q.

Důkaz. Ekvivalence (i) ðñ (ii) ihned plyne z Lemmatu 1.1.58 a zjevně (iv) ùñ (iii).
K důkazu implikace (iii) ùñ (ii) uvažme x “ u´v

}u´v} , kde u, v jsou dány (iii). Pak pro každé y P Y platí

}x´ y} “
}u´ pv ` }u´ v}yq}

}u´ v}
ě

distpu, Y q

distpu, Y q
“ 1.

Protože distpx, Y q ď }x} ď 1, platí distpx, Y q “ 1.
(i) ùñ (iv) Vezměme x P SX z podmínky (i) a pro u P XzY uvažme u´ fpuq

fpxqx P Y . Pak

distpu,Ker fq ď }u´ pu´
fpuq

fpxq
xq} “ |fpuq| “ distpu,Ker fq

dle Lemmatu 1.1.58.

Příklad 1.1.60. Nechť Y “ tx P c0 :
ř8

n“1
xn
2n “ 0u. Pak neexistuje x P Sc0 tak, že distpx, Y q “ 1. Dále pro žádné

x P c0zY neexistuje y P Y tak, že }x´ y} “ distpx, Y q.

Důkaz. Uvažme funkcionál fptxnuq “
ř8

n“1
xn
2n , txnu P c0. Pak zřejmě f P Spc0q˚ a Y “ Ker f . K důkazu tvrzení

nyní stačí podle Tvrzení 1.1.59 ověřit, že neexistuje x P Sc0 s vlastností |fpxq| “ 1. Ale to je ihned vidět z pozorování,
že pro každé x P Sc0 existuje index j P N takový, že |xj | ă 1. Pak totiž

|fpxq| “ |
8
ÿ

n“1

xn
2n
| ă

8
ÿ

n“1

1

2n
“ 1.
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Věta 1.1.61. Nechť X je normovaný lineární prostor. Pak následující tvrzení jsou ekvivalentní.

(i) dimX ă 8,

(ii) existuje n P N takové, že X je izomorfní s pFn, } ¨ }2q,

(iii) BX je kompaktní,

Důkaz. (i) ùñ (ii) Nechť ta1, . . . , anu je báze X a te1, . . . , enu značí klasickou bázi Fn. Pak je zobrazení

T : Fn Ñ X
n
ÿ

i“1

xiei ÞÑ
n
ÿ

i“1

xiai

lineární bijekce, jež je spojitá (díky spojitosti vektorových operací na X).
Ukažme nyní i spojitost inverze T´1. Vzhledem k linearitě T stačí ukázat, že T pBFnq obsahuje okolí 0. Jelikož je

SFn kompaktní množina, je i T pSFnq kompaktní. Protože 0 R T pSFnq, existuje r ą 0 tak, že Up0, rq X T pSFnq “ H.
Pak T pBFnq Ą Up0, rq. Je-li totiž y P Up0, rqzT pBFnq, pak y “ Tx pro nějaké }x}2 ą 1. Pak x

}x}2
P SFn a

T p
x

}x}2
q “

Tx

}x}2
“

y

}x}2
P Up0, rq,

což je spor.
(ii) ùñ (iii) Máme-li T : X Ñ Fn izomorfizmus, je T pBXq uzavřená omezená podmnožina Fn, a tedy

kompaktní. Jest tedy i BX “ T´1pT pBXqq kompaktní.
(iii) ùñ (i) Nechť X je nekonečné dimenze. Postupně najdeme posloupnost prvků txnu v SX tak, že

distpxn`1, spantx1, . . . , xnuq ě
1
2 , n P N. V prvním kroce najdeme libovolné x1 P SX . Máme-li x1, . . . , xn, je

spantx1, . . . , xnu vlastní a uzavřený (viz Lemma 1.1.15) podprostor X. Tedy dle Lemmatu 1.1.57 existuje xn`1

splňující distpxn`1, spantx1, . . . , xnuq ě
1
2 . Tíme je konstrukce dokončena.

Zkonstruovaná posloupnost txnu pak nemá konvergentní podposloupnost, neboť jsou všechny její prvky od sebe
navzájem vzdáleny alespoň o 1

2 . Tedy BX není kompaktní.

Tvrzení 1.1.62. Nechť X je normovaný lineární prostor.

(a) Je-li X konečné dimenze, jsou každé dvě normy na X jsou ekvivalentní.

(b) Je-li X konečné dimenze a Y je normovaný lineární prostor, je každé lineární zobrazení T : X Ñ Y spojité.

(c) Následující podmínky jsou ekvivalentní:

(i) Prostor X je konečné dimenze.
(ii) Každé linární zobrazení X do normovaného lineárního prostoru je spojité.
(iii) Každá lineární forma na X je spojitá.
(iv) Každé dvě normy na X jsou ekvivalentní.

Důkaz. (a) Nechť te1, . . . , enu je báze X. Položme

}x}1 “

›

›

›

›

›

n
ÿ

i“1

xiei

›

›

›

›

›

“

n
ÿ

i“1

|xi| , x P X.

Pak }¨}1 je norma na X. Stačí nyní ukázat, že každá jiná norma na X je s touto normou ekvivalentní. Nechť tedy
}¨} je libovolná norma na X. Položme c2 “ maxt}e1} , . . . }e2}u. Pak

}x} “

›

›

›

›

›

n
ÿ

i“1

xiei

›

›

›

›

›

ď

n
ÿ

i“1

|xi| }ei} ď c2 }x}1 , x P X.

Nerovnost
|}x} ´ }y}| ď }x´ y} ď c2 }x´ y}1 , x, y P X,

ukazuje, že }¨} : pX, }¨}1q Ñ R je spojitá funkce. Uvažujme nyní nějaký izomorfizmus T : pX, }¨}1q Ñ pFn, }¨}2q
(Věta 1.1.61). Jelikož T pSpX,}¨}1qq je omezená uzavřená množina v pFn, }¨}2q, jedná se o kompaktní množinu. Tedy
SpX,}¨}1q “ T´1pT pSpX,}¨}1qqq je kompaktní v pX, }¨}1q. Spojitá funkce }¨} nabývá na SpX,}¨}1q svého minima, které
označíme jako c1. Zřejmě c1 ą 0. Je-li nyní x P Xzt0u, je x

}x}1
P SpX,}¨}1q, a tedy

c1 ď

›

›

›

›

x

}x}1

›

›

›

›

“
}x}

}x}1
.
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Tedy
c1 }x}1 ď }x}

a důkaz tvrzení (a) je dokončen.
(b) Zvolme bázi te1, . . . , enu prostoru X a uvažujme normu }x}1 “ }

řn
i“1 xiei}1 “

řn
i“1 |xi|. Díky tvrzení (a)

stačí dokázat, že T : pX, }¨}1q Ñ Y je spojité. To je ale zřejmé z odhadu

}Tx} “

›

›

›

›

›

n
ÿ

i“1

xiTei

›

›

›

›

›

ď pmaxt}Te1} , . . . , }Ten}uq
n
ÿ

i“1

|xi| , x P X.

(c) Z tvrzení (a) a (b) máme (i) ùñ (ii) a (i) ùñ (iv). Zřejmě (ii) ùñ (iii). Ukažme nyní (iii) ùñ (i). Není-li
X konečně dimenzionální, má nekonečnou algebraickou bázi tei : i P Iu. Bez újmy na obecnosti lze předpokládat,
že všechny vektory ei mají normu 1. Vyberme nekonečnou spočetnou množinu tin : n P Nu Ă I a definujme pro
x “

ř

iPI xiei

fpxq “
8
ÿ

n“1

nxin .

(Forma f je korektně definovaná, jelikož pouze konečně mnoho čísel xi je nenulových.) Pak f je lineární zobrazení
do F, které není omezené na BX , a tedy není spojité.

K důkazu implikace (iv) ùñ (i) opět předpokládejme, že X je nekonečně dimenzionální, a tedy má nekonečnou
algebraickou bázi tei : i P Iu. Vyberme nekonečnou spočetnou množinu tin : n P Nu Ă I a definujme pro x “
ř

iPI xiei normy

}x}1 “
ÿ

iPI

|xi| , }x}2 “
8
ÿ

n“1

n |xin | ` }x}1 .

Pak zřejmě neexistuje c2 ą 0 splňující }x}2 ď c2 }x}1 pro všechny vektory x P tein : n P Nu.

1.2 Hahnova–Banachova věta a dualita

1.2.1 Hahnova–Banachova věta
Definice 1.2.1. Je-li X vektorový prostor nad F, nazývá se p : X Ñ R konvexní (sublineární) funkcionál, pokud
platí

• ppx` yq ď ppxq ` ppyq, x, y P X,

• pptxq “ tppxq, x P X, t P r0,8q.

Pokud má p : X Ñ r0,8q vlastnosti

• ppx` yq ď ppxq ` ppyq, x, y P X,

• pptxq “ |t|ppxq, x P X, t P F,

nazývá se pseudonorma. (Zřejmě konvexní funkcionál i pseudonorma splňují pp0q “ 0.)

Věta 1.2.2 (Algebraická verze Hahnovy–Banachovy věty). Nechť p je konvexní funkcionál na lineárním prostoru
X nad R, Y je podprostor X a f je lineární forma na Y splňující f ď p. Pak existuje lineární forma F na X tak,
že F ď p a F “ f na Y .

Je-li p pseudonorma, nalezené F splňuje |F | ď p.

Důkaz. 1. krok. Je-li Y ‰ X, vezměme x P XzY a položme

Z “ Y ‘ spantxu “ ty ` cx : y P Y, c P Ru.

Hledejme nejprve rozšíření F na prostor Z, což vzhledem k linearitě znamená najít α “ F pxq tak, aby platilo

F py ` cxq “ fpyq ` cα ď ppy ` cxq, y P Y, c P R.

K tomuto účelu ukažme, že

@y1, y2 P Y : fpy1q ´ ppy1 ´ xq ď ppy2 ` xq ´ fpy2q. (1.9)

To ale platí díky nerovnostem

fpy1q ` fpy2q “ fpy1 ` y2q ď ppy1 ` y2q “ ppy1 ´ x` y2 ` xq ď ppy1 ´ xq ` ppy2 ` xq.
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Díky (1.9) tedy existuje α P R splňující

@y1, y2 P Y : fpy1q ´ ppy1 ´ xq ď α ď ppy2 ` xq ´ fpy2q. (1.10)

Položme
F py ` cxq “ fpyq ` cα, y P Y, c P R.

Pak F je lineární rozšíření f na Z splňující F ď p na Z. Vskutku, je-li y P Y a c ą 0, platí díky (1.10)

F py ` cxq “ fpyq ` cα “ cpfpy{cq ` αq ď cppy{c` xq “ ppy ` cxq.

Pro y P Y a c ă 0 dostaneme obdobně z (1.10)

F py ` cxq “ fpyq ` cα “ p´cqpfp´y{cq ´ αq ď p´cqpp´y{c´ xq “ ppy ` cxq.

Tedy F je hledané rozšíření f v případě Z “ Y ‘ spantxu.
2. krok. Uvažujme množinu

P “ tpY 1, f 1q : Y ĂĂ Y 1 ĂĂ X, f 1 je lineární forma na Y 1 rozšiřující f, f 1 ď p na Y 1u.

Definujme na P uspořádání pomocí pY 1, f 1q ď pY 2, f2q, pokud Y 1 ĂĂ Y 2 a f 1 “ f2 na Y 1. Pak je pP,ďq částečně
uspořádaná neprázdná (dvojice pY, fq náleží do P) množina splňující předpoklady Zornova lemmatu.

Je-li totiž R “ tpYi, fiq : i P Iu Ă P řetězec, Z “
Ť

iPI Yi je podprostor X obsahující Y . Lineární forma
gpxq “ fipxq pro x P Yi je zřejmě dobře definována a splňuje g ď p na Z. Navíc pZ, gq majorizuje všechny prvky R.
Tedy pZ, gq je horní závora R.

Z Zornova lemmatu tedy obdržíme maximální prvek pW,F q P P. Pak nutně W “ X, poněvadž v opačném
případě bychom použitím prvního kroku obdrželi spor s maximalitou pW,F q. Tedy F je hledané rozšíření.

Je-li p dokonce pseudonorma a x P X, platí

F pxq ď ppxq a ´ F pxq “ F p´xq ď pp´xq “ ppxq.

Tedy |F pxq| ď ppxq.

Lemma 1.2.3. Nechť X je vektorový prostor nad C.

(a) Je-li f : X Ñ C lineární, pak existuje reálně lineární u : X Ñ R splňující fpxq “ upxq ´ iupixq, x P X.
(Zobrazení u : X Ñ R je reálně lineární, pokud zachovává součet a násobení reálným číslem.)

(b) Je-li u : X Ñ R reálně lineární, pak f : X Ñ C definované jako fpxq “ upxq ´ iupixq, x P X, je lineární
funkcionál.

Důkaz. (a) Nechť u a v značí reálnou a imaginární složku f , tj. fpxq “ upxq ` ivpxq, x P X. Pak u i v jsou reálně
lineární a pro x P X máme

iupxq ´ vpxq “ ifpxq “ fpixq “ upixq ` ivpixq.

Porovnáním složek dostáváme vpxq “ ´upixq.
(b) Zřejmě stačí ověřit vytýkání imaginární jednotky:

fpixq “ upixq ´ iupi2xq “ iupxq ` upixq “ ipupxq ´ iupixqq “ ifpxq.

Věta 1.2.4 (Komplexní případ). Nechť p je pseudonorma na lineárním prostoru X nad C, Y je podprostor X a f
je lineární forma na Y splňující |f | ď p. Pak existuje lineární forma F na X tak, že |F | ď p a F “ f na Y .

Důkaz. Prostor X uvažujme jako prostor nad R a rozložme dle Lemmatu 1.2.3 f na Y jako fpxq “ upxq ´ iupixq,
x P Y , kde u : Y Ñ R je reálně lineární forma na Y . Protože

upxq ď |upxq| ď |fpxq| ď ppxq, x P Y,

lze použít Větu 1.2.2 k nalezení reálně lineární formy U : X Ñ R splňující |U | ď p.
Položíme-li F pxq “ Upxq´ iUpixq, x P X, obdržíme lineární formu na X rozšiřující f . Dále, pro x P X najdeme

t P R takové, že |F pxq| “ F pxqeit. Pak

|F pxq| “ F pxqeit “ F peitxq “ Upeitxq ´ iUpieitxq,

a proto Upixeitq “ 0. Tedy
|F pxq| “ Upeitxq ď ppeitxq “ |eit|ppxq “ ppxq.

Tím je důkaz dokončen.
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Věta 1.2.5 (Hahn–Banach). Nechť X je normovaný lineární prostor, Y ĂĂ X a f P Y ˚. Pak existuje F P X˚

tak, že }F } “ }f} a F “ f na Y .

Důkaz. Položme ppxq “ }f}}x}, x P X. Pak p je pseudonorma splňující |f | ď p na Y . Dle Věty 1.2.2 a 1.2.4 existuje
lineární forma F : X Ñ F rozšiřující f tak, že |F | ď p na X. Pak

|F pxq| ď ppxq “ }f}}x}, x P X,

tedy F je spojitý na X a }F } ď }f}. Zjevně }f} ď }F }, tedy }F } “ }f}.

Věta 1.2.6. Nechť X je normovaný lineární prostor dimenze alespoň 1. Pro každé x0 P X existuje F P SX˚ tak,
že F px0q “ }x0}.

Speciálně, jsou-li x, y P X různé body, existuje F P X˚ tak, že F pxq ‰ F pyq (X˚ odděluje body X).

Důkaz. Zjevně stačí uvažovat x0 ‰ 0. Uvažujme tedy pro x0 P Xzt0u prostor Y “ spantx0u, ppxq “ }x} pro x P X
a fptx0q “ t}x0}, t P F. Pak f je lineární forma na Y splňující f ď p v reálném případě a |f | ď p v případě
komplexním. Najdeme lineární formu F : X Ñ F rozšiřující f , která splňuje |F | ď p. Pak |F pxq| ď ppxq “ }x},
x P X, a tedy }F } ď 1. Dále F px0q “ fpx0q “ }x0}, a proto }F } “ 1.

Při důkazu speciálního případu uvažujeme x0 “ x´ y.

Tvrzení 1.2.7. Je-li X normovaný lineární prostor a x P X, pak }x} “ maxt|x˚pxq| : x˚ P BX˚u.

Důkaz. Tvrzení plyne z Věty 1.2.6.

Věta 1.2.8. Nechť X je normovaný lineární prostor, Y ĂĂ X je uzavřený a x0 R Y . Pak existuje f P SX˚ tak, že
f “ 0 na Y a fpx0q “ distpx0, Y q.

Důkaz. Položme Z “ Y ‘ spantx0u, d “ distpx0, Y q a

f0 : Z Ñ F,
y ` cx0 ÞÑ cd, y P Y, c P F.

Pak f0 je lineární forma na Z a pro y P Y a c P Fzt0u máme

|f0py ` cx0q| “ |c|d ď |c|}x0 ´ p´
y

c
q} “ }y ` cx0}.

Tedy }f0} ď 1.
Vezměme f P X˚ rozšiřující f0 a splňující }f} “ }f0}. Pak f “ 0 na Y , }f} “ }f0} ď 1 a fpx0q “ f0px0q “ d.

Vezměme posloupnost tynu v Y splňující }x0 ´ yn} Ñ d. Pak

f

ˆ

x0 ´ yn
}x0 ´ yn}

˙

“
fpx0q

}x0 ´ yn}
“

d

}x0 ´ yn}
Ñ 1.

Tedy }f} “ 1.

Tvrzení 1.2.9. Nechť X je normovaný lineární prostor a Y ĂĂ X.

(a) Je-li Y konečně rozměrný, má topologický doplněk.

(b) Je-li Y uzavřený a konečné kodimenze, pak má též topologický doplněk.

Důkaz. (a) Nechť te1, . . . , enu je báze Y . Definujme funkcionály f1, . . . , fn na Y pomocí předpisu

fjp
n
ÿ

i“1

cieiq “ cj , j “ 1, . . . , n.

Protože Y je konečné dimenze, jsou funkcionály f1, . . . , fn spojité na Y . Lze je tedy rozšířit na spojité funkcionály
g1, . . . , gn na X. Pak zobrazení

Px “
n
ÿ

j“1

gjpxqej , x P X,

je spojitá projekce X na Y .
(b) Nechť dimpX{Y q “ n a te1, . . . , enu Ă X jsou vybrány tak, že tre1s, . . . , rensu je báze X{Y . Vezmeme

funkcionály f1, . . . , fn P pX{Y q
˚ tak, že

fjpreisq “

#

1, i “ j,

0, i ‰ j.

29



Položme
gjpxq “ fjprxsq, x P X, j “ 1, . . . , n.

Pak g1, . . . , gn jsou spojité funkcionály na X. Zobrazení

Px “
n
ÿ

j“1

gjpxqej , x P X,

je pak spojitá projekce na spante1, . . . , enu, která je nulová na Y . Pak Q “ I ´ P je projekce X na Y . Pro x P X
a j “ 1, . . . , n totiž platí

fjprQxsq “ gjpQxq “ gjpx´
n
ÿ

i“1

gipxqeiq “ gjpxq ´ gjpxq “ 0.

Tedy fjprQxsq “ 0 pro j “ 1, . . . , n, a tedy rQxs “ 0. To ale neříká nic jiného, než že Qx P Y . Protože Q “ I na
Y , je RngQ “ Y .

Věta 1.2.10 (Oddělování množin). Nechť X je normovaný lineární prostor a A,B Ă X jsou neprázdné, disjunktní
a konvexní.

(a) Pokud A je otevřená, pak existuje f P X˚ a c P R tak, že Re fpaq ă c ď Re fpbq pro každé a P A, b P B.

(b) Pokud A je kompaktní a B uzavřená, existuje f P X˚ a c, d P R, c ă d, tak, že Re fpaq ă c ă d ă Re fpbq pro
každé a P A, b P B.

Lemma 1.2.11. Nechť X je normovaný lineární prostor a f P X˚ je nenulové. Pak f je otevřené zobrazení (tj.
fpUq je otevřená v F pro každou U Ă X otevřenou).

Důkaz. Mějme f P X˚ nenulové dáno. Díky jeho linearitě stačí dokázat, že fpBXq obsahuje okolí 0. Najdeme
x P BX splňující fpxq “ r ą 0. Pak A “ tαx : |α| ď 1u Ă BX , a tedy

fpBXq Ą fpAq “ tαr : |α| ď 1u.

Jelikož tαr : |α| ď 1u je okolí 0, je důkaz dokončen.

Lemma 1.2.12. Nechť X je normovaný lineární prostor a C Ă X je otevřené konvexní okolí 0. Pak je zobrazení

ppxq “ inftt ą 0 : x{t P Cu, x P X,

konvexní funkcionál na X. Navíc p ă 1 na C.

Důkaz. Nejprve si povšimneme, že díky faktu 0 P IntC “ C je p je dobře definováno. Mějme dány prvky x, y P X
a ε ą 0. Vezměme s, t ą 0 tak, že

x{t P C, t ď ppxq ` ε a y{s P C, s ď ppyq ` ε.

Pak
x` y

s` t
“

t

t` s
x{t`

s

t` s
y{s P C,

a tedy
ppx` yq ď s` t ď ppxq ` ppyq ` 2ε.

Zjevně pp0xq “ 0ppxq. Nechť dále x P X a α ą 0. Vezměme t ą 0 takové, že

αx

t
P C a t ď ppαxq ` ε.

Pak x
t{α P C, a tedy ppxq ď t{α. Proto

αppxq ď t ď ppαxq ` ε.

K důkazu obrácené nerovnosti zvolme t ą 0 takové, že t ď ppxq ` ε a x{t P C. Pak αx
αt P C, a tedy

ppαxq ď αt ď αppxq ` αε.

Dohromady dostáváme ppαxq “ αppxq.
Vezměme nyní x P C libovolné. Díky otevřenosti C existuje t ą 1 splňující tx “ x{t´1 P C. Tedy ppxq ď t´1 ă

1.
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Důkaz Věty 1.2.10. (a) Uvažujme nejprve X nad R. Zvolme a0 P A, b0 P B a položme x0 “ b0 ´ a0, C “

A´B ` x0. Pak C je otevřená konvexní množina obsahující 0. Definujme pomocí C konvexní funkcionál p jako v
Lemmatu 1.2.12. Protože x0 R C, je ppx0q ě 1. Položme

f0 : spantx0u Ñ R
tx0 ÞÑ t.

Pak
@t ě 0: f0ptx0q “ t ď tppx0q “ pptx0q,

@t ă 0: f0ptx0q “ t ď 0 ď pptx0q.

Tedy f0 ď p na spantx0u.
Nechť f je lineární forma na X rozšiřující f0, která splňuje f ď p na X. Protože f ď p ď 1 na C, je |f | ď 1 na

C X p´Cq, což je okolí 0. Jakožto forma omezená na nějakém okolí 0 je f P X˚.
Pro a P A a b P B je a´ b` x0 P C, a tedy máme

fpaq ´ fpbq ` 1 “ fpa´ b` x0q ď ppa´ b` x0q ă 1.

Proto fpaq ă fpbq. Jelikož fpAq je otevřená konvexní množina v R, položíme-li c “ sup fpAq, dostaneme

fpaq ă c ď fpbq, a P A, b P B.

(b) V tomto případě najdeme r ą 0 tak, že pA ` Up0, rqq X B “ H. Oddělíme tyto množiny funkcionálem f
a uvědomíme si, že fpAq je kompaktní podmnožina fpA ` Up0, rqq. Existence požadovaných čísel c1 ă c2 z toho
snadno plyne.

V případě komplexního prostoru X uvažujeme jeho reálnou verzi XR a najdeme funkcionál u jako výše. Pak je
fpxq “ upxq ´ iupixq, x P X, požadovaný funkcionál.

1.2.2 Klasické duální prostory a reflexivita

Definice 1.2.13. Nechť X je normovaný lineární prostor. Symbolem X˚˚ značíme pX˚q˚, tj. duál k prostoru X˚.
Tento prostor nazýváme druhým duálem.

Zobrazení ε : X Ñ X˚˚, x ÞÑ εx pro x P X, definované jako

εxpx
˚q “ x˚pxq, x˚ P X˚,

se nazývá kanonické vnoření.

Tvrzení 1.2.14. Nechť X je normovaný lineární prostor. Pak ε : X Ñ X˚˚ je izometrický izomofizmus.

Důkaz. Zjevně je ε dobře definované lineární zobrazení. Jeho izometričnost pak plyne z Tvrzení 1.2.7.

Definice 1.2.15. Normovaný lineární prostor X se nazývá reflexivní, pokud εpXq “ X˚˚.

Důkaz Věty 1.1.18. (a) Položme X1 “ εpXq Ă X˚˚. Protože X˚˚ je úplný, je i X1 úplný a zřejmě εpXq je v něm
hustý. Nechť nyní X2 je Banachův prostor a T : X Ñ X2 je izometrie na hustý podprostor. Pak T ˝ ε´1 : εpXq Ñ
Rng T je izometrické zobrazení, které lze dle Věty 1.1.37 rozšířit na operátor I : X1 Ñ X2. Je-li x P X1 a txnu
posloupnost v εpXq k x konvergující, platí

}Ix} “ lim
nÑ8

}Ixn} “ lim
nÑ8

}T ˝ ε´1pxnq} “ lim
nÑ8

}xn} “ }x},

a tedy I je izometrie. Vzhledem k tomu, že Rng I je hustý, platí IpX1q “ X2.
(b) Postupujme jako výše, přičemž si povšimneme, že X1 splňuje rovnoběžníkové pravidlo z Věty 1.1.13(ii).

Tedy X1 je Hilbertův prostor. Jednoznačnost dokážeme jako v předešlém.

Lemma 1.2.16. Nechť X je vektorový prostor a f : X Ñ F je lineární forma. Nechť y P XzKer f . Pak X “

Ker f ‘ spantyu.

Důkaz. Každý vektor x P X lze rozepsat jako

x “

ˆ

x´
fpxq

fpyq
y

˙

`
fpxq

fpyq
y,

kde x´ fpxq
fpyqy P Ker f a fpxq

fpyqy P spantyu.
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Věta 1.2.17 (Fréchet–Riesz). Je-li H Hilbertův prostor a y P H, označme fy P H˚ funkcionál definovaný jako
fypxq “ xx, yy, x P H.

Pak zobrazení I : y ÞÑ fy je sdruženě lineární izometrie H na H˚ (tj. Ipy1`y2q “ Ipy1q`Ipy2q a Ipcyq “ cIpyq).

Důkaz. Protože
|fypxq| “ |xx, yy| ď }x}}y}, x, y P H,

a skalární součin je lineární v první souřadnici, je fy P H˚ a }fy} ď }y}. Je-li y ‰ 0, máme

fyp
y

}y}
q “ x

y

}y}
, yy “ }y},

a tedy }fy} “ }y}.
Snadno se ověří, že zobrazení I splňuje Ipy1 ` y2q “ Ipy1q ` Ipy2q. Dále

Ipcyqpxq “ fcypxq “ xx, cyy “ cxx, yy “ cfypxq “ cIpyqpxq, x, y P H, c P F,

tedy I je sdruženě lineární. Konečně rovnost

}Ipyq} “ }fy} “ }y}

neznamená nic jiného, než že I je izometrie do.
Ukažme, že je na. Je-li f P H˚ nenulové dáno, pišme H “ Ker f ‘ spantzu, kde z P pKer fqK X SH . Položme

y “ fpzqz, pak pro x “ x1 ` cz, kde x1 P Ker f a c P F, platí

fypxq “ xx, yy “ xx
1 ` cz, fpzqzy “ cfpzqxz, zy “ cfpzq “ fpx1 ` czq “ fpxq.

Tedy Ipyq “ f .

Věta 1.2.18. Každý Hilbertův prostor je reflexivní.

Důkaz. Mějme x˚˚ P H˚˚ dáno. Položme

y˚pxq “ x˚˚pIxq, x P H,

kde I : H Ñ H˚ je zobrazení z Věty 1.2.17. Pak

y˚px1 ` x2q “ y˚px1q ` y
˚px2q, x1, x2 P H,

y˚pαxq “ x˚˚pαpIxqq “ αx˚˚pIxq “ αy˚pxq, x P H,α P F,

a y˚ je zřejmě spojité. Tedy y˚ P H˚, čili dle Věty 1.2.17 existuje y P H takové, že y˚pxq “ xx, yy, x P H. Vezměme
libovolné x˚ P H˚ a nalezněme x P H splňující Ix “ x˚. Pak

εypx
˚q “ εypIxq “ pIxqpyq “ xy, xy a

x˚˚px˚q “ x˚˚pIxq “ x˚˚pIxq “ y˚pxq “ xx, yy “ xy, xy.

Tedy εy “ x˚˚, což jsme chtěli dokázat.

Věta 1.2.19. (a) Prostor pFn, } ¨ }2q˚ je sdruženě lineárně izometrický s pFn, } ¨ }2q pomocí zobrazení I : y P
pFn, } ¨ }2q ÞÑ fy P pFn, } ¨ }2q˚, kde fypxq “ xx, yy, x P Fn.

Zobrazení I : y P pFn, } ¨ }2q ÞÑ fy P pFn, } ¨ }2q˚, kde fypxq “
řn
j“1 xjyj, je lineární izometrie.

(b) Prostor pc0q˚ je izometrický s `1 pomocí zobrazení I : y P `1 ÞÑ fy P pc0q
˚, kde fypxq “

ř8

j“1 xjyj, x P c0.

(c) Je-li p P p1,8q a 1 “ 1{p`1{q, pak prostor p`pq˚ je izometrický s `q pomocí zobrazení I : y P `q ÞÑ fy P p`
pq˚,

kde fypxq “
ř8

j“1 xjyj, x P `
p.

(d) Je-li p “ 1 a q “ 8 (tedy opět 1 “ 1{p ` 1{q), pak prostor p`1q˚ je izometrický s `8 pomocí zobrazení
I : y P `8 ÞÑ fy P p`

1q˚, kde fypxq “
ř8

j“1 xjyj, x P `
1.

(e) Je-li pX,S , µq σ-konečný prostor s mírou a 1 “ 1{p` 1{q, kde p P r1,8q, je pLpq˚ izometrický s prostorem
Lq pomocí zobrazení I : g P Lq ÞÑ ϕg P pL

pq˚, kde ϕgpfq “
ş

X
fg dµ, f P Lp.
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Důkaz. (a) První tvrzení plyne z Věty 1.2.18, druhé se snadno ověří.
(b) Pro y P `1 a x P c0 je zjevně fy dobře definované lineární zobrazení na c0 a platí

|fypxq| “ |
8
ÿ

n“1

xnyn| ď
8
ÿ

n“1

|xnyn| ď
8
ÿ

n“1

}x}c0 |yn| “ }x}c0}y}`1 .

Tedy fy P pc0q˚ a }fy} ď }y}`1 . Uvažujeme-li vektory

xn “ psgn y1, . . . , sgn yn, 0, . . . q, n P N,

kde sgn značí komplexní signum, dostaneme vektory v Bc0 , které splňují

fypx
nq “

n
ÿ

k“1

psgn ykqyk “
n
ÿ

k“1

|yn| Ñ }y}.

Tedy }fy} “ }y}. Proto je I izometrie (linearita je zřejmá).
Ukažme nyní, že každý prvek f P pc0q˚ je tvaru fy pro nějaké y P `1. Označme

en “ p0, . . . , 0, 1, 0, . . . q p1 je na n-tém místěq, n P N,

a pro dané f P pc0q˚ položme
yn “ fpenq, n P N.

Vektor xn “ psgn y1, . . . , sgn yn, 0, . . . q je v Bc0 pro každé n P N, a tedy

}f} ě |fpxnq| “ |fp
n
ÿ

k“1

psgn ykqe
kq| “

n
ÿ

k“1

|yk|, n P N.

Jelikož je n P N libovolné, je y “ py1, y2, . . . q P `
1.

Na závěr ukažme, že f “ fy na c0. Pro vektory en platí

fpenq “ yn “ fype
nq.

Z linearity platí f “ fy na spanten : n P Nu, což je ale hustý podprostor c0. Tedy f “ fy na c0.
(c) Pro y P `q a x P `p platí z Hölderovy nerovnosti

|

8
ÿ

n“1

xnyn| ď p
8
ÿ

n“1

|xn|
pq1{pp

8
ÿ

n“1

|yn|
qq1{q “ }x}`p}y}`q .

Tedy fy je prvek p`pq˚ splňující }fy} ď }y}`q .
Vektor

x “

˜

8
ÿ

n“1

|yn|
q

¸´1{p

p|y1|
q´1 sgn y1, |y2|

q´1 sgn y2, . . . q

splňuje

}x}`p “
1

p
ř8

n“1 |yn|
qq1{p

˜

8
ÿ

n“1

|yn|
ppq´1q

¸1{p

“
1

p
ř8

n“1 |yn|
qq1{p

˜

8
ÿ

n“1

|yn|
q

¸1{p

“ 1.

Tedy

}fy} ě fypxq “
1

p
ř8

n“1 |yn|
qq1{p

8
ÿ

n“1

|yn|
q´1psgn ynqyn “

1

p
ř8

n“1 |yn|
qq1{p

8
ÿ

n“1

|yn|
q

“

˜

8
ÿ

n“1

|yn|
q

¸1´1{p

“

˜

8
ÿ

n“1

|yn|
q

¸1{q

.

Proto je I linární izometrie.
Máme-li nyní dán prvek f P p`pq˚, označme en jako výše a položme

yn “ fpenq, n P N.

Pro n P N uvažujme

xn “
n
ÿ

k“1

|yk|
q´1 sgn yke

k.
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Pak
n
ÿ

k“1

|yk|
q “ f

˜

n
ÿ

k“1

|yk|
q´1psgn ykqe

k

¸

“ fpxnq ď }f}}xn}`p “ }f}

˜

n
ÿ

k“1

|yk|
q

¸1{p

.

Tedy
˜

n
ÿ

k“1

|yk|
q

¸1{q

“

˜

n
ÿ

k“1

|yk|
q

¸1´1{p

ď }f}.

Dostáváme y “ py1, y2, . . . q P `
q a pro en platí

fpenq “ yn “ fype
nq.

Tedy f “ fy na spanten : n P Nu, což je hustý podprostor `p. Proto f “ fy na `p.
(d) Z nerovnosti

|fypxq| ď
8
ÿ

n“1

|xnyn| ď }x}`1}y}`8 , x P `1, y P `8,

plyne, že fy P p`1q˚ a }fy} ď }y}`8 . Pomocí vektorů en dostáváme

}fy} ě |fype
nq| “ |yn|, n P N,

tedy }fy} ě }y}`8 a I je izometrie.
Je-li f P p`1q˚ dáno, položíme

yn “ fpenq, n P N,

a jako výše máme
|yn| “ |fpe

nq| ď }f}, n P N,

tj. y “ py1, y2, . . . q P `
8. Obdobně jako výše ukážeme, že f “ fy.

(e) Hölderova nerovnost
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

X

fgdµ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď }f}p}g}q, f P Lp, g P Lq,

říká, že ϕg P pLpq˚ a }ϕg} ď }g}q. Nechť q ă 8. Pak funkce

f “

ˆ
ż

X

|g|q
˙´1{p

|g|q´1 sgn g

splňuje

}f}p “

ˆ
ż

X

|g|q
˙´1{pˆż

X

|g|ppq´1q

˙1{p

“

ˆ
ż

X

|g|q
˙´1{pˆż

|g|q
˙1{p

“ 1.

Tedy

}ϕg} ě ϕgpfq “

ˆ
ż

X

|g|q
˙´1{p ż

X

|g|q “

ˆ
ż

X

|g|q
˙1´1{p

“

ˆ
ż

|g|q
˙1{q

.

Proto je I v případě q ă 8 izometrie.
Pro q “ 8 a ε ą 0 uvažujme množinu A “ tx P X : |gpxq| ą }g}8 ´ εu. Pak A je kladné míry, a tedy existuje

B Ă A splňující 0 ă µpBq ă 8. Pak f “ psgn gqχB
µpBq P BL1 a

ϕgpfq “
1

µpBq

ż

B

|g| ě
}g}8 ´ ε

µpBq

ż

B

1 dµ “ }g}8 ´ ε.

Tedy }ϕg} “ }g}8 a I je izometrie i v tomto případě.
Ukažme nyní, že je surjektivní. Nechť ϕ je spojitý funkcionál na Lp. Pišme X “

Ť

Xn, kde X1 Ă X2 Ă ¨ ¨ ¨ a
0 ă µpXnq ă 8, n P N. Pro pevné n P N definujme

νnpAq “ ϕpχAq, A P S , A Ă Xn.

Pak je νn σ-aditivní míra na σ-algebře S restringované na Xn. Zjevně je konečně aditivní. Dále, je-li tAj : j P Nu
systém po dvou disjunktních měřitelných množin vXn, pak díky Lebesgueově větě platí

›

›

›
χŤ

8
j“1 Aj

´ χŤm
j“1 Aj

›

›

›

p
Ñ 0.

Tedy

νnp
8
ď

j“1

Ajq “ ϕpχŤ

8
j“1 Aj

q “ lim
mÑ8

ϕpχřm
j“1 Aj

q “ lim
mÑ8

m
ÿ

j“1

ϕpχAj q “ lim
mÑ8

νnpAjq “
8
ÿ

j“1

νnpAjq.
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Zřejmě je νn absolutně spojité vzhledem k µ (na Xn), tj. |νnpAq| “ 0 pro každou A P S , A Ă Xn, splňující
µpAq “ 0.

Podle Radonovy-Nikodýmovy věty tedy existuje gn P L1pXnq splňující

νnpAq “

ż

A

gn dµ, A P S , A Ă Xn. (1.11)

Je-li nyní n ď m, pak
ż

A

gn dµ “ νnpAq “ ϕpχAq “ νmpAq “

ż

A

gm dµ, A P S , A Ă Xn,

z čehož plyne rovnost gn “ gm na Xn. Lze tedy definovat funkci g na X pomocí vzorce

g “ gn na Xn.

Z (1.11) pak plyne rovnost

ϕpfq “

ż

X

fg dµ, f je jednoduchá funkce nesená jednou z množin Xn. (1.12)

Je-li f P L8pXnq, lze ji stejnoměrně aproximovat jednoduchými funkcemi nesenými Xn, což rozšiřuje platnost
vzorce (1.12) i pro tyto f , tj.

ϕpfq “

ż

X

fg dµ, f P L8pXnq, n P N. (1.13)

Mějme nyní funkci f P LppXq dánu. Definujme

fnpxq “

#

fpxq, pokud x P Xn a |fpxq| ď n,

0, jinak.

Použijeme-li (1.13) pro funkci |fn| sgn g, dostaneme

}ϕ}}f} ě }ϕ}}|fn| sgn g} ě |ϕp|fn| sgn gq| “

ż

X

|fn||g| dµ.

Z Fatouova lemmatu máme
ż

X

|f ||g| dµ “

ż

X

lim inf
nÑ8

|fn||g| dµ ď lim inf
nÑ8

ż

X

|fn||g| dµ ď }ϕ}}f},

a tedy |f ||g| P L1pXq. Protože }f ´ fn}p Ñ 0 a ϕ je spojitý funkcionál, platí ϕpfnq Ñ ϕpfq. Z (1.13) a Lebesgueovy
věty tedy dostáváme

ϕpfq “ lim
nÑ8

ϕpfnq “ lim
nÑ8

ż

X

fng dµ “

ż

X

fg dµ.

Zbývá ukázat, že g P LqpXq. Položme

gnpxq “

#

gpxq, pokud x P Xn a |gpxq| ď n,

0, jinak.

Uvažujme nejprve případ q ă 8 a položme f “ |gn|q{p. Pak použitím (1.13) dostáváme

}ϕ}

ˆ
ż

X

|gn|
q

˙1{p

“ }ϕ}}f}p ě }ϕ}}f sgn gn} ě |ϕpf sgn gnq| “

ż

X

|gn|
pq{pq`1 “

ż

X

|gn|
q.

Tedy
ˆ
ż

X

|gn|
q

˙1{q

“

ˆ
ż

X

|gn|
q

˙1´1{p

ď }ϕ}.

Z Fatouova lemmatu pak máme
ż

X

|g|q “

ż

lim inf
nÑ8

|gn|
q ď lim inf

nÑ8

ż

X

|gn|
q ď }ϕ}q ă 8,

tedy g P LqpXq.
Je-li q “ 8 a c ą }ϕ}, je množina A “ tx P X : |gpxq| ě cu nulové míry. Kdyby tomu totiž tak nebylo, existuje

n P N takové, že An “ AXXn splňuje 0 ă µpAnq ă 8. Pak máme z (1.13)

}ϕ}µpAnq ă cµpAnq ď

ż

An

|g| “

ż

X

gpsgn gqχAn dµ “ ϕppsgn gqχAnq ď }ϕ}µpAnq,

což je spor. Proto µpAq “ 0 a esssup |g| ď }ϕ}.
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Poznámka 1.2.20. Všimněme si, že z důkazu reprezentačních tvrzení plyne následující fakt. Jestliže pX,S , µq je
σ-konečný prostor s mírou a g je měřitelná funkce taková, že zobrazení ϕ : f ÞÑ

ş

X
fg dµ, f P Lp, je prvek pLpq˚,

pak g P Lq. Pišme X “
Ť8

n“1Xn, kde X1 Ă X2 Ă ¨ ¨ ¨ a 0 ă µpXnq ă 8. Podle předcházející věty existuje h P Lq
splňující ϕpfq “

ş

X
fh dµ, f P Lp. Tedy

@f P Lp :

ż

X

fpg ´ hq dµ “ 0.

Stačí tedy dokázat, že u “ 0, pokud u je měřitelná funkce na X splňující
ş

X
fu dµ “ 0 pro každou f P Lp. Z tohoto

předpokladu plyne, že
ş

X
χXnpsgnuqu “ 0 dµ pro každé n P N, a tedy

ş

A
|u| dµ “ 0 pro každou A P S konečné

míry. Tedy u “ 0.

Věta 1.2.21 (Rieszova o reprezentaci nezáporných funkcionálů na CpKq). Nechť K je kompaktní metrický (topo-
logický) prostor a Λ : CpKq Ñ F je funkcionál, který má nezáporné hodnoty na nezáporných funkcích. Pak existuje
σ-algebra S obsahující otevřené množiny a míra µ na S splňující

• Λf “
ş

K
f dµ, f P CpKq,

• µpEq “ inftµpUq : U Ą E otevřenáu “ suptµpF q : F Ă E uzavřenáu, E P S .

Splňují-li nezáporné míry µ, ν na borelovských množinách výše uvedené vlastnosti, mají na nich stejné hodnoty.

Lemma 1.2.22. Nechť K je kompaktní topologický (metrický) prostor. Nechť F je jeho uzavřená podmnožina a
U Ą F je otevřená. Pak platí:

(a) Existuje otevřená V Ă K splňující F Ă V Ă V Ă U .

(b) Existuje spojitá funkce f P CpKq splňující χF ď f ď χU a spt f Ă U (připomeňme, že spt f “ tx P K : fpxq ‰ 0u).

Důkaz. Důkaz předvedeme pouze pro K metrický. Nechť tedy ρ je metrika na K.
(a) Nechť F Ă U , F uzavřená a U otevřená. Pokud jedna z těchto množin je prázdná, stačí položit V “ H.

Stejně tak je tvrzení zřejmé v případě V “ K. Ve zbývajících případech platí d “ distpF,KzUq ą 0. Položíme-li
tedy

V “ tx P K : distpx, F q ă
d

2
u,

máme
F Ă V Ă V Ă tx P K : distpx, F q ď

d

2
u Ă U.

(b) Nechť F Ă U jsou množiny vyhovující předpokladům. Je-li F či U prázdná nebo U “ K, požadovaná
funkce zjevně existuje. Ve zbývajících případech najdeme díky tvrzení (a) otevřenou množinu V Ă K splňující
F Ă V Ă V Ă U . Požadovanou funkci pak získáme pomocí formule

fpxq “
distpx,KzV q

distpx,KzV q ` distpx, F q
, x P K.

Pak totiž f “ 1 na F a tx P K : fpxq ą 0u Ă V , tedy spt f Ă V Ă U .

Lemma 1.2.23. Nechť K je kompaktní prostor a tU1, . . . , Unu je pokrytí K otevřenými množinami. Pak existují
spojité funkce g1, . . . , gn splňující 0 ď gi ď χUi , spt fi Ă Ui, i “ 1, . . . , n, a

řn
i“1 gi “ 1.

Důkaz. Pro každý bod x P K najdeme i P t1, . . . , nu a otevřenou množinu Vx splňující x P Vx Ă Vx Ă Ui. Díky
kompaktnosti existuje konečná množina x1, . . . , xm v K taková, že K Ă

Ťm
j“1 Vxj . Definujme uzavřené množiny Fi

jako
Fi “

ď

tVxj : Vxj Ă Uiu, i “ 1, . . . , n.

Nechť Vi jsou otevřené množiny splňující Fi Ă Vi Ă Vi Ă Ui, i “ 1, . . . , n. Najdeme spojité funkce f1, . . . , fn na K
takové, že χFi ď fi ď χVi , i “ 1, . . . , n. Pak spt fi Ă Vi Ă Ui a

řn
i“1 fi ą 0 na K. Položme

gipxq “
fipxq

řn
j“1 fjpxq

, x P K, i “ 1, . . . , n.

Pak gi jsou spojité, splňují 0 ď gi ď χUi , spt gi Ă Ui, i “ 1, . . . , n, a
řn
i“1 gi “ 1 na K.

Důkaz Věty 1.2.21. 1. krok. Definujme

µ1pUq “ suptΛf : f P CpKq, 0 ď f ď χU , spt f Ă Uu, U Ă K otevřená.

Pak platí
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• µ1pHq “ 0,

• µ1pUq ď µ1pV q, jsou-li U, V Ă K otevřené a U Ă V ,

• µ1pKq “ Λ1 ă 8.

Můžeme nyní definovat množinovou funkci µ˚ na K jako

µ˚pEq “ inftµ1pUq : U Ą E otevřenáu, E Ă K.

Pak µ˚ je monotónní množinová funkce definovaná na všech podmnožinách K, která se rovná µ1 na otevřených
množinách K. Ještě si povšimněme, že se jedná o subaditivní množinovou funkci.

Zvolme En Ă K, n P N, a ε ą 0. Vezměme Un Ą En splňující µ1pUnq ď µ˚pEnq `
ε

2n . Položme U “
Ť8

n“1 Un.
Nechť f P CpKq splňuje 0 ď f ď χU , spt f Ă U a µ1pUq ă Λpfq ` ε. Položíme-li L “ spt f , dostaneme kompaktní
podmnožinu U . Existuje tedy index m P N takový, že L Ă

Ťm
i“1 Ui. Položme Vm`1 “ KzL a Vi “ Ui, i “ 1, . . . ,m.

Pak tV1, . . . , Vm`1u je otevřené pokrytí K, a tedy dle Lemmatu 9.1.43 existují spojité funkce g1, . . . , gm`1 splňující

0 ď gi ď χVi , spt gi Ă Vi, i “ 1, . . . ,m` 1, a
m`1
ÿ

i“1

gi “ 1.

Protože gm`1 “ 0 na L, platí
řm
i“1 gi “ 1 na L. Položme hi “ fgi, i “ 1, . . . ,m. Pak

0 ď hi ď χUi , spthi Ă Ui, i “ 1, . . . ,m, a f “
m
ÿ

i“1

hi.

Tedy

µ˚p
8
ď

i“1

Eiq ď µ1pUq ď Λpfq ` ε “ ε`
m
ÿ

i“1

Λphiq ď ε`
m
ÿ

i“1

µ1pUiq

ď ε`
8
ÿ

i“1

´

µ˚pEiq `
ε

2i

¯

“ 2ε`
8
ÿ

i“1

µ˚pEiq.

Tedy µ˚ je vnější míra na K.
2.krok. Ukažme, že pro disjunktní otevřené množiny U, V platí µ˚pU Y V q “ µ˚pUq ` µ˚pV q. Nechť ε ą 0

je dáno. Nalezneme f, g spojité funkce splňující 0 ď f ď χU , spt f Ă U a 0 ď g ď χV , spt g Ă V takové, že
Λpfq ě µ˚pUq ´ ε a Λpgq ě µ˚pV q ´ ε. Pak 0 ď f ` g ď χUYV a sptpf ` gq Ă U Y V , a tedy

µ˚pU Y V q ě Λpf ` gq “ Λf ` Λg ě µ˚pUq ` µ˚pV q ´ 2ε.

Tedy µ˚pU Y V q ě µ˚pUq ` µ˚pV q. Jelikož obrácená nerovnost platí díky subaditivitě µ˚, je druhý krok hotov.
3. krok Označme

S “ tE Ă K : µ˚pT q “ µ˚pT X Eq ` µ˚pT zEq, T Ă Ku.

Dle Caratheódoryho konstrukce je pak S σ-algebra a µ “ µ˚|S je míra.
Je třeba ukázat, že S obsahuje všechny borelovské podmnožiny K. K tomu stačí ověřit, že S obsahuje všechny

otevřené množiny, tj. že platí

@U Ă K otevřená @T Ă K : µ˚pT q “ µ˚pT X Uq ` µ˚pT zUq. (1.14)

Mějme tedy otevřenou neprázdnou množinu U Ă K a testovací množinu T Ă K. Nechť ε ą 0. Zvolme W Ą T
otevřenou splňující µ˚pW q ď µ˚pT q ` ε. Z definice najdeme f P CpKq takovou, že 0 ď f ď χWXU , spt f ĂW X U
a Λf ą µ˚pW X Uq ´ ε. Protože spt f ĂW X U , existuje otevřená množina V splňující

spt f Ă V Ă V ĂW X U.

Pak
µ˚pV q ě Λf ě µ˚pW X Uq ´ ε.

Pak V a W zV jsou disjunktní otevřené množiny. Použitím 2. kroku tedy dostáváme

µ˚pT q ě µ˚pW q ´ ε ě µ˚pV Y pW zV qq ´ ε “ µ˚pV q ` µ˚pW zV q ´ ε

ě µ˚pW X Uq ` µ˚pW zUq ´ 2ε ě µ˚pT X Uq ` µ˚pT zUq ´ 2ε.

Tedy µ˚pT q ě µ˚pT X Uq ` µ˚pT zUq pro každou T Ă K. Protože obrácená nerovnost plyne ze subaditivity µ˚,
platí (9.4).
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4. krok. Je-li E P S , máme z definice µ˚ rovnost

µpEq “ inftµpUq : U Ą E otevřenáu.

Přechodem ke komplementům ověříme regularitu vnitřní. Tedy µ je regulární míra na S .
5. krok. Ukažme, že Λf “

ş

K
f dµ pro každou f P CpKq. Zjevně stačí dokázat tuto rovnost pro každou reálnou

spojitou funkci, což díky linearitě znamená ověřit nerovnost Λf ď
ş

f dµ pro každou reálnou f P CpKq. Je-li
f P CpKq dána, lze díky faktu Λp1q “

ş

K
1 dµ po přičtení vhodné konstanty předpokládat bez újmy na obecnosti,

že f má hodnoty v nějakém intervalu r0, as. Zvolme ε ą 0 a body 0 “ y0 ă y1 ă ¨ ¨ ¨ ă yn´1 ď a ă yn, kde
yi ´ yi´1 ă ε pro i “ 1, . . . , n. Pak množiny

Ei “ tx P K : yi´1 ď fpxq ă yiu, i “ 1, . . . , n,

tvoří borelovský rozklad K. Pro i “ 1, . . . , n, nechť Ui jsou otevřené množiny splňující

µpUiq ď µpEiq `
ε

n
a Ei Ă Ui Ă tx P K : fpxq ă yi ` εu

(takové množiny existují díky regularitě µ a spojitosti f). Systém tU1, . . . , Unu tvoří otevřené pokrytí K, a tedy z
Lemmatu 9.1.43 existují spojité funkce g1, . . . , gn na K splňující

0 ď gi ď χUi , spt gi Ă Ui, i “ 1, . . . , n, a
n
ÿ

i“1

gi “ 1.

Pak máme gif ď pyi ` εqgi a pyi ´ εqχEi ď fχEi , i “ 1, . . . , n, a tedy

Λf “ Λp
n
ÿ

i“1

gifq “
n
ÿ

i“1

Λpgifq ď
n
ÿ

i“1

pyi ` εqΛgi

ď

n
ÿ

i“1

pyi ` εqµpUiq ď
n
ÿ

i“1

pyi ` εqpµpEiq `
ε

n
q

“

n
ÿ

i“1

pyi ` εqµpEiq `
ε

n

n
ÿ

i“1

pyi ` εq

“

n
ÿ

i“1

pyi ´ εqµpEiq ` 2ε
n
ÿ

i“1

µpEiq `
ε

n

n
ÿ

i“1

pyi ` εq

ď

n
ÿ

i“1

ż

Ei

pyi ´ εq dµ` 2εµpKq `
ε

n
npa` 2εq

ď

n
ÿ

i“1

ż

Ei

f dµ` εp2µpKq ` a` 2εq

“

ż

K

f dµ` εp2µpKq ` a` 2εq.

Tím je důkaz 5. kroku dokončen.
6. krok. Nechť µ, ν jsou dvě míry splňující

ş

K
f dµ “ Λf “

ş

K
f dν pro každou f P CpKq. Je-li U Ă K otevřená

množina a ε ą 0, najdeme uzavřenou množinu F Ă U splňující µpUq ă µpF q ` ε. Nechť f P CpKq splňuje
χF ď f ď χU . Pak

µpUq ď µpF q ` ε ď

ż

K

f dµ` ε “

ż

K

f dν ` ε ď νpUq ` ε.

Tedy µpUq ď νpUq pro každou otevřenou množinu U . Prohozením rolí µ a ν dostaneme rovnost µ a ν na otevřených
množinách, a z regularity tedy i na borelovských množinách K.

Věta 1.2.24 (Rieszova o reprezentaci pCpKqq˚). Je-li K kompaktní metrický (topologický) prostor, je pCpKqq˚
izometrický s prostorem regulárních borelovských měrMpKq na K pomocí zobrazení I : µ PMpKq ÞÑ ϕµ P pCpKqq

˚,
kde ϕµpfq “

ş

K
f dµ, f P CpKq.

Důkaz. Je-li µ PMpKq, máme

|ϕµpfq| ď |

ż

k

f dµ| ď

ż

K

|f | d|µ| ď |µ|pKq}f}, f P CpKq.

Tedy }ϕµ} ď |µ|pKq “ }µ}. Na druhou stranu, existuje borelovská funkce h splňující |h| “ 1 a dµ “ hd|µ|.
Nechť tfnu je posloupnost spojitých funkcí nepřesahujících v normě 1 taková, že fn Ñ h |µ|-skoro všude (viz
Věta 1.5.17(b)). Pak

lim
nÑ8

ż

K

fn dµ “

ż

K

hh d|µ| “

ż

K

1 d|µ| “ |µ|pKq “ }µ} .
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Tedy }ϕµ} ě }µ}.
Ukažme, že I je na. Nechť Φ P pCpKqq˚ o normě 1 je dáno. Nechť C`pKq a CRpKq značí nezáporné, respektive

reálné spojité funkce na K. Položme

Λf “ supt|Φh| : h P CpKq, |h| ď fu, f P C`pKq.

Pak pro f P C`pKq platí

Λf “ supt|Φh| : h P CpKq, |h| ď fu ď supt}Φ} }h} : h P CpKq, |h| ď fu ď }Φ} }f} ď }f} ,

a tedy je Λ dobře definované zobrazení. Dále platí

ΛpC`pKqq Ă r0,8q, Λf1 ď Λf2 pro f1 ď f2 v C`pKq, Λpcfq “ cΛf, c ě 0, f P C`pKq.

Ukažme, že
Λpf ` gq “ Λf ` Λg, f, g P C`pKq. (1.15)

Pro ε ą 0 najdeme h1, h2 P CpKq takové, že |h1| ď f , |h2| ď g a

Λf ď |Φph1q| ` ε a Λg ď |Φph2q| ` ε.

Nechť α1, α2 jsou komplexní jednotky splňující αiΦphiq “ |Φphiq|, i “ 1, 2. Pak

Λf ` Λg ď |Φph1q| ` |Φph2q| ` 2ε “ Φpα1h1 ` α2h2q ` 2ε

ď Λp|h1| ` |h2|q ` 2ε ď Λpf ` gq ` 2ε.

Obráceně, nechť h P CpKq splňuje |h| ď f ` g. Položme

V “ tx P K : fpxq ` gpxq ą 0u

a

h1pxq “

#

fpxqhpxq
fpxq`gpxq , x P V,

0, x P KzV,
h2pxq “

#

gpxqhpxq
fpxq`gpxq , x P V,

0, x P KzV,

Funkce hi jsou zjevně spojité v bodech množiny V , v bodech doplňku se spojitost odvodí díky odhadu |hi| ď |h| a
vlastnosti |h| “ 0 na KzV . Protože h1 ` h2 “ h a |h1| ď f , |h2| ď g, máme

|Φphq| “ |Φph1q ` Φph2q| ď |Φph1q| ` |Φph2q| ď Λf ` Λg.

Rovnost (9.5) je tedy ověřena.
Zobrazení Λ lze nyní lineárně rozšířit na CRpKq pomocí předpisu

Λf “ Λf1 ´ Λf2, f “ f1 ´ f2, f1, f2 P C`pKq, f P CRpKq.

Poznamenejme, že tato definice je korektní, jelikož máme-li f “ f1 ´ f2 “ g1 ´ g2, kde f1, f2, g1, g2 P C`pKq, pak

f1 ` g2 “ g1 ` f2,

a tedy Λpf1q ´ Λpf2q “ Λpg1q ´ Λpg2q.
Dále dodefinujeme Λ na CpKq pomocí vzorce

Λf “ ΛpRe fq ` iΛpIm fq, f P CpKq.

Tím jsme obdrželi nezáporný funkcionál Λ na CpKq s vlastností

|Φpfq| ď Λp|f |q, f P CpKq.

Dle Věty 1.2.21 existuje nezáporná regulární míra λ na borelovských množinách splňující

Λf “

ż

K

f dλ, f P CpKq.

Protože
|Φpfq| ď Λp|f |q “

ż

K

|f | dλ “ }f}L1pλqλpKq “ }f}L1pλqΛ1 ď }f}L1pλq, f P CpKq,

a CpKq je hustý podprostor L1pλq (viz Věta 1.5.17(c)), lze Φ chápat jako prvek prostoru pL1pλqq˚ (viz Věta 1.1.37).
Tedy dle Věty 1.2.19(e) existuje g P BL8pλq taková, že

Φpfq “

ż

K

fg dλ, f P CpKq.

Pak komplexní míra µ definovaná jako dµ “ gdλ je požadovaný prvek MpKq reprezentující Φ.
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Důsledek 1.2.25. Prostor p`8q˚ je izometrický prostoru MpβNq (zde βN značí Čechovu–Stoneovu kompaktifikaci
N).

Věta 1.2.26 (James). Nechť X je Banachův prostor. Pak následující tvrzení jsou ekvivalentní.

(i) X je reflexivní,

(ii) každý funkcionál f P X˚ nabývá své normy na BX .

Důkaz. (i) ùñ (ii) Nechť f P X˚. Najdeme x˚˚ P SX˚˚ tak, že }f} “ |x˚˚pfq|. Z reflexivity existuje x P SX
splňující εx “ x˚˚. Pak

}f} “ |x˚˚pfq| “ |εxpfq| “ |fpxq|.

(ii) ùñ (i) Bez důkazu.

Věta 1.2.27. Nechť X je normovaný lineární prostor.

(a) Je-li X reflexivní, je X je úplný.

(b) Je-li X izomorfní s Y a X reflexivní, je i Y reflexivní.

(c) Je-li X Banachův, je reflexivní právě tehdy, když X˚ je reflexivní.

(d) uzavřený podprostor reflexivního prostoru je reflexivní.

(e) Jsou-li X, Y reflexivní, je X ‘ Y reflexivní.

(f) Je-li Z ĂĂ X uzavřený a X reflexivní, je X{Z reflexivní.

Důkaz. (a) Je-li εpXq “ X˚˚, je X izometricky izomorfní s úplným prostorem X˚˚. Tedy je sám úplný.
(b) Nechť T : X Ñ Y je izomorfizmus, Y reflexivní a x˚˚ P X˚˚. Položme

y˚˚py˚q “ x˚˚py˚ ˝ T q, y˚ P Y ˚.

Pak y˚˚ P Y ˚˚, a tedy existuje y P Y splňující εy “ y. Pak x “ T´1y splňuje εx “ x˚˚. Zvolme totiž x˚ P X˚. Pak
y˚ “ x˚ ˝ T´1 P Y ˚, a tedy

x˚˚px˚q “ x˚˚px˚ ˝ T´1 ˝ T q “ x˚˚py˚ ˝ T q “ y˚˚py˚q “ y˚pyq “ px˚ ˝ T´1qpTxq “ x˚pxq.

(c) Nechť ε1 : X Ñ X˚˚ a ε2 : X˚ Ñ X˚˚˚ jsou kanonická vnoření. Je-li X reflexivní a x˚˚˚ P X˚˚˚, je prvek
x˚ “ x˚˚˚ ˝ ε1 P X

˚ a platí ε2px
˚q “ x˚˚˚. Pro y˚˚ P X˚˚ totiž najdeme y P X splňující ε1pyq “ y˚˚, pak

x˚˚˚py˚˚q “ px˚˚˚qpε1pyqq “ x˚pyq “ ε1pyqpx
˚q “ y˚˚px˚q “ pε2px

˚qqpy˚˚q.

Tedy X˚ je reflexivní.
Nechť nyní X˚ je reflexivní a ε1pXq ‰ X˚˚. Pak existuje x˚˚˚ P SX˚˚˚ s vlastností x˚˚˚ “ 0 na ε1pXq. Ať

x˚ P SX˚ splňuje ε2px
˚q “ x˚˚˚. Pak pro x P X máme

0 “ x˚˚˚pε1pxqq “ pε2px
˚qqpε1pxqq “ pε1pxqqpx

˚q “ x˚pxq,

a tedy x˚ “ 0. To je ale spor s faktem x˚ P SX˚ .
(d) Nechť Y ĂĂ X je uzavřený. Nechť ε1 : X Ñ X˚˚ a ε2 : Y Ñ Y ˚˚ jsou kanonická vnoření. Pro y˚˚ P Y ˚˚

položme
x˚˚px˚q “ y˚˚px˚|Y q, x˚ P X˚.

Pak x˚˚ P X˚˚, a tedy existuje x P X splňující ε1pxq “ x˚˚. Pak dokonce x P Y , protože v opačném případě by
existoval funkcionál x˚ P X˚ splňující x˚ “ 0 na Y a x˚pxq “ 1, což by znamenalo

1 “ x˚pxq “ pε1pxqqpx
˚q “ x˚˚px˚q “ y˚˚px˚|Y q “ 0.

Nakonec ukažme, že ε2pxq “ y˚˚. Dané y˚ P Y ˚ rozšiřme na x˚ P X˚ a počítejme

pε2pxqqpy
˚q “ y˚pxq “ x˚pxq “ pε1pxqqpx

˚q “ x˚˚px˚q “ y˚˚px˚|Y q “ y˚˚py˚q.

(e) Označme ε : X ‘ Y Ñ pX ‘ Y q˚˚, ε1 : X Ñ X˚˚ a ε2 : Y Ñ Y ˚˚ příslušná kanonická vnoření. Nechť
z˚˚ P pX ‘ Y q˚˚. Položme

x˚˚px˚q “ z˚˚px˚, 0q, x˚ P X˚, y˚˚py˚q “ z˚˚p0, y˚q, y˚ P Y ˚,
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kde px˚, 0q je prvek v pX ‘ Y q˚ definovaný jako px˚, 0qpx, yq “ x˚pxq (analogicky definujeme prvek p0, y˚q).
Dostaneme tím prvky druhých duálů, a tedy existují elementy x P X a y P Y tak, že ε1pxq “ x˚˚ a ε2pyq “ y˚˚.

Pak εpx, yq “ z˚˚. Je-li totiž z˚ P pX ‘ Y q˚, položíme

x˚pxq “ z˚px, 0q, x P X, y˚pyq “ z˚p0, yq, y P Y.

Pak z˚ “ px˚, 0q ` p0, y˚q, a dostáváme tedy

z˚˚pz˚q “ z˚˚ppx˚, 0q ` p0, y˚qq “ x˚˚px˚q ` y˚˚py˚q

“ ε1pxqpx
˚q ` ε2pyqpy

˚q “ x˚pxq ` y˚pyq

“ z˚px, yq “ εpx,yqpz
˚q.

Tedy εpx,yq “ z˚˚.
(f) Nechť q : X Ñ X{Z je kvocientové zobrazení a

ZK “ tx˚ P X˚ : x˚ “ 0 na Zu.

Pro x˚ P ZK označme Ix˚ P pX{Zq˚ definované jako

Ix˚prxsq “ x˚pxq, rxs P X{Z.

Zjevně je Ix˚ dobře definovaný prvek pX{Zq˚ a zobrazení I : ZK Ñ pX{Zq˚ je lineární a spojité.
Pro dané x˚ P ZK a rxs P X{Z zvolíme ε ą 0 a najdeme y P rxs splňující }y} ď }rxs} ` ε. Pak

|Ix˚prxsq| “ |x˚pyq| ď }x˚} }y} ď }x˚} p}rxs} ` εq.

Mějme nyní dán prvek ψ P pX{Zq˚˚. Položme

y˚˚px˚q “ ψpIx˚q, x˚ P ZK,

a uvažujme nějaké jeho spojité rozšíření x˚˚ P X˚˚. Nechť x P X splňuje εx “ x˚˚. Chceme ukázat, že εrxs “ ψ.
Nechť tedy ϕ P pX{Y q˚ je dáno. Pak x˚ “ ϕ ˝ q P ZK a Ix˚ “ ϕ, neboť

pIx˚qprxsq “ x˚pxq “ ϕ ˝ qpxq “ ϕprxsq, rxs P X{Z.

Tedy
εrxspϕq “ ϕprxsq “ x˚pxq “ εxpx

˚q “ x˚˚px˚q

“ y˚˚px˚q “ ψpIx˚q “ ψpϕq.

Příklad 1.2.28. (a) Fn je reflexivní (s libovolnou normou).

(b) LppX,S , µq je reflexivní pro každý σ-konečný prostor X a 1 ă p ă 8.

(c) c0, `1, `8, L1pr0, 1sq, L8pr0, 1sq a Cpr0, 1sq nejsou reflexivní.

(d) Existuje Banachův prostor J (tzv. Jamesův prostor), který není reflexivní, i když je izometrický s J ˚˚.
Důkaz. (a) pFn, } ¨ }2q jest reflexivní, neboť se jedná o Hilbertův prostor. Při ekvivalentní renormaci se reflexivita
zachová díky Větě 1.2.27(b).

(b) Nechť I : Lq Ñ pLpq˚ označuje izometrii z Věty 1.2.19(e). Je-li ψ P pLpq˚˚ dáno, je ψ ˝ I P pLqq˚. Existuje
tedy f P Lp splňující

ż

X

gf “ ϕf pgq “ pψ ˝ Iqpgq, g P Lq.

Pak εf “ ψ, protože pro ϕ P pLpq˚ nalezneme g P Lq s vlastností Ig “ ϕ a spočteme

εf pϕq “ εf pIgq “ Igpfq “

ż

X

fg “

ż

X

gf “ pψ ˝ Iqpgq “ ψpϕq.

(c) Jednoduše se ověří, že funkcionály

x P c0 ÞÑ
8
ÿ

n“1

xn
2n
,

f P L1pr0, 1sq ÞÑ

ż 1

0

tfptq dt,

f P Cpr0, 1sq ÞÑ

ż 1

0

pt´
1

2
qfptq dt

nenabývají své normy na příslušných prostorech. Tedy c0, L1pr0, 1sq a Cpr0, 1sq nejsou reflexivní. Pro zbývající
případy tvrzení plyne z Vět 1.2.27(c) a 1.2.19.

(d) Bez důkazu.
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1.3 Úplnost v Banachových prostorech
Věta 1.3.1 (Baire). Je-li X úplný metrický prostor a Gn, n P N, jsou otevřené husté podmnožiny X, je

Ş8

n“1Gn
hustá množina.

Tedy X není první kategorie v sobě, tj. X nelze napsat jako spočetné sjednocení řídkých množin.

Důkaz. Nechť G je daná otevřená neprázdná množina. Hledáme bod x P GX
Ş

Gn. Induktivně najdeme otevřené
neprázdné množiny Un Ă X splňující pro každé n P N

• U1 Ă G,

• Un`1 Ă Un,

• Un Ă GXGn`1,

• diamUn ď
1
n .

V prvním kroku najdeme U1 takto: Jelikož je GXG1 otevřená neprázdná množina, lze najít bod y P GXG1 spolu
s poloměrem r P p0, 1{2q tak, že Bpy, rq Ă GXG1. Položme U1 “ Upy, rq.

Máme-li již U1, . . . Un sestrojeny, najdeme v otevřené neprázdné množině Un X Gn`1 bod y. Dále nalezneme
r P p0, 1{2pn` 1qq takové, že Bpy, rq Ă Un XGn`1. Pak Un`1 “ Upy, rq je zřejmě požadovaná množina.

Díky úplnosti prostoru X je průnik
8
č

n“1

Un “
8
č

n“1

Un

neprázdná množina obsahující právě jeden bod; nazvěme ho x. Pak x P U1 Ă G a pro každé n P N je x P Un Ă Gn.
Tedy x P GX

Ş8

n“1Gn.

Věta 1.3.2 (Princip stejnoměrné omezenosti). Nechť X je Banachův prostor, Y je normovaný lineární prostor a
F Ă LpX,Y q. Pak následující tvrzení jsou ekvivalentní.

(i) supt}L} : L P Fu ă 8,

(ii) pro každé x P X je supt}Lx} : L P Fu ă 8.

Důkaz. Zjevně (i) ùñ (ii). Předpokládejme nyní platnost (ii) a pro n P N položme

Fn “ tx P X : }Tx} ď n pro každé T P Fu.

Pak jsou Fn uzavřené množiny pokrývající díky (ii) celé X. Jedna z nich, například Fn0 , má proto díky úplnosti
X neprázdný vnitřek. Tedy existuje koule Bpx0, rq Ă Fn0 . Je-li x P BX a L P F , je x0 ` rx P Bpx0, rq, a tedy

}Lprxq} ď }Lpx0 ` rxq} ` }Lx0} ď 2n0.

Tedy

}Lx} ď
2n0

r
, x P BX ,

což znamená supt}L} : L P Fu ď 2n0

r .

Věta 1.3.3 (Banach–Steinhaus). Nechť X je Banachův prostor, Y je normovaný lineární prostor a tLnu je po-
sloupnost v LpX,Y q je taková, že limnÑ8 Lnx existuje pro každé x P X. Pak L : x ÞÑ limnÑ8 Lnx, x P X, je
spojitý operátor z X do Y .

Důkaz. Ze spojitosti vektorových operací plyne, že L je lineární operátor. Protože je pro každé x P X posloupnost
tLnxu konvergentní, je pro každé x P X

supt}Lnx} : n P Nu ă 8.

Z Věty 1.3.2 plyne konečnost čísla C “ supt}Ln} : n P Nu. Tedy pro x P X máme

}Lx} “ lim
nÑ8

}Lnx} ď lim sup
nÑ8

}Ln}}x} ď C}x}.

Tedy }L} ď C.

Definice 1.3.4. Zobrazení f : X Ñ Y metrického prostoru X do metrického prostoru Y je otevřené, pokud fpUq je
otevřená množina v Y pro každou otevřenou množinu U Ă X. (Tento pojem lze uvažovat i v kategorii topologických
prostorů.)
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Věta 1.3.5 (O otevřeném obrazení). Nechť X,Y jsou Banachovy prostory a T P LpX,Y q je na. Pak T je otevřené
zobrazení.

Lemma 1.3.6. Nechť X je Banachův prostor a Y normovaný lineární prostor. Je-li r, s ą 0 a T P LpX,Y q splňuje
Up0, sq Ă T pUp0, rqq, pak Up0, sq Ă T pUp0, rqq.

Důkaz. Nejprve si povšimneme, že lze bez újmy na obecnosti uvažovat případ r “ s “ 1. Vskutku, máme-li již
dokázané tvrzení v tomto případě a T P LpX,Y q splňuje předpoklady pro nějaká r, s ą 0, pak operátor r

sT splňuje
Up0, 1q Ă p rsT qpUp0, 1qq, a tedy Up0, 1q Ă p rsT qpUp0, 1qq, tj. Up0, sq Ă T pUp0, rqq.

Uvažujme tedy případ r “ s “ 1 a označme jako UX (respektive UY ) jednotkovou kouli v X (respektive
v Y ). Nechť z P UY je dáno. Najdeme δ P p0, 1q takové, že }z} ă 1 ´ δ. Ukážeme, že y “ z

1´δ P UY leží v
1

1´δT pUXq “ T p 1
1´δUXq. Pak totiž pro x P 1

1´δUX splňující y “ Tx platí

z “ p1´ δqy “ p1´ δqTx “ T pp1´ δqxq P T pUXq.

Induktivně najdeme prvky y0, y1, . . . v Y takové, že

• y0 “ 0,

• }y ´ yn} ă δn, n ě 0,

• yn ´ yn´1 P T pδ
n´1UXq, n P N.

Zjevně je volbou y0 “ 0 druhá podmínka splněna. Předpokládejme nyní, že y0, . . . , yn´1 splňující požadované
podmínky již máme nalezeny. Pak

y ´ yn´1 P δ
n´1UY Ă δn´1T pUXq “ T pδn´1UXq,

a tedy existuje w P T pδn´1UXq splňující
}y ´ yn´1 ´ w} ă δn.

Pak yn “ yn´1 ` w splňuje požadované podmínky. Tím je konstrukce provedena.
Nyní najdeme pro n P N vektory xn P δn´1UX takové, že yn ´ yn´1 “ Txn. Protože

ř8

n“1 }xn} ă 8 a X je
úplný, je prvek x “

ř8

n“1 xn dobře definován, přičemž platí

}x} ď
8
ÿ

n“1

}xn} ă
8
ÿ

n“1

δn´1 “
1

1´ δ
.

Tedy

Tx “
8
ÿ

n“1

Txn “
8
ÿ

n“1

pyn ´ yn´1q “ lim
kÑ8

yk “ y.

Tím je důkaz lemmatu dokončen.

Důkaz Věty 1.3.5. Díky linearitě zobrazení T stačí dokázat, že T pUXq obsahuje okolí 0. Protože

Y “ TX “

8
ď

n“1

T pnUXq “
8
ď

n“1

nT pUXq

a Y je úplný, existuje n P Y , y0 P Y a r ą 0 takové, že

Upy0, rq Ă nT pUXq.

Jelikož je množina nT pUXq symetrická, je i

Up´y0, rq Ă nT pUXq.

Pro y P Up0, rq pak díky konvexitě množiny nT pUXq platí

y “
1

2
py0 ` yq `

1

2
p´y0 ` yq P nT pUXq.

Tedy Up0, rn q Ă T pUXq. Z Lemmatu 1.3.6 dostáváme Up0, rn q Ă T pUXq.

Věta 1.3.7. Nechť X,Y jsou Banachovy prostory a T P LpX,Y q je surjektivní operátor.

(a) Je-li T prosté, je T´1 spojité; tedy T je izomorfizmus X na Y .
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(b) Existuje c ą 0 takové, že pro každé y P Y existuje x P X splňující Tx “ y a }x} ď c}y}.

(c) Prostor Y je izomorfní s X{KerT .

Důkaz. (a) Spojitost T´1 plyne z otevřenosti T , tedy z Věty 1.3.5.
(b) Díky Větě 1.3.5 nalezneme r ą 0 takové, že T pBXq Ą rBY . Je-li pak y P Y nenulové, je r

}y}y P rBY , a tedy

existuje x P BX splňující Tx “ r
}y}y. Pak T p

}y}
r xq “ y a } }y}r x} ď

1
r }y}. Tedy tvrzení (b) platí s konstantou c “ 1

r .

(c) Definujme pT : X{KerT Ñ Y jako pT rxs “ Tx. Pak pT je dobře definované prosté a surjektivní zobrazení.
Navíc je spojité. Máme-li totiž rxs P UX{KerT , existuje y P rxs X UX . Pak

›

›

›

pT rxs
›

›

›
“ }Ty} ď }T } }y} ď }T } .

Tedy
›

›

›

pT
›

›

›
ď }T } a pT je spojité. Proto je pT izomorfizums dle (a).

Definice 1.3.8. Je-li f : X Ñ Y zobrazení množiny X do množiny Y , nazýváme množinu

gr f “ tpx, yq P X ˆ Y : y “ fpxqu

grafem zobrazení f .
Zobrazení f : X Ñ Y metrického prostoru X do metrického prostoru Y má uzavřený graf (je uzavřené), pokud

je množina gr f uzavřená v X ˆ Y .

Věta 1.3.9 (O uzavřeném grafu). Jsou-li X,Y Banachovy prostory a T : X Ñ Y je lineární zobrazení s uzavřeným
grafem, pak T je spojité.

Důkaz. Nechť G je graf T a P,Q jsou projekce G na X, respektive Y . Pak P : G Ñ X je spojitá bijekce, tedy i
P´1 je spojité. Pak je ale i

T “ Q ˝ P´1

spojité.

Věta (viz Věta 1.1.25). Je-li X Banachův prostor a X “ Y ‘ Z, kde Y,Z jsou uzavřené podprostory X, platí
X “ Y ‘t Z.

Důkaz. Nechť P : Y ‘Z Ñ Y je projekce daná rozklademX “ Y ‘Z. Díky Větě 1.3.9 stačí dokázat, že P je uzavřené
zobrazení. Nechť tedy xn Ñ x a Pxn Ñ y. Pak y P Y a platí xn´Pxn P Z, proto x´ y “ limnÑ8pxn´Pxnq P Z.
Tedy

x “ y ` px´ yq, y P Y, x´ y P Z.

Proto Px “ y. Tím je důkaz dokončen.

1.4 Operátory

1.4.1 Duální operátory, adjungované operátory a zdola omezené operátory

Definice 1.4.1. Nechť X,Y jsou normované lineární prostory a T je v LpX,Y q. Pak definujeme duální (resp.
adjungovaný) operátor T 1 : Y ˚ Ñ X˚ jako

T 1y˚pxq “ y˚pTxq, x P X,

kde y˚ P Y ˚. (Ve Větě 1.4.2 dokážeme, že T 1 je dobře definovaný.)
Operátor pT 1q1 (tj. duální k T 1) pak značíme T 2.

Věta 1.4.2. Nechť X,Y, Z jsou normované linární prostory.

(a) Je-li T P LpX,Y q, je T 1y˚ P X˚ pro každé y˚ P Y ˚. Navíc T 1 P LpY ˚, X˚q a }T } “ }T 1}.

(b) T ÞÑ T 1 je lineární zobrazení z LpX,Y q do LpY ˚, X˚q.

(c) Nechť S P LpY, Zq. Pak pST q1 “ T 1S1. Nechť I : X Ñ X je identické zobrazení. Pak I 1 “ I.
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Důkaz. (a) Pro dané y˚ P Y ˚ je zobrazení x P X ÞÑ y˚pTxq zjevně spojité a lineární, tedy se jedná o element X˚.
Linearita zobrazení T 1 : y˚ P Y ˚ ÞÑ y˚ ˝ T je zjevná. Navíc platí

}T 1} “ sup
y˚PBY˚

}T 1y˚} “ sup
y˚PBY˚

sup
xPBX

|T 1y˚pxq|

“ sup
xPBX

sup
y˚PBY˚

|T 1y˚pxq| “ sup
xPBX

sup
y˚PBY˚

|y˚pTxq|

“ sup
xPBX

}Tx} “ }T },

a tedy T 1 P LpY ˚, X˚q a }T } “ }T 1}.
(b) Linearita zobrazení T ÞÑ T 1 se snadno ověří a tvrzení (c) plyne z přímočarého výpočtu.

Věta 1.4.3. Nechť H1, H2 jsou Hilbertovy prostory a T P LpH1, H2q. Pak existuje právě jedno T˚ P LpH2, H1q

takové, že xTx, yy “ xx, T˚yy pro každé x P H1, y P H2.
Dále T˚ “ I´1

1 T 1I2, kde Ii : Hi Ñ H˚i , i “ 1, 2, jsou příslušné sdruženě–lineární izometrie z Věty 1.2.17.

Důkaz. Nechť y P H2 je dáno. Pak fy : x ÞÑ xTx, yy je prvek pH1q
˚, a tedy dle Věty 1.2.17 existuje právě jeden

prvek T˚y P H1 splňující
xTx, yy “ xx, T˚yy, x P H1.

Nechť nyní I1 (respektive I2) je sdruženě-lineární izometrie H1 na pH1q
˚ (respektive H2 na pH2q

˚). Pak

I1x0 “ fx0
: x P H1 ÞÑ xx, x0y, x0 P H1,

I2y0 “ fy0 : y P H2 ÞÑ xy, y0y, y0 P H2.

Nechť y0 P H2. Pak T 1pI2y0q “ T 1pfy0q P pH1q
˚, tedy existuje právě jedno x0 P H1 splňující

T 1pfy0q “ fx0 p“ I1x0q.

Pak pro x P H1 máme

xx, x0y “ fx0
pxq “ pT 1fy0qpxq “ fy0pTxq “ xTx, y0y “ xx, T

˚y0y,

a tedy x0 “ T˚y0. To neříká nic jiného než, že

T˚y0 “ x0 “ I´1
1 T 1I2py0q.

Definice 1.4.4. Operátor T˚ z předcházející věty nazýváme adjungovaným operátorem k T .

Věta 1.4.5. Nechť H1, H2, H3 jsou Hilbertovy prostory. Pak platí následující tvrzení:

(a) Je-li T P LpH1, H2q, je pT˚q˚ “ T . Pokud T P LpH1, H2q a S P LpH2, H3q, platí pTSq˚ “ S˚T˚. Je-li
I : H1 Ñ H1 identické zobrazení, platí I˚ “ I.

(b) Zobrazení T ÞÑ T˚ je sdruženě-lineární izometrie LpH1, H2q na LpH2, H1q.

Důkaz. (a) Protože
@x P H1, y P H2 : xpT˚q˚x, yyH2

“ xx, T˚yyH1
“ xTx, yyH2

,

platí T˚˚ “ T . Zbývající rovnosti se snadno ověří.
(b) Pro pro α P F platí

@x P H1, y P H2 : xx, pαT q˚yy “ xpαT qx, yy “ αxx, T˚yy “ xx, pαT˚qpyqy.

Tedy pαT q˚ “ αT˚ a T ÞÑ T˚ je sdruženě-lineární zobrazení. Je izometrické z Věty 1.4.2 a 1.4.3. Konečně je na,
protože pro dané S P LpH2, H1q platí T “ S˚ P LpH1, H2q a T˚ “ S˚˚ “ S z (a).

Definice 1.4.6. Je-li X normovaný lineární prostor a A Ă X, definujeme

AK “ tx˚ P X˚ : x˚paq “ 0 pro každé a P Au.

Analogicky pro množinu B Ă X˚ položme

BK “ tx P X : b˚pxq “ 0 pro každé b˚ P Bu.
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Poznámka 1.4.7. Je-li H Hilbertův prostor, A Ă H a I : H Ñ H˚ identifikace z Věty 1.2.17, pak

I´1pAKq “ tx P H : xa, xy “ 0 pro všechna a P Au p“ AK ve smyslu Hilbertova prostoruq.

Lemma 1.4.8. Nechť X je normovaný lineární prostor a A Ă X, B Ă X˚. Pak

(a) AK je uzavřený podprostor X˚ (je dokonce w˚–uzavřený),

(b) BK je uzavřený podprostor X,

(c) platí spanA “ pAKqK.

Důkaz. (a) Zřejmě AK je podprostor X˚. Jestliže tx˚nu je posloupnost v AK konvergující k x˚ P X˚ a a P A, pak

x˚paq “ lim
nÑ8

x˚npaq “ 0.

Tedy x˚ P AK.
Tvrzení (b) se dokáže obdobně.
(c) Zřejmě A Ă pAKqK. Protože je BK uzavřený podprostor v X pro každou B Ă X˚ dle (b), platí spanA Ă

pAKqK. Je-li x P XzspanA, existuje x˚ P X˚ splňující x˚pxq “ 1 a x˚ “ 0 na spanA (viz Věta 1.2.8). Tedy x˚ P AK
a x˚pxq ‰ 0. Proto x R pAKqK.

Věta 1.4.9. Jsou-li X,Y jsou normované lineární prostory a T P LpX,Y q, platí

(a) KerT 1 “ pRng T qK,

(b) KerT “ pRng T 1qK,

(c) Rng T “ pKerT 1qK,

(d) Rng T 1
w˚

“ pKerT qK.

Důkaz. Tvrzení (a) dostaneme z ekvivalencí

y˚ P KerT 1 ðñ T 1y˚ “ 0 ðñ @x P X : T 1y˚pxq “ 0

ðñ @x P X : y˚pTxq “ 0 ðñ y˚ P pRng T qK.

Tvrzení (b) dokážeme obdobně:

x P KerT ðñ Tx “ 0 ðñ @y˚ P Y ˚ : y˚pTxq “ 0

ðñ @y˚ P Y ˚ : pT 1y˚qpxq “ 0 ðñ x P pRng T 1qK.

(c) Protože KerT 1 “ pRng T qK dle (a), platí

pKerT 1qK “ ppRng T qKqK “ Rng T

dle Lemmatu 1.4.8(c).
Důkaz (d) nebude.

Lemma 1.4.10. Nechť X,Y jsou normované lineární prostory a T P LpX,Y q. Pak následující tvrzení jsou ekvi-
valentní.

(i) existuje c ą 0 tak, že }Tx} ě c}x} pro každé x P X,

(ii) inft}Tx} : x P SXu ą 0,

(iii) T je izomorfizmus do.

Jsou-li X,Y úplné, jsou předcházející podmínky ekvivalentní s podmínkou

(iv) Rng T je uzavřený a T : X Ñ Rng T je prostý.

Důkaz. Zřejmě (i) ðñ (ii) a (iii) ðñ (i) dle Věty 1.1.35(a).
Nechť X,Y jsou úplné. Pak (iii) ùñ (iv) dle Věty 1.1.35(c) a (iv) ùñ (iii) díky Větě 1.3.7(a).

Definice 1.4.11. Nechť X,Y jsou normované lineární prostory. Operátor T P LpX,Y q splňující (ii) z předcházející
věty se nazývá zdola omezený operátor.
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Lemma 1.4.12. Nechť X,Y jsou normované lineární prostory a T P LpX,Y q. Pak T 2 ˝ εX “ εY ˝ T , kde εX a
εY značí kanonická vnoření do druhých duálů.

Důkaz. Pro x P X a y˚ P Y ˚ platí

pεY pTxqq py
˚q “ y˚pTxq “ pT 1y˚qpxq “ pεXpxqq pT

1y˚q “ pT 2εXpxqqpy
˚q,

tedy εY pTxq “ pT 2εXqpxq.

Věta 1.4.13. Nechť X,Y jsou Banachovy prostory a T P LpX,Y q.

(a) Operátor T je izomorfizmus do Y právě tehdy, když T 1 je na.

(b) Operátor T je na právě tehdy, když T 1 je izomorfizmus do X˚.

(c) T je izomorfizmus právě tehdy, když T 1 je izomorfizmus.

Lemma 1.4.14. Nechť X,Y jsou Banachovy prostory a T P LpX,Y q. Pokud existuje c ą 0 takové, že }T 1y˚} ě
c}y˚} pro y˚ P Y ˚, pak platí T pUXq Ą cUY .

Důkaz. Ukažme, že
cUY Ă T pUXq. (1.16)

Nechť y0 P Y zT pUXq. Pak dle Věty 1.2.10(b) existuje ϕ P Y ˚ a d P R splňující

Reϕpy0q ą d ą suptReϕpyq : y P T pUXqu.

Protože T pUXq obsahuje 0, je d ą 0. Položme y˚ “ 1
dϕ. Pak

|y˚py0q| ě Re y˚py0q “
1

d
Reϕpy0q ą 1.

Nechť nyní x P UX je libovolné. Nalezneme α P F, |α| “ 1, splňující

|ϕpTxq| “ αϕpTxq.

Pak αx P UX , a tedy platí

|y˚pTxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

d
ϕpTxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
α

d
ϕpTxq “

1

d
ϕpT pαxqq “

1

d
RepϕpT pαxqqq ď 1.

Tedy
|y˚py0q| ą 1 ě supt|y˚pyq| : y P T pUXqu.

Pak máme
c}y˚} ď }T 1y˚} “ sup

xPUX

|T 1y˚pxq| “ sup
xPUX

|y˚pTxq| ď 1.

Tedy

1 ă |y˚py0q| ď }y
˚}}y0} ď

1

c
}y0}.

Tím pádem }y0} ą c a y0 R cUY . Tím je ověřeno (1.16).
Z Lemmatu 1.3.6 pak plyne T pUXq Ą cUY .

Důkaz Věty 1.4.13. (a) Nechť T : X Ñ Rng T je izomorfizmus a x˚ P X˚ je dáno. Pak x˚˝T´1 je spojitý funkcionál
na Rng T . Lze ho tedy rozšířit na y˚ P Y ˚. Pak pro x P X platí

pT 1y˚qpxq “ y˚pTxq “ px˚ ˝ T´1qpTxq “ x˚pxq.

Tedy T 1y˚ “ x˚ a T 1 je na.
Nechť nyní T 1 je na. Protože

KerT “ pRng T 1qK “ pX
˚qK “ t0u

dle Věty 1.4.9(b), je T prostý.
Ukažme, že je zdola omezený. Z Věty 1.3.7(b) máme C ą 0 splňující

@x˚ P X˚Dy˚ P Y ˚ : pT 1y˚ “ x˚q & p}y˚} ď C}x˚}q.

Nechť x P X je dáno. Nalezneme x˚ P BX˚ splňující }x} “ |x˚pxq|. Nechť y˚ P CBY ˚ splňuje T 1y˚ “ x˚. Pak

}x} “ |x˚pxq| “
ˇ

ˇpT 1y˚qpxq
ˇ

ˇ “ |y˚pTxq| “ď C}Tx}.
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Tedy 1
C je konstanta požadovaná v Lemmatu 1.4.10.

(b) Je-li T na, pak z rovnosti KerT 1 “ pRng T qK “ t0u plyne prostota T 1 (viz Věta 1.4.9(a)). Nechť C ą 0 je
dle tvrzení (b) Věty 1.3.7, tj.

@y P Y Dx P X : pTx “ yq & p}x} ď C}y}q.

Mějme dáno y˚ P SY ˚ . Nechť ε ą 0. Nalezneme y P SY takové, že |y˚pyq| ą 1´ ε. Nechť x P CBX splňuje Tx “ y.
Pak

}T 1y˚} ě
ˇ

ˇ

ˇ
pT 1y˚qp

x

C
q

ˇ

ˇ

ˇ
“

1

C
|y˚pTxq| “

1

C
|y˚pyq| ě

1

C
p1´ εq.

Tedy

inft}T 1y˚} : y˚ P SY ˚u ě
1

C

a T 1 je zdola omezené zobrazení. Tedy je to izomorfizmus dle Lemmatu 1.4.10.
Obráceně, nechť T 1 je izomorfizmus do. Pak existuje c ą 0 splňující }T 1y˚} ě c}y˚}, y˚ P Y ˚. Dle Lem-

matu 1.4.14 platí T pUXq Ą cUY , a tedy T je na.
Tvrzení (c) plyne kombinací (a) a (b).

1.4.2 Kompaktní operátory a jejich vlastnosti

Definice 1.4.15. Lineární zobrazení T : X Ñ Y normovaného lineárního prostoru X do normovaného lineárního
prostoru Y se nazývá kompaktním operátorem, pokud je množina T pAq relativně kompaktní v Y pro každou A Ă X
omezenou (tj. T pAq je kompaktní v Y ). Množinu kompaktních operátorů z X do Y značíme KpX,Y q. Symbol
KpXq znamená KpX,Xq.

Zobrazení T je konečně dimenzionální operátor, pokud Rng T má konečnou dimenzi. V dalších úvahách budeme
pracovat takřka výhradně se spojitými konečně dimenzionálními operátory, označme proto množinu všech spojitých
konečně dimenzionálních operátorů z X do Y jako F pX,Y q. Symbol F pXq znamená F pX,Xq.

Tvrzení 1.4.16. Nechť X,Y jsou normované lineární prostory.

(a) Platí KpX,Y q Ă LpX,Y q.

(b) Následující tvrzení jsou pro lineární zobrazení T : X Ñ Y ekvivalentní:

(i) T je kompaktní,

(ii) je-li txnu omezená posloupnost v X, má tTxnu vybranou konvergentní podposloupnost,

(iii) T pBXq je relativně kompaktní.

(c) Je-li Y Banachův prostor a T : X Ñ Y lineární, pak následující tvrzení jsou ekvivalentní:

(i) T je kompaktní,

(ii) T pBXq je totálně omezená.

Důkaz. (a) Je-li T kompaktní, je T pBXq relativně kompaktní, a tedy omezená. Proto T P LpX,Y q.
(b) (i) ùñ (ii) Množina tTxn : n P Nu je relativně kompaktní, a tedy lze vybrat konvergentní podposloupnost z

tTxnu. (ii) ùñ (iii) Dle (ii) lze z každé posloupnosti v T pBXq vybrat konvergentní podposloupnost. Tedy T pBXq je
relativně kompaktní. (iii) ùñ (i) Je-li A Ă X omezená, existuje C ą 0 splňující A Ă CBX . Pak T pAq Ă CT pBXq
je též relativně kompaktní.

(c) Plyne z (b) pomocí faktu, že v úplných prostorech je množina totálně omezená právě tehdy, když je relativně
kompaktní.

Věta 1.4.17 (Vlastnosti kompaktních operátorů). Nechť X,Y jsou normované lineární prostory a T : X Ñ Y je
lineární zobrazení.

(a) Zobrazení T je v F pX,Y q právě tehdy, když existují x˚1 , . . . , x
˚
n P X˚ a y1, . . . , yn P Y takové, že Tx “

řn
i“1 x

˚
i pxqyi, x P X.

(b) Platí F pX,Y q ĂĂ KpX,Y q ĂĂ LpX,Y q.

(c) Pokud je Y Banachův prostor, je KpX,Y q uzavřený v LpX,Y q.

(d) Kompaktní operátor zůstane kompaktním, složí-li se zprava či zleva se spojitým operátorem.
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Důkaz. (a) Je-li T tvaru Tx “
řn
i“1 x

˚
i pxqyi, pak je zjevně spojitý a Rng T Ă spanty1, . . . , ynu je konečně dimenzio-

nální. Obráceně, nechť je Rng T konečně dimenzionální a ty1, . . . , ynu je báze Rng T . Nechť ty˚1 , . . . , y
˚
nu Ă pRng T q˚

jsou funkcionály splňující

y˚i pyjq “

#

1, i “ j,

0, i ‰ j,
i, j P t1, . . . , nu.

Pak
x˚i “ y˚i ˝ T P X

˚, i “ 1, . . . , n,

a

Tx “
n
ÿ

i“1

y˚i pTxqyi “
n
ÿ

i“1

x˚i pxqyi.

(b) Jsou-li T1, T2 P F pX,Y q, je RngpT1 ` T2q Ă Rng T1 ` Rng T2, tedy je též konečně dimenzionální. Zjevně
cT P F pX,Y q pro c P F a T P F pX,Y q.

Dále platí, že KpX,Y q ĂĂ LpX,Y q. Jsou-li operátory T1, T2 P KpX,Y q a txnu je omezená posloupnost, lze
vybrat rostoucí posloupnost indexů tnku takovou, že tT1xnku je konvergentní. Dále nalezneme podposloupnost
tnkju, že tT2xnkj u je konvergentní. Pak je posloupnost tpT1 ` T2qpxnkj qu konvergentní. Tedy T1 ` T2 P KpX,Y q.
Zřejmě cT P KpX,Y q pro c P F a T P KpX,Y q.

(c) Nechť tTnu je posloupnost v KpX,Y q konvergující k T P LpX,Y q. Pro ε ą 0 dané nalezneme n P N takové,
že }Tn ´ T } ă ε

3 . Dále nalezneme množinu tx1, . . . , xku Ă BX takovou, že tTnx1, . . . , Tnxku je konečná ε
3 -síť pro

TnpBXq. Ukážeme, že tTx1, . . . , Txku je konečná ε-síť pro T pBXq. Pro x P BX totiž nalezneme i P t1, . . . , ku tak,
že }Tnx´ Tnxi} ă ε

3 . Pak

}Tx´ Txi} ď }Tx´ Tnx} ` }Tnx´ Tnxi} ` }Tnxi ´ Tnxi} ă }T ´ Tn} `
ε

3
` }Tn ´ T } ă ε.

Tedy T pBXq je totálně omezená a T kompaktní dle Tvrzení 1.4.16(c).
(d) Nechť T : X Ñ Y je kompaktní. Je-li S : Y Ñ Z spojitý a txnu omezená posloupnost v BX , lze vybrat

konvergentní posloupnost z tTxnu. Protože se konvergentní posloupnosti zachovávají při spojitém zobrazení, lze i
z posloupnosti tSTxnu vybrat konvergentní podposloupnost. Tedy je S ˝ T kompaktní. Je-li S : Z Ñ X spojitý
a tznu omezená posloupnost v BZ , je i tSznu omezená. Tedy lze vybrat konvergentní podposloupnost z tTSznu a
T ˝ S je kompaktní.

Příklad 1.4.18. Nechť k P L2pr0, 1s2q. Pak operátor K : L2r0, 1s Ñ L2r0, 1s definovaný jako

Kfptq “

ż 1

0

kpt, sqfpsq ds, t P r0, 1s, f P L2r0, 1s,

je kompaktní operátor.

Důkaz. Pro l P L2pr0, 1s2q označme Kl operátor definovaný pomocí výše uvedeného vzorce. Pak pro f P L2pr0, 1sq
platí

}Klf}
2
“

ż 1

0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 1

0

lpt, sqfpsq ds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

dt ď

ż 1

0

ˆˆ
ż 1

0

|fpsq|
2
ds

˙ˆ
ż 1

0

|lpt, sq|
2
ds

˙˙

dt “ }f}
2
}l}

2
.

Tedy vskutku Kl P LpL
2pr0, 1sqq a navíc platí }Kl} ď }l}.

Položme

A “

#

n
ÿ

i“1

fiptqgipsq : f1, . . . , fn, g1, . . . , gn P Cpr0, 1sq, n P N

+

.

Pak A je podprostor Cpr0, 1s2q obsahující konstanty, oddělující body a uzavřený na komplexní sdružení. Navíc
součin dvou elementů z A, řekněme

řn
i“1 aiptqbipsq a

řm
j“1 cjptqdjpsq, splňuje

˜

n
ÿ

i“1

aiptqbipsq

¸˜

m
ÿ

j“1

cjptqdjpsq

¸

“
ÿ

1ďiďn
1ďjďm

paiptqcjptqq pbipsqdjpsqq P A.

Tedy A je navíc algebra. Dle Stoneovy-Weierstrassovy věty je její uzávěr roven Cpr0, 1s2q. Protože toto je hustý
podprostor L2pr0, 1s2q (viz Věta 1.5.17(c)), je A hustá v L2pr0, 1s2q.

Pro danou funkci k P L2pr0, 1s2q tedy existuje posloupnost tknu funkcí z A konvergujících v normě prostoru
L2pr0, 1s2q ke k. Tedy kn “

řmn
i“1 f

n
i ptqg

n
i psq, kde funkce vyskytující se v sumě jsou prvky Cpr0, 1sq. Pak

}Kkn ´K} “ }Kkn´k} ď }kn ´ k} Ñ 0.
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Nyní si stačí jen uvědomit, že

Kknf “
mn
ÿ

i“1

fni

ż 1

0

gni psqfpsq ds “
mn
ÿ

i“1

xf, gni yf
n
i ,

tedy každý operátor Kkn je elementem F pL2pr0, 1s2qq. Z Věty 1.4.17 plyne, že K je kompaktní operátor.

Věta 1.4.19 (Arzelà–Ascoli). Nechť K je kompaktní metrický (nebo topologický) prostor a F Ă CpKq. Pak násle-
dující tvrzení jsou ekvivalentní.

(i) F je relativně kompaktní,

(ii) F je omezená a stejně spojitá.

Důkaz. (i) ùñ (ii) Každá relativně kompaktní množina je omezená. Nechť ε ą 0. Nalezneme konečnou ε
3 -síť

tf1, . . . , fnu Ă F a fixujeme bod x P K. Nechť U je takové okolí x, že

diam fipUq ă
ε

3
, i “ 1, . . . , n.

Pak pro y P U a f P F najdeme i P t1, . . . , nu splňující }f ´ fi} ă ε
3 a dostaneme

|fpxq ´ fpyq| ď |fpxq ´ fipxq| ` |fipxq ´ fipyq| ` |fipyq ´ fpyq| ă
ε

3
`
ε

3
`
ε

3
“ ε.

Tedy F je stejně spojitá množina.
(ii) ùñ (i) Nechť tfmu je posloupnost v F . Ukážeme, že z ní lze vybrat konvergentní podposloupnost. Vezmeme

n P N pevné a pro každé x P K najdeme jeho okolí Ux takové, že pro každé f P F platí diam fpUq ă 1
n . Díky

kompaktnosti lze z tUx : x P Ku vybrat konečné podpokrytí Un.
Pro každé n P N a U P Un najdeme bod xn,U P U (předpokládáme, že pokrytí Un jsou tvořena neprázdnými

množinami). Položme D “ txn,U : n P N, U P Unu. Díky omezenosti množiny F lze diagonálním výběrem nalezneme
podposloupnost tfmju takovou, že tfmj pdqu8j“1 konverguje pro každé d P D.

Podrobněji, nechť D “ tdp : p P Nu je očíslování množiny D. Induktivně konstruujeme nekonečné množiny
N Ą N1 Ą N2 Ą ¨ ¨ ¨ takové, že posloupnost tflpdpqulPNp je konvergentní pro každé p P N. Pak lze vybrat indexy
m1 ă m2 ă m3 ă ¨ ¨ ¨ splňující mp P Np pro každé p P N. Zřejmě pak pro každé p P N je posloupnost tfmj pdpqu8j“1

konvergentní.
Pak platí, že tfmju je cauchyovská.
Abychom to ukázali, zvolme ε ą 0. Nechť n P N splňuje 1

n ă ε. Nechť j0 P N je takové, že pro j1, j2 ě j0 platí
|fnj1 pdq ´ fnj2 pdq| ă ε pro všechny body d P D dané pokrytím Un. Je-li x P K dáno, najdeme U P Un obsahující x
a nechť d značí příslušný bod xn,U . Pak pro tato j1, j2 platí

|fmj1 pxq ´ fmj2 pxq| ď |fmj1 pxq ´ fmj1 pdq| ` |fmj1 pdq ´ fmj2 pdq| ` |fmj2 pdq ´ fmj2 pxq| ă ε` ε` ε “ 3ε.

Tedy
}fmj1 ´ fmj2 } “ sup

xPK
|fmj1 pxq ´ fmj2 pxq| ď 3ε, j1, j2 ě j0,

a tfmju je cauchyovská.

Věta 1.4.20 (Schauder). Nechť X,Y jsou Banachovy prostory a T P LpX,Y q. Pak následující tvrzení jsou ekvi-
valentní.

(i) T je kompaktní,

(ii) T 1 je kompaktní.

Důkaz. (i) ùñ (ii) Nechť T : X Ñ Y je kompaktní. Pak K “ T pBXq je kompaktní a množina

F “ ty˚|K : y˚ P BY ˚u

je tvořena 1-lipschitzovskými funkcemi. Navíc pro každé y˚ P BY ˚ je

}y˚|K}CpKq “ sup
xPBX

|y˚pTxq| ď }y˚} sup
xPBX

}Tx} ď }T }.

Tedy F Ă CpKq je omezená množina stejně spojitých funkcí na kompaktním prostoru K.
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Nechť ty˚nu je posloupnost v BY ˚ . Pak dle Věty 1.4.19 lze vybrat rostoucí posloupnost indexů tnku takových,
že ty˚nk |Ku je konvergentní v CpKq. Pak tT 1y˚nku je cauchyovská, protože pro indexy k1, k2 P N máme

}T 1y˚nk1
´ T 1y˚nk2

} “ sup
xPBX

|pT 1y˚nk1
´ T 1y˚nk2

qpxq| “ sup
xPBX

|y˚nk1
pTxq ´ y˚nk2

pTxq|

“ sup
kPK

|y˚nk1
pkq ´ y˚nk2

pkq| “ }y˚nk1
|K ´ y

˚
nk2
|K}CpKq.

Tedy je i konvergentní a T 1 je kompaktní.
(ii) ùñ (i) Uvažujme kanonická vnoření εX : X Ñ X˚˚ a εY : Y Ñ Y ˚˚. Je-li T 1 kompaktní, je i T 2 kompaktní

z první části důkazu. Podle Věty 1.4.17(d) je tedy

T “ ε´1
Y ˝ T 2 ˝ εX

kompaktní (viz Lemma 1.4.12).

1.4.3 Spektrální teorie kompaktních operátorů
V této kapitole jsou všechny prostory Banachovy a nad C.

Definice 1.4.21. Nechť X je Banachův prostor a T P LpXq. Operátor S P LpXq se nazývá inverzní k T , pokud
platí

ST “ TS “ I.

Jelikož za chvíli ukážeme, že inverze operátoru je jednoznačně určena, má smysl ji značit symbolem T´1.

Lemma 1.4.22. Nechť X je Banachův prostor.

(a) Inverze operátoru je jednoznačně určena,

(b) Jsou-li S a T invertibilní operátory, je operátor ST též invertibilní a platí pST q´1 “ T´1S´1.

Důkaz. (a) Jsou-li S1, S2 dvě inverze operátoru T , pak S1 “ S1I “ S1TS2 “ IS2 “ S2.
(b) Zřejmě

pST qpT´1S´1q “ I “ T´1S´1pST q.

Lemma 1.4.23. Nechť X je Banachův prostor a T P LpXq. Pak následující tvrzení jsou ekvivalentní.

(i) T je invertibilní,

(ii) T je prostý a na,

(iii) T je izomorfizmus X na X.

Důkaz. (i) ùñ (ii) Zjevně x “ T pT´1xq, x P X, a tedy T je na. Dále 0 “ Tx implikuje x “ T´1Tx “ T´10 “ 0,
a tedy T je prostý.

(ii) ùñ (iii) plyne z Věty 1.3.7(a) a (iii) ùñ (i) je zřejmé.

Definice 1.4.24. Nechť T je spojitý operátor na Banachově prostoru X. Komplexní číslo λ nazýváme vlastním
číslem operátoru T , pokud KerpT´λIq ‰ t0u. Tento prostor je pak vlastním prostorem příslušným číslu λ. Množina
všech vlastních čísel tvoří bodové spektrum a značí se σppT q.

Spektrum operátoru T tvoří (značíme σpT q) všechna čísla λ P C, pro které není operátor T ´λI invertibilní (tj.
nemá inverzi). Množina ρpT q “ CzσpT q je rezolventní množina a zobrazení

λ P ρpT q ÞÑ pλI ´ T q´1 P LpXq

se nazývá rezolventní funkce.

Věta 1.4.25. Nechť X je Banachův prostor a T P LpXq. Pak σpT q je neprázdná kompaktní podmnožina C a platí

σpT q Ă tλ P C : |λ| ď }T }u.

Důkaz. Bez důkazu.

Věta 1.4.26. (a) Nechť X je Banachův prostor a T P LpXq. Pak σpT q “ σpT 1q.

(b) Nechť H je Hilbertův prostor a T P LpHq. Pak λ P σpT q právě tehdy, když λ P σpT˚q.
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Důkaz. (a) Protože pT ´λIq1 “ T 1´λI (viz Věta 1.4.2(a)) a operátor je invertovatelný právě tehdy, když operátor
k němu duální je invertovatelný (Věta 1.4.13(c)), σpT q “ σpT 1q pro T P LpXq.

(b) Protože pT ´ λIq˚ “ T˚ ´ λI (viz Věta 1.4.2(a)) a operátor je invertovatelný právě tehdy, když operátor
k němu adjungovaný je invertovatelný (Věta 1.4.13(c) a 1.4.3), σpT˚q je rovno množině sdružených komplexních
čísel ze σpT q.

Věta 1.4.27. Nechť X je Banachův prostor a T P KpXq.

(a) Pokud Rng T je uzavřený, je dim Rng T ă 8.

(b) Pokud λ P Czt0u, je dim KerpT ´ λIq ă 8.

(c) Pokud dimX “ 8, je 0 P σpT q.

Důkaz. (a) Je-li Rng T uzavřený, je T : X Ñ Rng T otevřené zobrazení dle Věty 1.3.5. Tedy relativně kompaktní
množina T pBXq obsahuje nějaký násobek BRng T , tedy i BRng T je relativně kompaktní. Díky Větě 1.1.61 tedy platí
dim Rng T ă 8.

(b) Nechť Y “ KerpT ´ λIq. Pak T “ λI na Y , a tedy T pBY q “ λBY je relativně kompaktní podmnožina Y .
Opět z Věty 1.1.61 máme dimY ă 8.

(c) Pokud by 0 nebyla ve spektru, byla by identita I “ T´1T kompaktní operátor na X dle Věty 1.4.17(d).
Tedy by byl díky Větě 1.1.61 prostor X konečně dimenzionální, což je spor.

Věta 1.4.28. Nechť X je Banachův prostor, T P KpXq a λ P Czt0u. Pak RngpT ´ λIq je uzavřený.

Důkaz. Bez újmy na obecnosti předpokládejme, že λ “ 1. Díky Tvrzení 1.2.9(a) můžeme rozložit X jako X “

KerpT ´Iq‘tY , kde Y je uzavřený podprostor X. Ukážeme, že T ´I : Y Ñ RngpT ´Iq je zdola omezený operátor.
Kdyby tomu tak nebylo, našli bychom posloupnost txnu v SY splňující pT ´ Iqxn Ñ 0. Díky kompaktnosti T

můžeme předpokládat, že tTxnu konverguje k nějakému z P X. Pak

xn “ xn ´ Txn ` Txn “ pI ´ T qxn ` Txn Ñ z.

Tedy z je též v SY . Na stranu druhou platí

0 “ lim
nÑ8

pT ´ Iqxn “ pT ´ Iqz.

Protože T ´ I je prostý na Y , je z “ 0, což je spor. Tedy T ´ I : Y Ñ Rng T je zdola omezený operátor, což podle
Lemmatu 1.4.10(iv) implikuje uzavřenost RngpT ´ Iq. Tím je důkaz dokončen.

Věta 1.4.29 (Fredholmova alternativa). Nechť X je Banachův prostor, T P KpXq a λ P Czt0u. Pak následující
tvrzení jsou ekvivalentní.

(i) T ´ λI je prostý,

(ii) T ´ λI je na.

Důkaz. (i) ùñ (ii) Nechť T ´ λI je prostý. Pak pro každé n P N díky Větě 1.4.17(d) máme

pT ´ λIqn “
n´1
ÿ

k“0

p´1qkλk
ˆ

n

k

˙

Tn´k ` p´1qnλnI “ S ´ µI,

kde S P KpXq a µ P Czt0u. Tedy prostory

Yn “ RngpT ´ λIqn, n P N,

jsou uzavřené. Položme ještě Y0 “ X. Zřejmě Y0 Ą Y1 Ą Y2 ¨ ¨ ¨ .
Pak platí

Dn0 P NY t0u : Yn0 “ Yn0`1. (1.17)

Předpokládejme totiž, že (1.17) neplatí. Pak pro každé n ě 0 najdeme xn P SYn splňující distpxn, Yn`1q ě
1
2 (viz

Lemma 1.1.57). Pak pro indexy m ą n máme

Txm ´ Txn “ pTxm ´ λxmq ´ pTxn ´ λxnq ` λxm ´ λxn.

Protože
u “ pTxm ´ λxmq ´ pTxn ´ λxnq ` λxm P Ym`1 ` Yn`1 ` Ym “ Yn`1,
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platí

}Txm ´ Txn} “ |λ|}
u

λ
´ xn} ě

|λ|

2
.

Tedy posloupnost tTxnu nemá konvergentní podposloupnost, což je spor s kompaktností T . Tedy (1.17) platí.
Nechť n0 ě 0 je index z (1.17). Pak platí

Y0 “ Y1 “ Y2 “ ¨ ¨ ¨ “ Yn0
. (1.18)

Protože T ´ λI je prosté, dostáváme totiž z rovností

pT ´ λIqpYn0q “ Yn0`1 “ Yn0 “ pT ´ λIqpYn0´1q,

že Yn0 “ Yn0´1. Indukcí pak dostáváme (1.18).
Rovnost (1.18) speciálně říká, že

X “ Y0 “ Y1 “ RngpT ´ λIq.

Tedy T ´ λI je na.
(ii) ùñ (i) Pokud T ´ λI je na, platí z Věty 1.4.9(a)

KerpT ´ λIq1 “ pRngpT ´ λIqK “ XK “ t0u,

a tedy T 1´λI je prostý. Použitím první části důkazu a Schauderovy věty 1.4.20 máme RngpT 1´λIq “ X˚. Pomocí
Věty 1.4.9(b) pak platí

KerpT ´ λIq “ pRngpT 1 ´ λIqqK “ pX
˚qK “ t0u,

tedy T ´ λI je prostý.

Lemma 1.4.30. Nechť X je Banachův prostor, T P LpXq a n P N. Jsou-li λ1, . . . , λn různá vlastní čísla operátoru
T a x1, . . . , xn P X nenulové vlastní vektory příslušné číslům λ1, . . . , λn, pak jsou tyto vektory lineárně nezávislé.

Důkaz. Důkaz provedeme indukcí. Pro n “ 1 tvrzení zřejmě platí. Předpokládejme tedy, že platí pro n P N. Nechť
λ1, . . . , λn`1 jsou různá vlastní čísla operátoru T a x1, . . . , xn`1 jsou nenulové vlastní vektory k nim příslušející.
Nechť c1, . . . , cn`1 v C splňují

řn`1
k“1 ckxk “ 0. Pak

0 “ T p
n`1
ÿ

k“1

ckxkq “
n`1
ÿ

k“1

ckλkxk,

a tedy

0 “
n`1
ÿ

k“1

ckλkxk ´ λn`1

n`1
ÿ

k“1

ckxk “
n`1
ÿ

k“1

ckpλk ´ λn`1qxk “
n
ÿ

k“1

ckpλk ´ λn`1qxk.

Díky indukčnímu předpokladu platí

ckpλk ´ λn`1q “ 0, k “ 1, . . . , n,

a tedy c1 “ ¨ ¨ ¨ “ cn “ 0. Tím pádem i cn`1 “ 0.

Věta 1.4.31. Nechť X je Banachův prostor a T P KpXq. Pak

(a) σpT q Ă t0u Y σppT q,

(b) množina σpT q X tλ P C : |λ| ą ru je konečná pro každé r ą 0.

Důkaz. První část plyne z Věty 1.4.29. Abychom dokázali druhou část, zvolme r ą 0. Pokud by množina tλ P
σpT q : |λ| ě ru byla nekonečná, můžeme z ní vybrat posloupnost tλnu navzájem různých vlastních čísel a k nim
příslušné nenulové vlastní vektory txnu. Díky Lemmatu 1.4.30 pak prostory

Xn “ spantx1, . . . , xnu, n P N,

splňují X1 Ř X2 Ř X3 Ă ¨ ¨ ¨ . Zvolme zn P SXn takové, že distpzn`1, Xnq ě
1
2 (viz Lemma 1.1.57). Pak pro indexy

m ą k máme λm`1zm`1 ´ Tzm`1 ` Tzk P Xm, a tedy

}Tzm`1 ´ Tzk} “ }λm`1zm`1 ´ pλm`1zm`1 ´ Tzm`1 ` Tzkq} ě distpλm`1zm`1, Xmq ě r
1

2
.

Tedy posloupnost tTznu nemá konvergentní podposloupnost, což je spor s kompaktností T .
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Věta 1.4.32 (Druhá Fredholmova věta). Nechť X je Banachův prostor, T P KpXq a λ P Czt0u. Pak

RngpT ´ λIq “ pKerpT 1 ´ λIqqK a RngpT 1 ´ λIq “ pKerpT ´ λIqqK .

Důkaz. (a) Díky Větě 1.4.9(c) a 1.4.28 platí

pKerpT 1 ´ λIqqK “ RngpT ´ λIq “ RngpT ´ λIq.

(b) Opět díky Větě 1.4.9(b) máme pro S “ T ´ λI inkluzi

RngS1 Ă ppRngS1qKq
K “ pKerSqK.

Nechť nyní y˚ P pKerSqK. Protože dim KerS ă 8 (viz Věta 1.4.27(b)), můžeme podle Tvrzení 1.2.9(a) psát

X “ KerS ‘t Y.

Pak je pS “ S|Y prostý a RngS “ Rng pS je uzavřený díky Větě 1.4.28. Tedy pS je invertovatelný dle Věty 1.3.7(a).
Proto je

px˚pxq “ y˚ppS´1xq, x P RngS,

prvek pRngSq˚. Nechť x˚ P X˚ je prvek rozšiřující px˚.
Ukažme, že S1x˚ “ y˚. Nechť x P X je rozloženo jako x “ x1 ` x2, kde x1 P KerS a x2 P Y . Pak

pS1x˚qpxq “ x˚pSxq “ x˚pSpx1 ` x2qq

“ x˚pSx2q “ x˚ppSx2q “ px˚ppSx2q

“ y˚ppS´1
pSx2q “ y˚px2q “ y˚pxq

(poslední rovnost platí díky předpokladu y˚ P pKerSqK). Tedy y˚ P RngS1 a pKerSqK Ă RngS1.
Dohromady máme RngS1 “ pKerSqK.

Věta 1.4.33. Nechť X je Banachův prostor a Y ĂĂ X je jeho uzavřený podprostor.

(a) Zobrazení
y˚ ÞÑ x˚ ` Y K “ rx˚s , y˚ P Y ˚ ,

kde x˚ P X˚ je nějaké rozšíření y˚ P Y ˚, je izometrie Y ˚ na X˚{Y K.

(b) Ať q : X Ñ X{Y je kvocientové zobrazení. Pak

z˚ ÞÑ z˚ ˝ q , z˚ P pX{Y q˚ ,

je izometrie pX{Y q˚ na Y K.

Tedy pX{Y q˚ lze identifikovat s Y K a Y ˚ s X˚{Y K.

Důkaz. (a) Zjevně je zobrazení I z tvrzení (a) dobře definované a lineární. Je-li y˚ P Y ˚ a x˚ je jeho rozšíření
zachovávající normu, pak

}Iy˚} “ inft}x˚ ` z˚} : z˚ P Y Ku ď }x˚} “ }y˚}.

Na stranu druhou, pro každé z˚ P Y K platí

}x˚ ` z˚} “ sup
xPBX

|px˚ ` z˚qpxq| ě sup
xPBY

|px˚ ` z˚qpxq| “ sup
xPBY

|x˚pxq| “ }y˚}.

Tedy I je izometrie.
Je-li rx˚s P X˚{Y K, platí

Ipx˚|Y q “ rx
˚s.

Tedy I je na.
(b) Označme I : pX{Y q˚ Ñ Y K příslušné zobrazení. Pak zřejmě I je lineární a Rng I Ă Y K. Nechť z˚ P pX{Y q˚

je dáno. Jelikož }q} ď 1, platí }Iz˚} ď }z˚}. Pro ε ą 0 nyní zvolme rxs P UX{Y splňující z˚prxsq ą }z˚} ´ ε. Pak
najdeme x P rxs X UX a odhadneme

}Iz˚} ě |Iz˚pxq| “ |z˚prxsq| ě }z˚} ´ ε.

Tedy I je izometrie.
Konečně, je-li x˚ P Y K, lze definovat

z˚prxsq “ x˚pxq, rxs P X{Y,

a pak Iz˚ “ x˚. Tedy Rng I “ Y K.
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Věta 1.4.34 (Třetí Fredholmova věta). Nechť X je Banachův prostor, T P KpXq a λ P Czt0u. Pak

dim KerpT ´ λIq “ dimpX{RngpT ´ λIqq

“dim KerpT 1 ´ λIq “ dimpX˚{RngpT 1 ´ λIqq

a toto číslo je konečné.

Důkaz. Položme S “ T ´ λI. Pak jsou všechny prostory vyskytující se v tvrzení uzavřené, a tedy jsou příslušné
faktorprostory dobře definované. Dokažme nejprve nerovnost

dim KerS ď dimpX{RngSq. (1.19)

Předpokládejme opak, tj. dim KerS ą dimpX{RngSq. Protože je KerS konečně dimenzionální dle Věty 1.4.27(b),
je uzavřený prostor RngS konečné kodimenze. Tedy lze psát

X “ KerS ‘t E “ RngS ‘t F,

kde E,F jsou uzavřené podprostory a dim KerS ą dimF . Nechť A : KerS Ñ F je lineární surjektivní zobrazení,
které se nuluje na nějakém nenulovém prvku x0 P KerS. Zobrazení A je díky konečné dimenzi prostorů KerS a
F automaticky spojité. Nechť P : X Ñ KerS je projekce příslušná našemu rozkladu. Pak P je spojitá, a tedy je
operátor

Ux “ Tx`APx, x P X,

kompaktní. Dále platí U ´ λI “ S `AP a
RngpU ´ λIq “ X. (1.20)

Máme totiž
@x P E : pU ´ λIqx “ Sx`APx “ Sx “ pS `AP qx,

@x P KerS : pU ´ λIqx “ Sx`Ax “ Ax “ pS `AP qx.

Tedy U ´ λI “ S `AP . Dále

RngpU ´ λIq Ą SpEq `ApKerSq “ RngS ` F “ X,

a tedy (1.20) platí.
Z Věty 1.4.29 víme, že U ´ λI je prostý. To je ale ve sporu s faktem

pU ´ λIqx0 “ Ax0 “ 0.

Tím jsme ověřili (1.19).
Aplikací (1.19) na S a S1 dostáváme

dim KerS ď dimpX{RngSq a dim KerS1 ď dimpX˚{RngS1q. (1.21)

Značí-li – existenci izometrického izomorfizmu mezi Banachovými prostory, Věty 1.4.9 a 1.4.33 dávají

pX{RngSq˚ – pRngSqK “ KerS1 a pKerSq˚ – X˚{pKerSqK “ X˚{RngS1. (1.22)

Vzhledem ke konečné dimenzi prostorů KerS a KerS1 tedy máme z (1.22)

dimpX{RngSq “ dimpX{RngSq˚ a dim KerS1 “ dimpKerS1q˚. (1.23)

Kombinací (1.21), (1.22) a (1.23) dostáváme

dim KerS ď dimpX{RngSq “ dimpX{RngSq˚ “ dim KerS1

ď dimpX˚{RngS1q “ dimpKerSq˚ “ dim KerS.

1.5 Teorie distribucí

1.5.1 Prostor testovacích funkcí
Definice 1.5.1. Nechť Ω je otevřená podmnožina Rd.

• α “ pα1, α2, . . . , αdq P Nd0 je multiindex a jeho řád je |α| “
řd
i“1 αi.
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• Dα “

´

B
Bx1

¯α1

¨

´

B
Bx2

¯α2

¨ . . . ¨
´

B
Bxd

¯αd
označuje diferenciální operátor.

• ϕ P C8pΩq, N P N0, pak }ϕ}N “ supt|Dαϕpxq| : x P Ω, |α| ď Nu.

• Označme sptϕ “ tx P Rd : ϕpxq ‰ 0u jako nosič ϕ.

• DpΩq “ tϕ P C8pΩq : sptϕ je kompaktní podmnožina Ωu.

• Je-li K Ă Ω kompakt, pak DKpΩq “ tϕ P DpΩq : sptϕ Ă Ku.

• Řekneme, že posloupnost tϕnu v DpΩq konverguje k ϕ P DpΩq, pokud existuje kompakt K Ă Ω takový, že

– sptϕn Ă K pro každé n P N,
– Dαϕn Ñ Dαϕ pro každé α P Nd0.

• Distribucí na Ω rozumíme lineární zobrazení Λ: DpΩq Ñ F takové, že Λpϕnq Ñ Λpϕq, kdykoliv ϕn Ñ ϕ v
DpΩq. Množinu všech distribucí značíme D 1pΩq. Řekneme, že posloupnost distribucí tΛnu v D 1pΩq konverguje
k distribuci Λ P D 1pΩq, pokud Λnpϕq Ñ Λpϕq pro každou ϕ P DpΩq.

Příklad 1.5.2. Funkce

ϕpxq “

#

e
´ 1

1´}x}2 , }x} ď 1,

0, }x} ą 1,

patří do DpRdq.

Tvrzení 1.5.3. Nechť K Ă Ω je kompaktní.

(a) Pro N,M P N a N ďM platí }ϕ}N ď }ϕ}M .

(b) Zobrazení ρpf, gq “
ř

NPN0
2´N mint}f ´ g}N , 1u je metrika na DKpΩq, ve které je DKpΩq úplný metrický

prostor.

(c) Posloupnost tϕnu v DKpΩq konverguje k ϕ P DKpΩq v DpΩq právě tehdy, když ρpϕn, ϕq Ñ 0.

Důkaz. Tvrzení (a) je zřejmé. Je snadno vidět, že ρ je dobře definovaná metrika na DKpΩq. Je-li tϕnu cauchyovská
v metrice ρ, pak pro každý multiindex α je tDαϕnu stejnoměrně cauchyovská posloupnost. Tedy Dαϕn Ñ gα pro
nějakou funkci gα P CpKq. Označme ϕ “ gp0,...,0q. Díky známé větě z matematické analýzy pak máme Dαϕ “ gα.
Tedy ϕ P DKpΩq a ϕn Ñ ϕ v DpΩq. Dle následujícího bodu pak platí ρpϕn, ϕq Ñ 0.

(c) Jestliže ϕn Ñ ϕ v DpΩq, pak pro každé M ě 0 platí
řM
N“0 2´N mint}ϕn ´ ϕ}N , 1u Ñ 0. Tedy

lim sup
nÑ8

ρpϕn, ϕq ď lim sup
nÑ8

M
ÿ

N“0

2´N mint}ϕn ´ ϕ}N , 1u `
8
ÿ

N“M`1

2´N “ 2´M .

Odtud plyne lim ρpϕn, ϕq “ 0.
Pokud ρpϕn, ϕq Ñ 0, pak }ϕn ´ ϕ}N Ñ 0 pro každé N ě 0. Tedy ϕn Ñ ϕ v DpΩq.

Věta 1.5.4. Nechť Λ : DpΩq Ñ C lineární. Pak následující tvrzení jsou ekvivalentní.

(i) Λ P D 1pΩq,

(ii) pro každou posloupnost tϕnu konvergující k nule v DpΩq platí Λpϕnq Ñ 0,

(iii) Λ|pDKpΩq,ρq je spojitá pro každý kompakt K Ă Ω,

(iv) pro každý kompakt K Ă Ω existuje N P N0 a C ą 0, že |Λϕ| ď C}ϕ}N , ϕ P DKpΩq.

Důkaz. (i) ðñ (ii) je zřejmé díky linearitě Λ.
(i) ùñ (iii) Jestliže ρpϕn, ϕq Ñ 0 pro ϕn a ϕ v DKpΩq, pak ϕn Ñ ϕ v DpΩq dle Tvrzení 1.5.3(c). Tedy

Λpϕnq Ñ Λpϕq z definice D 1pΩq. Jinými slovy, Λ je spojitá funkce na pDKpΩq, ρq.
(iii) ùñ (iv) Nechť K je kompaktní podmnožina Ω. Pokud (iv) neplatí, najdeme pro každé N P N0 funkce

ϕN P DKpΩq splňující
|ΛϕN | ě 2N }ϕN }N .

Pak jsou funkce
ψN “ 2´N

ϕN
}ϕN }N

, N ě 0,

v DKpΩq a pro pevné M ě 0 platí
}ψN }M ď }ψN }N “ 2´N , M ď N.
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Tedy }ψN }M Ñ 0 pro každé M ě 0, a proto ρpψN , 0q Ñ 0. Tedy ΛpψN q Ñ 0 dle (iii). Na druhou stranu máme

|ΛpψN q| ě 1,

což je spor.
(iv) ùñ (i) Pokud ϕn Ñ ϕ v DpΩq, existuje kompakt K Ă Ω takový, že sptϕn Ă K a přitom }ϕn ´ ϕ}N Ñ 0

pro každé N ě 0. Nechť N ě 0 a C ą 0 jsou dány díky (iv). Pak máme

|Λpϕn ´ ϕq| ď C}ϕn ´ ϕ}N Ñ 0,

tedy Λ P D 1pΩq.

Definice 1.5.5. Nechť Λ P D
1

pΩq. Pokud existuje N P N0 takové, že pro každý kompakt K Ă Ω existuje C P R
splňující

@ϕ P DKpΩq : |Λϕ| ď C}ϕ}N ,

potom nejmenší N s touto vlastností nazveme řádem distribuce Λ. Pokud takové N neexistuje, pak řád Λ definujeme
jako nekonečno.

Příklad 1.5.6. • Nechť f P L1
locpΩq. Potom Λf pϕq “

ş

Ω
fϕ, ϕ P DpΩq, je prvek D 1pΩq řádu 0.

• Nechť µ PMpΩq. Potom Λµpϕq “
ş

Ω
ϕdµ, ϕ P DpΩq, je prvek D 1pΩq řádu 0.

• Zobrazení Λpϕq “ ϕ1p0q je distribuce na R řádu 1.

• Zobrazení Λpϕq “
ř8

n“1 ϕ
pnqpnq je distribuce na R řádu nekonečno.

Důkaz. Je-li f P L1
locpΩq a K Ă Ω kompakt, je f P L1pKq a platí

|Λf pϕq| ď

ż

K

|ϕf | ď

ˆ
ż

K

|f |

˙

}ϕ}0, ϕ P DKpΩq.

Obdobně pro µ PMpΩq a K Ă Ω kompakt máme

|Λµpϕq| ď

ż

K

|ϕ| d |µ| ď }µ}}ϕ}0, ϕ P DKpΩq.

1.5.2 Operace s distribucemi
Definice 1.5.7. Mějme dánu otevřenou množinu Ω Ă Rd a Λ P D 1pΩqpΩq.

• Je-li α multiindex, α–tá derivace distribuce Λ je definována jako

pDαΛqpϕq “ p´1q|α|ΛpDαϕq, ϕ P DpΩq.

• Násobení distribuce Λ funkcí f definujeme jako

pfΛqpϕq “ Λpfϕq, ϕ P DpΩq,Λ P D 1pΩq, f P C8pΩq.

Tvrzení 1.5.8. Nechť Ω Ă Rd je otevřená množina. Potom ϕ ÞÑ Λϕ je vnoření DpΩq do D 1pΩq takové, že Λϕn Ñ Λϕ
v D 1pΩq pro každou posloupnost tϕnu konvergující k ϕ v DpΩq.

Důkaz. Nechť ϕn Ñ ϕ v DpΩq a ψ P DpΩq. Pak ϕn Ñ ϕ, a tedy

Λϕnpψq “

ż

sptψ

ϕnψ Ñ

ż

sptψ

ϕψ “ Λϕpψq.

Proto Λϕn Ñ Λϕ v D 1pΩq.

Tvrzení 1.5.9. Nechť je vše jako v definici 1.5.7. Pak

(a) DαΛ P D 1pΩq pro Λ P D 1pΩq,

(b) Λ ÞÑ DαΛ je spojité na D 1pΩq vzhledem ke konvergenci v D 1pΩq,

(c) fΛ P D 1pΩq pro Λ P D 1pΩq a f P C8pRdq,

(d) Zobrazení Λ ÞÑ fΛ je spojité vzhledem ke konvergenci v D 1pΩq.
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(e) Je-li f P C8pΩq a g P L1
locpΩq, platí fΛg “ Λfg, Λ P D 1pΩq.

Důkaz. (a) Pro kompakt K Ă Ω najdeme C a N P N0 z Věty 1.5.4(iv) pro Λ. Pak pro ϕ P DKpΩq máme

|pDαΛqpϕq| “ |p´1qαΛpDαϕq| ď C}Dαϕ}N “ C}ϕ}N`|α|.

Tedy (iv) z Věty 1.5.4 platí i pro DαΛ.
(b) Konverguje-li tΛnu k Λ v D 1pΩq a ψ P DpΩq, je Dαψ P DpΩq a platí

pDαΛnqpψq “ ΛnpD
αψq Ñ ΛpDαψq “ pDαΛqpψq.

Proto DαΛn Ñ DαΛ v D 1pΩq.
(c) Je-li K Ă Ω kompaktní, nechť C ą 0 a N P N0 jsou z Věty 1.5.4. Pak pro ϕ P DKpΩq platí

|pfΛqpϕq| “ |Λpfϕq| ď C}fϕ}N “ C supt}Dαpfϕq}CpKq : |α| ď Nu ď C 1}ϕ}N ,

kde C 1 ą 0 je vhodná konstanta závisející na normách derivací f .
(d) Nechť Λn Ñ Λ in D 1pΩq, f P C8pΩq a ϕ P DpΩq. Pak fϕ P DpΩq, a tedy

pfΛnqpϕq “ Λnpfϕq Ñ Λpfϕq “ pfΛqpϕq.

(e) Je-li f P C8pΩq a g P L1
locpΩq, je fg P L

1
locpΩq a pro ϕ P DpΩq platí

pfΛgqpϕq “ Λgpfϕq “

ż

fϕg

a
Λfgpϕq “

ż

fgϕ.

Věta 1.5.10. Nechť f je absolutně spojitá na pa, bq. Pak pΛf q1 “ Λf 1 v D 1 ppa, bqq.

Důkaz. Z klasické analýzy víme, že f i f 1 jsou v L1
loc ppa, bqq, tedy Λf i Λf 1 jsou dobře definované prvky D 1 ppa, bqq.

Pro ϕ P D ppa, bqq, kde sptϕ Ă rc, ds Ă pa, bq, pak máme

pΛf q
1pϕq “ ´Λf pϕ

1q “ ´

ż

ϕ1f “ ´

ż d

c

fϕ1 “ ´rfϕsdc `

ż d

c

f 1ϕ “

ż d

c

f 1ϕ “

ż

f 1ϕ “ pΛf 1qpϕq.

Věta 1.5.11 (Baire). Nechť je dán metrický (topologický) prostor X a funkce fn, f : X Ñ F, fn Ñ f , fn spojité.
Pak množina N “ tx P X : f nespojitá v xu je první kategorie. Je-li tedy X prostor druhé kategorie, má f bod
spojitosti.

Věta 1.5.12 (Banachova–Steinhausova pro distribuce). Nechť tΛnu Ă D 1pΩq a Λϕ “ limnÑ8 Λnϕ existuje pro
každé ϕ P DpΩq. Pak Λ P D 1pΩq.

Důkaz. Zjevně je Λ lineární zobrazení na DpΩq. Nechť K Ă Ω je kompaktní. Pak Λ|pDpKq,ρq má dle Věty 1.5.11
bod spojitosti ψ P DpKq. Je-li tedy tϕnu posloupnost v DpKq konvergující k ϕ P DpKq, pak

Λpϕnq ´ Λpϕq “ Λpϕn ´ ϕ` ψq ´ Λpψq Ñ Λpψq ´ Λpψq “ 0,

tedy Λpϕnq ´ Λpϕq Ñ 0.

Definice 1.5.13. Nechť G Ă Ω je otevřená. Řekneme, že Λ je nulová na G, pokud Λpϕq “ 0 pro každou ϕ s
kompaktním nosičem v G. Nosič Λ definujeme jako spt Λ “ Ωz

Ť

tG Ă Ω : G otevřená, Λ nulová na Gu.

Tvrzení 1.5.14. (a) Λϕ “ 0 pro ϕ splňující sptϕ Ă Ωz spt Λ,

(b) pokud spt Λ je kompaktní, pak Λ je konečného řádu,

(c) spt Λ “ tpu ðñ Λ “
ř

|α|ďN cαD
αΛδp .

Důkaz. Viz Rudin.

Věta 1.5.15. Nechť Λ P D 1pΩq. Pak existují spojité funkce gα P CpΩq takové, že

• každý kompakt K Ă Ω protíná pouze konečně mnoho nosičů tgαu a

• Λ “
ř

αD
αΛgα .

Důkaz. Viz Rudin.
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1.5.3 Konvoluce funkcí

Věta 1.5.16 (Luzin). Nechť X je metrický prostor, S σ-algebra na X obsahující borelovské množiny a µ je konečná
regulární míra na S (tj. µ splňuje

µpAq “ inftµpUq : U Ą A otevřenáu “ suptµpF q : F Ă A uzavřenáu, A P S q.

Pak pro každou µ-měřitelnou funkci f : X Ñ F a ε ą 0 existuje F Ă X uzavřená taková, že µpXzF q ă ε a f |F je
spojitá.

Důkaz. Nechť tVn : n P Nu je báze otevřených množin v R. Pro každé n P N najdeme z regularity µ uzavřenou
množinu Fn a otevřenou množinu Un v X takové, že

Fn Ă f´1pVnq X Un a µpUnzFnq ă
ε

2n
.

Pak je F “ Xz
Ť8

n“1pUnzFnq uzavřená a platí µpXzF q ă ε
2 . Konečně je f |F spojitá, protože pro n P N je množina

pf |F q
´1pVnq “ f´1pVnq X F “ Un X F

otevřená v F .

Důsledek 1.5.17. Nechť X je metrický prostor, S σ-algebra na X obsahující borelovské množiny a µ je σ-konečná
regulární míra na S .

(a) Je-li f měřitelná funkce na X, existuje borelovská funkce g rovnající se f µ-skoro všude.

(b) Nechť f : X Ñ F je µ-měřitelná. Pak existuje posloupnost tfnu spojitých funkcí na X taková, že }fn}8 ď

2}f}8 a fn Ñ f µ-skoro všude.

(c) Nechť p P r1,8q. Označuje-li CbpXq prostor omezených spojitých funkcí na X, je CbpXq hustý v LppX,S , µq.

Důkaz. (a) Pišme X “
Ť

Xn, kde X1 Ă X2 Ă X3 Ă ¨ ¨ ¨ jsou konečné míry. Díky regularitě míry µ můžeme
předpokládat, že Xn jsou borelovské. Pro každé n P N uvažujme měřitelný prostor pXn,Sn, µnq, kde Sn “

tA X Xn : A P S u a µnpBq “ µpA X Xnq pro libovolnou množinu A P S splňující A X Xn “ B. Pak µn splňuje
předpoklady Věty 1.5.16, a tedy existuje množina Hn Ă Xn taková, že Hn je uzavřená v Xn, f |Hn je spojitá a
µnpXnzHnq ă 2´n´1. Dále nalezneme Vn Ă Xn uzavřenou v X splňující µpXnzVnq ă 2´n´1. Pak Fn “ Hn X Vn je
podmnožina Xn, která je uzavřená v X a f |Fn je spojitá. Nakonec si povšimněme, že

µpXnzFnq ď µpXnzHnq ` µpXnzVnq “ µnpXnzHnq ` µpXnzVnq ă 2 ¨ 2´n´1 “ 2´n.

Tedy jsme zkonstruovali posloupnost tFnu uzavřených množin v X takovou, že Fn Ă Xn, f |Fn je spojitá a
µpXnzFnq ă 2´n.

Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že F1 Ă F2 Ă F3 Ă ¨ ¨ ¨ . Pak je funkce

g “

#

f na
Ť8

n“1 Fn,

0 jinak,

borelovská a rovna f µ-skoro všude. Označíme-li totiž A “ tx P X : fpxq “ gpxqu, pak pro každé k P N máme

µpXkzAq ď µpXkz

8
ď

j“1

Fjq ď µpXnzFnq ă 2´n, n ě k.

Tedy µpXkzAq “ 0 pro každé k P N. Protože χXkzA Õ χXzA, díky Leviho větě dostáváme

µpXzAq “

ż

χXzA dµ “

ż

lim
kÑ8

χXkzA dµ “ lim
kÑ8

µpXkzAq “ 0.

(b) Nechť Xn a Fn jsou jako výše. Pokud F “ R, díky Tietzově větě najdeme spojité funkce fn : X Ñ R splňující
fn “ f |Fn a }fn}8 ď }f |Fn}8 ď }f}8. Pak fn Ñ f na

Ť8

n“1 Fn, tedy µ-skoro všude.
Pokud F “ C, aplikujeme výše uvedený postup na Re f a Im f a dostaneme posloupnosti tunu, tvnu spojitých

reálných funkcí na X konvergující k Re f a Im f µ-skoro všude a splňující }un}8 ď }Re f}8 a }vn}8 ď }Im f}8.
Pak un ` ivn Ñ f µ-skoro všude a

}un ` ivn}8 ď }un}8 ` }vn}8 ď }Re f}8 ` }Im f}8 ď 2 }f}8 .
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(c) Nechť f P Lppµq a ε ą 0 jsou dány. Zvolme η ą 0 splňující p2ηq
1
p ` pηp2p ` 22p´1qq

1
p ă ε. Nejprve najdeme

množinu Y Ă X konečné míry takovou, že
ş

XzY
|f |p ă η. Dále najdeme omezenou nenulovou měřitelnou funkci rf

tak, že rf “ 0 na XzY a
ş

Y
|f ´ rf |p ă η. Pak platí

ż

X

|f ´ rf |p “

ż

Y

|f ´ rf |p `

ż

XzY

|f |p ď 2η. (1.24)

Položme c “ } rf}8. Pomocí Věty 1.5.16 najdeme množinu H Ă Y uzavřenou v Y takovou, že µpY zHq ă ηc´p a
rf |H je spojitá. Dále najdeme V Ă Y uzavřenou v X splňující µpY zV q ă ηc´p. Pak F “ H X V je uzavřená v X,
µpY zF q ď 2ηc´p a rf |F je spojitá. Dále díky regularitě existuje otevřená množina U Ą F taková, že µpUzF q ă ηc´p.
Použitím Tietzeovy věty najdeme g : X Ñ F spojitou omezenou, která je nulová na XzU , rovna rf na F a }g}8 ď
2} rf |F }8 ď 2c. Pak máme díky nerovnosti pa ` bqp ď 2p´1pap ` bpq platné pro každou dvojici čísel a, b P r0,8q
odhad

ż

X

| rf ´ g|p “

ż

F

| rf ´ g|p `

ż

XzF

| rf ´ g|p ď 0` 2p´1p

ż

Y zF

| rf |p `

ż

UzF

|g|pq

ď 2p´1pcpµpY zF q ` p2cqpµpUzF qq

ď 2p´1pcp2c´pη ` 2pcpηc´pq

“ ηp2p ` 22p´1q.

(1.25)

Kombinací (1.24) a (1.25) dostáváme

}f ´ g}p ď }f ´ rf}p ` } rf ´ g}p “ p

ż

X

|f ´ rf |pq
1
p ` p

ż

X

| rf ´ g|pq
1
p ď p2ηq

1
p ` pηp2p ` 22p´1qq

1
p ă ε.

Definice 1.5.18. • Posun funkce f definujeme jako pτxfqpyq “ fpy ´ xq, kde x P Rd.

• Pro libovolnou funkci f zavádíme otočení jako p qfqpyq “ fp´yq, y P Rd.

• Konvoluce funkcí f a g je funkce f ˚ g definovaná jako

pf ˚ gqpxq “

ż

Rd
fpyqgpx´ yq dy,

pro taková x P Rd, pro která integrál existuje.

Věta 1.5.19. (a) y ÞÑ fpyqgpx´ yq je měřitelná funkce na Rd pro všechna x P Rd a f , g měřitelné.

(b) Jsou-li f, g P L1pRdq, je x ÞÑ pf ˚ gqpxq skoro všude konečná měřitelná funkce v L1pRdq.

(c) spt pf ˚ gq Ă spt f ` spt g, kde f, g jsou měřitelné omezené a s kompaktním nosičem.

(d) }f ˚ g}p ď }f}p}g}1 pro f , g měřitelné, p P r1,8s (speciální verze Youngovy nerovnosti),

(e) ˚ je komutativní a asociativní operace na L1pRdq.

(f) Je-li f P L1
locpRdq a g P DpRdq, je x ÞÑ pf ˚ gqpxq “

ş

Rd fpyqgpx ´ yq dy nekonečně hladká funkce splňující
Dαpf ˚ gq “ f ˚Dαg pro každý multiindex α.

Důkaz. (a) Protože je Lebesgueova míra translačně invariantní a symetrická, je funkce y ÞÑ gpx ´ yq měřitelná.
Tedy i y ÞÑ fpyqgpx´ yq je měřitelná.

(b) Nechť f, g P L1pRdq. Protože
ş

fpyqgpx ´ yq dy se nezmění při změně funkcí f, g na množině míry nula, lze
předpokládat, že f, g jsou borelovské. Pak px, yq ÞÑ fpyqgpx ´ yq je borelovská funkce na pRdq2, a tedy lze použít
Fubiniovu větu k výpočtu

ż

RdˆRd
|fpyq| |gpx´ yq| dy dx “

ż

Rd
|fpyq|

ˆ
ż

Rd
|gpx´ yq| dx

˙

dy “ }g}1 }f}1 ă 8.

Tedy px, yq ÞÑ fpyqgpx´yq je v L1ppRdq2q, což znamená, že pro skoro všechna x P Rd je integrál
ş

Rd fpyqgpx´yq dy

konečný a funkce x ÞÑ
ş

Rd fpyqgpx´ yq dy je element L1pRdq.
(c) Nechť x P Rdzpspt f ` spt gq. Pak pro y P spt f platí x´ y R spt g, a tedy

pf ˚ gqpxq “

ż

Rd
fpyqgpx´ yq dy “

ż

spt f

fpyqgpx´ yq dy “ 0.
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(d) Případ p “ 1 je dokázaný v (b). Nechť tedy p P p1,8q, f P LppRdq a g P L1pRdq. Nechť q je sdružený
exponent k p. Jako výše stačí uvažovat případ borelovských funkcí f, g.

Nechť h P LqpRdq je libovolná, opět předpokládejme, že je borelovská. Pak px, yq ÞÑ hpxqfpyqgpx ´ yq je
borelovská funkce na pRdq2, a tedy z Fubiniovy věty a Hölderovy nerovnosti dostáváme

ż

pRdq2
|hpxq||fpyq||gpx´ yq| dy dx “

ż

Rd
|hpxq|p

ż

Rd
|fpx´ zq||gpzq| dzq dx

“

ż

Rd
|gpzq|p

ż

Rd
|hpxq||fpx´ zq| dxq dz

ď

ż

Rd
|gpzq|}h}q}τzf}p dz

“

ż

Rd
|gpzq|}h}q}f}p dz “ }h}q}f}p}g}1.

Tedy pro každé h P LqpRdq existuje množina Ah míry 0 taková, že funkce y ÞÑ hpxqfpyqgpx ´ yq je v L1pRdq pro
x P RdzAh. Vezměme funkce hn “ χBp0,nq a příslušné množiny Ahn . Nechť x P Rdz

Ť8

n“1Ahn . Pak existuje n P N
takové, že x P Bp0, nq, tj. hnpxq “ 1. Tedy je funkce y ÞÑ fpyqgpx ´ yq “ hnpxqfpyqgpx ´ yq v L1pRdq. Tedy pro
skoro všechna x P Rd je y ÞÑ fpyqgpx´ yq prvek L1pRdq.

Položme nyní fn “ fχBp0,nq. Pak fn P L1pRdq, a tedy fn ˚ g P L1pRdq. Navíc pro skoro všechna x P Rd je

y ÞÑ |fnpyqgpx´ yq| ď |fpyqgpx´ yq|

v L1pRdq, a tedy z Lebesgueovy věty dostáváme pro skoro všechna x P Rd

pf ˚ gqpxq “

ż

Rd
fpyqgpx´ yq dy “ lim

nÑ8

ż

Rd
fnpyqgpx´ yq dy “ pfn ˚ gqpxq.

Tedy f ˚ g je měřitelná funkce na Rd.
Pro libovolné h P LqpRdq nyní zopakujeme předcházející výpočet a obržíme

ż

Rd
|pf ˚ gqpxq||hpxq| dx ď

ż

Rd
|hpxq|p

ż

Rd
|fpyq||gpx´ yq| dyq dx ď }h}q}f}p}g}1.

Tedy je

ϕ : h ÞÑ

ż

Rd
hpf ˚ gq, h P LqpRdq,

dobře definované lineární zobrazení na LqpRdq splňující

|ϕphq| ď

ż

Rd
|hpf ˚ gq| ď }h}q}f}p}g}1, h P LqpRdq,

z čehož podle Věty 1.2.19(e) a Poznámky 1.2.20 plyne f ˚ g P LppRdq a }f ˚ g}p ď }f}p}g}1.
Je-li p “ 8, obdobně jako v první části důkazu odvodíme měřitelnost f ˚ g takto. Položíme fn “ fχBp0,nq, pak

fn ˚ g jsou měřitelné funkce a

pf ˚ gqpxq “

ż

Rd
fpyqgpx´ yq dy “ lim

nÑ8

ż

Rd
fnpyqgpx´ yq dy “ lim

nÑ8
pfn ˚ gqpxq

díky Lebesgueově větě (použijeme majorantu

|y ÞÑ fnpyqgpx´ yq| ď }f}8 |y ÞÑ gpx´ yq| P L1pRdqq.

Konečně nerovnost }f ˚ g}8 ď }f}8 }g}1 plyne z odhadu

|pf ˚ gqpxq| ď

ż

Rd
|fpyqgpx´ yq| dy ď }f}8 }g}1

platného pro každé x P Rd.
(e) Substitucí dostaneme

pf ˚ gqpxq “

ż

Rd
fpyqgpx´ yq dy “

ż

Rd
gpzqfpx´ zq dz “ pg ˚ fqpxq.

Asociativitu odvodíme pomocí Fubiniovy věty, jejíž předpoklady ověříme podobně jako v bodu (b). Přesněji:

ppf ˚ gq ˚ hqpxq “

ż

Rd
pf ˚ gqpyqhpx´ yq dy “

ż

Rd
p

ż

Rd
fpzqgpy ´ zq dzqhpx´ yq dy. (1.26)
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Dále

pf ˚ pg ˚ hqqpxq “

ż

Rd
fpyqpg ˚ hqpx´ yq dy “

ż

Rd
fpyqp

ż

Rd
gpzqhpx´ y ´ zq dzq dy

“

ż

Rd
fpyqp

ż

Rd
gpu´ yqhpx´ uq duq dy “

ż

Rd
hpx´ uqp

ż

Rd
fpyqgpu´ yq dyq du.

(1.27)

Z rovností (1.26) a (1.27) vidíme, že ppf ˚ gq ˚ hqpxq “ pf ˚ pg ˚ hqqpxq.
(f) Nejprve si uvědomme, že integrál

ż

Rd
fpyqgpx´ yq dy “

ż

x´spt g

fpyqgpx´ yq dy

je konečný pro každé x P Rd.
Dokažme tvrzení pro multiindex α “ p1, 0, . . . , 0q P Nd0, tj. Dα “ B1. Označme hpxq “ pf ˚ gqpxq, x P Rd. Nechť

a P Rd je dáno. Pišme a “ pa1, a
1q P Rˆ Rd´1. Položme ϕptq “ hpt, a1q, t P R. Pak

`

B
Btϕ

˘

pa1q “ pB1hqpaq.
Označme dále

ψpt, yq “ gppt, a1q ´ yq, ωpt, yq “
B

Bt
ψpt, yq, pt, yq P Rˆ Rd.

Pak ψ, ω P C8pRˆ Rdq a

ωpa1, yq “

ˆ

B

Bs
ψps, yq

˙

s“a1

“ pB1gqpa´ yq, y P Rd.

Označme K “ Bpa, 1q ´ spt g, pak K je kompaktní podmnožina Rd. Existuje C ą 0 takové, že pro pt, yq P
pa1 ´ 1, a1 ` 1q ˆK platí

|ωpt, yq| ď C.

Pak
hpxq “

ż

x´spt g

fpyqgpx´ yq dy “

ż

K

fpyqgpx´ yq dy, x P Bpa, 1q,

a tedy díky větě o záměně derivace a integrálu dostáváme

pDαhqpaq “ pB1hqpaq “

ˆ

B

Bt
ϕptq

˙

t“a1

“

ˆ

B

Bt

ż

K

fpyqgppt, a1q ´ yq dy

˙

t“a1

“

ż

K

fpyq

ˆ

B

Bt
ψpt, yq

˙

t“a1

dy

“

ż

K

fpyqωpa1, yq dy

“

ż

K

fpyqpB1gqpa´ yq dy

“

ż

Rd
fpyqpDαgqpa´ yq dy

“ pf ˚Dαgqpaq.

Pro vyšší multiindexy tvrzení dokážeme indukcí.

Definice 1.5.20. Posloupnost thju8j“1 v DpRdq je aproximativní jednotka, pokud

@j P N : hjpxq “ jdhpjxq, kde h P DpRdq nezáporná a
ż

Rd
hpxq dx “ 1.

Poznámka 1.5.21. Všimněme si, že platí
ş

Rd hj “ 1 a spthj “
1
j spth. (To ověříme za pomoci rovností

tx P Rd : hjpxq ą 0u “ tx P Rd : hpjxq ą 0u “
1

j
tx P Rd : hpxq ą 0u.q

Věta 1.5.22. Ať thju8j“1 je aproximativní jednotka.

(a) Pokud je f stejnoměrně spojitá na Rd, potom f ˚ hj Ñ f .

(b) Pokud f P LppRdq a p P r1,8q, potom f ˚ hj
Lp
Ñ f .
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(c) Pokud f P DpΩq, potom f ˚ hj
DpΩq
Ñ f .

Důkaz. (a) Pro ε ą 0 najdeme δ ą 0 takové, že |fpuq´ fpvq| ă ε, je-li |u´ v| ă δ. Protože spthj “
1
j spth, existuje

j0 P N tak velké, že pro j ě j0 je spthj Ă Bp0, δq. Pak pro každé x P Rd platí

|pf ˚ hjqpxq ´ fpxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rd
fpyqhjpx´ yq dy ´

ż

Rd
hjpyqfpxq dy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

spthj

hjpyq|fpx´ yq ´ fpxq| dy ď

ż

Rd
hjpyqε dy “ ε.

(b) Pro dané ε ą 0 najdeme r ą 0 takové, že }f´fχBp0,rq}p ă ε. Pomocí Věty 1.5.17(c) najdeme g P CpBp0, rqq
splňující }fχBp0,rq´g}LppBp0,rqq ă ε. Rozšíříme g na spojitou funkci na Rd s kompaktním nosičem (jmenuje se opět
g) tak, že }fχBp0,rq ´ g}LppRdq ă ε. Pak }f ´ g}LppRdq ă 2ε. Protože dle (a) platí g ˚ hj Ñ g a funkce g ˚ hj mají
stejně omezené nosiče, dostáváme }g ˚ hj ´ g}LppRdq Ñ 0. Nechť j0 P N splňuje }g ˚ hj ´ g}LppRdq ă ε pro j ě j0.
Pak máme pro j ě j0 díky Větě 1.5.19(c)

}f ˚ hj ´ f}LppRdq “ }f ˚ hj ´ g ˚ hj ` g ˚ hj ´ g ` g ´ f}LppRdq

ď }f ´ g}LppRdq}hj}L1pRdq ` }g ˚ hj ´ g}LppRdq ` }g ´ f}LppRdq ă 5ε.

(c) Je-li f P DpΩq, existuje δ ą 0 takové, že kompakt K “ spt f ` Bp0, δq je v Ω. Nechť j0 P N je takové, že
1
j0

spth Ă Bp0, δq. Pak pro j ě j0 platí

spthj “
1

j
spth “

j0
j

1

j0
spth Ă

j0
j
Bp0, δq Ă Bp0, δq.

Tedy pro j ě j0 platí
sptpf ˚ hjq Ă spt f ` spthj Ă spt f `Bp0, δq “ K.

Tedy funkce f ˚ hj mají společný kompaktní nosič. Protože dle (a) platí pro každý multiindex α

Dαpf ˚ hjq “ pD
αfq ˚ hj Ñ Dαf,

máme f ˚ hj Ñ f in DpΩq.

Důsledek 1.5.23. Pro p P r1,8q je DpΩq husté v LppΩq.

Důkaz. Pro danou f P LppΩq a ε ą 0 najdeme kompaktní množinu K Ă Ω takovou, že pro g “ fχK platí
}f ´ g}p ă ε. Dle Věty 1.5.22(b) je pro dosti velké j P N funkce g ˚ hj P DpΩq a platí odhad }g ˚ hj ´ g}p ă ε. Tedy
}f ´ g ˚ hj}p ă ε.

Věta 1.5.24. Pro p P r1,8q a A Ă Rd měřitelnou je LppAq separabilní.

Důkaz. Nechť nejprve A leží v nějaké kompaktní množině K Ă Rd. Pak lze prostor LppAq přirozeně chápat jako
podprostor LppKq, a tedy stačí ukázat separabilitu LppKq. Ale CpKq je dle Důsledku 1.5.17(c) hustý podprostor
LppKq. Prostor pCpKq, }¨}pq je však separabilní díky Stoneově-Weierstrassově větě o stejnoměrné hustotě polynomů
v CpKq. Tedy i LppKq je separabilní.

Pro obecnou množinu A pak máme

LppAq “
8
ď

n“1

LppAXBp0, nqq,

z čehož plyne separabilita LppAq.

1.5.4 Konvoluce distribucí
Definice 1.5.25. Ať u P D 1pRdq a ϕ P DpRdq. Konvoluci funkce ϕ a distribuce u definujeme jako funkci

pu ˚ ϕqpxq “ upτx qϕq “ upy ÞÑ ϕpx´ yqq, x P Rd.

Je-li x P Rd, posun distribuce u o x definujeme jako

pτxuqpϕq “ upτ´xϕq “ upy ÞÑ ϕpy ` xqq, ϕ P DpRdq.

Lemma 1.5.26. Pro r P Rzt0u a e P SRd označme ηr “ 1
r pτ0 ´ τreq. Pak ηrϕ ÝÝÝÑ

rÑ0
Deϕ v DpRdq pro každé

ϕ P DpRdq.
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Důkaz. Nechť ϕ P DpRdq. Zjevně mají funkce tηrϕ : r P p´1, 1qzt0uu nosič obsažený v jedné kompaktní množině.
Pro důkaz tvrzení si ukažme, že ηrϕ Ñ Deϕ. Platí totiž (pro t “ ´r)

pηrϕqpxq “
1

r
pϕpxq ´ ϕpx´ reqq “ ´

1

r
pϕpx´ req ´ ϕpxqq

“
1

t
pϕpx` teq ´ ϕpxqq “

1

t

ż t

0

pDeϕqpx` seq ds.

(1.28)

Je-li t ą 0, z (1.28) tedy máme
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

t
pϕpx` teq ´ ϕpxqq ´Deϕpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

t

ż t

0

ppDeϕqpx` seq ´Deϕpxqq ds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

t

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż t

0

ppDeϕqpx` seq ´Deϕpxqq ds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

,

(1.29)

pro t ă 0 platí
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

t
pϕpx` teq ´ ϕpxqq ´Deϕpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

´1

t

ż 0

t

ppDeϕqpx` seq ´Deϕpxqq ds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
´1

t

ż 0

t

|pDeϕqpx` seq ´Deϕpxq| ds.

(1.30)

Protože je funkce Deϕ stejnoměrně spojitá, existuje pro dané ε ą 0 takové δ ą 0, že |Deϕpx1q ´Deϕpx2q| ď ε pro
|x1 ´ x2| ď δ. Pro t P R splňující |t| ă δ pak máme z (1.29) a (1.30) pro každé x P Rd odhad

|pηrϕqpxq ´ pDeϕqpxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

t

ż t

0

ppDeϕqpx` seq ´Deϕpxqq ds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď ε.

Tedy vskutku ηrϕ Ñ Deϕ.
Mějme nyní libovolný multiindex α. Pak z předchozího máme

Dαpηrϕq “
1

r
pDαϕ´ τrepD

αϕqq Ñ DepD
αϕq “ DαpDeϕq.

Tedy ηrϕÑ Deϕ v DpRdq.

Věta 1.5.27.

(a) Pro u P D 1pRdq a x P Rd platí τxu P D 1pRdq. Je-li navíc u P L1
locpRdq, platí τxΛu “ Λτxu.

(b) Je-li u P D 1pRdq, ϕ P DpRdq, platí τxpu ˚ ϕq “ pτxuq ˚ ϕ “ u ˚ pτxϕq.

(c) Je-li u P D 1pRdq, ϕ P DpRdq, je u ˚ ϕ P C8pRdq a Dαpu ˚ ϕq “ pDαuq ˚ ϕ “ u ˚Dαϕ.

(d) Pro v P DpRdq, u P L1
locpRdq platí Λu ˚ v “ u ˚ v.

(e) Je-li u P D 1pRdq a v, w P DpRdq, platí u ˚ pv ˚ wq “ pu ˚ vq ˚ w.

(f) Je-li thju aproximativní jednotka a u P D 1pRdq, pak Λu˚hj Ñ u v D 1pRdq.

Důkaz. (a) Je-li tϕnu posloupnost konvergující k 0 v DpRdq, konverguje k 0 i posunutá posloupnost tτ´xϕnu. Tedy

pτxuqpϕnq “ upτ´xϕnq Ñ 0

a τxu P D 1pRdq.
Je-li u P L1

locpRdq, platí pro ϕ P DpRdq

pτxΛuqpϕq “ Λupτ´xϕq “

ż

pτ´xϕq ¨ u “

ż

ϕpt` xquptq dt

“

ż

ϕpsqups´ xq ds “ Λτxupϕq.

(b) Označme ψ “ τxϕ. Postupně pak dostaneme z definice rovnosti

τxpu ˚ ϕqpyq “ pu ˚ ϕqpy ´ xq “ upτy´x qϕq “ upz ÞÑ ϕpy ´ x´ zqq,

ppτxuq ˚ ϕqpyq “ pτxuqpτy qϕq “ upτ´xτy qϕq “ upτ´x`y qϕq “ upz ÞÑ ϕp´x` y ´ zqq,

pu ˚ pτxϕqqpyq “ pu ˚ ψqpyq “ upτy qψq “ upz ÞÑ ψpy ´ zqq “ upz ÞÑ ϕpy ´ z ´ xqq,
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tedy (b) platí.
(c) Nechť x P Rd a e P SRd . Dokážeme, že Depu ˚ ϕq v bodě x existuje a je rovna pu ˚Deϕqpxq a pDeu ˚ ϕqpxq.

Nechť ηr “ 1
r pτ0 ´ τreq pro r P Rzt0u. Dle Lemmatu 1.5.26 máme ηrϕÑ Deϕ v DpRdq. Tedy

pηrpu ˚ ϕqqpxq “ pu ˚ pηrϕqqpxq
rÑ0
Ñ pu ˚ pDeϕqqpxq,

a proto
pDepu ˚ ϕqqpxq “ pu ˚ pDeϕqqpxq.

Dále
pDeu ˚ ϕqpxq “ pDeuqpτx qϕq “ p´1qupDepy ÞÑ ϕpx´ yqqq

“ p´1qupp´1qpy ÞÑ pDeϕqpx´ yqqq “ upy ÞÑ pDeϕqpx´ yqq

a je-li ψ “ Deϕ, máme

pu ˚Deϕqpxq “ upτx qψq “ upy ÞÑ ψpx´ yqq “ upy ÞÑ pDeϕqpx´ yqq.

Tedy rovnost platí pro derivaci ve směru e. Indukcí zřejmě dostaneme u ˚ ϕ P C8pRdq a požadovanou rovnost
pro každý multiindex α.

(d) Máme

pu ˚ vqpxq “

ż

upx´ yqvpyq dy

a
pΛu ˚ vqpxq “ Λupτxqvq

ż

pτxqvqu “

ż

vpx´ yqupyq dy “

ż

vpzqupx´ zq dz.

Tedy tvrzení platí.
(e) Je-li x “ 0, dostaneme

pu ˚ pv ˚ wqqp0q “ up~u ˚ vq “ upy ÞÑ

ż

vpsqwp´y ´ sq dsq

a
ppu ˚ vq ˚ wqp0q “

ż

wpsqpu ˚ vqp´sq ds “

ż

wpsqupτ´sqvq ds

“

ż

wpsqupy ÞÑ vp´s´ yqq ds.

Rovnost těchto výrazů není v žádném případě zřejmá, ale dle strany 172 v [?] platí.
Je-li x ‰ 0, použijeme předchozí rovnost následujícím způsobem:

pu ˚ pv ˚ wqqpxq “ pu ˚ pv ˚ τ´xwqqp0q

“ ppu ˚ vq ˚ pτ´xwqqp0q “ ppu ˚ vq ˚ wqpxq.

(f) Nechť thju je aproximativní jednotka, u P D 1pRdq a ϕ P DpRdq. Pak

Λu˚hj pqϕq “ Λu˚hj pτ0 qϕq “ pΛu˚hj ˚ ϕqp0q

“ ppu ˚ hjq ˚ ϕqp0q “ pu ˚ phj ˚ ϕqqp0q
jÑ8
Ñ pu ˚ ϕqp0q “ upqϕq.

(Limitní přechod lze provést, neboť pro ϕj Ñ ϕ v DpRdq platí

pu ˚ ϕjqpxq “ upτx|ϕjq Ñ upτx qϕq “ pu ˚ ϕqpxq.q

Definice 1.5.28. Jsou-li u, v P D 1pRdq, definujeme konvoluci distribucí u a v jako distribuci definovanou vztahem

pu ˚ vqpϕq “ pu ˚ pv ˚ qϕqqp0q, ϕ P DpRdq.

Poznámka. Tato definice dává dobrý smysl v případech, které více osvětlí následující věta.

Věta 1.5.29. (a) u ˚ v je dobře definováno, pokud alespoň jedna distribuce má kompaktní nosič,

(b) Λf ˚ Λg “ Λf˚g, f P DpRdq, g P L1
locpRdq,

(c) Λu˚f “ u ˚ Λf , u P D 1pRdq, f P DpRdq,

(d) ˚ je komutativní (asociativní), pokud alespoň jedna (dvě) distribuce mají kompaktní nosič,
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(e) sptpu ˚ vq Ă sptu` spt v, u, v P D 1pRdq,

(f) Dαpu ˚ vq “ Dαu ˚ v “ u ˚Dαv, má-li alespoň jedna kompaktní nosič,

(g) u “ Λδ0 ˚ u a Dαu “ pDαΛδ0q ˚ u.

Důkaz. Provedeme pouze náznaky důkazů některých tvrzení.
(a) Má-li v P D 1pRdq kompaktní nosič, je v ˚ qϕ P DpRdq, a tedy u ˚ pv ˚ qϕq je dobře definováno.
Má-li u P D 1pRdq kompaktní nosič, je funkce v ˚ qϕ pouze v C8pRdq. Vezmeme funkci η P DpRdq tak, že η “ 1 na

otevřené množině obsahující sptu. Pak pro ψ P C8pRdq můžeme výraz upψq chápat jako upψηq (je vidět, že tato
hodnota nezáleží na volbě funkce η).

(b) Nechť f P DpRdq, g P L1
locpRdq. Pak pro ϕ P DpRdq platí

pΛf ˚ Λgqpϕq “ pΛf ˚ pΛg ˚ qϕqqp0q “ pΛf ˚ pg ˚ qϕqqp0q “ pf ˚ pg ˚ qϕqqp0q

“

ż

fpxqpqϕ ˚ gqp´xq dx “

ż

fpxqp

ż

qϕpyqgp´x´ yq dyq dx

“

ĳ

fpxqϕp´yqgp´x´ yq dxdy

a
pΛf˚gqpϕq “

ż

pf ˚ gqpyqϕpyq dy “

ż

ϕpyqp

ż

fpxqgpy ´ xq dxq dy

“

ĳ

fpxqgpy ´ xqϕpyq dx dy “

ĳ

fpxqgp´y ´ xqϕp´yq dx dy.

Tedy Λf ˚ Λg “ Λf˚g.
(c) Pro u P D 1pRdq, f P DpRdq a ϕ P DpRdq máme

pΛu˚f qpϕq “

ż

pu ˚ fqpyqϕpyq dy “

ż

upτy qfqϕpyq dy

“

ż

upx ÞÑ fpy ´ xqqϕpyq dy.

a
pu ˚ Λf qpϕq “ pu ˚ pΛf ˚ qϕqqp0q “ pu ˚ pf ˚ qϕqqp0q

“ upf ˚ qϕq “ upx ÞÑ pqϕ ˚ fqp´xqq

“ upx ÞÑ

ż

qϕpyqfp´x´ yq dyq “ upx ÞÑ

ż

ϕp´yqfp´x´ yq dyq

“ upx ÞÑ

ż

ϕpyqfpy ´ xq dyq “

ż

ϕpyqupx ÞÑ fpy ´ xqq dy

(poslední rovnost opět není zřejmá). Tvrzení (c) tedy díky provedeným výpočtům platí.
(g) Počítejme

pΛδ0 ˚ uqpϕq “ pΛδ0 ˚ pu ˚ qϕqqp0q “ Λδ0p
u ˚ qϕq

“ pu ˚ qϕqp0q “ pu ˚ qϕqp0q

“ upτ0 qqϕq “ upϕq.

1.5.5 Fourierova transformace funkcí a Schwartzův prostor

Definice 1.5.30. Máme dán prostor Rd. Pak zavádíme

• normalizovanou míru md “ p2πq
´d{2λd, vůči ní budeme uvažovat i konvoluci a Lp-prostory,

• pro t P Rd definujeme charakter jako etpxq “ eit¨x, x P Rd,

• Fourierova transformace funkce f P L1pRd,mdq je definována jako

pfptq “ pf ˚ etqp0q “

ż

Rd
fpxqe´tpxq dmdpxq “

1

p2πq
d
2

ż

Rd
fpxqe´it¨x dx, t P Rd,

• operátor Dα “ piq
´|α|Dα “ p 1

i
d
dx1
qα1 ¨ ¨ ¨ p 1

i
d
dxd
qαd ,
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• Pro P polynom na Rd, tj.
P ptq “

ÿ

cαt
α “

ÿ

cαpt
α1
1 ¨ ¨ ¨ tαdd q,

definujeme diferenciální operátory

P pDq “
ÿ

cαDα, P p´Dq “
ÿ

cαp´1q|α|Dα.

Tvrzení 1.5.31. Nechť P polynom d proměnných, f, g P L1pRdq, x, t P Rd. Pak

(a) Dαet “ tαet,

(b) P pDqet “ P ptqet,

(c) zpτxfq “ e´x pf ,

(d) {pexfq “ τx pf ,

(e) zf ˚ g “ pfpg,

(f) je-li λ ą 0 a hpxq “ fpxλ q, pak phptq “ λd pfpλtq.

Důkaz. (a) Zjevně
ˆ

p
1

i

d

dx1
qα1 ¨ ¨ ¨ p

1

i

d

dxd
qαd

˙

pei
řd
j“1 tjxj q “ ptα1

1 ¨ ¨ ¨ tαdd qe
i
řd
j“1 tjxj .

(b) Díky (a) platí
P pDqet “

ÿ

cαDαet “
ÿ

cαt
αet “ P ptqet.

(c) Z definice dostáváme pro t P Rd rovnosti

yτxfptq “

ż

pτxfqe´t “

ż

fps´ xqe´it¨s dmdpsq

“

ż

fpuqe´it¨ue´itx dmdpuq “ e´xptq pfptq.

(d) Dále
yexfptq “

ż

pexfqpsqe
´it¨s dmdpsq “

ż

eix¨sfpsqe´it¨s dmdpsq

“

ż

fpsqe´is¨pt´xq dmdpsq “ pfpt´ xq “ pτx pfqptq.

(e) Pro f, g P L1pRdq počítejme

pzf ˚ gqptq “

ż

pf ˚ gqpsqe´it¨s dmdpsq “

ż
ˆ
ż

fpyqgps´ yq dmdpyq

˙

e´it¨s dmdpsq

“

ż

fpyq

ˆ
ż

gps´ yqe´it¨s dmdpsq

˙

dmdpyq

“

ż

fpyq

ˆ
ż

gpuqe´it¨pu`yq dmdpuq

˙

dmdpyq

“

ż

fpyqe´it¨y
ˆ
ż

gpuqe´it¨u dmdpuq

˙

dmdpyq “ pfptqpgptq.

(f) Máme
phptq “

ż

fp
x

λ
qe´it¨x dmdpxq “ λd

ż

fpsqe´iptλq¨s dmdpsq “ λd pfptλq.

Definice 1.5.32. • Schwartzův prostor S “ S pRdq je systém všech nekonečně hladkých funkcí na Rd s do-
statečně rychlým poklesem, přesněji

S “ tf P C8
`

Rd
˘

: sup
|α|ďN

}
`

1` |x|2
˘N
pDαfqpxq}8 ă 8, N P N0u.

Pro N “ 0, 1, 2, . . . uvažujme normy

pN pfq “ sup
|α|ďN

}
`

1` |x|2
˘N
pDαfqpxq}8.
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Na S pRdq uvažujme konvergenci danou těmito normami, tj. tϕnu in S pRdq konverguje k ϕ P S pRdq v
S pRdq, pokud

lim
nÑ8

pN pϕn ´ ϕq “ 0, N “ 0, 1, 2, . . . .

• Připomeňme, že C0pRdq značí prostor spojitých funkcí f na Rd splňujících, že množina tx P Rd : |fpxq| ě εu
je kompaktní pro každé ε ą 0. Na C0pRdq uvažujeme supremovou normu.

Poznámka. Vzhledem k tomu, že pro daný polynom ppxq “ p1 ` |x|
2
qn často budeme hledat m ą 0 takové, že

ş

pp1` |x|
2
qnq´m dmdpxq ă 8, je dobré připomenout Fubiniovu větu pro sférické souřadnice, tj. rovnost

ż

Rd
ϕp|x|q dx “ dκd

ż 8

0

rd´1ϕprq dr,

kde ϕ : p0,8q Ñ r0,8q je měřitelná funkce a κd značí objem d-dimenzionální jednotkové koule. Z tohoto vzorce již
snadným výpočtem najdeme požadované m.

Věta 1.5.33. (a) S Ă C0pRdq X
Ş

pPr1,8s L
ppRdq.

(b) Je-li tfnu posloupnost v S , pak fn Ñ 0 v S právě tehdy, když P ¨Dαfn Ñ 0 pro každý polynom P a multindex
α. Dále je S s metrikou ρpf, gq “

ř8

N“0
1

2N
mintpN pf ´ gq, 1u úplný metrický prostor.

(c) Je-li g P S , P polynom a α multiindex, jsou zobrazení f ÞÑ Pf , f ÞÑ Dαf a f ÞÑ gf spojitá na S .

(d) {pP pDqfq “ P pf a xPf “ P p´Dq pf .

(e) Fourierova transformace je lineární zobrazení S do S .

(f) Pro f P L1pRdq platí pf P C0pRdq a } pf}8 ď }f}L1 .

(g) Fourierova transformace je spojité zobrazení S do S .

Důkaz. (a) Nechť f P S je dána. Pak gpxq “ p1` |x|2qfpxq P S , a tedy }g}8 ă 8. Pak pro ε ą 0 máme

tx P Rd : |fpxq| ě εu “ tx P Rd :
1

1` |x|
2 |gpxq| ě εu Ă tx P Rd :

}g}8
p1` |x|2q

ě εu,

což je omezená množina. Tedy f P C0pRdq Ă L8pRdq.
Nechť p P r1,8q a N P N je zvoleno tak, že 1

p1`|x|2qN
P LppRdq. Pak gpxq “ p1` |x|2qNfpxq P S , a tedy

ż

|f |
p
“

ż

˜

1

p1` |x|
2
qN

¸p

|g|
p
ď }g}

p
8

ż

˜

1

p1` |x|
2
qN

¸p

ă 8.

(b) Nechť fn Ñ 0 v S , tj. pN pfnq Ñ 0 pro každé N P N0. Z definice norem pN vidíme, že |x|kpDαfnqpxq Ñ 0
pro každý multiindex α a každé k P N0. Tedy PDαfn konverguje stejnoměně k 0 pro každý multiindex α a polynom
P . Obrácená implikace je pak snadná.

Zobrazení ρ je zjevně metrika na S , pro kterou platí ρpfn, fq Ñ 0 právě tehdy, když fn Ñ f v S . Nechť tfnu
je ρ-cauchyovská posloupnost, pak pro každý polynom P a multiindex α existuje spojitá funkce gP,α taková, že
PDαfn Ñ gP,α (protože S Ă C0pRdq, je funkce gP,α omezená). Speciálně tedy máme spojitou funkci f takovou,
že fn Ñ f . Z klasické věty pak máme Dαfn Ñ Dαf pro každý multiindex α. Pak ale pro každý polynom P víme,
že tPDαfnu konverguje lokálně stejnoměrně k PDαf . Tedy PDαf “ gP,α a dostáváme, že f P S a fn Ñ f v S .

(c) Nechť fn Ñ 0 v S .
Je-li P polynom, pak pro každý multiindex β a polynom Q platí, že výraz QDβpPfnq je konečná suma obsahující

členy Q1Dβ1fn, kde Q1 polynom a β1 multiindex. Tedy QDβpPfnq Ñ 0 v S .
Je-li α multiindex, pak pro každý multiindex β a polynom Q platí, že výraz QDβpDαfnq je konečná suma

obsahující členy Q1Dβ1fn, kde Q1 polynom a β1 multiindex. Tedy QDβpDαfnq Ñ 0 v S .
Je-li g P S , pak pro každý multiindex β a polynom Q platí, že výraz QDβpgfnq je konečná suma obsahující

členy Q1Dβ1gDβ2fn, kde Q1 polynom a β1, β2 jsou multiindexy. Tedy QDβpgfnq Ñ 0 v S .
(d) Pro f P S a polynom P máme P pDqf P S a

{pP pDqfqptq “ pP pDqf ˚ etqp0q “ pf ˚ P pDqetqp0q “ pf ˚ P ptqetqp0q

“ pP ptqpf ˚ etqqp0q “ P ptqppf ˚ etqp0qq “ P ptq pfptq.
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Pro důkaz druhé identity uvažme polynom P pxq “ x1. Pak P p´Dq “ ´1
i B1. Z Lebesgueovy věty máme

pP p´Dq pfqptq “
´1

i

B

Bt1

ż

fpxqe´it¨x dmdptq “

ż

´1

i
fpxqe´it¨xp´ix1q dmdpxq

“

ż

x1fpxqe
´it¨x dmdpxq “ xPfptq.

Pro obecný polynom P pak požadovaná rovnost plyne opakovanou aplikací předchozího výpočtu.
(e) Ukažme, že pf P S pro f P S . Je-li P polynom a α multiindex, položme Qpxq “ p´1q|α|xα a g “ Qf . Pak

g P S a platí díky (c)
pg “ xQf “ Qp´Dq pf “ Dα

pf.

Dále máme
PDα

pf “ Ppg “ {P pDqg,

což je omezená funkce na Rd. Tedy PDα
pf je omezená pro každý polynom P a multiindex α, tj. pf P S .

(f) Nechť f P L1pRdq. Pak zjevně platí } pf}8 ď }f}L1 . Je-li ε ą 0, potom dle Důsledku 1.5.23 existuje g P S

tak, že }f ´ g}L1 ă ε. Pak } pf ´ pg}8 ď }f ´ g}L1 ă ε, a tedy pf P S
}.}8

Ă C0pRdq.
(g) Nechť nyní fn Ñ 0 v S . Nechť polynom P a multiindex α jsou dány. Pak pro Qpxq “ p´1q|α|xα a

gnpxq “ Qpxqfnpxq

platí gn Ñ 0 v S . Tedy i P pDqgn Ñ 0 v S . Z definice konvergence na S dostáváme, že P pDqgn Ñ 0 v L1pRdq.
Tedy

PDα
xfn “ PQp´Dqxfn “ P yQfn “ Pxgn “ {P pDqgn Ñ 0

dle (c). Proto xfn Ñ 0 v S .

Lemma 1.5.34. Nechť φdpxq “ e´
1
2 |x|

2

, x P Rd. Pak

(a) φd P S pRdq,

(b) xφd “ φd (je to vlastní funkce Fourierovy transformace pro hodnotu 1),

(c) φdp0q “
ş

Rd
pφd dmd.

Důkaz. Nechť nejprve d “ 1. Pak funkce φ1 a xφ1 splňují diferenciální rovnici y1`xy “ 0. Pro funkci φ1 je to zřejmé,
pro xφ1 máme

pxφ1q
1ptq “ i

ż

e´
x2

2 p´xqe´ixt dm1pxq “
”

ie´
x2

2 e´ixt
ı8

´8
´ ip´itq

ż

e´
x2

2 e´ixt dm1ptq “ ´txφ1ptq.

Tedy z věty o jednoznačnosti existuje konstanta c P C splňující xφ1 “ cφ1. Ale ze vztahu

xφ1p0q “

ż

e
´x2

2 dm1pxq “ 1

plyne
c “ cφ1p0q “xφ1p0q “ 1.

Tedy xφ1 “ φ1.
Je-li nyní d ą 1, platí φdpxq “ φ1px1q ¨ ¨ ¨φ1pxdq, a tedy dle prvního kroku platí

xφdptq “xφ1pt1q ¨ ¨ ¨xφ1ptdq “ φ1pt1q ¨ ¨ ¨φ1ptdq “ φdptq.

Konečně

φdp0q “ xφdp0q “

ż

φdpxq dmdpxq “

ż

xφdptq dmdptq.

Lemma 1.5.35. Nechť f P L1
locpRdq je taková, že

ş

fϕ “ 0 pro každé ϕ P DpRdq. Pak f “ 0.
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Důkaz. Je-li f ‰ 0, existuje kompaktK Ă Rn, že
ş

K
f ‰ 0. Nechť thju je aproximativní jednotka, pak χK˚hj Ñ χK

v L1pRnq dle Věty 1.5.22(b). Navíc
}χK ˚ hj}8 ď }χK}8}hj}1 ď 1.

Výběrem vhodné podposloupnost můžeme zaručit, že χK ˚ hj Ñ χK skoro všude. Nechť r ą 0 je takové, že
spth1 Ă Bp0, rq. Pak L “ K `Bp0, rq je kompakt, sptpχK ˚ hjq Ă L a χK ˚ hj P DpRdq. Dále

|f ¨ pχK ˚ hjq| ď |fχL| P L
1pRnq.

Z Lebesgueovy věty tedy máme

0 “ lim
jÑ8

ż

f ¨ pχK ˚ hjq “

ż

K

f ‰ 0,

což je spor.

Poznámka 1.5.36. Přechozí lemma ukazuje, že vnoření f ÞÑ Λf , f P L1
locpRnq, je prosté.

Věta 1.5.37 (O inverzi). (a) Nechť f, g P L1pRdq, pak
ş

pfg dmd “
ş

fpg dmd.

(b) Pro g P S platí gpxq “
ş

pgex dmd, x P Rd.

(c) Fourierova transformace je spojitá bijekce S na S , která má spojitou inverzi a periodu 4. Navíc platí ppϕ “ qϕ,
ϕ P S .

(d) Je-li f, pf P L1pRdq a f0pxq “
ş

pfex dmd, x P Rd, pak f “ f0 skoro všude.

Důkaz. (a) Požadovaná rovnost snadno plyne z Fubiniovy věty, neboť
ż

pfg dmd “

ĳ

fpxqgpyqe´ix¨y dmdpxqdmdpyq “

ż

fpg dmd.

(b) Nechť g P S . Je-li φ P S a λ ą 0, pak pro fpxq “ φpx{λq máme
ż

gp
t

λ
qpφptq dmdptq “

ż

gptqλdpφpλtq dmdptq

“

ż

gptq pfptq dmdptq “

ż

pgpyqφp
y

λ
q dmdpyq.

Protože
lim
λÑ8

gp
t

λ
q “ gp0q a lim

λÑ8
φp
y

λ
q “ φp0q,

dostáváme pomocí Lebesgueovy věty rovnost
ż

gp0qpφptq dmdptq “

ż

φp0qpgpyq dmdpyq.

Zvolíme-li za φ funkci φd z Lemmatu 1.5.34, máme rovnost

gp0q “

ż

pgpyq dmdpyq.

Tedy požadovná rovnost platí pro x “ 0.
Je-li nyní x P Rd obecné, platí díky předchozímu

gpxq “ pτ´xgqp0q “

ż

zτ´xg dmd “

ż

pgex dmd.

Tedy (b) platí.
(c) Označme Ff “ pf , f P S . Pak KerF “ t0u dle (b), a tedy F je prostá. Z tvrzení (b) též dostáváme, že

fp´xq “

ż

pfe´x dmd “ F2fpxq,

a tedy F2f “ qf . Proto F4f “ f a F je surjektivní. Konečně je inverze F´1 spojitá, neboť platí pF3qF “ I “ FpF3q,
což implikuje, že F´1 “ F3.

(d) Nechť f i pf P L1pRdq. Pak pro g P S máme z (a) a (b)
ż

fpg dmd “

ż

g pf dmd “

ż

pfpxq

ˆ
ż

pgpyqeix¨y dmdpyq

˙

dmdpxq

“

ż

pgpyq

ˆ
ż

pfpxqeix¨y dmdpxq

˙

dmdpyq “

ż

pgpyqf0pyq dmdpyq.
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Tedy

@g P S :

ż

pf ´ f0qpg dmd “ 0.

Protože je Fourierova transformace surjektivní, platí rovnost 0 “
ş

pf ´ f0qg pro každou funkci g P S . Platí
f0 P C0pRdq dle Věty 1.5.33(e), a tedy je f ´ f0 P L

1
locpRdq. Vhledem k tomu, že DpRdq Ă S , je funkce f ´ f0

nulová dle Lemmatu 1.5.35, tj. f “ f0 skoro všude.

Věta 1.5.38. Jsou-li f, g P S , pak f ˚ g P S a xfg “ pf ˚ pg.

Důkaz. Dokažme nejprve druhou rovnost a označme jako F Fourierovu transformaci. Protože

pf, pg, fg P S Ă L1pRdq a pf ˚ pg P L1pRdq,

platí dle Tvrzení 1.5.31(e) pro funkci h “ pf ˚ pg

ph “
z

pf ˚ pg “ pF2fqpF2gq “ qfqg “ |fg “
x

xfg.

Tedy ph P S , a proto i pf ˚ pg “ h P S . Pomocí Věty 1.5.37(c) tedy máme pf ˚ pg “ xfg.
Vezměme nyní funkce f1, g1 P S splňující pf1 “ f a pg1 “ g. Pak z předchozího platí

f ˚ g “ pf1 ˚ pg1 P S .

Věta 1.5.39 (Plancherelova věta). Existuje právě jedna surjektivní izometrie F : L2pRdq Ñ L2pRdq taková, že
Ff “ pf , f P S . Navíc Ff “ pf pro f P L1pRdq X L2pRdq.

Důkaz. Nechť x¨, ¨y značí skalární součin na L2pRdq “ pL2pRdq,mdq. Pak pro f, g P S máme

xf, gy “

ż

fg dmd “

ż

gpxq

ˆ
ż

pfptqeix¨t dmdptq

˙

dmdpxq

“

ż

pfptq

ˆ
ż

gpxqeix¨t dmdpxq

˙

dmdptq “

ż

pfptq

ˆ
ż

gpxqe´ix¨t dmdpxq

˙

dmdptq

“ x pf, pgy.

Tedy Fourierova transformace je izometrickým zobrazením S Ă L2pRdq na S Ă L2pRdq. Díky hustotě S v L2pRdq
a Větě 1.1.37 existuje operátor F : L2pRdq Ñ L2pRdq rozšiřující Fourierovu transformaci z S na L2pRdq. Je snadné
si rozmyslet, že toto rozšíření je izometrií L2pRdq na L2pRdq.

Mějme nyní funkci f P L1pRdq X L2pRdq. Fixujme r ą 0 a označme fr “ fχBp0,rq. Pak existují funkce tfnu z
DpBp0, 2rqq splňující }fn ´ fr}L2pRdq “ }fn ´ fr}L2pBp0,2rqq Ñ 0. Tedy i }fn ´ fr}L1pRdq “ }fn ´ fr}L1pBp0,2rqq Ñ 0

a Ffn Ñ Ffr v L2pRdq. Protože

} pfr ´xfn}8 ď }fr ´ fn}L1pRdq Ñ 0,

máme
›

›

›

pfr ´xfn

›

›

›

8
Ñ 0, }Ffr ´ Ffn}L2pRdq Ñ 0 a xfn “ Ffn.

Tedy Ffr “ pfr pro každé r ą 0. (Můžeme totiž výběrem podposloupnosti zařídit, že Ffn Ñ Ffr skoro všude.)
Proveďme nyní limitní přechod pro r Ñ8. Protože

lim
rÑ8

}f ´ fr}L2pRdq “ 0 a lim
rÑ8

}f ´ fr}L1pRdq “ 0,

máme pro r “ N , N P N,

lim
NÑ8

}FfN ´ Ff}L2pRdq “ 0 a lim
NÑ8

}xfN ´ pf}8 “ 0.

Protože FfN “ xfN podle předcházejícího kroku, analogicky jako výše platí Ff “ pf .
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1.5.6 Temperované distribuce
Tvrzení 1.5.40. Vnoření DpRdq do S je spojité na hustou podmnožinu.

Důkaz. Zjevně je DpRdq podmnožinou S .
Pokud posloupnost tϕnu konverguje k 0 v DpRdq, pak sptϕn Ă K, n P N, pro nějaký kompakt K Ă Rd a

Dαϕn Ñ 0 pro každý multiindex α. Je-li nyní P polynom a α multiindex, konverguje dle předchozího posloupnost
tDαϕnu stejnoměrně k 0, a tedy i PDαϕn Ñ 0. Tedy ϕn Ñ 0 v S .

Ukažme nyní, že DpRdq je hustou podmnožinou S . Nechť f P S je dána. Vezmeme ψ P DpRdq rovnající se 1 na
Bp0, 1q a položme fnpxq “ fpxqψpx{nq, x P Rd, n P N. Pak jsou funkce fn P DpRdq a platí fn Ñ f v S . Vskutku,
je-li P polynom a α multiindex, pak

P pxqDαpf ´ fnqpxq “ P pxq
ÿ

βďα

cβD
α´βpfqDβp1´ ψpx{nq.

Jelikož Dβp1´ ψpx{nqq “ 0 pro |x| ă n, funkce Dβpψpx{nqq jsou stejně omezená a funkce PDα´βpfq je v C0pRdq,
konverguje PDαpf ´ fnq stejnoměrně k 0. Tedy fn Ñ f v S .

Definice 1.5.41. Spojité lineární funkcionály na S se nazývají temperované distribuce. Prostor temperovaných
distribucí značíme S 1. Na S 1 uvažujeme následující konvergenci: Posloupnost tΛnu v S 1 konverguje v S 1 k Λ P S 1,
pokud Λnpϕq Ñ Λpϕq pro každou ϕ P S .

Poznámka 1.5.42. Funkcionál u : S Ñ F je v S 1 právě tehdy, když v “ u|DpRdq P D 1pRdq a existuje spojité
rozšíření v z DpRdq na S .

Příklady 1.5.43. Následující objekty jsou temperované distribuce.

(a) Každý prvek u P D 1pRdq s kompaktním nosičem.

(b) Míra µ PM`pRdq splňující
ş

p1` |x|2q´k dµpxq ă 8 pro nějaké k P p0,8q.

(c) Funkce g splňující
ş

|p1` |x|2q´kgpxq|p dmdpxq ă 8 pro nějaké k ą 0 a p P r1,8q.

(d) Funkce z pLppRdq,mdq, p P r1,8s, a funkce majorizované nějakým polynomem.

Důkaz. (a) Vezmeme ψ P DpRdq splňující ψ “ 1 na otevřené množině obsahující sptu a položíme

vpfq “ upfψq, f P S .

Pak nezáleží na volbě ψ a přitom v je spojité rozšíření u na S .
(b) Splňuje-li µ PM`pRdq odhad

ş

p1` |x|2q´k dµpxq ă 8 pro k P p0,8q, pak definujme

Λµpfq “

ż

fpxq dµpxq, f P S .

Zobrazení Λµ je díky předpokladu dobře definované, neboť

|Λµpfq| ď

ż

}p1` |x|2qkfpxq}8p1` |x|
2q´k dµpxq ă 8.

Je-li dále tfnu posloupnost konvergující k 0 v S , pak máme }p1` |x|2qkfnpxq}8 Ñ 0, a tedy

|Λµpfnq| ď

ż

|fnpxq| dµpxq ď }p1` |x|
2qkfnpxq}8

ż

p1` |x|2q´k dµpxq Ñ 0.

Tedy Λµ je v S 1.
(c) Nechť k ą 0 a p P r1,8q jsou dány předpokladem. Položme

Λgpfq “

ż

fg dmdpxq, f P S .

Nechť tfnu je posloupnost konvergující k 0 v S . Nechť q je sdružený exponent k p a m ą 0 je voleno tak, že
p
ş

p1` |x|2qpk´mqq dmdpxqq
1
q ă 8. Pak máme

|Λgpfnq| ď

ż

|fng| dmdpxq ď

ż

|fnpxqp1` |x|
2qk||p1` |x|2q´kgpxq| dmdpxq

ď

ˆ
ż

|fnpxqp1` |x|
2qk|q dmdpxq

˙
1
q
ˆ
ż

|p1` |x|2q´kgpxq|p dmdpxq

˙
1
p

ď C

ˆ
ż

|p1` |x|2qk´mp1` |x|2qmfnpxq|
q dmdpxq

˙
1
q

ď C}p1` |x|2qmfnpxq}8

ˆ
ż

p1` |x|2qpk´mqq dmdpxq

˙
1
q
nÑ8
Ñ 0.
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(d) Je-li g P LppRdq pro p P r1,8q, plyne tvrzení z (c). Je-li g majorizováno nějakým polynomem P , tj. |g| ď |P |,
pak lze volbou vhodného k P N zařídit, že

ż

|p1` |x|2q´kgpxq| dmdpxq ď

ż

|P pxq|p1` |x|2q´k dmdpxq ă 8.

Tedy závěr opět plyne z (c). Tedy i funkce z L8pRdq jsou v S 1.

Tvrzení 1.5.44. Je-li α multiindex, P polynom a f P S , jsou u ÞÑ Dαu, u ÞÑ Pu a u ÞÑ fu dobře definované
spojité operace na S 1.

Důkaz. Nechť u P S 1, α je multiindex a tfnu konverguje k 0 v S . Pak Dαfn Ñ 0 v S , a tedy

pDαuqpfnq “ p´1q|α|upDαfnq Ñ 0.

Tedy Dαu P S 1. Dále pro posloupnost tunu konvergující k 0 v S 1 a pevné f P S máme

lim
nÑ8

pDαunqpfq “ lim
nÑ8

p´1q|α|unpD
αfq “ 0,

a tedy u ÞÑ Dαu je spojité zobrazení na S 1.
Ostatní případy se dokáží obdobně.

Definice 1.5.45. Fourierova transformace temperované distribuce u je definována jako pupfq “ up pfq, f P S .

Věta 1.5.46. Platí následující tvrzení.

(a) Fourierova transformace je spojitá bijekce S 1 na S 1 s periodou 4 a spojitou inverzí.

(a) Máme xuf “ u
pf pro f P L1 a xuf “ uFf pro f P L2.

(c) Je-li P polynom, platí {P pDqu “ P pu a xPu “ P p´Dqpu.

Důkaz. (a) Nechť u P S 1 a tfnu jde k 0 v S . Pak xfn Ñ 0 v S , a tedy

lim
nÑ8

pupfnq “ lim
nÑ8

upxfnq “ 0.

To znamená, že pu P S 1.
Nechť tunu konverguje k 0 v S 1. Pak pro pevné f P S platí

lim
nÑ8

xunpfq “ lim
nÑ8

unp pfq “ 0,

a u ÞÑ pu je spojité zobrazení na S 1.
Označme Fu “ pu, u P S . Pak

F4upfq “ upF4fq “ upfq, f P S ,

a tedy F4 je identita na S 1. Tedy je F bijekce S 1 na S 1. Protože též dostáváme F´1 “ F3, je inverze F´1 spojitá.
(b) Nechť g P L1pRdq. Pak pro f P S platí

xugpfq “ ugp pfq “ p2πq
d{2

ż

pfg dmd “ p2πq
d{2

ż

fpg dmd “

ż

fpg “ u
pgpfq.

Pro funkci g P L2pRdq je třeba jako výše ověřit, že je-li f P S , platí
ş

fFg dmd “
ş

pfg dmd (zde Fg značí
Fourierovu transformaci na L2pRdq z Věty 1.5.39). K ověření této rovnosti uvažujme gn “ gχBp0,nq. Pak gn P

L1pRdqXL2pRdq a platí limitní přechody gn Ñ g v L2pRdq a
ş

gn pf Ñ
ş

g pf . Tedy i Fgn Ñ Fg v L2pRdq a dostáváme
ż

g pf dmd “ lim
nÑ8

ż

gn pf dmd “ lim
nÑ8

ż

xgnf dmd

“ lim
nÑ8

ż

pFgnqf dmd “

ż

pFgqf dmd.

(c) Pro polynom P , temperovanou distribuci u a f P S máme

{P pDqupfq “ pP pDquqp pfq “ p
ÿ

cαDαuqp pfq

“
ÿ

pcαDαuqp pfq “
ÿ

cαppiq
´|α|Dαuqp pfq

“
ÿ

cαpiq
´|α|p´1q|α|upDα

pfq “ u
´

ÿ

cαp´1q|α|piq´|α|Dα
pf
¯

“ upP p´Dq pfq “ upxPfq “ pupPfq “ pP puqpfq.
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Tedy {P pDqu “ P pu.
Dále platí

pP p´Dqpuqpfq “ pp
ÿ

cαp´1q|α|piq´|α|Dαqppuqqpfq “ pup
ÿ

cαpiq
´|α|Dαfq

“ pupP pDqfq “ up {P pDqfq “ upP pfq

“ pPuqp pfq “ xPupfq.

Definice 1.5.47. Je-li u P S 1 a f P S , definujeme konvoluci u ˚ f jako pu ˚ fqpxq “ upτx qfq, x P Rd.

Věta 1.5.48. Nechť u P S 1 a f, g P S . Pak platí následující tvrzení.

(a) u ˚ f P C8pRdq a Dαpu ˚ fq “ Dαu ˚ f “ u ˚Dαf .

(b) u ˚ f P S 1.

(c) zu ˚ f “ pfpu a xfu “ pu ˚ pf .

(e) u ˚ pf ˚ gq “ pu ˚ fq ˚ g.
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Kapitola 2

Úvod do funkcionální analýzy - příklady

2.1 Témata ke cvičení (zima 2014/2015)
• Téma 1:

1. Něco z Příkladu 2.2.9(a) i (b).

2. Příklad 2.2.5.

3. Separabilita a úplnost CpKq se supremovou a integrální normou.

4. Separabilita a úplnost c0 a `p.

5. Něco o MpKq (příklady, separabilita, úplnost).

6. Komplexifikace.

7. Něco na faktorprostory, např. Příklady 2.4.4, 2.4.9.

• Téma 2

1. Něco na komplementy, např. Příklady 2.4.8, 2.4.6.

2. Lemma 1.1.30(a),(d).

3. Něco norem funkcionálů a operátorů, viz Sekce 2.10, 2.13.1.

4. Řídkost uzavřeného vlastního podprostoru, vlastní hustý podprostor, vlastní podprostor druhé kategorie.

5. Příklady 2.7.3, 2.7.4.

6. Příklad 2.10.7.

7. Něco na řady, např. Příklady 2.5.1 a 2.5.2.

• Téma 3

1. Důkaz Věty 1.1.41.

2. Příklad 2.5.4.

3. Příklad 2.6.11.

4. Příklad 2.6.19.

5. Příklad 2.6.3.

6. Příklady 2.8.3 a 2.8.4.

• Téma 4

1. Příklad 2.7.6.

2. Tvrzení 1.1.58.

3. Tvrzení 1.1.59.

4. Příklad 1.1.60.

• Téma 5

1. Tvrzení b) a c) z Věty 1.2.19.

2. Příklad 2.8.1.

3. Příklad 2.8.5.
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4. Věta 1.2.10.

5. Příklad 1.2.28(c).

• Téma 6

1. Příklad 2.12.5.

2. Příklad 2.12.2.

3. Příklad 2.12.3.

4. Příklad 2.12.15.

5. Příklad 2.12.8.

• Téma 7

1. Příklad 2.13.8

2. Souvislost duálních a adjungovaných operátorů s maticemi.

3. Příklad 1.4.18

4. Příklady na spektrum (konečně dimenzionální, posuny, integrální operátor)

5. Kompaktní podmnožiny různých prostorů.

6. Příklad 1.4.18.

• Téma 8

1. Příklady 2.15.: 5, 6, 8, 10, 21, 31

• Téma 9

1. Ukažte, že zobrazení u : ϕ ÞÑ
ş1

´1
ϕptq dt je temperovaná distribuce na R spočtěte pu.

2. Ukažte, že uex není temperovaná distribuce. (Uvažte funkci e´xχr2,8q a shlaďte ji pomocí konvoluce
vhodnou hladkou funkcí s kompaktním nosičem.)

3. Ukažte, že rovnice y1 ´ y “ 0 nemá nenulové řešení v S 1pRq. (Je-li u temperovaná distribuce řešící
tuto rovnici, splňuje její Fourierova distribuce Fu rovnici p1 ` igqFu “ 0, kde gpxq “ x, x P R. Odtud
odvoďte, že u “ 0.)

4. Spočtěte F pu1q a F puδaq, kde a P R.
5. Nechť f P L1pp0, 2πqq a

ř

kPZ af pkqe
ikx je její Fourierova řada. Dodefinujte f na R 2π-periodicky a vyjá-

dřete F puf q pomocí koeficientů tapkqu. (Rozveďte podrobně následující návod. Předpokládejme nejprve,
že f P L2pp0, 2πqq. Pak f “

ř

kPZ af pkqe
ikx v L2pp0, 2πqq a dostaneme F puf q “

?
2π

ř

kPZ af pkqδk. V
obecném případě aproximujte danou f P L1pp0, 2πqq funkcemi v L2pp0, 2πqq a proveďte limitní přechody
k ověření F puf q “

?
2π

ř

kPZ af pkqδk.)

2.2 Normované lineární prostory
Příklad 2.2.1. (a) Najděte nejakou algebraickou bázi v Rn a v Cn.

(b) Napište definici eukleidovské normy na Rn i Cn pro n P N.

(c) Ukažte (vysvětlete, z čeho plyne), že pRn, } ¨ }q a pCn, } ¨ }q jsou Banachovy prostory dimenze n.

(d) Co jsou normy } ¨ }p, p P r1,8s, a jaký je jejich vztah k eukleidovské normě. Odvoďte odpovědi na otázku (c)
i pro tyto normy.

Příklad 2.2.2. Ukažte, že na konečně rozměrném prostoru jsou každé dvě normy ekvivalentní.

Příklad 2.2.3. Ukažte, že libovolná norma na konečně dimenzionálním prostoru je úplná.

Příklad 2.2.4. Najděte na daném nekonečně rozměrném Banachově prostoru X dvě úplné normy } ¨ }1 a } ¨ }2 tak,
že identita I : pX, } ¨ }1q Ñ pX, } ¨ }2q není spojitá ani v jednom směru.

Příklad 2.2.5. Každá koule v normovaném lineární prostoru je konvexní a každá konvexní množina je souvislá.

Příklad 2.2.6. Vnitřek konvexní množiny je konvexní.

Příklad 2.2.7. Sféra alespoň dvoudimenzionálního prostoru je souvislá.
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Příklad 2.2.8. (a) Uzávěr prodprostoru je podprostor a uzávěr konvexní množiny je konvexní.

(b) Platí

spanA “ t
n
ÿ

i“1

λixi : n P N, λ1, . . . , λn P F, x1, . . . , xn P Au,

coA “ t
n
ÿ

i“1

λixi : n P N, λ1, . . . , λn ě 0,
n
ÿ

i“1

λi “ 1, x1, . . . , xn P Au.

Příklad 2.2.9. Nechť X je normovaný lineární prostor.

(a) Nechť A Ă X. Pak spanA “ spanA a coA “ coA.

(b) Upx, rq “ Bpx, rq a IntBpx, rq “ Upx, rq. Najděte příklad metrického prostoru, kde tyto identity neplatí.

Příklad 2.2.10. (a) Ukažte, že prostor matic A “ paijqni,j“1 reálných (komplexních) čísel je vektorový prostor s
obvyklými operacemi sčítání a násobku.

(b) Určete jeho dimenzi.

(c) Je norma definovaná výrazem
b

řn
i,j“1 a

2
ij rovna normě operátoru T pxq “ Ax na Rn (Cn), uvažujeme-li na

Rn eukleidovské normy? Případně platí aspoň nějaká nerovnost mezi nimi?

Příklad 2.2.11. Nechť x1, . . . , xn jsou v normovaném lineární prostoru X. Pak následující tvrzení jsou ekviva-
lentní.:

(i) tx1, . . . , xnu jsou lineárně nezávislé.

(ii) Existuje C ą 0 tak, že tpt1, . . . , tnq P Fn : }
řn
i“1 tixi} ă Cu je omezená v Fn.

(iii) Pro každé C ą 0 platí, že tpt1, . . . , tnq P Fn : }
řn
i“1 tixi} ă Cu je omezená v Fn.

Příklad 2.2.12. Nechť pX, } ¨ }1q je Banachův prostor a } ¨ }2 : X Ñ r0,8s má následující vlastnosti:

• Na množině Y “ tx P X : }x}2 ă 8u je to norma,

• } ¨ }2 je zdola polospojitá na X.

Pak pY, } ¨ }2q je Banachův.

Příklad 2.2.13. Zkuste použít předchozí příklad na X “ p`8, } ¨ }`8q a } ¨ }2 “ } ¨ }`p .

Příklad 2.2.14. Nechť X je metrický prostor a A,B Ă X neprázdné. Zjistěte, zda se nabýva distpA,Bq v násle-
dujících případech:

• bez dalších předpokladů,

• A jakákoliv a B jednobodová,

• A,B uzavřené,

• A,B uzavřené a X úplný,

• A,B uzavřené a X “ Rn,

• A kompaktní a B uzavřená,

• X Banachův prostor, A uzavřený podprostor a B jednobodová,

• A,B uzavřené a omezené,

• A kompaktní, B uzavřená a X lokálně kompaktní,

• A kompaktní, B uzavřená, X úplný a lokálně kompaktní,

• A kompaktní, B uzavřená, X “ Rn.

Příklad 2.2.15. (a) Najděte klesající posloupnost tBnu uzavřených koulí v úplném metrickém prostoru X tak,
že

Ş

nBn “ H.

(b) Ukažte, že takovou posloupnost nelze najít v Banachově prostoru.

(c) Najděte neúplný prostor X a klesající posloupnost tBnu uzavřených koulí s diametry jdoucími k 0 tak, že
Ş

nBn “ H.
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2.3 Příklady Banachových prostorů
Příklad 2.3.1. Nechť `8pΓq je vektorový prostor všech reálných (komplexních) omezených funkcí na množině Γ.

(a) Dokažte, že }f}8 “ supt|fpγq| : γ P Γu je norma na `8pΓq.

(b) Pro jaká Γ je p`8pΓq, } ¨ }8q konečně rozměrný?

(c) Pro jaká Γ je p`8pΓq, } ¨ }8q separabilní?

(d) Dokažte, že normovaný lineární prostor p`8pΓq, } ¨ }8q je úplný.

Příklad 2.3.2. (a) Připomeňte, jak jsou definovány normy v prostorech Cpr0, 1sq, c0, c, `8 “ `8pNq.

(b) Ukažte, že jde o uzavřené lineární podprostory `8pΓq pro Γ “ r0, 1s, resp. Γ “ N.

(c) Jak z toho plyne, že jde o Banachovy prostory?

(d) Které z těchto prostorů jsou separabilní?

Příklad 2.3.3. (a) Připomeňte, jak jsou definovány normy na prostorech `p pro p P r1,8s. Zopakujte si důkazy
toho, že jde o normy a že jsou úplné.

(b) Pro která p jde o separabilní Banachovy prostory?

(c) V jakém vztahu jsou prostory `p a `q pro p ă q?

Příklad 2.3.4. (a) Připomeňte, jak jsou definovány vektorové prostory LppRq pro p P r1,8s.

(b) Jde o Banachovy prostory?

(c) Pro která p jde o separabilní Banachovy prostory?

(d) Ukažte, že LppRq obsahuje podprostor, který je izomorfní prostoru `p.

(e) V jakém vztahu jsou prostory Lp a Lq pro p ă q (uvažujte, zda je míra prostoru konečná či nikoliv)?

Příklad 2.3.5. Nechť Ckpr0, 1sq “ tf P Cpr0, 1sq : f pkq P Cpr0, 1squ a }f} “ supt|fpxq| : x P r0, 1su` supt|f pkqpxq| :
x P r0, 1su pro f P Ckpr0, 1sq. (Zde derivací v nule a v jedné rozumíme odpovídající jednostranné derivace.)

(a) Dokažte, že pCkpr0, 1sq, } ¨ }q je nekonečně rozměrný, separabilní Banachův prostor.

(b) Jde o uzavřený podprostor prostoru Cpr0, 1sq?

Příklad 2.3.6. Nechť pX, ρq je metrický prostor s metrikou ρ a x0 P X je dáno. Uvažujte prostor LippXq všech
lipschitzovských funkcí na X s normou

}f}Lip “ |fpx0q| ` supt
|fpxq ´ fpyq|

ρpx, yq
: x ‰ yu.

Je LippXq Banachův prostor? Je Lipr0, 1s separabilní? Co se stane, když vynecháme v definici normy } ¨ }Lip člen
|fpx0q|?

Příklad 2.3.7. Prostor X všech posloupností txnu s konečnou variací, tj. posloupností splňujících

}txu} “ |x1| `

8
ÿ

k“1

|xk`1 ´ xk| ă 8,

je s touto normou Banachův.

2.4 Operace s prostory
Příklad 2.4.1. Ukažte, že X{M z předchozího příkladu je Banachův, pokud je X Banachův.

Příklad 2.4.2. Nechť X,Y jsou normované prostory. Uvažujte } ¨ }1, } ¨ }8, resp. } ¨ }p na součinu X ˆ Y .

(a) Jsou tyto normy ekvivalentní?

(b) Kdy je součin úplný?

(c) Jak vypadá duál k X ˆ Y ?
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Příklad 2.4.3. Nechť X je normovaný lineární prostor, X “ A‘ B, kde A je úplný a B konečně dimenzionální.
Ukažte, že X je úplný.

Příklad 2.4.4. Nechť X “ CpKq a Y “ tf P X : f “ 0 na F u, kde F Ă X je uzavřená množina. Ukažte, že
X{Y “ CpF q.

Příklad 2.4.5. Nechť H je Hilbertův prostor a Y ĂĂ H jeho uzavřený podprostor. Pak H{Y je izometricky
izomorfní Y K.

Příklad 2.4.6. Ukažte,k že LppRq “ Lppp´8, 0qq ‘t L
ppp0,8qq.

Příklad 2.4.7. Nechť X “ Cpr0, 1sq a Y “ tf P X : fp0q “ 0u. Popište X{Y .

Příklad 2.4.8. Nechť X “ Cpr´1, 1sq, Y1 “ tf P X : f licháu a Y2 “ tf P X : f sudáu. Pak X “ Y1 ‘t Y2.

Příklad 2.4.9. (a) Nechť Y je uzavřený podprostor normovaného lineárního prostoru X. Je–li Y i X{Y úplný,
je X také úplný.

(b) Nechť Y je uzavřený podprostor normovaného lineárního prostoruX. Pak následující tvrzení jsou ekvivalentní.

(i) X je separabilní,
(ii) Y i X{Y jsou separabilní.

2.5 Řady v normovaných prostorech
Příklad 2.5.1. Nechť X je Banachův a

ř8

n“1 }xn} ă 8. Pak pro každou permutaci π : NÑ N platí
ř8

n“1 xπpnq “
ř8

n“1 xn.

Příklad 2.5.2. Najděte X Banachův a řadu
ř8

n“1 xn konvergující při každém přerovnání, která ale splňuje
ř8

n“1 }xn} “ 8.

Příklad 2.5.3. Ukažte, že předpoklad úplnosti ve Větě 1.1.39(c) nelze vynechat.

Příklad 2.5.4. Nechť txn : n P Nu je množina navzájem kolmých prvků Hilbertova prostoru. Pak následující
tvrzení jsou ekvivalentní.

(i)
ř8

n“1 xn konverguje,

(ii)
ř8

n“1 }xn}
2 ă 8,

(iii)
ř8

n“1 xn konverguje bezpodmínečně,

(iv)
ř8

n“1xxn, yy konverguje pro každé y P H.

Jak tvrzení dopadne v případě obecného systému txi : i P Iu kolmých prvků?

2.6 Hilbertovy prostory
Příklad 2.6.1. Najděte několik různých skalárních součinů na Rn (na Cn). Vysvětlete, proč normy definované
každým z nich jsou ekvivalentní s eukleidovskou normou.

Příklad 2.6.2. NechťM je uzavřený podprostor Hilbertova prostoru H a x0 P H. Pak distpx,Mq “ maxt|xx0, yy| :
y PMK, }y} “ 1u.

Příklad 2.6.3. Spočtěte mina,b,c
ş1

´1
|x3 ´ a´ bx´ cx2|2 dx.

Příklad 2.6.4. Spočtěte mina,b,c
ş8

0
|x3´pa`bx`cx2q|2e´x dx, a max

ş8

0
x3gpxqe´x dx kde g je kolmé na t1, x, x2u

a
ş8

0
|gpxq|2e´x dx “ 1.

Příklad 2.6.5. Nechť ϕ : H Ñ R je funkcionál. Dokažte, že kodimenze prostoru tx : ϕpxq “ 0u je nejvýše jedna.

Příklad 2.6.6. Dokažte tvrzení: M je uzavřený podprostor H, právě když pMKqK “M.

Příklad 2.6.7. Je-li M podprostor Hilbertova prostoru, platí M “ pMKqK.

Příklad 2.6.8. Nechť A Ă r0, 2πs je měřitelná. Dokažte, že

lim
nÑ8

ż

A

sinnx “ lim
nÑ8

ż

A

cosnx “ 0.
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Příklad 2.6.9. Popište ortogonální projekce H na M , pokud

M “ tf P L2p0, 2πq : cnpfq “ 0 pro n P A Ă Zu,

M “ tf P L2pRq : f “ 0 s.v. pro x P B Ă Ru

(A a B jsou dané množiny a cnpfq značí Fourierovy koeficenty funkce f).

Příklad 2.6.10. Ukažte, že na Cpr0, 1sq nelze zavést skalární součin generující }.}8.

Příklad 2.6.11. Najděte prostor se skalárním součinem a v něm maximální ortonormální soustavu, jejíž lineární
obal není hustý.

Příklad 2.6.12. Nechť N je přirozené číslo, α P C, αN “ 1 a α2 ‰ 1. Dokažte, že skalární součin na Hilbertově
prostoru splňuje identity

px, yq “
1

N

N
ÿ

n“1

}x` αny}2αn

a
px, yq “

1

2π

ż π

´π

}x` eity}2eit dt.

Příklad 2.6.13. Nechť X je prostor se skalárním součinem. Pak je ekvivalentní:

(i) xx, yy “ 0,

(ii) }x` αy} “ }x´ αy} pro každý skalár α,

(iii) }x` αy} ě }x} pro každý skalár α.

Příklad 2.6.14. Nechť X je množina všech reálných absolutně spojitých funkcí na r0, 1s, pro něž f 1 P L2p0, 1q.
Rozhodněte, zda X je prostor se skalárním součinem, či zda je dokonce Hilbertův, pokud

pf, gq “ fp0qgp0q `

ż 1

0

f 1g1.

Příklad 2.6.15. Určete ortogonální doplněk v L2p0, 1q k prostoru tf P L2p0, 1q :
ş1

0
f “ 0u.

Příklad 2.6.16. Nechť X Ă Y jsou uzavřené podprostory Hilbertova prostoru. Pak existuje y P Y tak, že }y} “ 1
a }y ´ x} ě 1 pro každé x P X.

Příklad 2.6.17. Pro n přirozené a t P r´1, 1s položme fnptq “ tn´1. Pak existuje právě jedna ortonormální
posloupnost gn P L2p´1, 1q tak, že

spantf1, . . . , fku “ spantg1 . . . , gku.

Spočtěte g1, . . . , g5.
Uvažujte analogický problém pro interval r0, 1s.

Příklad 2.6.18. Dokažte, že v množině A “ tx P `2 :
ř

p1` 1
i qx

2
i ď 1u neexistuje prvek x tak, aby }x} “ supt}a} :

a P A.u

Příklad 2.6.19. Nechť pX,S, µq je pravděpodobnostní prostor a T Ă S je σ-algebra. Je-li f P L2pX,S, µq, je
funkce g P L2pX, T , µq podmíněná střední hodnota f , pokud platí

@T P T :

ż

T

f dµ “

ż

T

g dµ.

Hilbertův prostor M “ L2pX, T , µq lze přirozeně uvažovat jako podprostor Hilbertova prostoru H “ L2pX,S, µq.
Ukažte, že g je podmíněná střední hodnota f právě tehdy, když }f ´ g} “ distpf,Mq.

2.7 Báze všeho druhu
Příklad 2.7.1. Najděte dimenzi algebraické báze pro prostory Cpr0, 1sq, c0, `p a Lpr0, 1s.

Příklad 2.7.2. Ukažte, že dvě různé báze vektorového prostoru mají stejnou mohutnost.

Příklad 2.7.3. Najděte nekonečně rozměrný normovaný prostor se spočetnou algebraickou dimenzí.

Příklad 2.7.4. Ukažte, že algebraická dimenze Banachova prostoru nemůže být nekonečná a spočetná. (Návod:
Užijte Baireovu větu.)
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Příklad 2.7.5. Ujasněte si rozdíl mezi algebraickou a ortonormální bází Hilbertova prostoru.

Příklad 2.7.6. Nechť X je normovaný lineární prostor. Pak následující tvrzení jsou ekvivalentní.

(i) dimX ă 8,

(ii) každé dvě normy na X jsou ekvivalentní,

(iii) každé lineární zobrazení T prostoru X do normovaného lineárního prostoru Y je spojité.

2.8 Hahn–Banachova věta

Příklad 2.8.1. (Banachova limita) Ukažte, že existuje spojitý lineární funkcionál L na prostoru `8 takový, že

Lpxq “ limnÑ8 xn pro x P c,

Lpxq ď Lpyq, je-li xn ď yn pro všechna n P N a konečně

Lpx1, x2, . . . q “ Lpxk, xk`1, . . . q pro x P `8 a k P N.

(a) Užijte návod: Uvažujte funkcionál, který konvergentní posloupnosti přiřadí její limitu, a sublineární funkcionál
lim supnÑ8

1
n

řn
k“1 xk.

(b) Užijte návod: Uvažujte funkcionál rovný nule na posloupnostech tvaru px2 ´ x1, x3 ´ x2, . . . q a sublineární
funkcionál ppxq “ suptxn : n P Nu.

(c) Ukažte, že "Banachova limita"L nemůže splňovat rovnost Lpxyq “ LpxqLpyq.

Příklad 2.8.2. Nechť f je konkávní a g je konvexní na konvexní uzavřené množině K Ă Rn, nechť fpxq ď gpxq
pro x P K. Rozhodněte, zda existuje afinní funkce h na Rn taková, že fpxq ď hpxq ď gpxq pro x P K.

(Funkce h je afinní, jestliže hpxq´hp0q je lineární. Ukažte, že h je afinní, právě když hpax` byq “ ahpxq` bhpyq
pro všechna a, b P R, a` b “ 1, x, y P Rn.)

Příklad 2.8.3. Nechť f je omezený funkcionál na podprostoru M Hilbertova prostoru X. Dokažte, že existuje
právě jedno rozšíření f na celý X se stejnou normou a že se toto rozšíření anuluje na MK.

Příklad 2.8.4. Sestrojte omezený funkcionál na podprostoru L1pµq tak, aby existovala dvě různá rozšíření na
L1pµq zachovávající normu.

Příklad 2.8.5. Připomeňte si, že funkcionál f na normovaném lineárním prostoru X je spojitý, právě když Ker f
je uzavřený. Ukažte, že obdobná věta neplatí pro operátory.

Příklad 2.8.6. NechťM je podprostor normovaného prostoru X. Jestliže jediná spojitá lineární forma na X, která
je nulová na M , je nulová, potom M je hustý v X.

Příklad 2.8.7. Množina H Ă Rn se nazývá nadrovina, pokud existují reálná čísla a1, . . . , an, c tak, že H “ tx P
Rn :

ř

aixi “ cu. Nechť E je konvexní s neprázdným vnitřkem a y leží na hranici E.Dokažte, že existuje nadrovina
H tak, že y P H a E leží na jedné straně H.

Příklad 2.8.8. Nechť SX je jednotková sféra normovaného lineárního prostoru X nekonečné dimenze. Je možné
SX pokrýt konečně mnoha uzavřenými koulemi, které neprotínají počátek?

2.9 Duální prostory a reflexivita

2.9.1 Klasické duální prostory

Příklad 2.9.1. (a) Popište, jak lze reprezentovat spojité lineární funkcionály na Rn, na Hilbertově prostoru, na
c0, na `p, na CpKq, na c,... a co to znamená o jejich normě. Ve kterých případech umíte ukázat, že jde o
izometrii?

(b) V případe reprezentace funkcionálu na c zkuste použít znalost reprezentace funkcionálu na prostoru spojitých
funkcí na kompaktním metrickém prostoru t0u Y t 1

n : n P Nu.

(c) Jsou prostory c˚0 a c˚ "lineárně izometrické"?

Příklad 2.9.2. Který z klasických prostorů je reflexivní?

81



2.9.2 Duály obecně
Příklad 2.9.3. (a) Ukažte, že prostor spojitých lineárních operátorů mezi Banachovými prostory je Banachův

prostor s obvyklou normou.

(b) Ukažte, že duální prostor X˚ k Banachovu prostoru X je speciálním případem předchozího.

(c) Najděte lineární izometrii prostoru X˚ na podprostor prostoru `8pBXq, kde BX je otevřená jednotková koule
v prostoru X.

Příklad 2.9.4. Dokažte: X˚ separabilní, pak X separabilní. (Návod: Zvolte tfnu spočetnou hustou v jednotkové
sféře X˚. Najděte txnu v jednotkové sféře X tak, že fnpxnq ě 1

2 . Ukažte, že txnu je hustá v jednotkové sféře X a
tím pádem je X separabilní.)

Platí to i naopak?

Příklad 2.9.5. Nechť X je Banachův prostor, jehož duál X˚ je reflexivní. Pak X je reflexivní. Dokažte.

Příklad 2.9.6. Uzavřený podprostor reflexivního prostoru je reflexivní.

Příklad 2.9.7. Reflexivní normovaný prostor je úplný.

Příklad 2.9.8. (a) Existuje spojitý funkcionál s normou jedna, který na jednotkové kouli nenabývá hodnotu
jedna, na prostoru c0, Cpr0, 1sq, `1, ...?

(b) Existuje v jednotkové kouli prostoru c0 (Cpr0, 1sq, `1, ...) posloupnost, která nemá vybranou slabě konvergentní
podposloupnost?

Najdete konkrétní příklady takových funkcionálů a posloupností na uvedených nereflexivních prostorech.

Příklad 2.9.9. Nechť X Banachův. Pak následující tvrzení jsou ekvivalentní.

(i) X reflexivní,

(ii) pro každý vlastní uzavřený Y ĂĂ X existuje x P SX tak, že distpx, Y q “ 1,

(iii) pro každý vlastní uzavřený Y ĂĂ X a x P X existuje y P Y tak, že }x´ y} “ distpx, Y q.

Příklad 2.9.10. Nechť `1 je uvažováno s normou }x}n “ }x}`1 ` }x}`8 . Ukažte, že p`1, } ¨ }nq˚ lze ztotožnit s `8 s
normou

}x}˚n “ supt
1

|N | ` 1

ÿ

iPN

|xi| : N Ă N konečnáu.

Příklad 2.9.11. Nechť Y ĂĂ X uzavřený, Y reflexivní a X{Y reflexivní. Pak X je reflexivní.

2.10 Funkcionály
Příklad 2.10.1. Spočtěte normy následujících funkcionál u (pokud jsou dobře definovány) z X do R (respektive
do C) a určete, zda se jich nabývá.

(a) F : txnu ÞÑ
ř8

n“1
xn
n2 , X “ c0.

(b) px, yq ÞÑ 2x` 5y, kde px, yq P R2 s normou } ¨ }1, } ¨ }2, } ¨ }8.

(c) F : f ÞÑ
şπ

0
fpxq sinx dx, X “ L2p0, πq.

(d) F : f ÞÑ
ř8

n“1p´1qn 1
nfp

1
n q, X “ Cpr´1, 1sq.

(e) F : txnu ÞÑ
ř

n

p2` 1
n q

n
2
xn, X “ `2.

(f) F : f ÞÑ limnÑ8

ş1

0
fptnq dt, X “ Cpr´1, 1sq.

(g) F : f ÞÑ
ş1

0
tfptq dt, X “ Lpp0, 1q.

(h) F : f ÞÑ
ş1

0
t´

1
5 fptq dt, X “ L2p0, 1q.

(i) F : txnu ÞÑ
ř

p1´ 1
n qxn, X “ `1.

(j) F : f ÞÑ f 1p0q, X “ tf P Cpr´1, 1sq : f je polynom nejvýše 2. stupněu.

(k) F : txnu ÞÑ
ř

n ¨ xn, X “ c00.
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(l) F : f ÞÑ
ř8

k“1
fp1{kq
kpk`1q , k P N, f P Cpr0, 1sq.

Příklad 2.10.2. Najděte normu následujících funkcionálů na Cpr0, 1sq:

(a) F pfq “
ř8

k“1
p´1qk

k fp1{kq,

(b) F pfq “
ř8

k“1
p´1qk

k2 fp1{k2q,

(c) F pfq “ limnÑ8

řn
k“1

1
nfpk{nq,

(d) F pfq “
ş3{4

1{4
f ,

(e) F pfq “
ş1

0
fptq sgnpsinp1{tqq.

Příklad 2.10.3. Nechť a, b, c jsou reálná a ac´ b2 ą 0. Definujme skalární součin na R2 předpisem

px, yq “ ax1y1 ` bpx1y2 ` x2y1q ` cx2y2.

Najděte Rieszovu reprezentaci funkcionálu f a jeho normu, pokud je definován vzorcem fpx1, x2q “ αx` βy.

Příklad 2.10.4. Najděte normu ϕ : C1pr´1, 1sq Ñ R daného předpisem ϕpfq “
ş1

´1
tfptq dt a norma f je dána

}f} “ }f}8 ` }f
1}8.

Příklad 2.10.5. Ukažte, že lineární forma f : X Ñ F je spojitá právě tehdy, když její jádro je uzavřené.

Příklad 2.10.6. Ukažte, že lineární zobrazení f : X Ñ Fn je spojité právě tehdy, když jeho jádro je uzavřené.

Příklad 2.10.7. Nechť X je normovaný lineární prostor a f : X Ñ R lineární zobrazení. Jaké implikace platí mezi
následujícími výroky?

(i) f P X˚,

(ii) Ker f uzavřený,

(iii) f je otevřené zobrazení (tj. posílá otevřené množiny na otevřené),

(iv) graf f je uzavřený v X ‘ R.

(v) Ker f není hustý v X.

2.11 Slabá konvergence
Příklad 2.11.1. Ukažte, že konvergence posloupností v normě splývá se slabou konvergencí v Rn a ve všech
konečně rozměrných Banachových prostorech.

Příklad 2.11.2. Ve kterých Hilbertových prostorech splývá konvergence posloupností v normě se slabou konver-
gencí? Kdy lze najít posloupnost na jednotkové sféře, která slabě konverguje k nule?

Příklad 2.11.3. Najdete posloupnosti na jednotkové sféře, které konvergují slabě k nule, také v prostorech c0, `8,
...

Příklad 2.11.4. Ukažte, že slabá a w˚- konvergence posloupností splývají na duálu k Hilbertove prostoru.

Příklad 2.11.5. Ukažte, že každá posloupnost v duálu k Banachovu prostoruX, která konverguje slabě, konverguje
též w˚.

Příklad 2.11.6. Posloupnost tfnu Ă Cpr0, 1sq konverguje slabě k f P Cpr0, 1sq, právě když tfnu je omezená a
fn Ñ f bodově.

Příklad 2.11.7. Ukažte, že slabá a w˚–konvergence v duálu k reflexivnímu prostoru splývají.

Příklad 2.11.8. Nechť X je normovaný prostor, txnu je relativně kompaktní množina a xn Ñ x slabě, pak xn Ñ x.

Příklad 2.11.9. Nechť H je Hilbert uv, xn Ñ x slabě a }xn} Ñ }x}. Pak xn Ñ x.

Příklad 2.11.10. (Schurova věta) Dokažte, že každá slabě konvergentní posloupnost v `1 je konvergentní v normě.

Příklad 2.11.11. Nechť X je Banach uv a T omezený operátor na X. Dokažte

(a) xn konverguje slabě v X, pak }xn} je omezená.
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(b) xn Ñ x slabě, pak Txn Ñ Tx slabě.

(c) T kompaktní a xn Ñ x slabě, pak Txn Ñ Tx.

(d) Pokud X je reflexivní, Txn Ñ Tx kdykoliv xn Ñ x slabě, pak T je kompaktní.

(e) X reflexivní a T : X ÞÑ l1, pak T je kompaktní, a proto RpT q ‰ l1.

(f) Y reflexivní a T : c0 ÞÑ Y , pak T je kompaktní.

Příklad 2.11.12. Nechť fn, f P L1pµq, fn Ñ f µ-s.v. a fn konvergují k f slabě. Pak }fn ´ f}L1 Ñ 0.

2.12 Důsledky Baireovy věty
Příklad 2.12.1. Nechť X,K jsou metrické prostory a K je kompaktní. Má-li T : X Ñ K uzavřený graf, je již
spojité.

Příklad 2.12.2. (a) Ukažte, že Cpr0, 1sq je vektorový podprostor L1pr0, 1sq (v tom smyslu, že spojitou funkci
ztotožníme s třídou funkcí, které se jí rovnají skoro všude).

(b) Najděte posloupnost spojitých funkcí ležící na sféře prostoru Cpr0, 1sq, které konvergují v normě prostoru
L1pr0, 1sq k nule.

(c) Je identita na Cpr0, 1sq otevřené zobrazení?

(d) Má identita spojitou inverzi?

(e) Obraz Cpr0, 1sq je 1. kategorie v L1r0, 1s.

(f) Inverzní zobrazení k identitě je uzavřené.

(g) Ukažte přímo, že vektorový podprostor Cpr0, 1sq není uzavřený v L1pr0, 1sq, a tedy nejde o Banachův prostor.

Příklad 2.12.3. Dokažte, že L2p0, 1q je 1. kategorie v L1p0, 1q těmito postupy:

(a) tf P L2 :
ş

|f |2 ď nu jsou uzavřené v L1 a mají prázdný vnitřek.

(b) Ukažte, že identita z L2 do L1 je spojitá, ale není na.

To samé dokažte pro Lp a Lq, kde p ă q (resp. lp, lq).

Příklad 2.12.4. (a) Ukažte, že posloupnost p1{n, ..., 1{n, 0, ...q leží v `1 Ă c0 a konverguje v normě prostoru c0
k nule, kdežto v norme prostoru `1 leží na jednotkové sfére a nemá limitu.

(b) Je identita z `1 do c0 otevřené zobrazení? Jak z toho plyne, že `1 není v c0 normě úplný? (Užijte Banachovu
větu o otevřeném zobrazení.)

(c) Ukažte přímo, že vektorový podprostor `1 není uzavřený v c0, a tedy nejde o Banachův prostor.

Příklad 2.12.5. Nechť tanu jsou nezáporná čísla taková, že
ř

anbn ă 8 pro každou tbnu P `2. Pak tanu P `2.

Příklad 2.12.6. Nechť tanu jsou nezáporná čísla taková, že
ř

anbn ă 8 pro každou tbnu P c0. Pak tanu P `1.

Příklad 2.12.7. Nechť tcnu je posloupnost konvergující k nekonečnu. Ukažte, že existují posloupnosti a “ tanu a
b “ tbnu kladných čísel tak, že b P `1, a R `1 a an{bn “ cn, n P N.

Příklad 2.12.8. Definujme funkcionály Ln a Tn na c00 předpisy:

Ln : txnu ÞÑ nxn a Tn : txnu ÞÑ
n
ÿ

j“1

xj .

Pak }Ln} “ n a supt|Lnpxq| : n P Nu ă 8 pro každé x P c00. Dále tTnu konverguje bodově na c00 a přesto tato limita
není spojitým funkcionálem na c00. Není to ve sporu s principem stejnoměrné omezenosti či Banach-Steinhausovou
větou?

Příklad 2.12.9. Definujme funkcionály na Cpr0, 1sq Fn, F předpisem Fnpfq “ fp 1
n q a F pfq “ fp0q. Pak pro každou

f spojitou platí Fnpfq Ñ F pfq. Nicméně spočtěte lim sup }F ´ Fn} a lim inf }F ´ Fn}.

Příklad 2.12.10. Definujme pro f P Cpr0, 1sq Fnpfq “ 1
n`1

n
ř

k“0

fp kn q a F pfq “
1
ş

0

f. Dokažte, že Fnpfq Ñ Ff , ale

}Fn ´ F } nekonverguje k 0.
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Příklad 2.12.11. Dokažte, že existuje hustá Gδ množina E v Cr0, 2πs tak, že pro každou f P E je množina těch
x, kde Fourierova řada funkce f nekonverguje, hustá a typu Gδ.

Příklad 2.12.12. Nechť T je spojité prosté lineární zobrazení Banachova prostoru X na Banachův prostor Y . Pak
existuje c ą 0 tak,že }Tx} ě c}x}.

Příklad 2.12.13. Najděte neúplný prostor, který není 1. kategorie.

Příklad 2.12.14. Nechť X je hustý podprostor Y , který je 2. kategorie v sobě. Může být 1. kategorie v Y ?

Příklad 2.12.15. Najděte X,Y a T P LpX,Y q surjektivní neinvertovatelný tak, že

(a) X,Y nejsou Banachovy,

(b) X není Banachův,

(c) Y není Banachův.

Příklad 2.12.16. Sestrojte úplný metrický prostor a posloupnost do sebe zanořených omezených uzavřených koulí
tak, že mají prázdný pr unik. Jde to v Banachových prostorech?

Příklad 2.12.17. Ukažte, že předpoklad úplnosti ve větě o otevřeném zobrazení nelze vynechat ani pro X, ani
pro Y .

2.13 Operátory a jejich spektrum

2.13.1 Něco příkladů
Příklad 2.13.1. Najděte normu zobrazení F : pR3, } ¨ }8q Ñ pR2, } ¨ }2q, F px, y, zq “ p2x` 3y ´ z, 4x´ 3y ´ 2zq.

Příklad 2.13.2. Prozkoumejte prostotu, surjektivitu, jádro a normu následujících zobrazení na `8 zobrazujících
txku na tyku takto:

(a) y1 “ 0, yk`1 “ xk,

(b) yk “ xk`1,

(c) yk “ p1` p´1qkqxk,

(d) yk “ xk
k ,

(e) yk “ px1 ` ¨ ¨ ¨ ` xkq{k
2,

(f) yk “ x2k,

(g) yk “ 4k´3
k`1 xk!.

Příklad 2.13.3. Hledejte spektrum (bodové spektrum) operátoru

(a) T ppxnqq “ p0, x1, . . . q na `2.

(b) T ppxnqq “ pxn`1q na `2.

(c) T ppxnqq “ pxn ` xn`1q na `3. (Návod: Pro důkaz toho, že nekterá komplexní čísla nejsou ve spektru, můžete
užít Banachovu větu o kontrakci.)

(d) Tf “ gf na Cpr0, 1sq v závislosti na g P Cpr0, 1sq.

(e) Tfptq “ tfptq na podprostoru X Ă `8pr0, 1sq těch funkcí, které jsou spojité v nule zprava, spojité v jedné
zleva a mají v nule limitu nula. Vyšetřete, pro které prvky σpT qzσppT q je pT ´ λqpXq hustý v X.

(f) Tf “ px ÞÑ
şx

0
fptq dtq na Cpr0, 1sq. (Návod: Užijte své znalosti o řešení lineárních diferenciálních rovnic.)

Příklad 2.13.4. Spočtěte normy následujících operátor u z X do X, určete, zda se jich nabývá a podívejte se na
jejich spektrum.

(a) T : txnu ÞÑ p0, 0, x1,
1
2x2,

1
3x3, . . . q , X “ `2.

(b) T : txnu ÞÑ pix1, i
2x2, i

3x3, . . . q, X “ `2.

(c) T : txnu ÞÑ px1,
1
2x2,

1
3x3, . . . q, X “ `2.
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(d) T : txnu ÞÑ px2, x3, x4, . . . q, X “ `2.

(e) Tfpxq “ gpxqfpxq, X “ Cpr0, 1sq.

(f) Tfpxq “
şx

0
fptq dt, X “ Cpr0, 1sq.

(g) Tfpxq “ x2fp0q, X “ Cpr0, 1sq.

(h) Tfpxq “ fpx2q, X “ Cpr0, 1sq.

(i) Tfpxq “
şx

0
fptq dt, X “ tf P Cpr0, 1sq : fp0q “ 0u.

(j) Tfpxq “
ş1

´1
x2tfptq dt, X “ L2p´1, 1q.

(k) Tfpxq “ x
ş1

0
fptq dt, X “ L2p0, 1q.

(l) Tfpxq “ fpx` 1q, X “ L2pRq.

(m) Tfpxq “ xfpxq, X “ L2p´1, 1q.

(n) Tfpxq “ fp
?
xq, X “ L1r0, 1s.

(o) Tfpxq “
şx

0
tfptq dt` fp1q, f P Cpr0, 1sq.

(p) Tfpxq “
şx

0
fptq dt` fp1q, f P Cpr0, 1sq.

(q) Tfpxq “ 2fpxq ` x
ş1

0
fptq dt` x2

ş1

0
tfptq dt, f P Cpr0, 1sq.

2.13.2 Operátory obecně
Příklad 2.13.5. Ať T : X Ñ Y je lineární zobrazení mezi normovanými prostory. Nechť existuje otevřená množina
M Ă X tak, že T pMq je omezená. Ukažte, že T je spojitý.

Příklad 2.13.6. Najděte spojitý prostý operátor zobrazující neseparabilní prostor do separabilního.

Příklad 2.13.7. Ukažte, že zobrazení T px, yq “ tx sinαn`y cosαnu je izometrie pR2, } ¨ }2q do `8, je-li tαnu hustá
v r0, 2πs.

Příklad 2.13.8. (a) Napište, co je adjungovaným operátorem k T : pxnq P `1 ÞÑ p0, x1, . . . q P c0. Popište
operátor jako zobrazení z `1 do `8.

(b) Uvažujte operátor T definovaný předpisem jako v (a) na prostoru `2. Porovnejte adjungované operátory ve
smyslu Hilbertova prostoru a ve smyslu Banachově. Napište, jak lze dostat jeden pomocí druhého.

Příklad 2.13.9. Nechť Y “ tpxnq : x1 “ x2 “ x3 “ 0u je podprostor prostoru X “ `1, resp. X “ `2. Najděte něja-
kou spojitou projekci P prostoru X na Y , pokud existuje. Je v tom případě prostor KerP izomorfní (izometrický)
s prostorem X{Y ?

Příklad 2.13.10. Je T : f ÞÑ 1
2 pfpxq ´ fp´xqq projekce na prostoru Cpr´1, 1sq? Co je jádro a co obraz T? Platí,

že X{KerT je izomorfní s T pXq? Je T pXq doplněk k KerT?

Příklad 2.13.11. Najdete příklad omezeného operátoru T Banachova prostoru X do sebe, pro který není X{KerT
izomorfní s T pXq. Uvažujte např. operátor T definovaný předpisem Tfpxq “

şx

0
fpyq dy na X “ Cpr0, 1sq.

Příklad 2.13.12. Ukažte, že zobrazení T ÞÑ T 1 z věty 1.4.2 obecně není na.

Příklad 2.13.13. Necht T je operátor definovaný predpisem T pxnq “ pp1 ` 1
n qxnq na X “ `1. Platí v tomto

případe, že X{T pXq je izomorfní s kerT?

Příklad 2.13.14. Najděte omezený operátor T na nějakém Banachově prostoru X takový, že

(a) X{KerT je izomorfní s T pXq;

(b) X{T pXq není izomorfní s KerT .

Uvažujte operátor T , který je definován na `2 předpisem T : pxnq ÞÑ px1, 0, x2, 0, . . . q.

Příklad 2.13.15. Nechť X je komplexní Banach uv prostor a ϕ P X˚. Pak adjunkce k ϕ zobrazuje C do X˚.
Najděte obraz C při zobrazení ϕ˚.

Příklad 2.13.16. Dokažte, že T P BpX,Y q je izometrie, právě když operátor T 1 P BpY ˚, X˚q je izometrie.
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Příklad 2.13.17. Popište izometrii u mezi c˚0 a `1 a v mezi c˚ a `1. Definujte S : c0 Ñ c vztahem Sx “ x a popište
operátor vS˚u´1, který zobrazuje `1 do `1. Definujte operátor T : c Ñ c0 vztahem y1 “ x8, yn`1 “ xn ´ x8 pro
n ě 1. Dokažte, že T je prostý a na. Najděte }T } a }T´1}. Popište operátor uT˚v´1 , který zobrazuje `1 do `1.

Příklad 2.13.18. Nechť S a T jsou spojité lineární operátory na X a T “ TST. Dokažte, že T má uzavřený obor
hodnot.

Příklad 2.13.19. Nechť f, g P L2p0, 1q a f K g. Definujme operátor Ahpxq “
1
ş

0

fpxqgpyqhpyq dy. Dokažte, že A2 “ 0

a řešte rovnici pI ´Aqh “ w.

Příklad 2.13.20. Nechť X je `2pZq a Y “ tx P X : xpnq “ 0 pro n ď 0u. Najděte spektrum operátoru Axpnq “
xpn´ 1q. Určete dále spektrum A|Y a porovnejte obě spektra.

Příklad 2.13.21. Nechť S je libovolná neprázdná kompaktní podmnožina komplexní roviny. Najděte Banach uv
prostor X a operátor T : X Ñ X tak, že σpT q “ S.

Příklad 2.13.22. Nechť A ‰ 0 je operátor na konečně rozměrném prostoru X. Pak existuje právě jeden polynom
pptq “ tm ` α1t

m´1 ` ¨ ¨ ¨ ` αm´1t` αm tak, že ppAq “ Am ` α1A
m´1 ` ¨ ¨ ¨ ` αm´1A` αmI “ 0 a qpAq ‰ 0 pro

polynom menšího stupně.

Příklad 2.13.23. Nechť P je spojitá projekce na Banachově prostoru X. Najděte σpP q a popište operátor pλI ´
P q´1 pro λ z rezolventy P .

Příklad 2.13.24. Nechť X je normovaný komplexní prostor. Má každý operátor na X neprázdné spektrum?

Příklad 2.13.25. Rozhodněte, zda pro operátor A na konečně rozměrném Banachově prostoru platí:

(a) Spektrum A závisí na normě X.
(b) }A} “ supt|λ| : λ P σpAqu.

(c) Každý bod spektra A je vlastním číslem A.
(d) Operátor A lze reprezentovat maticí, pokud ano, napište jak.
(e) Vlastní vektory pro r uzná vlastní čísla jsou lineárně nezávislé.
(f) Existuje x P X tak, že }Tx} “ }T }}x}.
(g) Spektrum A závisí na volbě báze prostoru.

Příklad 2.13.26. Ukažte na příkladu,že S ˝ T “ I neimplikuje T ˝ S “ I.

Příklad 2.13.27. Jak vypadá předchozí příklad v konečné dimenzi?

Příklad 2.13.28. Zkuste najít na `2 nenulový operátor splňující T 2 “ 0.

Příklad 2.13.29. Nechť T je operátor na X a Y je jednodimenzionální podprostor X takový, že TY Ă Y. Dokažte,
že existuje vlastní číslo λ tak, že každý vektor y P Y je vlastním vektorem pro číslo λ.

Příklad 2.13.30. Nechť operátor na komplexním Hilbertově prostoru H splňuje pAx, xq “ 0. Dokažte, že A “ 0.
Dále najděte protipříklad na toto tvrzení pro případ, že H je reálný.

Příklad 2.13.31. Nechť X je normovaný lineární prostor nad C a T P LpXq. Je σpT q ‰ H?

2.14 Kompaktní operátory

2.14.1 Kompaktní množiny
Příklad 2.14.1. Charakterizujte kompaktní podmnožiny v klasických Banachových prostorech, tj. c0, lcokoliv, CpKq.
Konkrétně:

(a) Omezená množina K Ă c0 je relativně kompaktní právě tehdy, když tsupxPK |xpnq|u P c0,
(b) p P r1,8q, pak omezená množina K Ă `p je relativně kompaktní právě tehdy, když

lim
nÑ8

8
ÿ

i“n

|xpiq|p “ 0

stejnoměrně na K,
(c) Omezená množina K Ă `8 je relativně kompaktní právě tehdy, když pro každé ε ą 0 existuje rozbití N1 Y

¨ ¨ ¨ YNk “ N tak, že diam fpNiq ă ε pro každé i “ 1, . . . , k a f P K.
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(d) Je-li p P r1,8q, pak omezená množina K Ă LppRq je relativně kompaktní právě tehdy, když

lim
tÑ0

ż 8

´8

|fpx` tq ´ fpxq|p dx “ 0

stejnoměrně na K.

Příklad 2.14.2. H je Hilbert uv prostor a tenu je ortonormální soustava. Pak Q “ t
ř

xnen : |xn| ď
1
nu je

kompaktní. Dále žadný nekonečně rozměrný Hilbert uv prostor není lokálně kompaktní. Dokažte.

Příklad 2.14.3. Ukažte, že jsou následující tvrzení o množině A ve metrickém prostoru X ekvivalentní:

(i) Pro každé ε ą 0 existuje F Ă A konečná splňující A Ă
Ť

xPF Bpx, εq.

(ii) Pro každé ε ą 0 existuje F Ă X konečná splňující A Ă
Ť

xPF Bpx, εq.

(iii) Pro každé ε ą 0 existuje F Ă A konečná splňující A Ă
Ť

xPF Upx, εq.

(iv) Pro každé ε ą 0 existuje F Ă X konečná splňující A Ă
Ť

xPF Upx, εq.

2.14.2 Operátory
Příklad 2.14.4. Které z operátorů v kapitole 2.13 jsou kompaktní? Co to znamená o jejich spektru?

Příklad 2.14.5. Dokažte, že každé spojité lineární zobrazení z konečně rozměrného normovaného lineárního pro-
storu do libovolného normovaného lineárního prostoru je kompaktním operátorem.

Příklad 2.14.6. Je operátor T definovaný předpisem Tfpxq “ x
ş1

0
fptq dt` x2fp1q na Cpr0, 1sq kompaktní?

Příklad 2.14.7. Dokažte, že každý omezený operátor z normovaného prostoru do konečně rozměrného normova-
ného lineárního prostoru je kompaktní.

Příklad 2.14.8. Ukažte, že operátor T definovaný předpisem T : pxnq ÞÑ pxn{nq je kompaktní na `2. Vyšetřete
jeho spektrum.

Příklad 2.14.9. Ukažte, že operátor T : pxnq P `
p ÞÑ pznxnq je kompaktní na `p, p P r1,8s, právě když pznq P c0.

Příklad 2.14.10. Dokažte, že pokud }Tn´T } Ñ 0 pro posloupnost omezených operátoru normovaného lineárního
prostoru X do Banachova prostoru Y a pokud každý TnpXq je konečně rozměrný, pak je T kompaktní. Najděte
příklad, že T pXq nemusí být konečně rozměrný.

Příklad 2.14.11. Necht k P L2pR2q a zobrazení T je definováno predpisem Tfpxq “
ş

R kpx, yqfpyq dy na L2pRq.
Ukažte, že T je kompaktní operátor na L2pRq.

Návod. Ukažte nejprve, že ke k lze v L2pR2q najít jednoduché funkce kn tvaru
ř

i,j αi,jχAiχBj , kde suma je
konečná. Z toho ukažte, že operátory Tn definované predpisem Tnfpxq “

ş

R knpx, yqfpyq dy mají konečně rozměrné
obrazy a konvergují v operátorové norme k T .

Příklad 2.14.12. Ukažte, že operátor T definovaný předpisem Tfpxq “
ş2π

0
sinpx ´ yqfpyq dy je kompaktní na

L2pr0, 2πsq. Najděte jeho normu a spektrum.

Příklad 2.14.13. Ukažte, že operátor T definovaný jako Tfpxq “
ş1

0
|x´ y|αfpyq dy je kompaktní na L2pr0, 2πsq,

pokud 0 ă α ă 1{2. Najděte jeho normu a spektrum.

Příklad 2.14.14. Nechť

Kps, tq “

#

p1´ sqt pro 0 ď t ď s,

p1´ tqs pro s ď t ď 1

a definujme operátor T na L2p0, 1q rovností

Tfpsq “

ż 1

0

Kps, tqfptq dt p0 ď s ď 1q.

Dokažte, že:

(a) Vlastní čísla T jsou čísla pnπq´2, n “ 1, 2, 3, . . . , odpovídající vlastní vektory jsou sinnπx a každý vlastní
prostor je jednodimenzionální.

(b) Vlastní funkce tvoří ortonormální bázi v L2p0, 1q.

(c) Nechť gpxq “
8
ř

n“1
cn sinnπx. Zkoumejte rovnici Tf ´ λf “ g.
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(d) T je dokonce kompaktní operátor na Cpr0, 1sq (Návod: Arzela-Ascoli.)

Příklad 2.14.15. Dokažte, že identita na prostoru Cp1qpr0, 1sq je kompaktní operátor z Cp1qpr0, 1sq do Cpr0, 1sq.
Návod. užijte Arzelà-Ascoliho větu.

Příklad 2.14.16. Ukažte, že operátor T definovaný předpisem Tfpxq “
şx

0
kpx, yq dy je kompaktní na Cpr0, 1sq,

pokud k P Cpr0, 1s2q.
Návod. Užijte Arzela-Ascoliho větu.

Příklad 2.14.17. Nechť T P KpHq, H Hilbertův. Pak T P F pHq.

Příklad 2.14.18. Nechť X je normovaný lineární prostor nekonečné dimenze a T P KpXq. Pak T není na.

2.15 Distribuce
1. Ať S je 2-rozměrná hladká omezená plocha v R3 a ρ je spojitá funkce na S. Ukažte, že následující zobrazení

definují distribuce:

ϕ ÞÑ

ż

S

ϕpxqρpxqdSpxq , ϕ ÞÑ

ż

S

Bϕpxq

Bn
ρpxqdSpxq .

2. Ukažte, že neexistuje distribuce T P D 1pRq tak, že pro všechny ϕ P DpRzt0uq platí

T pϕq “

ż

R
e

1
x2 ϕpxqdx .

3. Ať ϕn P L8pRq jsou nezáporné,
ş

R ϕn “ 1 a pro každé ε ą 0 platí

lim
nÑ8

ż

|x|ąε

ϕndx “ 0 .

Pak ϕn Ñ δ0 v D 1pRq.
4. Ukažte, že sinpnxq Ñ 0 v D 1pRq, ale sinpnxq nekonverguje bodově k nule.

5. Spočtěte derivace a druhé derivace distribucí:

δ0 , sinx ¨ χp0,1q , ln |x| , | sinx| , maxt0, xu .

6. Ukažte, že platí
xΛδ0 “ 0, xΛ 1

x
“ Λ1.

Z toho odvoďte, že na D 1pΩqpRq nejde definovat komutativní a asociativní násobení, které by rozšiřovalo
násobení distribucí hladkou funkcí.

7. Ať fpt, xq “ 1
2 pro t ą |x| a 0 jinak. Ukažte, že T :“ Tf splňuje rovnici

Ttt ´ Txx “ δp0,0q .

8. Najděte funkci f P C2pr0,8qq, f “ 0 na p´8, 0q tak, že

f2 ` f “ δ

v D1pRq.
9. Ukažte, že formule

T 1
|x|2
pϕq :“

ż

|x|ă1

ϕpxq ´ ϕp0q

|x|2
dx`

ż

|x|ą1

ϕpxq

|x|2
dx

definuje distribuci v D 1pR2q, která řeší rovnici

|x|2T “ 1 .

10. Ukažte, že všechna řešení rovnice f 1 “ 0 v D 1ppa, bqq jsou konstanty.

11. Ukažte, že funkce

ϕpxq

#

0 , |x| ě 1 ,

e
´ 1

1´x2 , |x| ă 1 ,

je prvkem DpRq.
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12. Ukažte, že DpRnq a D 1pRnq nejsou metrizovatelné prostory.
13. Ukažte, že

4T 1
|x|
“ ´4πδp0,0,0q

v D 1pR3q.
14. K tomu aby trigonometrická řada

ř

nPZ ane
inx konvergovala v D 1pRq stačí, aby existovala čísla M,k tak, že

|an| ďMnk. Dokažte.
15. Ať f, g P L1

locpRnq a Tf “ Tg. Ukažte, že f “ g skoro všude.
16. Ukažte, že formule

T pϕq :“ lim
εÑ0`

ż

|x|ąε

ϕpxq

x
dx

definuje distribuci.
17. Ukažte, že formule

T pϕq :“ lim
εÑ0`

ÿ

nPZ

ż nπ´ε

nπ´π2

ϕpxq

sinx
dx`

ż nπ`π2

nπ`ε

ϕpxq

sinx
dx

definuje distribuci p.v. 1
sin x .

18. A co formule
T pϕq :“ lim

εÑ0`
p

ż 8

ε

ϕpxq

x
dx` ϕp0q log εq ?

19. Definuje

T pϕq :“
8
ÿ

n“0

ϕpnqp
1

n
q

distribuci na R? A definuje distribuci na p0,8q?
20. Obecněji, jak je to s předpisem

T pϕq :“
8
ÿ

n“0

pDαnϕqpxnq ,

kde αn jsou multiindexy a txnu je posloupnost bodů v Ω, která nemá hromadné body.
21. Dána distribuce S P D 1pRq a α P C8pRq. Existuje T P D 1pRq tak, aby αT “ S? Ukažte, že jediné řešení je

1
αS pokud α ą 0 všude. Obecně může být řešení víc, např. xT “ T1 právě tehdy, když existuje c P R tak, že
T “ T 1

x
` cTδ0 .

22. Ukažte, že
8
ÿ

n“´8

δ2x´2πn “ ´
1

π

8
ÿ

n“1

n2 cospnxq .

23. Ať f P L1pRq spojitá a
ş

R f “ 1. Pak nfpnxq Ñ δ0.

24. Ať Tn Ñ T v D 1pRq. Pak T 1n Ñ T 1. Dokažte a aplikujte na funkci fpxq “ 1?
2π
e
´x2

2 . Tak dokážete, že δ1 je
limitou funkcí.

25. Spočtěte lim
?
ne´nx

2

v distribucích.
26. Ukažte, že distribuce T P D 1pRnq je generovaná mírou právě tehdy, když T pϕq ě 0 pro každou ϕ ě 0 ležící v

DpRnq.
27. Ať u a f jsou lokálně integrovatelné funkce na pa, bq a u1 “ f ve smyslu distribucí. Ukažte, že existuje absolutně

spojitá funkce v a konstanta c tak, že u “ v ` c skoro všude na pa, bq.
28. Ať fn, f P L1 a limn

ş

K
|fn ´ f | Ñ 0 pro každý kompakt K. Ukažte, že Tfn Ñ Tf .

29. Ukažte, že sinnx
πx Ñ δ0 pro nÑ8.

30. Ať f je 2π–periodická funkce na R definovaná jako

fpxq :“

$

’

&

’

%

1
2 pπ ´ xq , x P p0, πs ,

´ 1
2 pπ ` xq , x P r´π, 0q ,

0 , x “ 0 .

Ukažte, že

fpxq “
8
ÿ

k“1

sin kx

k
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ve smyslu distribucí. Dále derivace f je 2π–periodická míra, jejíž restrikce na r´π, πs je ´ 1
2 ` δ0. A nakonec

ukažte, že platí

pTf q
1 “

8
ÿ

k“1

Tcos kx .

31. Najděte všechna řešení rovnice T 1 ´ T “ 0 v D 1pRq.
32. Nechť T P D 1pRnq splňuje ∇T “ 0. Ukažte, že T je konstantní funkce.
33. Najděte všechna řešení rovnice xΛ “ 0 v D 1pRq.
34. Najděte všechna řešení rovnice xΛ “ Λ1 v D 1pRq.

2.16 Konvoluce
1. Konvoluce pro funkce z Lp:

(a) Ukažte, že
}f ˚ g}p ď }f}1}g}p ,

pokud f P L1pRnq a g P LppRnq.
(b) Pro p “ 1 a p “ 8 může v (a) nastat rovnost. Najděte podmínky, kdy rovnost platí.
(c) Pokud 1 ă p ă 8 a v (a) nastává rovnost, je f nebo g rovna 0 skoro všude.
(d) Ukažte, že ε ą 0 existuje f P L1 a g P Lp tak, že

}f ˚ g}p ą p1´ εq}f}1}g}p .

(e) Ukažte, že f ˚ g je stejnoměrně spojitá, pokud f P Lp, g P Lq a 1
p `

1
q “ 1. Je-li navíc 1 ă p ă 8, je

f ˚ g P C0, což obecně neplatí pro f P L1 a g P L8.
(f) Najděte netriviální f, g P L1 tak, že f ˚ g “ 0. (Počkejte na Fourierovu transformaci.)
(g) Pokud f P L1 a f ˚ f “ f , je f “ 0. Dokažte.
(e) Pokud f P L1 a f ˚ f “ 0, je f “ 0. Dokažte.

4. Spočtěte:

Hpxq sinx ˚Hpxq cosx , e´|x| ˚ e´|x| ,

Hpxq sinx ˚Hpxq sinx ,
1

π

α

x2 ` α2
˚

1

π

β

x2 ` β2
, α, β ą 0 ,

Hpxq ˚Hpxq ,

kde H “ 1 pro x ą 0 a H “ 0 jinak.

2.17 Temperované distribuce a Fourierova transformace
1. Dokažte, že S Ă L1, L1 Ă S 1 a L8 Ă S 1.
2. Spočtěte Fourierovu transformaci funkce Hp1´ |x|q, kde H je Heavisidova funkce.

3. Spočtěte inverzní Fourierovu transformaci temperované distribuce e´ax
2

, a ą 0.
4. Spočtěte pT , kde

T pϕq :“

ż

BBp0,1q

ϕpxqdSpxq ,

kde Bp0, 1q je jednotková koule v R3.
5. Najděte posloupnost Tn P S 1pRq takovou, že konverguje k 0 v D 1pRq, ale nekonverguje k nule v S 1pRq.
6. Ať f P L1

locpRq je 2π–periodická funkce a
ř

kPZ ake
ikx je její Fourierova řada. Spočtěte f̂ .

7. Ukažte, že pro funkce f P L1pRq platí
pTf “ Tf̂ .

8. Spočtěte pTδ0 a pT1.
9. Ať p je polynom na R. Je Tp temperovaná distribuce?

10. Spočtěte Fourierovu transformaci funkce f̂ , kde f P S pRq.
11. Najděte funkci f , která splňuje

´4f̂ ` f̂ “ δ

v D 1pR3q.
12. Ukažte, že ex není temperovaná distribuce na R, zatímco ex cospexq je.
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2.18 Fourierova transformace
1. Ať f̂ značí Fourieorovu transformaci. Ukažte, že platí

{fpxqeiαxptq “ f̂pt´ αq ,

{fpx´ αqptq “ f̂ptqe´iαt ,

zf ˚ g “ f̂ ĝ ,

{

fp´xqptq “ f̂ptq ,

{fpx{λqptq “ λf̂pλtq , λ ą 0 ,

pf̂ptqq1 “ {´ixfpxqptq , je–li ´ ixfpxq P L1 .

Ať f P L1 je absolutně spojitá na R a f 1 P L1. Pak

pf 1pyq “ iyf̂pyq; .

2. Zobrazení f ÞÑ f̂ je homomorfismus L1 do C0. Ukažte, že není na, nicméně obor hodnot je hustý v C0.
3. Je-li f, f̂ P L1 a

gpxq “
1
?

2π

ż

R
f̂ptqeixt dt ,

je g P C0 a f “ g skoro všude.
4. Ať f P L1, f ą 0. Ukažte, že platí |f̂pyq| ă f̂p0q pro všechny y ‰ 0.
5. Najděte všechny komplexní homomorfismy na algebře L1.

6. Ať g “
řk
i“1

B
2f

B2xk
. Najděte vztah mezi f̂ a ĝ.

7. Ukažte, že F : f ÞÑ f̂ je unitární operátor na L2. Spočtěte F 4.
8. Najděte a klasifikujte spektrum F .

(Uvažujte funkce exppx
2

2 qp
d
dx q

m expp´x2q).
9. Spočtěte

lim
AÑ8

ż A

´A

sinλt

t
eitx dt .

10. Spočtěte Fourierovy transformace funkcí

knpyq :“ expp
´|y|

n
q ,

knpyq :“ p1´
|y|

n
qχr´n,nspyq ,

knpyq :“ expp´
y2

2n2
q .

11. Spočtěte pomocí bodu předchozího
ż

R
p
sinαy

y
q2 dy

ż

R
p
sinαy

y
q4 dy

ż

R
p
sinαy

y
q3 dy .

12. Ať g P L1 je dvakrát diferencovatelná a g1, g2 P L1 a g, g1 jsou absolutně spojité. Ukažte, že existuje f P L1

tak, že f̂ “ g. Dále ukažte, že předpoklady na g jsou splněny, pokud g, g1, g2 P L1 X C0.
13. Ať F Ă U Ă R, kde F je kompaktní a U je otevřená. Ukažte, že existuje f P L1 tak, že f̂ “ 1 na F a f̂ “ 0

na RzU .

14. Najděte f P L2zL1 tak, aby f̂ P L1.
15. Spočtěte Fourierovu transformaci funkcí

cospαxq , e´αx
2

, sinpαxq
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Kapitola 3

Funkcionální analýza I.

3.1 Topologické vektorové prostory

3.1.1 Základní vlastnosti
Definice 3.1.1. Nechť X je vektorový prostor a A Ă X. Množina A se nazývá

• vyvážená, pokud αA Ă A pro každé α P F splňující |α| ď 1,

• pohlcující, pokud pro každé x P X existuje t ą 0 takové, že sx P A pro každé s P r0, ts.

• symetrická, pokud ´A “ A.

Dále definujme vyvážený obal A jako

bpAq “
č

tB : B vyvážená nadmnožina Au

a vyvážený konvexní obal A jako

bcopAq “
č

tB : B vyvážená konvexní nadmnožina Au.

Tvrzení 3.1.2. Nechť X je vektorový prostora A Ă X. Pak platí následující tvrzení.

(a) Množina bpAq je vyvážená a bcopAq je konvexní a vyvážená.

(b) Platí bpAq “
Ť

|λ|ď1 λA.

(c) Je-li A vyvážená, je copAq vyvážená.

(d) Platí bcopAq “ copbpAqq.

Důkaz. Tvrzení (a) je zřejmé.
(b) Množina C “

Ť

|λ|ď1 λA je zřejmě vyvážená a obsahuje A. Tedy bcopAq Ă C. Je-li nyní B Ą A vyvážená,
x P A a λ P F splňuje |λ| ď 1, platí x P B, a tedy λx P B. Proto C Ă B, což implikuje C “ bpAq.

(c) Pokud x P copAq a λ P D jsou dány, dle Tvrzení 1.1.8(b) existují x1, . . . , xn P A a λ “ pλ1, . . . , λnq P ∆n

takové, že x “
řn
i“1 λixi. Pak λxi P A pro každé i P t1, dots, nu, a tedy

λx “
n
ÿ

i“1

λλixi “
n
ÿ

i“1

λipλxiq P copAq.

Množina copAq je tedy vyvážená.
(d) Zjevně platí bcopAq Ą bpAq. Jelikož je množina bcopAq konvexní, platí bcopAq Ą copbpAqq. Jelikož je bpAq

a vyvážená, a copbpAqq je tak dle (c) konvexní a vyvážená, platí bcopAq Ă copbpAqq.

Příklad 3.1.3. Nechť X “ R2 a A “ tp1, 0q, p0, 1qu. Pak bcopAq ‰ bpcopAqq.

Důkaz. Důkaz jest elementární.

Definice 3.1.4. Nechť X je vektorový prostor nad F a τ je topologie na X. Pokud τ je regulární a operace

` : X ˆX Ñ X a¨ : FˆX Ñ X

jsou spojité, nazveme dvojici pX, τq topologickým vektorovým prostorem.
Systém všech okolí 0 značíme τp0q.
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Definice 3.1.5. Nechť X je topologický vektorový prostor a A Ă X. Množina A se nazývá
• omezená, pokud pro každé V P τp0q existuje s ą 0 takové, že pro každé t ą s platí A Ă tV ,
• prekompaktní (totálně omezená), pokud pro každé V P τp0q existuje F Ă A konečná splňující A Ă F ` V .

Tvrzení 3.1.6. Nechť X je topologický vektorový prostor.
(a) Je-li a P X a λ P Fzt0u, jsou operace x ÞÑ x` a a x ÞÑ αx homeomorfismy X na X.
(b) Pro každé x P X je tx` U : U P τp0qu báze okolí x.
(c) Je-li U Ă X otevřená a A Ă X libovolná, je A` U otevřená množina.
(d) Je-li U P τp0q, pak existuje V P τp0q symetrická, otevřená taková, že V ` V Ă U .
(e) Každá U P τp0q je pohlcující.

Důkaz. (a) Spojité inverze k daným zobrazením jsou dány po řadě dány předpisy x ÞÑ x´ a a x ÞÑ 1
αx.

(b) Je-li x P X dáno a U je otevřená množina obsahující x, je U ´ x otevřená množina obsahující 0. Existuje
tedy V P τp0q splňující V Ă U ´ x. Pak x` V Ă U .

(c) Tvrzení plyne z (a) a rovnosti A` U “
Ť

ta` U : a P Au
(d) Jelikož 0 ` 0 “ 0 a 0 P U , existují V1, V2 P τp0q otevřené, které splňují V1 ` V2 Ă U . Pak V “ V1 X V2 X

p´V1q X p´V2q je otevřená, symetrická množina v τp0q splňující V ` V Ă U .
(e) Nechť x P X a U P τp0q je dáno. Jelikož násobení na FˆX je spojité v bodě p0, xq P FˆX, existuje δ ą 0

a V P τp0q takové, že λy P U , kdykoliv λ P F, |λ| ă δ , a y P x ` V . Položme t “ δ
2 . Pak pro každé s P r0, ts platí

|s| ă δ, a tedy sx P U .

Definice 3.1.7. Nechť X je topologický vektorový prostor. Pak X je
• lokálně konvexní, pokud existuje báze okolí 0 tvořená konvexními množinami,
• lokálně omezený, pokud existuje omezené okolí 0,
• lokálně kompaktní, pokud existuje relativně kompaktní okolí 0,
• metrizovatelný, pokud existuje metrika generující topologii X,
• F -prostor, pokud je topologie na X generovaná translačně invariantní úplnou metrikou (metrika ρ na X je

translačně invariantní, pokud pro každé x, y, z P X platí ρpx, yq “ ρpx` z, y ` zq),
• Fréchetův, pokud X je lokálně konvexní F -prostor,
• normovatelný, pokud je topologie na X generovaná normou.

Příklady 3.1.8. Následující prostory jsou příklady lokálně konvexních prostorů:
• normované vektorové prostory,
• je-li Ω Ă Rd otevřená, uvažujme DKpΩq, DpΩq a S pRdq se standardními topologiemi (viz Sekce 3.1.6),
• CpKq s topologií lokálně stejnoměrné konvergence na kompaktech, kde K je lokálně kompaktní topologický

prostor,
• prostor HolpΩq holomorfních funkcích na otevřené množině Ω Ă C s topologií lokálně stejnoměrné konvergence,
• prostory funkcí na množině s topologií bodové konvergence,
• lokálně konvexní prostor s w-topologií,
• duální lokálně konvexní prostor s w˚-topologií.

Příklad 3.1.9. Uvažujme prostor X “ Lppr0, 1sq pro p P p0, 1q s metrikou ρpf, gq “
ş1

0
|f ´ g|

p, f, g P Lppr0, 1sq.
Pak X je topologický vektorový prostor.

Důkaz. Důkaz spolu s dalšími informacemi lze nalézt v Příkladu 3.1.46.

Příklad 3.1.10. Uvažujme prostor X “ tf : r0, 1s Ñ F : f měřitelnáu s metrikou ρpf, gq “
ş1

0
mint1, |f ´ g|u dλ,

f, g P X (ztotožňujeme přitom funkce rovnající se skoro všude). Pak X je metrizovatelný topologický vektorový
prostor a platí, že posloupnost tfnu v X konverguje k f P X právě tehdy, když fn Ñ f v míře.

Důkaz. Krok 1. Zobrazení ρ je zjevně metrika, která je navíc translačně invariantní. Nechť τ je topologie generovaná
ρ. Ukažme, že pX, τq je topologický vektorový prostor.

Pokud ρpfn, fq Ñ 0 a ρpgn, gq Ñ 0, pak

ρpfn ` gn, f ` gq “

ż 1

0

mint1, |pfn ` gnq ´ pf ` gq|u dλ ď

ż 1

0

mint1, |pfn ` gnq ´ pf ` gq|u dλ

ď

ż 1

0

mint1, |fn ´ f | ` |gn ´ g|u dλ ď

ż 1

0

pmint1, |fn ´ f |u `mint1, |gn ´ g|uq dλ

“ ρpfn, fq ` ρpgn, gq,
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a tedy ` : X ˆX Ñ X je spojité.
Pokud cn Ñ c v F a fn Ñ f v ρ, označmeM “ 1` supt|cn| : n P Nu. Pak funkce gnpxq “ mint1, |fpxq| |cn ´ c|u,

x P r0, 1s, konvergují bodově k 0 a platí nerovnost mint1,Mxu ďM mint1, xu, x P r0,8q. Proto

ρpcnfn, cfq “

ż 1

0

mint1, |cnfn ´ cf |u dλ ď

ż 1

0

mint1, |cnfn ´ cnf | ` |cnf ´ cf |u dλ

ď

ż 1

0

pmint1, |cn| |fn ´ f |u `mint1, |f | |cn ´ c|uq dλ

ď

ż 1

0

M mint1, |fn ´ f |u dλ`

ż 1

0

g dλ “Mρpfn, fq `

ż 1

0

g dλ.

Jelikož
ş1

0
gn dλÑ 0 dle Lebesgueovy věty, máme ρpcnfn, cfq Ñ 0. Tedy i operace ¨ : FˆX Ñ X je spojitá.

Krok 2. Nechť nyní posloupnost tfnu v X konverguje k f P X v ρ. Ukážeme, že konverguje v míře, tj. že platí

@ε ą 0: λ ptx P r0, 1s : |fnpxq ´ fpxq| ą εuq Ñ 0.

Nechť tedy ε ą 0 je dáno. Bez újmy na obecnosti předpokládejme, že ε ă 1.
Pro n P N položme

En “ tx P r0, 1s : |fnpxq ´ fpxq| ą εu An “ tx P r0, 1s : |fnpxq ´ fpxq| ą 1u a
Bn “ tx P r0, 1s : ε ă |fnpxq ´ fpxq| ď 1u.

Pak En “ An YBn, n P N, a platí

λpAnq “

ż

An

1 dλ “

ż

An

mint1, |fn ´ f |u dλ ď

ż 1

0

mint1, |fn ´ f |u dλ “ ρpfn, fq Ñ 0.

Z toho dostáváme

λ pEnq “

ż

En

1 dλ “

ż

AnYBn

1 dλ “ λpAnq `
1

ε

ż

Bn

ε dλ “ λpAnq `
1

ε

ż

Bn

mint1, |fn ´ f |u dλ

ď λpAnq `
1

ε
ρpfn, fq.

Tedy λpEnq Ñ 0.
Obráceně, nechť fn Ñ f v míře. Nechť ε P p0, 1q je dáno. Označme

En “ tx P r0, 1s : |fnpxq ´ fpxq| ą εu, n P N.

a zvolme n0 P N takové, že λpEnq ă ε pro n ě n0. Pak pro tato n P N platí
ż 1

0

mint1, |fn ´ f |u dλ “

ż

En

mint1, |fn ´ f |u dλ`

ż

r0,1szEn

mint1, |fn ´ f |u dλ

ď

ż

En

1 dλ`

ż

r0,1szEn

ε dλ ď λpEnq ` ε ă 2ε.

Tím je důkaz dokončen.

Tvrzení 3.1.11. Nechť X je topologický vektorový prostor.
(a) Nechť K je kompaktní a C uzavřená podmnožina X disjunktní s K. Pak existuje V P τp0q otevřená taková, že

pK ` V q X pC ` V q “ H.
(b) Je-li U P τp0q, pak existuje V P τp0q taková, že V Ă U .
(c) Prostor X je Hausdorffův.

Důkaz. (a) Pro každé x P K nalezneme pomocí Tvrzení 3.1.6(d) symetrickou otevřenou množinu Vx P τp0q splňující

px` Vx ` Vx ` Vxq X C “ H.

Díky symetrii pak platí px`Vx`VxqX pC`Vxq “ H. (Jsou-li totiž vi P Vx, i “ 1, 2, 3, c P C a x` v1` v2 “ c` v3,
dostáváme

c “ x` v1 ` v2 ´ v3 P px` Vx ` Vx ` Vxq X C “ H,

což je spor.) Jelikož K je kompakt, existují body x1, . . . , xn v K takové, že K Ă
Ťn
i“1pxi ` Vxiq. Položíme-li

V “
Şn
i“1 Vxi , platí V P τp0q a

K ` V Ă
n
ď

i“1

pxi ` Vxi ` V q Ă
n
ď

i“1

pxi ` Vxi ` Vxiq Ă XzpC ` V q.

(b) Použijeme (a) pro K “ t0u a C “ Xz IntU .
(c) Použijeme (a) pro K “ txu a C “ tyu.

95



Tvrzení 3.1.12. Nechť X je topologický vektorový prostora A,B Ă X. Pak platí následující tvrzení:

(a) A “
Ş

tA` V : V P τp0qu,

(b) A`B Ă A`B,

(c) je-li Y ĂĂ X, pak Y ĂĂ X,

(d) je-li A konvexní, pak A a IntA jsou konvexní,

(e) je-li A vyvážená, pak A je vyvážená,

(f) je-li A vyvážená a 0 P IntA, pak IntA je vyvážená,

(g) je-li A omezená, pak A je omezená.

Důkaz. (a) K důkazu si stačí uvědomit, že pro x P X díky Tvrzení 3.1.6(d) platí

x P Aðñ @V P τp0q : px` V q XA ‰ Hðñ @V P τp0q : x P A´ V ðñ @V P τp0q : x P A` V.

(b)-(e) Tvrzení o uzávěrech se snadno ověří, například pomocí netů (viz Tvrzení ??).
Nechť A je konvexní a λ P p0, 1q. Pak λ IntA a p1 ´ λq IntA jsou otevřené množiny stejně jako λ IntA ` p1 ´

λq IntA. Díky konvexitě A platí
λ IntA` p1´ λq IntA Ă A,

a tedy λ IntA` p1´ λq IntA Ă IntA.
(f) Nechť A je vyvážená a α P F splňuje 0 ă |α| ď 1. Pak

α IntA “ IntpαAq Ă IntA.

Pro α “ 0 platí α IntA “ t0u P IntA přímo z předpokladu tvrzení.
(g) Nechť A je omezená a V P τp0q je dáno. Pak existuje W P τp0q takové, že W Ă V . Nalezneme s ą 0 takové,

že pro každé t ą s platí A Ă tW . Pak pro t ą s platí

A Ă tW “ tW Ă tV.

Tím je důkaz dokončen.

Příklad 3.1.13. Nechť
A “ tpx, yq P R2 : |x| ď |y|u.

Pak A je vyvážená množina, jejíž vnitřek není vyvážený.

Důkaz. Množina A je zřejmě vyvážená. Bod p0, 0q není ve vnitřku A, neboť například posloupnost tp 1
n , 0qu k němu

konverguje. Platí však a “ p0, 1q P IntA, přičemž 0a R IntA.

Věta 3.1.14. Nechť X je topologický vektorový prostor

(a) Pro každé U P τp0q existuje vyvážená, otevřená V P τp0q taková, že V Ă U .

(b) Pro každé U P τp0q konvexní existuje vyvážená, otevřená a konvexní množina V P τp0q splňující V Ă U .

Důkaz. (a) Je-li U P τp0q dáno, použijeme spojitost zobrazení ¨ : F ˆ X Ñ X v bodě p0, 0q P F ˆ X a obdržíme
δ ą 0 a V P τp0q otevřenou splňující αV Ă U pro každé α P Bp0, δq. Položíme-li W “

Ť

tαV : α P Bp0, δqu, je W
požadovaná množina.

(b) Nechť konvexní množina U P τp0q je dána. Pak A “
Ş

|α|“1 αU je konvexní množina. Zvolme W P τp0q

vyváženou množinu splňující W Ă U . Pak α´1W “ W Ă U pro každé α P F splňující |α| “ 1, a tedy W Ă A.
Množina A je tedy (ne nutně otevřené) okolí 0 a navíc 0 P IntW Ă IntA. Tedy IntA je konvexní, otevřené okolí 0
množina a IntA Ă A Ă U . K dokončení důkazu stačí dle Tvrzení 3.1.12(f) ověřit, že A je vyvážená množina. Nechť
r P r0, 1s a β splňuje |β| “ 1. Pak dostáváme

prβqA “
č

|α|“1

prβqαU “
č

|α|“1

rαU Ă
č

|α|“1

αU “ A. (3.1)

(Inkluze v (3.1) přitom platí, protože αU je konvexní množina, 0 P αU a r P r0, 1s.)

Důsledek 3.1.15. Nechť X je topologický vektorový prostor.

(a) Prostor X má bázi sestávající z otevřených, vyvážených a pohlcujících množin.

(b) Je-li X lokálně konvexní, má bázi sestávající z otevřených, vyvážených, konvexních a pohlcujících množin.

(c) Množina A v X je omezená právě tehdy, když pro každé U P τp0q existuje t ą 0 takové, že A Ă tU .
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Důkaz. (a) Tvrzení plyne z Věty 3.1.14(a) a 3.1.6(e).
(b) Použijeme opět Větu 3.1.14 a 3.1.6(e).
(c) Je-li A omezená, je podmínka v tvrzení triviálně splněna. K důkazu obrácené implikace nyní předpokládejme

platnost této podmínky a zvolme U P τp0q. Nalezneme V P τp0q vyváženou, která splňuje V Ă U . Nechť s ą 0
splňuje A Ă sV . Pak pro každé t ą s platí stV Ă V , a tedy

A Ă sV Ă tV Ă tU.

Tím je důkaz dokončen.

Věta 3.1.16. Nechť X je vektorový prostor a U je systém množin obsahujících 0 takový, že
(1) U sestává z vyvážených, pohlcujících množin a U je báze filtru (tj. pro všechna U1, U2 P U existuje U3 P U

splňující U3 Ă U1 X U2),
(2) pro každé x P Xzt0u existuje U P U splňující x R U ,
(3) pro každé U P U existuje V P U splňující V ` V Ă U .
Pak existuje na X právě jedna topologie τ taková, že pX, τq je topologický vektorový prostor a U je báze okolí 0.

Důkaz. Definujme topologii τ takto: množina G Ă X je v τ právě tehdy, když pro každé x P G existuje U P U
splňující x` U Ă G.

Krok 1. Snadno se ukáže, že τ je topologie (využije se přitom předpoklad (1)).
Krok 2. Ukážeme, že t0u je uzavřená množina. Pro každé x P Xzt0u existuje dle (2) prvek V P U splňující x R V .

Nechť W P U splňuje W `W Ă V (viz (3)). Pak px`W q XW “ H. (Pokud by totiž nastala rovnost x`w1 “ w2

pro nějaké prvky w1, w2 P W , dostali bychom díky rovnosti x “ w1 ` p´w2q P W1 `W2 Ă V spor.) Dostáváme
x`W Ă Xzt0u, a tedy Xzt0u je otevřená množina.

Jelikož je z definice zřejmé, že zobrazení x ÞÑ x` a je na X homeomorfizmus pro každé a P X, tvoří každý bod
X uzavřenou množinu.

Krok 3. Ukážeme, že každé U P U je okolí 0. Máme-li tedy U P U dáno, položíme

G “ tx P X : DV P U splňující x` V Ă Uu.

Pak 0 P G a G Ă U . Množina G je dokonce otevřená, neboť pro dané y P G nalezneme V P U splňující y ` V Ă U
a dále W P U takové, že W `W Ă V . Pak

py `W q `W Ă y ` V Ă U,

a tedy y `W Ă G.
Proto je G otevřená podmnožina U obsahující 0, a tedy U P τp0q.
Krok 4. Ukažme, že operace sčítání je spojitá na XˆX. Nechť px1, x2q P XˆX. Uvažujme libovolnou otevřenou

množinu G obsahující x1 ` x2. Z definice τ existuje U P U splňující x1 ` x2 ` U Ă G. Nalezneme V P U takové, že
V ` V Ă U . Pak platí px1 ` V q ` px2 ` V q Ă x1 ` x2 ` U Ă G a díky třetímu kroku víme, že x1 ` V1 je okolí x1 a
x2 ` V2 je okolí x2. Tím je spojitost sčítání v bodě px1, x2q ověřena.

Krok 5. Ověříme nyní spojitost násobení na F ˆ X. Mějme pλ0, x0q P F ˆ X dáno. Pro dané U P U hledáme
δ ą 0 a V P U takové, že

@λ P Upλ0, δq @x P x0 ` U : λx P λ0x0 ` U.

Nejdříve induktivně zkonstruujeme množiny Vn P U , n P N, takové, že V1 “ U a pro každé n P N platí Vn`1`Vn`1 Ă

Vn. Pak pro každé n P N platí
Vn ` ¨ ¨ ¨ ` Vn
looooooomooooooon

2n´1-krát

Ă U. (3.2)

Vezměme n ą |λ0|. Jelikož Vn`2 je pohlcující, existuje δ P p0, 1q splňující δx0 P Vn`2. Pak pro pλ, xq P F ˆX
splňující |λ´ λ0| ă δ a x P x0 ` Vn`2 platí díky vyváženosti Vn`2 a (3.2)

λx “ pλ0x0q ` pλ´ λ0qpx´ x0q ` pλ´ λ0qx0 ` λ0px´ x0q

P λ0x0 ` δVn`2 `
λ´ λ0

δ
Vn`2 ` λ0Vn`2

Ă λ0x0 ` Vn`2 ` Vn`2 ` nVn`2

Ă λ0x0 ` Vn`2 ` Vn`2 ` 2nVn`2

Ă λ0x0 ` pVn`2 ` ¨ ¨ ¨ ` Vn`2q
loooooooooooomoooooooooooon

2n`1-krát

Ă λ0x0 ` U.

Krok 6. Ověřme nyní, že U je báze okolí 0. Nechť G je otevřená množina obsahující 0. Pak existuje U P U
splňující U Ă G. Jelikož U je okolí 0 dle třetího kroku, je U báze okolí 0.

Krok 7. Uvažujme nyní jinou topologii σ, s níž je X topologický vektorový prostor a pro níž je U báze okolí
0. Nechť V P τp0q je libovolné. Pak existuje U P U takové, že U Ă V . Jelikož U je báze okolí 0 v topologii σ, je
U P σp0q. Tedy i V P σp0q. Obdobně obdržíme, že σp0q Ă τp0q. Použitím Tvrzení 3.1.6(a) důkaz zakončíme.
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Tvrzení 3.1.17. Nechť X je topologický vektorový prostor. Pak platí následující tvrzení.

(a) Je-li λ P F a A Ă X je omezená, je i množina λA omezená.

(b) Jsou-li A,B Ă X omezené množiny, jsou i množiny A`B a AYB omezené.

(c) Je-li A Ă X omezená, je i množina bpAq omezená.

Důkaz. (a) Zjevně můžeme předpokládat, že λ ‰ 0. Nechť U P τp0q je dáno, přičemž můžeme předpokládat, že V
je vyvážené. Nalezneme t ą 0 splňující A Ă tU . Pak

λA Ă tλU “ t |λ|
λ

|λ|
U Ă t |λ|U.

Tedy λA je omezená.
(b) Nechť A,B Ă X jsou omezené a U P τp0q je dáno. Nalezneme V P τp0q splňující V ` V Ă U . Dle definice

existují čísla sa, sb P p0,8q taková, že pro ta ą sa a tb ą sb platí A Ă taV a B Ă tbV . Pak pro t ą maxtsa, sbu platí

A`B Ă sV ` sV “ spV ` V q Ă sU

Množina A`B je tedy omezená dle Důsledku 3.1.15.
Dále AYB Ă tV Ă tU , a tedy i AYB je omezená.
(c) Nechť U P τp0q je dáno. Nalezneme vyváženou množinu V P τp0q obsaženou v U a nechť t ą 0 splňuje

A Ă tV . Pak
bpAq “

ď

λPD

λA Ă
ď

λPD

tλV “ tV Ă tU.

Tedy bpAq je omezená.

Tvrzení 3.1.18. Nechť X je topologický vektorový prostor. Pak platí následující tvrzení.

(a) Nechť A Ă X. Pak je A totálně omezená právě tehdy, když pro každé U P τp0q existuje F Ă X konečná
splňující A Ă F ` U .

(b) Je-li A Ă X totálně omezená a B Ă A, pak B je též totálně omezená.

(c) Je-li λ P F a A Ă X je totálně omezená, je i množina λA omezená.

(d) Jsou-li A,B Ă X totálně omezené množiny, jsou i množiny A`B a AYB totálně omezené.

(e) Je-li A totálně omezená, jsou i množiny A a bpAq totálně omezené.

Důkaz. (a) Implikace ùñ je zjevná. Abychom dokázaliðù, mějme U P τp0q dáno. Nalezneme symetrické V P τp0q
splňující V ` V Ă U a nechť F Ă X je konečná taková, že A Ă F ` V . Vybereme a P A libovolně. Pro každé
x P F zvolme ax P AX px` V q, pokud je tato množina neprázdná, v opačném případě pak položíme ax “ a. Pak
A Ă

Ť

xPF pax ` Uq. Vskutku, nechť y P A je dáno. Vybereme x P F takové, že y P x` V . Pak px` V q XA ‰ H, a
tedy máme ax P AX px` V q. Dostáváme

y ´ ax P px` V q ´ px` V q “ V ´ V Ă U.

Tedy A Ă
Ť

xPF pax ` Uq a A je totálně omezená.
Tvrzení (b) okamžitě odvodíme pomocí (a) z definice totální omezenosti.
(c) Zjevně můžeme předpokládat, že λ ‰ 0. Nechť U P τp0q je dáno. Pak λ´1U P τp0q, a tedy existuje F Ă A

konečná taková, že A Ă F ` λ´1U . Pak

λA Ă λF ` λλ´1U “ λF ` U.

(d) Jsou-li A,B totálně omezené a U P τp0q je dáno, vezmeme V P τp0q splňující V `V Ă U . Nalezneme konečné
množiny F,H Ă X takové, že A Ă F ` V a B Ă H ` V . Pak

A`B Ă pF `Hq ` U a AYB Ă pF YHq ` U.

(e) Je-li A totálně omezená a U P τp0q je dáno, zvolíme V P τp0q vyváženou splňující V `V Ă U . Nechť F Ă X
je konečná taková, že A Ă F ` V . Jelikož A Ă A` V (viz Tvrzení 3.1.12(a)), dostáváme

A Ă A` V Ă F ` V ` V Ă F ` U.

Nyní si povšimneme, že platí
bpF q “ φpDˆ F q,
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kde φ : Dˆ F Ñ X je definováno jako φpλ, xq “ λx, pλ, xq P Dˆ F . Tedy bpF q je jakožto spojitý obraz kompaktní
množiny kompaktní, a tedy totálně omezená. Proto existuje H Ă bpF q konečná taková, že bpF q Ă H ` V . Nechť
nyní λ P D je libovolné. Pak

λA Ă λpF ` V q “ λF ` λV Ă bpF q ` V Ă H ` V ` V Ă H ` U.

Proto
bpAq “

ď

λPD

λA Ă H ` U.

Tvrzení 3.1.19. Nechť X je topologický vektorový prostor a K1, . . . ,Kn Ă X jsou kompaktní konvexní množiny.
Pak copK1 Y ¨ ¨ ¨ YKnq je kompaktní.

Důkaz. Nechť ∆n je jako v Tvrzení 1.1.8. Pak je zobrazení

φ : ∆n ˆK1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆKn Ñ X,

pλ, x1, . . . , xnq ÞÑ
n
ÿ

i“1

λixi,

spojitá surjekce kompaktu ∆n ˆK1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆKn na copK1 Y ¨ ¨ ¨ YKnq, což dokazuje požadovné tvrzení.

Tvrzení 3.1.20. Nechť X je topologický vektorový prostor. Pak platí následující tvrzení.

(a) Nechť V P τp0q. Pokud 0 ă r1 ă r2 ă ¨ ¨ ¨ a rn Ñ8, pak X “
Ť8

n“1 rnV .

(b) Kompaktní podmnožiny X jsou totálně omezené, a totálně omezené podmnožiny X jsou omezené.

(c) Pokud δn Œ 0 a V je omezené okolí 0, pak tδnV : n P Nu je báze okolí 0.

Důkaz. (a) Nechť x P X je dáno. Nalezneme t P p0,8q takové, že sx P V kdykoliv s P r0, ts. Nechť n P N splňuje
prnq

´1 ă t. Pak x P rnV .
(b) Nechť K Ă X je kompaktní množina a U P τp0q. Pak K Ă

Ť

xPKpx` IntUq, a tedy díky kompaktnosti K
nalezneme konečnou množinu F Ă K splňující

K Ă
ď

xPF

px` IntUq Ă
ď

xPF

px` Uq.

Nechť K je totálně omezená a U P τp0q je dáno. Vezmeme vyváženou množinu V P τp0q splňující V ` V Ă U .
Nechť F Ă K je konečná splňující K Ă F ` V . Jelikož je F konečná, je též omezená, a existuje tak s ą 0 splňující
F Ă sV . Díky vyváženosti V můžeme předpokládat, že s ě 1. (Je-li totiž s1 ě s, pak sV Ă s1V .) Důkaz tak
zakončíme pomocí pozorování

K Ă F ` V Ă sV ` V Ă sV ` sV “ spV ` V q Ă sU.

(c) Nechť U P τp0q je dáno. Nalezneme vyváženéW P τp0q, které je podmnožinou U . Pak existuje t ą 0 splňující
V Ă tW . Je-li nyní n P N zvoleno tak, že platí tδn ă 1, máme

V Ă tW Ă
1

δn
W Ă

1

δn
U.

Tedy δnV Ă U a tvrzení je dokázáno.

3.1.2 Lineární zobrazení

Věta 3.1.21. Nechť X a Y jsou topologické lineární prostory a T : X Ñ Y je lineární zobrazení. Pak jsou následující
tvrzení ekvivalentní:

(i) T je spojité,

(ii) T je spojité v 0,

(iii) T je stejnoměrně spojité (tj. pro každé V Ă Y okolí 0 existuje U okolí 0 v X takové, že Tx1´Tx2 P V kdykoliv
x1, x2 P X splňují x1 ´ x2 P U).
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Důkaz. Zjevně (i) ùñ (ii). Pokud (ii) platí a V Ă Y je dané okolí 0, existuje U Ă X okolí 0 splňující T pUq Ă V .
Splňují-li nyní prvky x1, x2 P X vztah x1 ´ x2 P U , pak Tx1 ´ Tx2 “ T px1 ´ x2q P V . Tedy (ii) ùñ (iii).

Nechť T je stejnoměrně spojité a x0 P X je dáno. Nechť W je dané okolí Tx0. Pak existuje V Ă Y okolí 0
splňující Tx0 ` V ĂW . Nalezneme U Ă X dle (iii). Pak pro x P x0 ` U platí

Tx “ Tx0 ` T px´ x0q P Tx0 ` V ĂW.

Tedy T je spojité v x0 a (iii) ùñ (i).

Věta 3.1.22. Nechť X je topologický vektorový prostor a T : X Ñ F je nenulové lineární zobrazení. Pak následující
tvrzení jsou ekvivalentní.

(i) T je spojité.

(ii) Jádro KerT je uzavřené.

(iii) Platí KerT ‰ X.

(iv) Zobrazení T je omezené na nějakém okolí 0 (tj. existuje U P τp0q takové, že T pUq je omezená množina v F).

Důkaz. Zjevně (i) ùñ (ii) ùñ (iii).
Pokud KerT ‰ X, nalezneme x P X a V P τp0q splňující px`V qXKerT “ H. Bez újmy na obecnosti můžeme

předpokládat, že V je vyvážená množina. Pak T pV q je vyvážená množina v F splňující 0 R Tx`T pV q, což speciálně
znamená, že T pV q ‰ F. Pokud by T pV q byla neomezená, nalezli bychom body λn P T pV q, n P N, takové, že
|λn| Ñ 8. Díky vyváženosti obsahuje T pV q s každým svým bodem λ též kruh Bp0, |λ|q o středu 0 a poloměru |λ|.
Tedy T pV q Ą

Ť8

n“1Bp0, |λn|q “ F.
(iv) ùñ (i) Nechť V P τp0q a M ą 0 splňují |Tx| ď M pro každé x P V . Je-li nyní ε ą 0 dáno, pak

U “ ε
M V P τp0q a |Tx| ă ε pro x P U . Tedy T je spojité v 0.

Definice 3.1.23. Nechť X a Y jsou topologické lineární prostory. Lineární zobrazení T : X Ñ Y nazveme izomor-
fizmem (do), pokud T je homeomorfizmus X na Rng T . Je-li T na, nazveme T izomorfizmem X na Y .

3.1.3 Konečně dimenzionální prostory

Lemma 3.1.24. Nechť X je topologický vektorový prostor a T : Fn Ñ X je lineární (Fn uvažujeme s eukleidovskou
normou). Pak T je spojité.

Důkaz. Nechť te1, . . . , enu je báze Fn. Pro x P Fn nechť xi, i “ 1, . . . , n, jsou souřadnice x. Pak Tx “
řn
i“1 xiTei,

x P Fn. Jelikož pro každé i P t1, . . . , nu je zobrazení x ÞÑ xi spojité na Fn, je spojité i zobrazení x ÞÑ xiTei z Fn do
X. Tedy x ÞÑ

řn
i“1 xiTei je jakožto součet spojitých zobrazení též spojité.

Věta 3.1.25. Nechť X je topologický vektorový prostor a Y je jeho podprostor dimenze n. Pak každá lineární
bijekce T : Fn Ñ Y je izomorfizmus a Y je uzavřený podprostor X.

Důkaz. Krok 1. Ať T : Fn Ñ Y je lineární bijekce. Dle Lemmatu 3.1.24 je T spojité, a tak je T pSFnq kompaktní
podmnožina Y , která neobsahuje 0. Nalezneme V Ă Y vyvážené okolí 0 takové, že V X T pSFnq “ H. Pak T´1pV q
je vyvážená množina obsahující 0 a neprotínající SFn . Z tohoto faktu dostáváme, že T´1pV q Ă UFn . (Kdyby totiž
existoval prvek x P T´1pV q o normě větší než 1, díky vyváženosti by platilo x

}x} P T
´1pV q X SFn , což by byl spor.)

Tedy T´1 je omezené zobrazení na Y . Pro každý souřadnicový funkcionál pipxq “ xi, i “ 1, . . . , n, tak dostáváme z
Věty 3.1.22 spojitost pi˝T´1. Jelikož T´1 “

řn
i“1 pi˝T

´1, je T´1 spojité. Dostáváme tak, že T je homeomorfizmus.
Krok 2. Ukažme nyní, že Y je uzavřený podprostor. Nechť x P Y je dáno a V je množina zvolená v předešlém.

Nechť U P τp0q je okolí 0 v X, které splňuje U X Y Ă V . Nalezneme t ą 0 takové, že x P tU . Protože platí
T´1ptV q Ă tBFn , máme tV Ă T ptBFnq, přičemž T ptBFnq je kompaktní podmnožina Y . Dohromady dostáváme

x P Y X tU Ă tV Ă T ptBFnq “ T ptBFnq Ă Y.

Tedy Y je uzavřený.

Věta 3.1.26. Je-li X lokálně kompaktní topologický vektorový prostor, je X konečně dimenzionální.

Důkaz. Nechť V je relativně kompaktní prvek τp0q. Dle Tvrzení 3.1.20(b) je V omezená množina a navíc dle
Tvrzení 3.1.20(c) systém B “ t2´nV : n P Nu tvoří bázi okolí 0. Díky kompaktnosti V nalezneme x1, . . . , xm P V
takové, že V Ă

Ťm
i“1pxi `

1
2V q. Položme Y “ spantx1, . . . , xmu. Dle Věty 3.1.25 je Y uzavřený. Rozmysleme si, že

1

2
V Ă Y `

1

4
V. (3.3)
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Je-li totiž x P V dáno, existujen index i P t1, . . . ,mu a v P V takové, že x “ xi `
1
2v. Tedy

1

2
x “

1

2
xi `

1

4
v P Y `

1

4
V.

Nyní ukážeme, že pro každé n P N platí V Ă Y ` 2´nV . Pro n “ 1 díky (3.3)

V Ă Y `
1

2
V Ă Y ` Y `

1

4
V “ Y `

1

4
V.

Předpokládáme-li nyní platnost tvrzení pro nějaké n P N, máme díky (3.3)

V Ă Y ` 2´nV “ Y ` 2´n`1 1

2
V Ă Y ` 2´n`1pY `

1

4
V q “ Y ` 2´n´1V.

Jelikož je B báze okolí 0, Tvrzení 3.1.12(a) implikuje

V Ă Y “ Y.

Jelikož V je okolí 0, máme X “ Y .

3.1.4 Metrizovatelnost a omezenost
Věta 3.1.27. Nechť pX, τq je topologický lineární prostor se spočetnou bází okolí 0. Pak existuje zobrazení p : X Ñ

r0,8q takové, že

(a) ppλxq ď ppxq pro každé x P X a λ P F splňující |λ| ď 1,

(b) pro každé x, y P X platí ppx` yq ď ppxq ` ppyq,

(c) ppxq “ 0 právě tehdy, když x “ 0,

(d) Metrika ρpx, yq “ ppx´ yq, x, y P X, generuje τ .

Prostor pX, τq je tak metrizovatelný.

Důkaz. Krok 1. Zvolíme bázi tVn : n P Nu vyvážených okolí 0 splňující

Vn`1 ` Vn`1 Ă Vn, n P N. (3.4)

Nechť FpNq značí systém všech neprázdných, konečných podmnožin N. Pro každou F P FpNq konečnou položíme

VF “
ÿ

nPF

Vn a pF “
ÿ

nPF

2´n.

Nejprve si rozmyslíme, že funkce q : FpNq Ñ r0, 1q definovaná jako qpF q “ pF je prostá. To však ihned plyne z
faktu, že 2´n ą

řn`m
k“n`1 2´k pro každé n,m P N.

Ukážeme nyní, že kdykoliv dvě množiny F1, F2 P FpNq splňují pF1`pF2 ă 1, existuje množina F P FpNq taková,
že pF “ pF1

` pF2
. Navíc pak platí VF1

` VF2
Ă VF . Důkaz provedeme induckí podle počtu prvků množiny F2.

Mějme množiny F1 P FpNq a F2 “ tlu, kde l P N, dány. Pokud l R F1, stačí položit F “ F1 Y F2.
Pokud by platilo F1 X r1, ls “ t1, . . . , lu, dostali bychom spor s nerovností pF1

` pF2
ă 1. Tedy lze definovat

j “ max pt1, . . . , luzF1q. Označíme

A1 “ F1 X r1, . . . , j ´ 1s, A2 “ F1 X rj ` 1, ls “ tj ` 1, . . . , lu a A3 “ F1 X rl ` 1,8q.

Položíme
F “ A1 Y tju YA3.

Pak F má požadované vlastnosti.
Platí totiž

pF1 ` pF2 “ pA1 ` ptj`1,...,lu ` pA3 “ Ptlu “ pA1 ` ptju ` pA3 “ pF .

Dále díky (3.4) máme

VF1
` VF2

“ VA1
` Vtj`1,...,lu ` VA3

` Vtlu Ă VA1
` Vtju ` VA3

“ VF .

Předpokládejme nyní, že pro nějaké n P N je tvrzení ověřeno pro každou množinu F1 P FpNq a každou n-prvkovou
množinu H P FpNq. Nechť F2 P FpNq je má n` 1 prvků. Označme m “ max F2. Pak H “ F2ztmu má n prvků, a
tedy podle indukčního předpokladu existuje množina F 1 P FpNq taková, že pF 1 “ pF1

` pH a VF1
` VH Ă VF 1 . Na

dvojici F 1 a tmu nyní opět aplikujeme indukční předpoklad, a obdržíme tak množinu F P FpNq splňující

pF “ pF 1 ` ptmu a VF 1 ` Vtmu Ă VF .
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Pak
pF “ pF 1 ` ptmu “ pF1

` pH ` ptmu “ pF1
` pF2

a
VF1

` VF2
“ VF1

` VH ` Vtmu Ă VF 1 ` Vtmu Ă VF .

Tím je důkaz existence F dokončen.
Díky prostotě funkce q je navíc F jednoznačně určena.
Krok 2. Ukážeme, že platí

@n P N @F P FpNq : pF ă 2´n ùñ n ă minF ùñ VF Ă Vn. (3.5)

Důkaz provedeme indukcí podle počtu prvků množiny F . Nechť F je jednoprvková množina. Pišme F “ tku,
kde k P N. Nechť n P N je dáno. Pokud pF “ 2´k ă 2´n, zjevně n ă k “ minF . Tato nerovnost pak zřejmě
implikuje VF “ Vk Ă Vn.

Předpokládejme nyní, že tvrzení platí pro každou m-prvkovou podmnožinu N. Nechť F “ tk1, . . . , km`1u, kde
k1 ă k2 ă ¨ ¨ ¨ ă km`1 jsou čísla v N, je dána. Nerovnost pF ă 2´n zjevně implikuje n ă minF . Předpokládejme
nyní tuto nerovnost a označme F 1 “ tk2, . . . , km`1u. Pak n` 1 ď k1 ă minF 1 a F 1 je m-prvková. Proto

VF “ Vk1 `
`

Vk2 ` ¨ ¨ ¨ ` Vkm`1

˘

Ă Vn`1 ` VF 1 Ă Vn`1 ` Vn`1 Ă Vn.

Tím je (3.5) ověřeno.
Krok 3. Definujeme

ppxq “

#

inftpF : x P VF , F P FpNqu, x P
Ť

FPFpNq VF ,

1, jinak.
x P X.

Ověříme nyní pro funkci p vlastnosti (a)–(d). Pokud λ P D a x P X, pro každou F P FpNq platí λx P VF , pokud
x P VF . Tedy (a) platí.

Dále ověříme (b). Nechť x1, x2 P X jsou dány. Pokud ppx1q ` ppx2q ą 1, požadovaná nerovnost zjevně platí.
Předpokládejme tedy opačnou nerovnost a zvolme ε ą 0 takové, že ppx1q`ppx2q`2ε ă 1. Nechť nyní F1, F2 P FpNq
splňují xi P VFi a pFi ă ppxiq ` ε, i “ 1, 2. Jelikož pF1

` pF2
ă 1, existuje právě jedna množina F P FpNq splňující

pF “ pF1 ` pF2 . Díky prvnímu kroku platí VF1 ` VF2 Ă VF . Tedy x1 ` x2 P VF , a proto

ppx1 ` x2q ď pF “ pF1
` pF2

ď ppx1q ` ppx2q ` 2ε.

Tím je vlastnost (b) ověřena.
Dále pro množiny

Br “ tx P X : ppxq ď ru, r P r0,8q,

platí inkluze
B2´pn`1q Ă Vn Ă B2´n , n P N. (3.6)

Vskutku, inkluze Vn Ă B2´n je zřejmá, neboť ppxq ď 2´n, kdykoliv x P Vn. Pokud je však ppxq ď 2´pn`1q,
existuje F P FpNq splňující pF ă 2´n a x P VF . Pak x P Vn díky (3.5).

Z (3.6) nyní plyne vlastnost (c), neboť

x “ 0 ðñ x P
8
č

n“1

Vn ðñ ppxq “ 0, x P X.

Nakonec ověříme (d). Nechť τρ značí topologii generovanou metrikou ρ. Z (3.6) pak plyne, že báze okolí 0 v τρ,
totiž systém tBr : r ą 0u, je též báze okolí 0 v τ . Z (3.6) však také plyne, že τp0q je báza okolí 0 v τρ. Jelikož je
metrika ρ translančně invariantní, topologie τ a τρ splývají.

Důsledek 3.1.28. Nechť X je topologický vektorový prostor. Pak následující tvrzení jsou ekvivalentní.

(i) X je metrizovatelný,

(ii) X je metrizovatelný translačně invariantní metrikou,

(iii) X má spočetnou bázi okolí 0.

Důkaz. Implikace (ii) ùñ (i) platí zjevně a (iii) ùñ (ii) dle předchozí věty. Implikace (i) ùñ (iii) platí v
každém metrizovatelném prostoru.

Věta 3.1.29. Nechť X je topologický vektorový prostor s omezeným okolím 0. Pak X je metrizovatelný.
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Důkaz. Nechť V je omezené okolí 0. Dle Tvrzení 3.1.20(c) je systém t 1
nV : n P Nu báze okolí 0. Věta 3.1.27 tedy

implikuje metrizovatelnost X.

Tvrzení 3.1.30. Nechť X je topologický vektorový prostor.

(a) Je-li d translačně invariantní metrika na X, pak ρpnx, 0q ď nρpx, 0q pro každé x P X a n P N.
(b) Je-li X metrizovatelný a txnu konverguje k 0, pak existuje posloupnost tγnu Ă p0,8q taková, že γn Ñ 8 a

γnxn Ñ 0.

Důkaz. (a) Pro dané x P X ověříme požadovanou nerovnost indukcí. Pro n “ 1 zjevně platí. Předpokládáme-li její
platnost pro nějaké n P N, pro přirozené číslo n` 1 máme

ρppn` 1qx, 0q ď ρppn` 1qx, xq ` ρpx, 0q “ ρpnx, 0q ` ρpx, 0q ď nρpx, 0q ` ρpx, 0q “ pn` 1qρpx, 0q.

(b) Nechť ρ je translačně invariantní metrika na X kompatibilní s τ . Pak pro každou posloupnost txnu v X
platí xn Ñ 0 v τ právě tehdy, když ρpxn, 0q Ñ 0. Vezměme indexy 1 “ n0 ă n1 ă n2 ă ¨ ¨ ¨ splňující ρpxn, 0q ď 1

k2

pro každé k P N a n ě nk. Položme

γn “ k, nk´1 ď n ă nk, k P N.

Pak γn Ñ8 a pro každé k ą 1 a n P N splňující nk´1 ď n ă nk platí

ρpγnxn, 0q “ ρpkxn, 0q ď kρpxn, 0q ď
k

pk ´ 1q2
.

Tedy ρpγnxn, 0q Ñ 0, což dává γnxn Ñ 0 v τ .

Tvrzení 3.1.31. Nechť X je topologický vektorový prostor a A Ă X. Pak následující tvrzení jsou ekvivalentní.

(i) Množina A je omezená.

(ii) Pro každou posloupnost txnu v A a posloupnost γn Ñ 0 platí γnxn Ñ 0.

Důkaz. (i) ùñ (ii) Nechť V P τp0q je dána, přičemž lze předpokládat, že je vyvážená. Nalezneme t ą 0 splňující
A Ă tV a dále index n0 P N takový, že |γn| t ă 1 pro n ě n0. Nechť vn P V jsou prvky splňující xn “ tvn. Pak

γnxn “ γntvn “ pγntqvn P V.

Tedy γnxn Ñ 0.
(ii) ùñ (i) Není-li A omezená, existuje vyvážená V P τp0q takové, že A Ć nV pro každé n P N. Nechť

xn P AznV , n P N. Pak 1
n Ñ 0 a xn

n R V . Tedy xn
n Û 0.

Věta 3.1.32. Nechť X a Y jsou topologické lineární prostory a T : X Ñ Y je lineární zobrazení. Uvažujme
následující výroky:

(i) T je spojité,

(ii) T je omezené (tj. T zobrazuje omezené množiny na omezené),

(iii) pokud xn Ñ 0, pak množina tTxn : n P Nu je omezená,

(iv) pokud xn Ñ 0, pak Txn Ñ 0.

Pak (i) ùñ (ii) ùñ (iii). Je-li X metrizovatelný, pak (iii) ùñ (iv) ùñ (i).

Důkaz. (i) ùñ (ii) Je-li A Ă X omezená aW Ă Y okolí 0, nechť V Ă X je okolí 0 splňující T pV q ĂW . Nalezneme
t ą 0 takové, že A Ă tV . Pak T pAq Ă T ptV q “ tT pV q Ă tW , a tedy T pAq je omezená.

(ii) ùñ (iii) Pokud txnu je posloupnost v X konvergující k 0, je množina txn : n P Nu omezená. Tedy
tTxn : n P Nu je omezená dle (ii).

Nechť nyní X je metrizovatelný. Dokažme (iii) ùñ (iv). Pokud posloupnost txnu v X konverguje k 0,
nalezneme pomocí Tvrzení 3.1.30 posloupnost tγnu konvergující do nekonečna, která splňuje γnxn Ñ 0. Pak
Txn “

1
γn
T pγnxnq Ñ 0 dle Tvrzení 3.1.31.

(iv) ùñ (i) Jelikož X je metrizovatelný, existuje tVn : n P Nu spočetná báze okolí 0. Můžeme přitom předpo-
kládat, že V1 Ą V2 Ą V3 Ą ¨ ¨ ¨ . Nechť T není spojité v 0. Existuje tedy W Ă Y okolí 0 takové, že T pVnq Ć W pro
každé n P N. Pro každé n P N vybereme xn P Vn splňující Txn RW . Pak xn Ñ 0, ale Txn Û 0.

Tvrzení 3.1.33. Nechť X,Y jsou topologické lineární prostory, dimY ă 8 a T : X Ñ Y je surjektivní lineární
zobrazení. Pak T je otevřené, pokud platí jedna z následujících podmínek.

(a) Prostor X je lokálně konvexní.

(b) Platí dimY ď 1.
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Důkaz. Zřejmě stačí uvažovat případ Y ‰ t0u. Nechť tedy dimY “ n a te1, . . . , enu je kanonická báze Y . Bez újmy
na obecnosti můžeme uvažovat na Y normu }y} “

řn
i“1 |yi|, y P Y . Pro každé i P t1, . . . , nu zvolíme xi P X splňující

Txi “ ei.
K ověření otevřenosti T stačí vzhledem k linearitě T ukázat, že 0 P IntT pUq pro každé U P τp0q. Nechť tedy

U P τp0q je dáno.
(a) V případě, že X je lokálně konvexní, zvolíme vyváženou konvexní množinu V P τp0q splňující V Ă U . Nechť

t ą 0 je takové, že sxi P V pro každé s P r0, ts a i P t1, . . . , nu. Je-li y P BY nenulové, tj. pokud 0 ă
řn
i“1 |yi| ď 1,

pak

y “
n
ÿ

i“1

yiei “
n
ÿ

i“1

|yi|

}y}
}y} sgn yiei P cotλei : |λ| ď 1, i “ 1, . . . , nu.

Tedy
tBY Ă t cotλei : |λ| ď 1, i “ 1, . . . , nu “ cottλei : |λ| ď 1, i “ 1, . . . , nu

“ cottλTxi : |λ| ď 1, i “ 1, . . . , nu “ T pcottλxi : |λ| ď 1, i “ 1, . . . , nuq

Ă T pV q Ă T pUq.

(b) Pokud Y “ F, nalezneme V P τp0q vyvážené splňující V Ă U . Nechť x0 P X je takové, že Tx0 “ 1. Nechť
t ą 0 splňuje sx P V pro každé s P r0, ts. Pak

tBF “ ttλ : |λ| ď 1u “ ttλ : |λ| ď 1u “ ttλTx0 : |λ| ď 1u

“ T pttλx0 : |λ| ď 1uq Ă T pV q Ă T pUq.

Důkaz je tak dokončen.

Příklad 3.1.34. NechťX “ Cpr0, 1s0 s topologií τp bodové konveregence a Y “ Cpr0, 1sq s topologií τλ konvergence
v míře (viz Příklad 3.1.10). Nechť I : X Ñ y je identické zobrazení. Pak platí následující tvrzení.

(a) Je-li A Ă X omezené, je IpAq omezená v Y .

(b) Zobrazení I je sekvenciálně spojité.

(c) Zobrazení I není spojité.

Důkaz. Nechť

ρpf, gq “

ż 1

0

mint|fpxq ´ gpxq| , 1u dλpxq, f, g P Y,

značí metriku generující topologii τλ.
(a) Předpokládejme, že A je omezená v X, ale není omezená v Y . Dle Tvrzení 3.1.31 existují posloupnosti tfnu v

A a tγnu v p0,8q takové, že lim γn “ 0 a γnfn Û 0 v Y . Z tohoto faktu plyne existence čísel ε, δ P p0,8q takových,
že pro množiny

An “ tx P r0, 1s : |γnfnpxq| ě εu , n P N,

je množina těch indexů n P N, které splňují
λ pAnq ě δ,

nekonečná. Pomocí přechodu k podposloupnosti můžeme předpokládat, že tato nerovnost platí pro každé n P N.
Položme

A “
8
č

n“1

8
ď

k“n

Ak.

Pak

λpAq “ lim
nÑ8

λ

˜

8
ď

k“n

Ak

¸

ě δ.

Zvolíme-li x P A, dostáváme bod x P r0, 1s, pro který platí |γnfnpxq| ě δ, n P N. Z omezenosti A v X plyne, že
posloupnost tfnpxqu je omezená. Tato dvě fakta jsou však ve sporu.

(b) Nechť tfnu je posloupnost konvergující k 0 v X, tj. fnpxq Ñ 0 pro každé x P r0, 1s. Pak jsou funkce
gnpxq “ mint|fnpxq| , 1u, x P r0, 1s, omezené konstantou 1 a bodově konvergují k 0. Proto

ρpfn, 0q “

ż 1

0

mint|fnpxq| , 1u dλpxq “

ż 1

0

gnpxq dλpxq “ 0,

tj. fn Ñ 0 v Y .
(c) Pro libovolnou konečnou množinu F Ă r0, 1s zkonstruujeme spojitou funkci fF : X Ñ r0, 1s takovou, že

fF pxq “ 1, x P F, λ ptx P r0, 1s : fF pxq “ 1uq ě
1

2
.

104



Pro systém Fpr0, 1sq konečných podmnožin r0, 1s uvažujeme uspořádání dané vztahem F ď F 1, pokud F Ă F 1. Pak
Fpr0, 1sq je nahoru usměrněná množina a systém tfF u je tak net v X. Zřejmě lim fF “ 0 v X. Na druhou stranu
však máme

ρpfF , 0q “

ż 1

0

fF pxq dλpxq ě
1

2
, F P Fpr0, 1sq,

takže tfF u nekonverguje k 0 v Y .

3.1.5 Pseudonormy a lokální konvexita

Definice 3.1.35. Nechť X je vektorový prostor a A Ă X je pohlcující množina. Definujme pA : X Ñ r0,8q jako

pApxq “ inftt ą 0: x P tAu, x P X.

(Povšimněme si, že pA je dobře definované, neboť A je pohlcující.)
Zobrazení p : X Ñ r0,8q se nazývá pseudonorma, pokud platí

• ppx` yq ď ppxq ` ppyq, x, y P X,

• ppαxq “ |α| ppxq, α P F, x P X.

Poznámka 3.1.36. Je-li X normovaný lineární prostor a A “ BX , je pApxq “ }x}, x P X.

Tvrzení 3.1.37. Nechť X je vektorový prostor a p je pseudonorma na X. Pak platí následující tvrzení.

(a) Platí pp0q “ 0 a |ppxq ´ ppyq| ď ppx´ yq, x, y P X.

(b) Množina Ker p je podprostor,

(c) Položíme-li A “ tx P X : ppxq ă 1u, pak A je konvexní, vyvážená, pohlcující a navíc platí p “ pA.

Důkaz. (a) Zvolme x P X. Pak platí pp0q “ pp0xq “ 0ppxq “ 0. Dále pro x, y P X platí

ppxq ď ppx´ yq ` ppyq a ppyq ď ppy ´ xq ` ppxq “ ppx´ yq ` ppxq,

což implikuje |ppxq ´ ppyq| ď ppx´ yq.
(b) Pokud x, y P Ker p a α, β P F, platí

0 ď ppαx` βyq ď |α| ppxq ` |β| ppyq “ 0,

a tedy Ker p je podprostor X.
(c) Je-li x P A a α P F, přičemž |α| ď 1, platí ppαxq “ |α| ppxq ă 1. Tedy A je vyvážená.
Pokud x, y P A a λ P r0, 1s, platí ppλx` p1´ λqyq ď λppxq ` p1´ λqppyq ă 1, a tedy A je konvexní.
Je-li x P X dáno, existuje t ą 0 splňující ppxq ă t. Pro s P r0, 1

t s pak máme

ppsxq “ sppxq ă
t

t
“ 1,

a tedy sx P A.
Ukážeme, že p “ pA. Nechť x P X je dáno a t P pppxq,8q. Pak x P tA, a tedy pApxq ď t. Jelikož t bylo libovolné

číslo větší než ppxq, je pApxq ď ppxq.
Nyní ověříme, že ppxq ď pApxq. Pokud ppxq “ 0, nerovnost zjevně platí. V opačném případě označme t “ ppxq.
Pak ppxt q “ 1, a tedy x R tA. Nechť s P p0, ts je libovolné. Pak ppxs q “

t
s ě 1, a tedy x R sA. Tedy

p0, ts X tu ą 0: x P uAu “ H.

Proto
pApxq “ inftu ą 0: x P uAu ě t “ ppxq.

Věta 3.1.38. Nechť X je vektorový prostor a A Ă X je konvexní a pohlcující. Pak platí následující tvrzení.

(a) Platí pApx` yq ď pApxq ` pApyq, x, y P X.

(b) Platí pAptxq “ tpApxq pro x P X a t ě 0.

(c) Pokud je A vyvážená, je pA pseudonorma.

(d) Položíme-li B “ tx P X : pApxq ă 1u a C “ tx P X : pApxq ď 1u, pak B i C jsou konvexní a pohlcující. Navíc
platí B Ă A Ă C a pA “ pB “ pC .
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Důkaz. (a) Nechť x, y P X jsou dány a ε ą 0 je libovolné. Nalezneme t ă pApxq ` ε a s ă pApyq ` ε takové, že
x P tA a y P sA. Pak

x` y

s` t
“

t

s` t

x

t
`

s

s` t

y

s
P A,

a tedy x` y P ps` tqA. Tedy pApx` yq ď s` t ă pApxq ` pApyq ` 2ε.
(b) Nechť x P X a t ě 0. Pokud t “ 0, máme pAptxq “ pAp0q “ 0 “ 0pApxq. Pro t ą 0 počítejme

tpApxq “ t infts ą 0: x P sAu “ inftts : s ą 0, x P sAu

“ inftts : s ą 0, tx P tsAu “ inftu ą 0: tx P uAu “ pAptxq.

(c) Nechť x P X a α P F má normu 1. Jelikož α´1A “ A, máme

pApαxq “ inftt ą 0: αx P tAu “ inftt ą 0: x P tα´1Au

“ inftt ą 0: x P tAu “ pApxq.

Je-li α P F libovolné nenulové, máme

pApαxq “ pA

ˆ

|α|
α

|α|
x

˙

“ |α| pA

ˆ

α

|α|
x

˙

“ |α| pApxq.

(d) Konvexitu B i C snadno ověříme ze sublinearity pA. Jelikož pA má konečné hodnoty, jsou obě množiny
pohlcující. (Je-li x P X dáno, nalezneme t ą pApxq. Pak pro s P r0 1

t s platí pApsxq “ spApxq ă 1, a tedy sx P B.)
Zvolme x P B. Pak existuje t P p0, 1q takové, že x P tA. Jelikož A je konvexní, platí tA Ă A. Tedy x P tA Ă A,

a proto B Ă A.
Je-li nyní x P A, pak x “ 1x P A, tj. pApxq ď 1. Proto x P C, a tedy A Ă C.
Jelikož B Ă A Ă C, máme pB ě pA ě pC . Nechť nyní x P X je libovolné a s, t jsou kladná čísla splňující

pCpxq ă s ă t. Jelikož pCpxs q ă 1, máme z první části důkazu tvrzení (d) aplikované pro C v roli A fakt x
s P C.

Tedy pApxs q ď 1, a proto

pAp
x

t
q “ pAp

s

t

x

s
q “

s

t
pAp

x

s
q ă 1.

Z toho dostáváme x
t P B, což implikuje pBpxq ď t. Ukázali jsme, že pro každé t ą pCpxq platí pBpxq ď t. Z toho již

plyne kýžená nerovnost pCpxq ě pBpxq.

Tvrzení 3.1.39. Nechť X je topologický vektorový prostor a A Ă X je konvexní a pohlcující. Pak

IntA Ă tx P X : pApxq ă 1u Ă tx P X : pApxq ď 1u Ă A.

Důkaz. Krok 1. Nechť x P IntA. Pak x P A, a tedy pApxq ď 1. Pokud by platilo pApxq “ 1, vezmeme posloupnost
ttku v p0, 1q splňující tk Õ 1. Pak x R tkA (tj. x

tk
R A) a x

tk
Ñ x. Tedy x R IntA, což je spor.

Krok 2. Nechť pApxq ď 1. Pak pro každé t ą 1 platí x P tA. (Jelikož pApxt q ă 1, je x
t P A dle Věty 3.1.38(d).)

Zvolme posloupnost ttku v p1,8q splňující tk Œ 1. Pak x
tk
P A a x

tk
Ñ x. Tedy x P A.

Věta 3.1.40. Nechť X je topologický vektorový prostor. Nechť B je báze okolí 0 sestávající z konvexních otevřených
a vyvážených množin. Pak platí následující tvrzení.

(a) Pro každé B P B platí B “ tx P X : pBpxq ă 1u.

(b) Pro každé B P B je pB spojitá pseudonorma a systém tpB : B P Bu odděluje Xzt0u a t0u (tj. pro každé
x P Xzt0u existuje B P B splňující pBpxq ą 0.)

Důkaz. (a) Je-li x P B, pak x P IntB, a tedy pBpxq ă 1 dle Tvrzení 3.1.39. Předpokládejme nyní, že x R B. Platí-li
t ă 1 a x P tB, pak x P tB Ă B, což je spor. Tedy tt ą 0: x P tBu X r0, 1q “ H, což implikuje pBpxq ě 1.

(b) Z Věty 3.1.38(c) víme, že pB je pseudonorma. Nechť x P X a ε ą 0 jsou dány. Pak εB je okolí 0 a pro
y P x` εB platí díky Větě 3.1.38(d) odhad

|pBpyq ´ pBpxq| ď pBpy ´ xq “ εpB

ˆ

y ´ x

ε

˙

ď ε.

Tedy pB je spojitá v x.
Je-li x P Xzt0u, nalezneme B P B splňující x R B. Pak pBpxq ě 1 dle (a).

Důsledek 3.1.41. Nechť X je lokálně konvexní prostor. Pak X je úplně regulární.
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Důkaz. Nechť x P X a F Ă X je neprázdná, uzavřená množina neobsahující x. Bez újmy na obecnosti můžeme
předpokládat, že x “ 0. Nechť B P τp0q je konvexní, otevřená a vyvážená množina splňující B X F “ H. Pak
pB ě 1 na F . Nechť g : r0,8q Ñ r0, 1s je funkce definovaná jako

gptq “

#

1´ t, t P r0, 1s,

0, t P p1,8q.

Pak g ˝ pB : X Ñ r0, 1s je spojitá funkce, pBpxq “ 1 a pB “ 0 na F .

Věta 3.1.42. Nechť X je vektorový prostor. Nechť P je systém pseudonorem oddělující Xzt0u a t0u. Pro p P P a
n P N označme

Up,n “ tx P X : ppxq ă
1

n
u. (3.7)

Pak systém

U “ t
kl
č

i“1

Upi,ni : l, kl P N a pro i “ 1, . . . , kl je pi P P, ni P Nu.

generuje na X lokálně konvexní topologii τ takovou, že platí následující tvrzení.

(a) Systém U je báze τp0q sestávající z konvexních otevřených vyvážených množin.

(a) Každá pseudonorma p P P je τ -spojitá,

(b) Množina A Ă X je τ -omezená právě tehdy, když ppAq je omezená pro každé p P P,
(c) Net txiuiPI konverguje v τ k x právě tehdy, když ppxi ´ xq Ñ 0 pro každou p P P.

Důkaz. Nejprve ukážeme, že systém U splňuje předpoklady Věty 3.1.16.
Vskutku, je-li x P Xzt0u, existuje p P P splňující ppxq ą 0. Pak pro n P N splňující 1

n ă ppxq platí x R Up,n. Každá
množina z U je zjevně vyvážená, konvexní a pohlcující (viz Tvrzení 3.1.37(c)). Konečně je-li U tvaru

Şkl
i“1 Upi,ni ,

pak množina V “
Şkl
i“1 Upi,2ni splňuje V ` V Ă U .

Systém U tedy U jednoznačně generuje topologii τ , ve které je X topologický lineární prostor a U je báze okolí
0. Jelikož U sestává z konvexních množin, je τ lokálně konvexní topologie na X. Tím je i ověřeno (a).

(b) Je-li p P P a ε ą 0, platí pro n P N splňující 1
n ă ε, že ppxq ă ε pro každé Up,n. Tedy p je spojitá v 0. Jelikož

je p pseudonorma, plyne ze spojitosti v 0 spojitost na celém X (viz důkaz tvrzení (b) Věty 3.1.40).
Ze spojitosti každé pseudonormy p též plyne τ -otevřenost množin systému U .
(c) Nechť A je τ -omezená a p P P je dána. Pak existuje t ą 0 takové, že A Ă tUp,1. Pak pro x P A platí xt P Up,1,

a tedy ppxq ă t.
Obráceně, nechť ppAq je omezená pro každou pseudonormu p P P. Nechť V P τp0q je dáno. Nalezneme U P U

tvaru U “
Şk
i“1 Upi,ni splňující U Ă V . Pro každé i P t1, . . . , ku nechť Mi ą 0 splňuje pi ďMi na A. Pak pro

t ą maxtMini : i “ 1, . . . , ku

platí A Ă tU Ă tV . (Je-li totiž x P A, platí pipxq ďMi, a proto pipxt q ă
1
ni
, i “ 1, . . . , k. Tedy x

t P U .)
(d) Pokud xi Ñ x v τ , platí ppxi ´ xq Ñ 0 pro každou p P P díky spojitosti všech p.
Obráceně, nechť txiuiPI je net a x P X splňuje ppxi ´ xq Ñ 0 pro každé p P P. Nechť U P τp0q je dáno.

Nalezneme k P N, p1, . . . , pk P P a n1, . . . , nk P N takové, že

k
č

l“1

Upl,nl Ă U.

Položme m “ maxtn1, . . . , nku. Nalezneme i0 P I takové, že pro všechny i P I, i ě i0, platí plpxi ´ xq ă 1
m ,

l “ 1, . . . , k. Pak pro i ě i0 platí

xi ´ x P
k
č

l“1

Upl,nl Ă U,

a tedy xi Ñ x v τ .

Věta 3.1.43. Nechť pX, τq je lokálně konvexní prostor a B je báze okolí 0 sestávající z otevřených, konvexních,
vyvážených množin. Nechť σ je topologie generována systémem tpB : B P Bu. Pak σ “ τ .

Důkaz. Jelikož tx P X : pBpxq ă 1u “ Intτ B “ B P τ , jsou množiny UpB ,1 τ -otevřené. Tedy σ má bázi okolí 0
tvořenou τ -otevřenými množinami, a proto platí σ Ă τ .

Obráceně, nechť B P B. Pak podle Věty 3.1.40(a) platí B “ UpB ,1, což je množina v σ. Tedy τ má bázi okolí 0
tvořenou σ-otevřenými množinami, a proto τ Ă σ.
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Tvrzení 3.1.44. Nechť X je lokálně konvexní prostor a A Ă X je neprázdná. Pak platí následující tvrzení.

(a) Je-li A omezená, je coA omezená.

(b) Je-li A totálně omezená, jsou množiny bpAq a coA totálně omezené.

Důkaz. (a) Nechť P je systém pseudonorem generující topologii X (viz Věta 3.1.42). Pak množina je coA omezená
právě tehdy, když ppAq je omezená pro každou p P P. Mějme tedy p P P dánu a nechťM “ sup ppAq. Je-li x P coA,
je tvaru x “

řn
i“1 λixi, kde n P N, λ P pλ1, . . . , λnq P ∆n (viz Tvrzení 1.1.8) a x1, . . . , xn P A. Pak

ppxq ď
n
ÿ

i“1

λippxiq ďM
n
ÿ

i“1

λi “M,

a tedy coA je omezená množina.
(b) Nechť A je totálně omezená a U P τp0q je dáno. Nalezneme konvexní okolí V P τp0q takové, že V ` V Ă U .

Nechť F Ă X je konečná taková, že A Ă F ` V . Jelikož coF je kompaktní, a tedy totálně omezená množina (viz
Tvrzení 3.1.19 a Tvrzení 3.1.20(b)), existuje H Ă X konečná taková, že coF Ă H ` V . Pak díky Tvrzení 1.1.8(c)
platí

copF ` V q “ co

˜

ď

xPF

px` V q

¸

“ coF ` V,

a tedy
coA Ă copF ` V q “ coF ` V Ă H ` V ` V Ă H ` U.

Tedy coA je totálně omezená množina.

Tvrzení 3.1.45. Nechť pX, τq je Fréchetův prostor a A Ă X je kompaktní. Pak coA je kompaktní.

Důkaz. Nechť ρ je translačně invariantní úplná metrika generující τ .
Krok 1. Nejprve ověříme, že množina C Ă X je totálně omezená v pX, τq právě tehdy, když C je totálně omezená

v pX, ρq.
Předpokládejme nejprve, že C je τ -totálně omezená a ε ą 0 je dáno. Pak Up0, εq “ tx P X : ρp0, xq ă εu je v

τp0q, a tedy existuje F Ă C konečná taková, že C Ă F ` Up0, εq. Tedy F je konečně ε-síť pro C.
Pokud C je totálně omezená v pX, ρq a U P τp0q je dáno, existuje ε ą 0 splňující Up0, εq Ă U . Nechť F Ă C je

konečná ε-síť. Díky translační invariantnosti ρ platí x` Up0, εq “ Upx, εq, z čehož plyne

C Ă
ď

xPF

Upx, rq “
ď

xPF

px` Up0, rqq “ F ` Up0, rq Ă F ` U.

Tedy C je τ -totálně omezená.
Krok 2. Nechť nyní A Ă pX, τq je kompaktní. Pak je i ρ-kompaktní, a tedy ρ-totálně omezená. Dle předcházejícího

kroku je i τ -totálně omezená, což dle Tvrzení 3.1.44 implikuje τ -totální omezenost coA. Z prvního kroku opět
máme ρ-totální omezenost coA. Jelikož je v metrickém prostoru uzávěr totálně omezené množiny totálně omezený,
je coρA ρ-totálně omezená množina. Vzhledem k úplnosti pX, ρq je coρA ρ-kompaktní. Tedy je coτA “ coρA
τ -kompaktní.

Příklad 3.1.46. Nechť X je prostor Lppr0, 1sq z Příkladu 3.1.9 (tedy p P p0, 1q). Pak platí následující tvrzení.

(a) Prostor X je lokálně omezený F -prostor.

(b) Je-li A Ă X otevřená a konvexní, je buďto prázdná, nebo A “ X.

(c) Pro duální prostor platí X˚ “ t0u.

Důkaz. (a) Označme }f}p “
ş1

0
|f |

p
dλ, f P X. Pak }cf}p “ |c|

p
}f}p a díky nerovnosti pa ` bqp ď ap ` bp,

a, b P r0,8q, platí }f ` g}p ď }f}p ` }g}p, f, g P X. Zobrazení ρpf, gq “
ş1

0
|f ´ g|

p
dλ, f, g P X, je tak translačně

invariantní metrika. Úplnost prostoru pX, ρq se dokáže zcela analogicky jako u klasických Lq prostorů (tj. prostorů,
kde q ě 1).

Spojitost vektorových operací nyní snadno ověříme z nerovností

ρpf1 ` f2, g1 ` g2q “ }f1 ´ g1 ` f2 ´ g2}p ď }f1 ´ g1}p ` }f2 ´ g2}p

a
ρpcf, dgq “ }cf ´ cg ` cg ´ dg}p “ }cpf ´ gq ` pc´ dqg}p ď |c| }f ´ g}p ` |c´ d|

p
}g}p .

Báze okolí 0 je tvořena množinami

Br “ tf P X :

ż 1

0

|f |
p
dλ ă ru, r ą 0.
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Ukážeme, že B1 je omezené okolí 0. Nechť tedy okolí tvaru Br je dáno. Pro f P B1 pak platí r
1
p f P Br, a tedy

B1 Ă r´
1
pBr. tedy je B1 omezená.

(b) Stačí ukázat, že X nemá jiné otevřené, konvexní okolí 0 než X. Nechť tedy U P τp0q je konvexní. Nalezneme
r ą 0 takové, že Bp0, rq Ă U . Nechť f P X je libovolná. Zvolíme n P N takové, aby np´1

ş1

0
|f |

p
ă r.

Nyní nalezneme dělění 0 “ x0 ă x1 ă ¨ ¨ ¨ ă xn “ 1 intervalu r0, 1s takové, že
ż xi`1

xi

|f |
p
dλ “

1

n

ż 1

0

|f |
p
dλ, i “ 0, . . . , n´ 1.

To provedeme následujícím způsobem. Funkce Gpxq “
şx

0
|f | dλ, x P r0, 1s, je neklesající, spojitá a splňuje Gp0q “ 0

a Gp1q “
ş1

0
|f |

p
dλ. Položíme

x0 “ 0 a xi “ sup

"

t P r0, 1s : Gptq ď
i

n

ż 1

0

|f |
p
dλ

*

, i P t1, . . . , nu.

Množina tx0, . . . , xnu je nyní hledané dělení.
Položme nyní

gi “ nfχpxi´1,xis, i P t1, . . . , nu.

Pak pro každé i P t1, . . . , nu platí
ż 1

0

|gi|
p
dλ “

ż xi

xi´1

np |f |
p
dλ “ np´1

ż 1

0

|f |
p
dλ ă r,

tj. gi P Bp0, rq Ă U . Protože však

f “
n
ÿ

i“1

1

n
gi,

je f P U . Tedy U “ X.

Příklad 3.1.47. Nechť p P p0, 1q a X “ `p, tj. X “ tx “ pxnq :
ř8

n“1 |xn|
p
ă 8u s metrikou ρpx, yq “

ř8

n“1 |xn ´ yn|
p, x, y P X. Pak platí následující tvrzení.

(a) Prostor X je lokálně omezený F -prostor.
(b) Zobrazení φ : `8 Ñ X˚, které každému y P `8 přiřadí funkcionál

ϕypxq “
8
ÿ

n“1

xnyn, x P X,

je surjektivní lineární zobrazení.
(c) Existuje kompaktní množina A Ă X, jejíž konvexní obal není omezený.

Důkaz. (a) Důkaz faktu, že X je lokálně omezený F -prostor, se provede stejně jako v Příkladu 3.1.46.
(b) Nejprve ukážeme, že ϕy P X˚ pro každé y P `8. Je-li totiž y P `8 a x P X, nalezneme M ą }x}8. Pak

všechny souřadnice vektoru x
M mají modulus menší než 1, a tedy platí

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

8
ÿ

n“1

xnyn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

8
ÿ

n“1

M
ˇ

ˇ

ˇ

xn
M
yn

ˇ

ˇ

ˇ
ďM }y}8

8
ÿ

n“1

ˇ

ˇ

ˇ

xn
M

ˇ

ˇ

ˇ

p

“M1´p }y}8 }x}p ă 8.

Tedy ϕy je dobře definovný.
Nechť nyní txku je posloupnost v X konvergující k 0. Od jistého indexu k0 P N pak mají vektory xk všechny

souřadnice menší než 1. Proto platí

ˇ

ˇϕypx
kq
ˇ

ˇ ď }y}8

8
ÿ

n“1

ˇ

ˇxkn
ˇ

ˇ ď }y}8

8
ÿ

n“1

ˇ

ˇxkn
ˇ

ˇ

p
“ }y}8

›

›xk
›

›

p
,

a tedy ϕypxkq Ñ 0. Funkcionál ϕ je tedy spojitý na X.
Nechť nyní ϕ P X˚ je dáno. Položíme yn “ ϕpχtnuq, n P N. Pak tynu je omezená posloupnost. Kdyby tomu

totiž tak nebylo, existuje podposloupnost tynku taková, že |ynk | Ñ 8. Nalezneme posloupnost kladných čísel tγku,
která konverguje k 0 a přitom γkynk Ñ8. Pak xk “ γkχtnku, k P N, jsou prvky X konvergující k 0 v `p, ale čísla

ˇ

ˇϕpxkq
ˇ

ˇ “ γk
ˇ

ˇϕtnku
ˇ

ˇ “ γk |ynk |

k 0 nekonvergují. To je ovšem spor se spojitostí ϕ. Proto y P `8.
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Nechť nyní x P X je libovolné. Označme xk “
řk
n“1 xnχtnu, k P N. Pak xk Ñ x, a tedy

ϕpxq “ lim
kÑ8

ϕpxkq “ lim
kÑ8

k
ÿ

n“1

xnϕpχtnu “ lim
kÑ8

k
ÿ

n“1

xnyn “ ϕypxq.

Tedy ϕ je na.
(c) Zvolíme nerostoucí posloupnost kladných čísel tcku konvergující k 0, která splňuje limkÑ8 k

1´pcpk “ 8.
(Stačí například položit ck “ p1` log kq´1, k P N.) Nechť

xk “ ckχtku, k P N.

Pak
›

›xk
›

›

p
“ cpk Ñ 0, a tedy je množina A “ t0u Y txk : k P Nu kompaktní.

Položíme-li však

ym “
m
ÿ

k“1

1

m
xk, m P N,

dostaneme prvky coA, které splňují

}ym}p “
m
ÿ

k“1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

m
ck

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p

ě m´p
m
ÿ

k“1

cpm “ m1´pcpm.

Díky volbě čísel cm tak platí }ym} Ñ 8.
Ukážeme nyní, že coA Ć tBp0, 1q pro každé t P p0,8q. To je však zřejmé z předchozího, neboť tBp0, 1q Ă

Bp0, t´pq.

Věta 3.1.48. Je-li pX, τq lokálně konvexní prostor se spočetnou bází okolí 0, pak X je metrizovatelný translačně
invariantní metrikou.

Důkaz. Nechť tBn : n P Nu je báze okolí 0 tvořená otevřenými, konvexními a vyváženými množinami. Pak pBn jsou
pseudonormy a

ρpx, yq “
8
ÿ

n“1

1

2n
mintpBnpx´ yq, 1u, x, y P X,

je translačně invariantní metrika na X. (Pokud ρpx, yq “ 0, pak x “ y, neboť systém tpBn : n P Nu odděluje Xzt0u
a t0u.)

Označme σ topologii generovanou ρ. Jelikož pBn jsou τ -spojité funkce, je ρ : X ˆ X Ñ r0,8q spojitá funkce.
Proto je každá σ-otevřená množina v τ .

Nechť nyní W P τp0q. Nalezneme k P N splňující Bk Ă W (viz Tvrzení 3.1.11(b)). Pak tx P X : pBkpxq ď 1u Ă
Bk ĂW , a tedy tx P X : ρpx, 0q ă 1

2k
u ĂW . (Máme-li totiž x P X splňující

1

2k
ą ρpx, 0q “

8
ÿ

n“1

1

2n
mintpBnpxq, 1u,

platí 1
2k

mintpBkpxq, 1u ă
1
2k
. Tedy pBkpxq ă 1, což dává x P Bk ĂW .) Tedy τ Ă σ.

Příklad 3.1.49. Nechť K je lokálně kompaktní topologický prostor. Pro každý kompakt L Ă K uvažujme pseu-
donormu

pLpfq “ sup
xPL

|fpxq| , f P CpKq.

Pak platí následující tvrzení.

(a) Systém P “ tpL : L Ă K kompaktníu generuje na CpKq lokálně konvexní topologii τ .
(b) Nechť dále K má spočetnou bázi.

(b1) Nechť tKnu je vyčerpání K zajištěné Tvrzením 9.1.48. Pak systém tpKn : n P Nu generuje též topologii τ ,
přičemž nezávisí na volbě vyčerpání.

(b2) Prostor pCpKq, τq je Fréchetův prostor.

Důkaz. (a) Topologie τ je lokálně konvexní díky Větě 3.1.42.
(b1) Pro dané vyčerpání tKnu prostoru K uvažujme topologii σ generovanou systémem Q “ tpKn : n P Nu.

To je opět lokálně konvexní topologie na CpKq, neboť systém Q odděluje body CpKq. Jelikož Q Ă P, je každá
σ-otevřená množina τ -otevřená. Je-li nyní U P τp0q dáno, existují dle Věty 3.1.42 kompakty L1, . . . , Lj v K a
přirozená čísla n1, . . . , nj taková, že

j
č

i“1

UpLi ,ni Ă U,
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kde UpLi ,ni jsou množiny tvaru (3.7). Vzhledem k tomu, že tKnu je vyčerpání, existuje m P N takové, že
Ťj
i“1 Li Ă

Km. Položme n “ maxtn1, . . . , nju. Pak

UpKm ,n Ă
j
č

i“1

UpLi ,ni Ă U,

a tedy je σp0q též báze okolí 0 vzhledem k topologii τ . Proto τ Ă σ.
Vzhledem k tomu, že vyčerpání tKnu jsme volili libovolné, každá taková volba generuje topologii τ .
(b2) Nechť tKnu je vyčerpání K a nechť

ρpf, gq “
8
ÿ

n“1

2´n mintpKnpf ´ gq, 1u, f, g P CpKq.

Pak ρ je dobře definovaná metrika na CpKq, která generuje topologii τ (viz důkaz Věty 3.1.48). K dokončení
důkazu stačí ověřit, že pCpKq, ρq je úplný prostor. Nechť tfju je ρ-cauchyovská posloupnost. Pro každé n P N je
pak posloupnost tfj |Knu8j“1 cauchyovská v pCpKnq, }¨}8q. Tedy existuje funkce fn P CpKnq taková, že fj |Kn Ñ fn
na Kn. Jelikož je posloupnost tKnu neklesající, nutně platí fn`1|Kn “ fn , n P N. Tedy existuje funkce f : K Ñ F
taková, že fj |Kn Ñ f |Kn na každém kompaktu Kn.

Dokážeme, že f P CpKq. Nechť x P K je dáno. Nechť U je lokálně kompaktní okolí bodu x a nechť n P N splňuje
U Ă Kn. Jelikož f je spojitá na Kn, je spojitá na U , a tedy i v x. Tedy f je spojitá v každém bodě K, tj. f P CpKq.

Jelikož již víme, že limjÑ8 pKnpfj |Kn ´ f |Knq “ 0 pro každé n P N, platí ρpfj , fq Ñ 0. Prostor pCpKq, ρq je tak
úplný.

Příklad 3.1.50. Nechť Ω je otevřená podmnožina C. Pro každý kompakt L Ă Ω uvažujme pseudonormu

pLpfq “ sup
xPL

|fpxq| , f P HolpΩq.

Pak platí následující tvrzení.

(a) Systém tpL : L Ă Ω kompaktníu generuje na HolpΩq lokálně konvexní topologii τ .

(b) Nechť tKnu je vyčerpání Ω zajištěné Tvrzením 9.1.48. Pak systém tpKn : n P Nu generuje též topologii τ ,
přičemž nezávisí na volbě vyčerpání.

(c) Prostor pHolpΩq, τq je Fréchetův prostor.

Důkaz. Důkaz je zcela analogický důkazu Příkladu 3.1.49, pouze je třeba využít faktu, že lokálně stejnoměrná limita
posloupnosti holomorfních funkcí je také holomorfní funkce.

Příklad 3.1.51. Nechť X “ Fr0,1s s topologií bodové konvergence, tj. s topologií generovanou systémem pseudo-
norem

pxpfq “ |fpxq| , f P X, x P r0, 1s.

Pak existuje posloupnost tfnu v X konvergující k 0 taková, že γnfn Û 0 pro každou posloupnost skalárů tγnu v
p0,8q konvergující k nekonečnu.

Důkaz. Označíme
Γ “ ttγnu : lim

nÑ8
γn “ 0, γn P p0,8q, n P Nu Ă p0,8qN.

Pak Γ má cardinalitu kontinua, a tedy existuje bijekce φ : Γ Ñ r0, 1s množiny Γ na r0, 1s. Definujme

fnpxq “ ppφ
´1pxqqnq

´1, x P r0, 1s.

Pro pevné x P r0, 1s pak fnpxq Ñ 0, nicméně pro každou posloupnost tγnu P Γ platí

γnfnpφptγnuqq “ 1.

Tedy γnfn Û 0.

Věta 3.1.52. Nechť pX, τq je topologický lineární prostor. Pak X je normovatelný právě tehdy, když existuje
omezené konvexní okolí 0.

Důkaz. „ðù“ Nechť V je omezené konvexní τ -otevřené okolí 0. Vezměme konvexní vyvážené otevřené U P τp0q a
uvažujme pU . Pak dostáváme pseudonormu, která je dokonce normou.

(Systém t 1
nU : n P Nu je totiž báze okolí 0 dle Tvrzení 3.1.20. Pokud tedy pU pxq “ 0, platí pU pnxq “ 0 pro

každé n P N, a tedy x P 1
nU pro každé n P N. Tedy x “ 0.)
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Nechť σ značí topologii generovanou pU . Z τ -spojitosti pU plyne, že σ Ă τ . Obráceně, je-li V τ -okolí 0, existuje
n P N splňující 1

nU Ă V . Tedy tx P X : pU pxq ă
1
nu “

1
nU Ă V . Tedy τ Ă σ.

Dohromady tedy máme, že norma pU generuje τ .
„ ùñ “ Je-li τ generována nějakou normou }¨} na X, je U “ tx P X : }x} ă 1u τ -omezené konvexní okolí 0.
Vskutku, nechť V P τp0q je libovolné. Pak existuje n P N takové, že

V Ą tx P X : }x} ă
1

n
u “

1

n
U.

Tedu U Ă nV , což znamená, že U je τ -omezené.

Tvrzení 3.1.53. Nechť K Ă Rn je kompaktní množina. Pak je množin coK je též kompaktní.

Důkaz. Pro m P N označme

∆m “ tλ P r0,8q
m :

m
ÿ

i“1

λi “ 1u

a nechť φ : Kn`1 ˆ∆n`1 Ñ Rn je zobrazení definované jako

φpx, λq “
n`1
ÿ

i“1

λixi, px, λq P Kn`1 ˆ∆n`1.

Díky kompaktnosti množiny Kn`1 ˆ∆n`1 bude tvrzení dokázáno, jakmile ověříme rovnost

coK “ φpK ˆ∆n`1q.

K důkazu této rovnosti stačí ukázat, že pokud x “
řm
i“1 xiλi pro nějaké m ą n a px, λq P Km`1 ˆ∆m`1, lze x

vyjádřit jako konvexní kombinaci nejvýše m prvků z K. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že λi ą 0,
i “ 1, . . . ,m. Jelikož je k ą n, lineární zobrazení ψ : Rk`1 Ñ Rn ˆ R definované jako

ψpµq “

˜

k`1
ÿ

i“1

µixi,
k`1
ÿ

i“1

µi

¸

, µ P Rk`1,

má netriviální jádro. Existuje tak nenulové µ P Rk`1 splňující

k`1
ÿ

i“1

µixi “ 0 a
k`1
ÿ

i“1

µi “ 0.

Označme I “ ti P t1, . . . , k ` 1u : µi ‰ 0u a nechť i0 P I je takové, že platí

λi0
|µi0 |

“ mint
λi
|µi|

: i P Iu.

Pak číslo µ “ sgnµi0
λi0
|µi0 |

splňuje

µµi0 “ sgnµi0
λi0
|µi0 |

µi0 “ λi0

a

|µµi|

#

“
λi0
|µi0 |

|µi| ď
λi
|µi|
|µi| “ λi, i P I,

“ 0 ď λi, i P t1, . . . , k ` 1uzI.

Koeficienty
νi “ λi ´ µµi, i P t1, . . . , k ` 1u,

jsou nezáporné,
k`1
ÿ

i“1

νi “
k`1
ÿ

i“1

λi ´ µ
k`1
ÿ

i“1

µi “
k`1
ÿ

i“1

λi “ 1

a přitom νi0 “ 0. Navíc
k`1
ÿ

i“1

νixi “
k`1
ÿ

i“1

λixi ´ µ
k`1
ÿ

i“1

µixi “
k`1
ÿ

i“1

λixi “ x.

Tedy pν1, . . . , νi0´1, νi0`1, . . . , νk`1q jsou koeficienty konvexní kombinace nejvýš k vektorů, jejíž výsledek je x.
Jak bylo vysvětleno výše, důkaz je tímto dokončen.
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3.1.6 Prostor distribucí
Definice 3.1.54. Uvažujme otevřenou množinu Ω Ă Rd a nechť DpΩq značí prostor z Definice 1.5.1. Nechť K Ă Ω
je kompaktní množina a nechť τK značí topologii generovanou metrikou ρ z Tvrzení 1.5.3. (Připomeňme, že pro
N P N0 máme

}ϕ}N “ sup t|Dαϕpxq| : x P Ω, |α| ď Nu , ϕ P DKpωq

a
ρpf, gq “

ÿ

NPN0

2´N mint}f ´ g}N , 1u, f, g P DpΩq.q

Pak pDKpΩq, τKq je Fréchetův prostor.

Věta 3.1.55. Mějme objekty jako v Definici 3.1.54. Pak pseudonormy }¨}N , N P N0, generují na DKpΩq topologii
τK , v níž je DKpΩq Fréchetův prostor, přičemž ρ je metrika generující topologii τK .

Důkaz. Dle Věty 3.1.42 je pDKpΩq, τKq lokálně konvexní prostor. Důkaz Věty 3.1.48 říká, že ρ generuje topologii
τK . Dle Tvrzení 1.5.3(b) je DKpΩq Fréchetův prostor.

Definice 3.1.56. Mějme objekty jako v Definici 3.1.54 a uvažujme systémy

U “ tU Ă DpΩq : U vyvážená, konvexní, pohlcující, U XDKpΩq P τKp0q pro každý kompakt K Ă Ωu .

Věta 3.1.57. Uvažujme objekty jako v Definici 3.1.54 a 3.1.56. Pak platí následující tvrzení.

(a) Systém U splňuje předpokladu Věty 3.1.16.
(b) Je-li τ topologie generovaná systémem U , je pDpΩq, τq lokálně konvexní prostor s následujícími vlastnostmi.

(b1) Platí τ |DKpΩq “ τK .
(b2) Je-li E Ă pDpΩq, τq omezená, existuje K Ă Ω kompaktní taková, že E Ă DKpΩq.
(b3) Nechť tϕnu je posloupnost v DpΩq a ϕ P DpΩq. Pak ϕn Ñ ϕ v DpΩq dle Definice 1.5.1 právě tehdy, když

ϕn Ñ ϕ v τ .

Důkaz. (a) Prvky systému U jsou vyvážené, konvexní a pohlcující z definice. Pokud U1, U2 P U , pak U1 XU2 je též
v U , neboť pak pro každý kompakt K Ă Ω platí U1 X U2 XDKpΩq P τKp0q.

Je-li ϕ P DpΩq nenulové, položme

W “ tψ P DpΩq : }ψ}0 ă }ϕ}0u.

Jelikož je }¨}0 pseudonorma, je W konvexní množina. Zřejmě se též jedná o vyváženou a pohlcující množinu. Je-li
K Ă Ω kompakt, je }¨} : DKpΩq Ñ r0,8q spojitá funkce, a tedy je W X DKpΩq prvek τKp0q. Zřejmě pak platí
ϕ RW .

Nechť nyní U P U je dáno. Pak je V “ 1
2U prvek U a díky konvexitě U platí

V ` V “
1

2
U `

1

2
U Ă U.

Tím jsou ověřeny požadavky (1), (2) a (3) Věty 3.1.16.
(b) Dle (a) tedy systém U určuje jednoznačným způsobem lokálně konvexní topologii τ na DpΩq.
Ověříme nyní vlastnost (b1). Jsou-li G P τ a ϕ P G X DKpΩq dány, existuje U P U splňující ϕ ` U Ă G. Pak

platí
ϕ` pU XDKpΩq “ pϕ` Uq XDKpΩq Ă pϕ`Gq XDKpΩq.

Jelikož máme U X DKpΩq P τKp0q, je pϕ ` Gq X DKpΩq τK-okolí ϕ v DKpΩq. Množina G X DKpΩq je proto τK
otevřená.

Pokud G P τK je libovolná neprázdná, množina

U “
ď

tV P τ : V XDKpΩq Ă Gu

je τ -otevřená a
U XDKpΩq “ G. (3.8)

Vskutku, nechť ϕ P G je dáno. Pak existuje M P N0 a r0, . . . , rM P p0,8q takové, že τK-okolí 0 dané předpisem

B “ tψ P DKpΩq : }ψ}N ă rN , N P t0, . . . ,Muu

splňuje ϕ`B Ă G. Uvažujme množinu

C “ tψ P DpΩq : }ψ}N ă rN , N P t0, . . . ,Muu.
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Pak C náleží do U , a tedy 0 leží ve vnitřku množiny C vzhledem k topologii τ . Proto je množina V “ ϕ` Intτ C
v τ . Jelikož

V XDKpΩq Ă pϕ` Cq XDKpΩq Ă B,

platí V Ă U . Proto ϕ P U . Ukázali jsme tak inkluzi „Ą“ v (3.8). Jelikož obrácená inkluze je zjevná, je rovnost (3.8)
ověřena. Důkaz (b1) je tak zakončen.

(b2) Předpokládejme, že τ -omezená množina E Ă DpΩq neleží v žádném prostoru DKpΩq, kde K je libovolný
kompakt v Ω. Pak exsitují body xm P Ω a funkce ϕm P DpΩq, m P N, takové, že posloupnost txmu nemá hromadný
bod v Ω a ϕmpxmq ‰ 0. Položme

V “ tϕ P DpΩq : |ϕpxmq| ă
1

m
|ϕmpxmq| ,m P Nu.

Pak V P U . Vskutku, je-li K Ă Ω kompakt, existuje m0 P N takové, že xm R K pro každé m ą m0. Tedy

V XDKpΩq “ tϕ P DKpΩq : |ϕpxmq| ă
1

m
|ϕmpxmq| ,m P t1, . . . ,m0uu,

což je τK-otevřená množina.
Nyní však vidíme, že ϕm R mV pro každé m P N, tj. E není τ -omeznená. Tento spor dokazuje požadované

tvrzení.
(b3) Nechť tϕnu je posloupnost v DpΩq konvergující k nějakému ϕ P DpΩq. Zjevně můžeme předpokládat, že

ϕ “ 0.
Nechť nejprve ϕn Ñ 0 v DpΩq. Pak existuje kompakt K Ă Ω takový, že sptϕn Ă K, n P N, a }ϕn}N Ñ 0 pro

každý index N P N0. Pak zjevně platí ϕn P DKpΩq, n P N. Nechť U P τp0q je dáno. Dle Věty 3.1.16 tvoří systém U
bázi okolí 0. Lze tedy předpokládat, že U P U . Pak U XDKpΩq P τKp0q, a tedy existuje n0 P N takové, že ϕn P U
pro n ě n0. Tedy ϕn Ñ 0 v τ .

Obráceně, nechť ϕn Ñ 0 v τ . Pak je množina E “ tϕn : n P Nu τ -omezená, což dle (b2) zaručuje existenci
kompaktu K Ă Ω splňujícího sptϕn Ă K, m P N. Je-li nyní V P τKp0q dáno, existuje dle (b1) otevřená množina
W P τp0q splňující W X DKpΩq “ V . Z definice konvergentní posloupnosti dostáváme, že až na konečně mnoho
členů leží prvky posloupnosti tϕnu v množině W . Tedy ϕn Ñ 0 v τK . Vzhledem k Tvrzení 1.5.3(c) konverguje
posloupnost tϕnu k 0 v DpΩq.

Věta 3.1.58. Nechť Λ: DpΩq Ñ F je lineární zobrazení. Pak následující tvrzení jsou ekvivalentní.

(i) Zobrazení Λ je τ -spojité.

(ii) Zobrazení Λ je τ -omezené.

(iii) Pokud tϕnu je posloupnost v DpΩq konvergující v τ k 0, platí Λpϕnq Ñ 0.

(iv) Zobrazení Λ je distribuce ve smyslu Definice 1.5.1.

(v) Pro každý kompakt K Ă Ω je restrikce Λ|DKpΩq τK-spojité zobrazení.

Důkaz. (i) ùñ (ii) dle Věty 3.1.32.
(ii) ùñ (iii) Ukážeme nejprve, že pro libovolný kompakt K Ă Ω platí, že tΛϕn : n P Nu je omezená množina,

kdykoliv tϕnu je posloupnost v DKpΩq τK-konvergující k 0. Pro takovou posloupnost však platí, že konvergujek 0
i v τ , a tedy je její obraz omeznená posloupnost díky (ii).

Nechť nyní tϕnu je posloupnost v pDpΩq, τq konvergující k 0 v τ . Pak je množina E “ tϕn : n P Nu τ -omezená,
a tedy dle Věty 3.1.57(b3) existuje kompakt K Ă Ω takový, že E Ă DKpΩq. Jelikož jsme ověřili podmínku (iii)
Věty 3.1.32 pro prostor DKpΩq a zobrazení Λ|DKpΩq a prostor DKpΩq je metrizovatelný, platí Λϕn Ñ 0.

(iii) ùñ (iv) Posloupnost tϕnu v DpΩq konverguje k 0 v τ právě tehdy, když konverguje k 0 v DpΩq (viz
Věta 3.1.57(b3)). Tedy Λ je distribuce dle Definice 1.5.1.

Implikace (iv) ùñ (v) je dokázána ve Větě 1.5.4.
(v) ùñ (i) Nechť V Ă F je vyvážené, konvexní okolí 0. Pak U “ Λ´1pV q je vyvážená, konvexní, pohlcující

množina v DpΩq, která obsahuje 0. Dále pro každý kompakt K Ă Ω díky předpokladu (v) platí

U XDKpΩq “ tϕ P DKpΩq : λϕ P V u “
`

Λ|DKpΩq
˘´1

pV q P τKp0q.

Tedy U P U , tj. U je τ -okolí 0. Proto je Λ τ -spojité zobrazení.
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3.1.7 Hahnovy-Banachovy věty

Definice 3.1.59. Nechť X je topologický lineární prostor. Označme

X# “ tϕ : X Ñ F : ϕ je lineárníu a X˚ “ tϕ : X Ñ F : ϕ je spojité a lineárníu.

Zjevně jsou X# a X˚ s operacemi definovanými bodově vektorové prostory. Prostor X# nazýváme algebraickým
duálem a X˚ topologickým duálem (či jenom duálem).

Věta 3.1.60. Nechť X je topologický vektorový prostor. Jsou-li A,B disjunktní konvexní neprázdné množiny v X,
pak platí následující tvrzení.

(a) Je-li A otevřená, pak existuje ϕ P X˚ a α P R, že Reϕpaq ă α ď Reϕpbq pro každé a P A a b P B.

(b) Je-li X lokálně konvexní prostor, A kompaktní a B uzavřené množiny v X, existuje ϕ P X˚ a α, β P R takové,
že Reϕpaq ă α ă β ă Reϕpbq pro každé a P A a b P B.

Důkaz. Nejprve si povšimneme, že díky Lemmatu 1.2.3 můžeme bez újmy na obecnosti uvažovat X nad R.
(a) Zvolme a0 P A a b0 P B. Označme x0 “ ´a0 ` b0 a C “ x0 ` A ´ B. Pak 0 P C a C je konvexní otevřená

množina. Nechť pC je Minkovského funkcionál množiny C. Jelikož AXB “ H, máme x0 R C, a platí tak pCpx0q ě 1
(viz Věta 3.1.40(a)).

Definujme f : spantx0u Ñ R jako fptx0q “ t, t P R. Pak f ď pC na spantx0u. Je-li totiž t P R, máme

fptx0q “ t ď tpCpx0q “ pCptx0q, t P r0,8q,

fptx0q “ t ă 0 ď pCptx0q, t P p´8, 0q.

Pomocí algebraické verze Hahnovy-Banachovy věty (viz Věta 1.2.2) nalezneme ϕ : X Ñ R splňující ϕ ď pC na
X a ϕ “ f na spantx0u. Pak máme ϕ ď pC ď 1 na C, což znamená, že ϕ ě ´1 na ´C. Proto |ϕ| ď 1 na CXp´Cq.
Protože C X p´Cq je okolí 0, je ϕ spojité dle Věty 3.1.22.

Mějme prvky a P A a b P B dány. Pak a´ b` x0 P C, což implikuje

ϕpaq ´ ϕpbq ` 1 “ ϕpaq ´ ϕpbq ` ϕpx0q ď pCpa´ b` x0q ă 1.

Tedy ϕpaq ă ϕpbq. Položíme-li α “ suptϕpaq : a P Au dostáváme požadované číslo díky Tvrzení 3.1.33.
(b) Nechť nyní K je kompaktní a B uzavřená. Jelikož je X lokálně konvexní prostor, existuje díky Tvrzení 3.1.11

otevřené konvexní okolí V P τp0q splňující pA ` V q X B “ H. Nalezneme dle (a) funkcionál ϕ P X˚ splňující
supϕpA ` V q ď inf ϕpBq. Jelikož je ϕpAq kompaktní a ϕpA ` V q otevřená podmnožina R (viz Věta 3.1.33, je
existence požadovaných čísel α, β nabíledni.

Důsledek 3.1.61. Nechť X je lokálně konvexní prostor. Pak platí následující tvrzení.

(a) Prostor X˚ odděluje body X.

(b) Je-li M ĂĂ X a x0 RM , pak existuje ϕ P X˚ takové, že ϕpx0q ‰ 0 a M Ă Kerϕ.

(c) Je-li M ĂĂ X a ϕ PM˚, pak existuje ψ P X˚ rozšiřující ϕ.

Důkaz. (a) Je-li x P Xzt0u dáno, použitím Věty 3.1.60 pro A “ t0u a B “ txu obdržíme požadovaný funkcionál.
(b) Položme A “ tx0u a B “ M . Opět dle Věty 3.1.60 existuje ϕ P X˚ splňující Reϕpx0q ă inf ReϕpMq. Pak

je pReϕq|M zdola omezený funckionál na vektorovém prostoru M , a tedy je na M nulový.
(c) Nechť ϕ PM˚ je dáno. Zjevně lze předpokládat, že je nenulové. Nalezneme x0 PM splňující ϕpx0q “ 1. Pak

x0 R Kerϕ
X

(index X značí, že uzávěr uvažujeme v celém prostoru X), a tedy existuje dle (b) funkcionál ψ P X˚

splňující ψpx0q “ 1 a ψ “ 0 na Kerϕ
X
. Pak ψ “ ϕ na M .

Je-li totiž x PM libovolné, platí x “ px´ ϕpxqx0q ` ϕpxqx0, přičemž x´ ϕpxqx0 P Kerϕ. Tedy

ψpxq “ ψ ppx´ ϕpxqx0q ` ϕpxqx0q “ ϕpxqψpx0q “ ϕpxq.

Věta 3.1.62. Nechť X je lokálně konvexní prostor a B Ă X je konvexní, vyvážená a uzavřená. Je-li x0 P XzB,
existuje ϕ P X˚ splňující |ϕ| ď 1 na B a ϕpx0q ą 1.

Důkaz. Položme A “ tx0u. Použitím Věty 3.1.60 nalezneme α P R a ψ P X˚ splňující suppReψqpBq ă α ă

pReψqpx0q. Nechť b P B je libovolné. Pišme ψpbq “ reit pro r ě 0 a t P r0,8q. Pak e´itb P B, a tedy

α ą Reψpe´itbq “ Re
`

e´itreit
˘

“ r “ |ψpbq| .

(Speciálně platí α ą 0.)
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Nechť ψpx0q “ reit pro r ě 0 a t P r0,8q. Definujme ϕpxq “ e´it

α ψpxq, x P X. Protože

α ă Reψpx0q “ r cos t ď r,

platí

ϕpx0q “
e´it

α
reit “

r

α
ą 1.

Jelikož máme

|ϕpbq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

e´it

α
ψpbq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď 1, b P B,

je důkaz dokončen.

Příklad 3.1.63. Nechť X je normovaný lineární prostor nekonečné dimenze. Pak existují dvě disjunktní konvexní
množiny G1, G2 Ă X, ketré jsou v X husté.

Důkaz. Zvolíme nespojitý lineární funkcionál f : X Ñ F (viz ??) a položíme G1 “ Ker f . Nechť x0 P XzKer f
je libovolné a G2 “ x0 ` G1. Pak G1 a G2 jsou konvexní množiny, které jsou dokonce disjunktní. (Je-li totiž
x P G1 XG2, platí x “ x0 ` y, kde x, y P Ker f . To je však nemožné.) Množina G1 je hustá díky nespojitosti f (viz
Věta 3.1.22). Jelikož jsou posuny na X homeomorfizmy, je i množina G2 hustá.

Příklad 3.1.64. Nechť X “ L2pr0, 1sq. Definujeme

Gα “ tf P X X Cpr0, 1sq : fp0q “ αu, α P F.

Pak platí následující tvrzení.
(a) Každá množina Gα je neprázdný hustý podprostor X.
(b) Pro α ‰ β jsou množiny Gα a Gβ disjunktní.
(c) Pro α ‰ β nelze množiny Gα a Gβ oddělit prvkem X˚.

Důkaz. (a) Stačí dokázat hustotu každé množiny Gα. Vzhledem k Větě ?? stačí dokázat, že Dpp0, 1qq Ă Gα. Je-li
však f P Dpp0, 1qq dána, platí spt f Ă p0, 1q a snadno zkonstruujeme funkce fn P Gα takové, že fn “ f na spt f ,
fnp0q “ α a |fn| ď maxt|α| , |f |u. Pak fn Ñ f dle Lebesgueovy věty.

Tvrzení (b) je zřejmé a (c) plyne z (a).

3.1.8 Banachova limita
Věta 3.1.65. Nechť `8 značí prostor všech omezených reálných posloupností se supremovou normou. Nechť je
operátor t : `8 Ñ `8 definován jako

t : px1, x2, x3, . . . q ÞÑ px2, x3, x4, . . . q, x “ txnu P `
8.

Pak existuje zobrazení Λ: `8 Ñ R splňující pro každé x P `8

(a) Λptpxqq “ Λx,
(b) lim inf

nÑ8
xn ď Λx ď lim sup

nÑ8
xn.

Důkaz. Pro každé n P N definujeme zobrazení Λn : `8 Ñ `8

Λnx “
x1 ` ¨ ¨ ¨ ` xn

n
, x P `8.

Nechť
Y “ tx P `8 : existuje lim

nÑ8
Λnxu.

Nakonec uvažujme p : `8 Ñ R definované jako

ppxq “ lim sup
nÑ8

Λnx.

Zjevně je Y podprostor X a zobrazení λ : Y Ñ R definované jako

λpxq “ lim
nÑ8

Λnx, x P Y,

je lineární funkcionál na Y splňující λ ď p. Dle Hahnovy–Banachovy věty 1.2.2 existuje lineární zobrazení Λ: `8 Ñ
R splňující Λ “ λ na Y a Λ ď p na `8. Ověříme nyní, že pro x P `8 platí

lim sup
nÑ8

1

n
px1 ` ¨ ¨ ¨ ` xnq ď lim sup

nÑ8
xn. (3.9)
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Vskutku, pro dané c ą lim supnÑ8 xn nalezneme n0 P N takové, že xn ă c pro každé n ě n0. Pak dostáváme

lim sup
nÑ8

1

n
px1 ` ¨ ¨ ¨ ` xnq “ lim sup

nÑ8

1

n
px1 ` ¨ ¨ ¨ ` xn0

` xn0`1 ` ¨ ¨ ¨ ` xnq

ď lim sup
nÑ8

1

n
px1 ` ¨ ¨ ¨ ` xn0

q ` lim sup
nÑ8

1

n
pxn0`1 ` ¨ ¨ ¨ ` xnq

ď 0` lim sup
nÑ8

cpn´ n0q

n
“ lim sup

nÑ8
c
´

1´
n0

n

¯

“ c.

Tím je nerovnost (3.9) ověřena.
Z ní ovšem okamžitě dostáváme vlastnost (b), neboť pro x P `8 máme

Λx ď ppxq “ lim sup
nÑ8

1

n
px1 ` ¨ ¨ ¨ “ xnq ď lim sup

nÑ8
xn

a
Λp´xq ď pp´xq ď lim sup

nÑ8
p´xnq “ ´ lim inf

nÑ8
xn,

z čehož dostáváme Λx ě lim infnÑ8 xn.
Abychom ověřili vlastnost (a), uvažujme libovolné x P `8 a položme

y “ x´ tpxq “ px1 ´ x2, x2 ´ x3, x3 ´ x4, . . . q.

Pak
Λpx´ tpxqq “ λy ď ppyq “ lim sup

nÑ8

1

n
ppx1 ´ x2q ` px2 ´ x3q ` ¨ ¨ ¨ ` pxn´1 ´ xnq ` pxn ´ xn`1qq

“ lim sup
nÑ8

1

n
px1 ´ xn`1q “ 0

a podobně

Λptpxq ´ xq ď pp´yq “ lim sup
nÑ8

1

n
ppx2 ´ x1q ` px3 ´ x2q ` ¨ ¨ ¨ ` pxn ´ xn´1q ` pxn`1 ´ xnqq “ 0.

Tím je dokončen důkaz nejen vlastnosti (a), ale i celé věty.

3.1.9 Konstrukce a komplementy
Definice 3.1.66. Nechť Xi, i P I, jsou topologické lineární prostory a X “ ΠiPIXi. Součin prostorů Xi, i P I
je pak prostor pX, τq, kde τ je topologie bodové konvergence. (Topologie τ je tedy projektivně dána projekcemi
pi : X Ñ Xi, i P I, což znamená, že báze otevřených množin v X sestává z množin tvaru

ΠiPIUi, Ui P τi, ti P I : Ui ‰ Xiu je konečná.

Suma
ř

iPI Xi prostorů Xi, i P I je prostor
ÿ

iPI

Xi “ tx “ pxiqiPI P ΠiPIXi : ti P I : xi ‰ 0u je konečnáu

uvažovaný jako podprostor ΠiPIXi.

Tvrzení 3.1.67. Nechť Xi, i P I jsou topologické lineární prostory. Pak ΠiPIXi a
ř

iPI Xi jsou topologické lineární
prostory. Pokud jsou Xi, i P I, lokálně konvexní, jsou i prostory ΠiPIXi a

ř

iPI Xi lokálně konvexní.

Důkaz. Nechť X značí součin ΠiPIXi. Uvažujme systém

ΠiPIUi, Ui P τip0q vyvážená, ti P I : Ui ‰ Xiu je konečná. (3.10)

Dle Věty 3.1.16 stačí ověřit, že systém množin daných (3.10) splňuje předpoklady (1)-(3) této věty. Zjevně je
každá množina z těchto množin vyvážená. Je-li x “ pxiqiPI P ΠiPIXi, nechť ti P p0,8q, i P F , jsou zvoleny tak,
že sixi P Ui pro každé s P r0, tis a i P F . Pak pro t “ mintti : i P F u je sx P U pro s P r0, ts. Množina U je tedy
pohlcující.

Máme-li dány množiny U “ ΠiPIVi a V “ ΠiPIVi, kde FU “ ti P I : xi ‰ 0u a FV “ ti P I : xi ‰ 0u jsou konečné,
nalezneme pro i P FU Y FV množiny Wi P τip0q vyvážené takové, že Wi Ă Ui X Vi. Pak W “ ΠiPIWi Ă U X V .
Tedy předpoklad (1) je ověřen.

Nechť x P X je nenulové. Zvolíme j P I takové, že xj ‰ 0 a nalezneme Uj P τjp0q vyvážené, které splňuje
xi R Uj . Pak x R Uj ˆΠi P IztjuXi, což je množina tvaru (3.10). Tedy předpoklad (2) je ověřen.
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Konečně nechť U “ ΠiPIUi, kde Ui jsou vyvážené a F “ ti P I : xi ‰ 0u je dáno. Pro indexy j P F nalezneme
Vj P τjp0q vyvážené, které splňují Vj ` Vj Ă Uj . Pak množina V “ ΠjPFVj ˆΠiPIzFXi splňuje V ` V Ă U . Tím je
ověřen i předpoklad (3).

Dle Věty 3.1.16 tak existuje na X právě jedna topologie σ, se níž je X topologický lineární prostor a pro kterou
množiny tvaru (3.10) tvoří bázi okolí 0. Ukažme, že τ “ σ. Nechť U Ă X je dána.

Je-li G τ -otevřená a x P U je libovolné, existuje množina U tvaru ΠiPIUi, kde Ui Ă Xi jsou τi-otevřené a
F “ ti P I : Ui ‰ Xiu je konečná, která splňuje x P U Ă G. Nalezneme Vi P τip0q vyvážené splňující x ` Vi Ă Ui,
i P F . Pak V “ ΠjPFVj ˆΠiPIzFXi je σ-okolí 0 a x` V Ă U . Tedy G je σ-otevřená.

Předpokládáme-li, že G je σ-otevřená a x P G je libovolné, existuje U tvaru ΠiPIUi, kde Ui P τip0q jsou otevřené
a F “ ti P I : Ui ‰ Xiu je konečná, která splňuje x ` U Ă G. Pak U “ ΠjPF pxj ` Ujq ˆ ΠiPIzFXi je τ -otevřená
množina splňující x P U Ă G. Tedy G je τ -otevřená. Dohromady máme τ “ σ.

Jsou-li navíc prostory Xi, i P I, lokálně konvexní, vezmeme za bázi okolí 0 v topologii τ množiny tvaru (3.10),
kde Ui jsou navíc konvexní. Výsledná topologie pak bude lokálně konvexní.

Vzhledem k tomu, že
ř

iPI Xi má topologii zděděnou ze součinu ΠiPIXi, je tvrzení dokázáno.

Definice 3.1.68. Nechť X je topologický vektorový prostor a N ĂĂ X je uzavřený. Uvažujme faktorprostor X{N
a kvocientové zobrazení q : X Ñ X{N . Definujme topologii σ na X{N takto: Množina U Ă X{N je σ-otevřená
právě tehdy, když q´1pUq je τ -otevřená. Prostor pX{N, σq je faktorprostorem X podle N .

Tvrzení 3.1.69. Nechť N je uzavřený podprostor topologického lineárního prostoru pX, τq.

(a) Faktorprostor X{N je topologický lineární prostor. Pokud X je lokálně konvexní, je i X{N lokálně konvexní.

(b) Je-li X normovaný lineární prostor, je topologie X{N generována normou prostoru X{N .

Důkaz. (a) Označme Y “ X{N a µ “ tV Ă Y : q´1pV q P τu. Pak µ je zjevně topologie na Y .
Krok 1. Zobrazení q : X Ñ Y je otevřené. Je-li totiž U Ă X τ -otevřená množina, je množina q´1pqpUqq “ N`U

τ -otevřená. Množina qpUq je tedy µ-otevřená.
Krok 2. Uvažujme systém V “ tqpUq : U P τp0q τ -otevřená, vyváženáu. Pak V splňuje předpoklady (1)-(3)

Věty 3.1.16. Vskutku, podmínky (1) a (3) jsou splněny triviálně. Je-li rxs P Y zt0u dáno, je množina x ` N τ -
uzavřená. Existuje tedy vyvážená, otevřená množina U P τp0q splňující U Xpx`Nq “ H. Pak qpUq P V neobsahuje
rxs. Tedy i předpoklad (2) je ověřen.

Označme ν lineární topologii na Y danou systémem V.
Krok 3. Ukážeme nyní, že µ “ ν. Nechť V Ă Y je dána. Předpokládejme nejprve, že je µ-otevřená, tj. q´1pV q P τ .

Mějme rxs P V dáno. Pak existuje U P τp0q otevřená a vyvážené, které splňuje x` U Ă q´1pV q. Pak rxs ` qpUq je
ν-okolí rxs splňující rxs ` qpUq Ă V . Tedy U je ν-otevřená.

Pokud předpokládáme, že V je ν-otevřená a x P q´1pV q je dáno, nechť U P τp0q je otevřená a vyvážená množina
splňující rxs ` qpUq Ă V . Pak x`N ` U je τ -otevřená množina v X, pro kterou platí x`N ` U Ă q´1pV q. Tedy
q´1pV q je τ -otevřená, což znamená, že V je µ-otevřená.

Tíme je důkaz (a) dokončen pro případ, kdy X je topologický lineární prostor. Je-li X dokonce lokálně konvexní,
generuje systém

tqpUq : U P τp0q otevřená, vyvážená a konvexníu

též topologii µ, která je tím pádem lokálně konvexní.
(b) Nechť }¨}Y značí kanonickou normu prostoru Y . Systém t 1

nUX : n P Nu je báze okolí 0 topologie τ prostoru
X a t 1

nUY : n P Nu je báze okolí 0 prostoru pY, }¨}Y q. Systém tq
`

1
nUX

˘

: n P Nu generuje díky důkazu tvrzení (a)
také topologii σ z Definice 3.1.68. Jelikož q

`

1
nUX

˘

“ 1
nUY dle Věty 1.1.20(c1), je topologie σ totožná s topologií

danou normou }¨}Y .

Tvrzení 3.1.70. Nechť X je topologický vektorový prostor. Je-li F ĂĂ X uzavřený podprostor a N ĂĂ X má
konečnou dimenzi, pak F `N je uzavřený podprostor.

Důkaz. Uvažujme faktorprostor X{F a kvocientové zobrazení q : X Ñ X{F . Jelikož qpNq je konečně dimenzionální
prostor v X{F , je podle Věty ?? qpNq uzavřený podprostor. Tedy F `N “ q´1pqpNqq je uzavřený.

Tvrzení 3.1.71. Nechť X je topologický vektorový prostor a A ĂĂ X.

(a) Následující tvrzení jsou ekvivalentní.

(i) Existuje spojitá projekce X na A.
(ii) Existuje B ĂĂ X takové, že J : AˆB Ñ X dané předpisem Jpa, bq “ a`b, pa, bq P AˆB, je izomorfizmus

AˆB na X.

(b) Je-li P spojitá projekce X na A a B “ KerP , je J : AˆB Ñ X dané předpisem pa, bq Ñ a` b, pa, bq P AˆB,
je izomorfizmus AˆB na X.

118



Důkaz. (a) (i) ùñ (ii) Nechť P : X Ñ A je spojitá projekce X na A. Položme B “ KerP . Pak X “ A ‘ B dle
Tvrzení 1.1.22. Tedy zobrazení I : Aˆ B Ñ X je lineární bijekce Aˆ B na X. Jelikož operace ` : X ˆX Ñ X je
spojitá operace, je zobrazení J spojité. Inverzní zobrazení k J , které je dáno předpisem x ÞÑ pPx, x´ Pxq, x P X,
je pak spojité díky spojitosti P .

(ii) ùñ (i) Předpokládejme nyní, že J je izomorfizmus AˆB na X. Pak zřejmě A`B “ X a pokud x P AXB,
pak Jpx, 0q “ Jp0, xq “ x implikuje díky prostotě J , že x “ 0. Tedy X “ A‘B. Nechť PA : AˆB Ñ A je kanonická
projekce (tj. PApa, bq “ a pro každé pa, bq P AˆB). Pak P “ PA ˝ J

´1 je spojitá projekce X na A.
(b) Je-li P spojitá projekce, důkaz implikace (i) ùñ (ii) tvrzení (a) dokazuje (b).

Definice 3.1.72. Nechť X je topologický vektorový prostor a A ĂĂ X. Řekneme, že A je komplementovatelný,
pokud splňuje podmínku (i) Tvrzení 3.1.71.

Tvrzení 3.1.73. Nechť X je topologický vektorový prostor a P je spojitá projekce na X. Pak P je otevřené
zobrazení.

Důkaz. Nechť A “ RngP a B “ KerP . Pak J : A ˆ B Ñ X je izomorfozmus A ˆ B na X a P “ PA ˝ J
´1, kde

PA : A ˆ B Ñ A je kanonická projekce. Jelikož báze okolí 0 je dána množinami tvaru UA ˆ UB , kde UA P τAp0q a
Ub P τBp0q, je PA otevřené zobrazení. Tedy i P je otevřené zobrazení.

Tvrzení 3.1.74. Nechť X je lokálně konvexní prostor a Y ĂĂ X. Pak F je komplementovatelný, je-li splněna
jedna z následujících podmínek.

(a) Prostor Y je konečné dimenze.

(b) Prostor Y je uzavřený a konečné kodimenze.

Důkaz. Důkaz je analogický důkazu Tvrzení 1.2.9.
(a) Nechť te1, . . . , enu je báze Y . Definujme funkcionály f1, . . . , fn na Y pomocí předpisu

fjp
n
ÿ

i“1

cieiq “ cj , j “ 1, . . . , n.

Protože Y je konečné dimenze, jsou funkcionály f1, . . . , fn spojité na Y . Lze je tedy rozšířit na spojité funkcionály
g1, . . . , gn na X. Pak zobrazení

Px “
n
ÿ

j“1

gjpxqej , x P X,

je spojitá projekce X na Y .
(b) Nechť dimpX{Y q “ n a te1, . . . , enu Ă X jsou vybrány tak, že tre1s, . . . , rensu je báze X{Y . Vezmeme

funkcionály f1, . . . , fn P pX{Y q
˚ takové, že

fjpreisq “

#

1, i “ j,

0, i ‰ j.

Položme
gjpxq “ fjprxsq, x P X, j “ 1, . . . , n.

Pak g1, . . . , gn jsou spojité funkcionály na X. Zobrazení

Px “
n
ÿ

j“1

gjpxqej , x P X,

je pak spojitá projekce na spante1, . . . , enu, která je nulová na Y . Pak Q “ I ´ P je projekce X na Y . Pro x P X
a j “ 1, . . . , n totiž platí

fjprQxsq “ gjpQxq “ gjpx´
n
ÿ

i“1

gipxqeiq “ gjpxq ´ gjpxq “ 0.

Tedy fjprQxsq “ 0 pro j “ 1, . . . , n, a tedy rQxs “ 0. To ale neříká nic jiného, než že Qx P Y . Protože Q “ I na
Y , je RngQ “ Y .
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3.1.10 Úplné prostory
Definice 3.1.75. Nechť X je topologický vektorový prostor.

(a) Řekneme, že net txiuiPI je cauchyovský, pokud pro každé U P τp0q existuje i0 P I takové, že xi´xj P U pro
každé i, j P I splňující i0 ď i, j.

(b) Množina A Ă X je úplná, pokud je každý cauchyovský net v A konvergentní.
(c) Nechť F je báze filtru v X. Řekneme, že F je cauchyovská, pokud pro každé U P τp0q existuje F P F

splňující F ´ F Ă U .

Lemma 3.1.76. Nechť X je topologický vektorový prostor. Pak X je úplný právě tehdy, když každá cauchyovská
báze filtru je konvergentní.

Důkaz. ùñ NechťX je úplný a F je cauchyovská báze filtru. Nechť txF u je net zkonstruovaný dle Tvrzení 9.1.11(a).
Pak txF u je cauchyovský. Je-li totiž U P τp0q dáno, nechť F P F splňuje F ´ F P U . Pak pro každé F1, F2 P F
splňující F1, F2 Ă F platí

xF1 ´ xF2 Ă F1 ´ F2 Ă F ´ F Ă U.

Proto existuje x P X takové, že x “ limxF . Nechť nyní U P τp0q je dáno. Hledáme F P F takové, že F Ă x`U .
Předpokládejme, že takové F neexistuje. Pak lze zvolit prvky yF P F zpx`Uq. Jako výše pak ověříme, že net tyF u
je cauchyovský, a tedy konvergentní k nějakému y P X. Pak x ‰ y. Zvolíme nyní V P τp0q vyvážené takové, že
V `V Ă U . Nechť F P F je takové, že xH P x`V a yH P y`V pro každé H P F splňující H Ă F . Dále nalezneme
F 1 P F splňující F 1 ´ F 1 Ă V . Uvažujme nyní množinu H “ F X F 1 a příslušné prvky xH , yH . Pak

yH “ pyH ´ xHq ` xH P pF
1 ´ F 1q ` px` V q Ă x` V ` V Ă x` U,

což je spor. Proto x “ limF a F je konvergentní.
ùñ Předpokládejme, že je každá báze cauchyovská báze filtru konvergentní a nechť je cauchyovský net txiu v

X dán. Pak je systém F “ tFi : i P Iu, kde Fi “ txj : j ě iu, báze filtru, která je navíc cauchyovská. Je-li totiž
U P τp0q dáno a i0 P I je volena tak, že xi ´ xj P U kdykoliv i, j ě i0, pak množina Fi0 splňuje Fi0 ´ Fi0 Ă U .
Je-li nyní x P X limita F , platí x “ limxi. Pro dané U P τp0q totiž nalezneme vyvážené V P τp0q obsažené v U a
zvolíme i0 P I takové, aby xi ´ xj P V kdykoliv i, j ě i0. Nechť i1 P I splňuje Fi1 Ă x ` V . Nechť i2 P I splňuje
i2 ě i0, i1. pak pro i ě i2 platí

xi “ pxi ´ xi2q ` xi2 P V ` Fi2 Ă V ` Fi1 Ă x` V ` V Ă x` U.

Tím je důkaz dokončen.

Tvrzení 3.1.77. Nechť X je topologický vektorový prostor. Pak platí následující tvrzení.

(a) Každý konvergentní net je cauchyovský.

(b) Je-li A Ă X úplná, je uzavřená.

(c) Je-li A Ă X úplná a B Ă A uzavřená, je B úplná.

(d) Nechť A Ă X. Pak A je kompaktní právě tehdy, když A je úplná a totálně omezená.

Důkaz. Důkaz tvrzení(a),(b) a (c) je zcela přímočarý.
(d) ùñ Nechť A je kompaktní. Díky Tvrzení 3.1.20(b) stačí ověřit úplnost A. Nechť tedy txiuiPI je net v

A. Vzhledem ke kompaktnosti A existuje indexová množina J a zobrazení φ : J Ñ I takové, že prvky yj “ xφpjq
tvoří konvergentní podnet txiu. Nechť x P A je limita tyju a nechť U P τp0q je dáno. Zvolíme V P τp0q splňující
V ` V Ă U a vybereme index i0 P I takový, že xi ´ xi1 P V pro každé i, i1 ě i0. Nechť j1 P J splňuje φpjq ě i0 pro
každé j ě j1 a nechť j2 P J je takové, že yj ´ x P V pro každé j P J splňující j ě j2. Zvolme j0 ě j1, j2.

Uvažujme nyní libovolné i ě φpj0q. Pak φpj0q ě i0, a tedy

xi ´ x “ xi ´ xφpj0q ` xφpj0q ´ x “ pxi ´ xφpj0qq ` pyj0 ´ xq P V ` V Ă U.

Tedy xi Ñ x.
ðñ Nechť nyní A je úplná a totálně omezená. K ověření kompaktnosti A použijeme Tvrzení 9.1.35. Nechť

tedy F Ă PpXq je systém uzavřených množin s konečnou průnikovou vlastností. Pak systém G “ t
Ş

F 1 : F 1 Ă
F konečnáu je báze filtru, a dle Tvrzení 9.1.12 existuje ultrafiltr H obsahující G.

Ukážeme, že
pro každou množinu U P τp0q existuje H P H splňující H ´H Ă U . (3.11)

Pro dané U P τp0q totiž nalezneme V P τp0q takové, že V ´ V Ă U . Díky totální omezenosti A existuje D Ă A
konečná taková, že A Ă D`V . Pak existuje alespoň jeden bod x P D takový, že pro každé H P H platí px`V qXH ‰

H.
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V opačném případě bychom totiž měli množiny Hx P H, x P D, takové, že px ` V q XHx “ H. Máme-li nyní
libovolné y P

Ş

xPDHx, existuje x P D takové, že y P x` V . Pak ale y P px` V q XHx. Tedy
Ş

xPDHx “ H, což je
spor.

Z maximality H nyní plyne, že x` V P H. Pokud by tomu totiž tak nebylo, systém

C “ tC Ă A : DH P H splňující C Ą H X px` V qu

by byl filtr obsahující H, který by navíc splňoval A ‰ H.
Proto

px` V q ´ px` V q “ V ´ V Ă U.

Tím je tvrzení (3.11) ověřeno.
Systém H nyní uvažujme uspořádaný inkluzí, tj. H1 ď H2 pokud H1 Ą H2. Pak pH,ďq je nahoru usměrněná

částečně uspořádaná množina. Pro každé H P H zvolíme xH P H. Pak txHuHPH je cauchyovský net. Vskutku, je-li
U P τp0q dáno, nalezneme H P H splňující H ´H Ă U . Pak pro H1, H2 P H takové, že H1, H2 Ă H, platí

xH1
´ xH2

P H1 ´H2 Ă H ´H Ă U.

Existuje proto x P A takové, že limxH “ x. Nyní stačí jen ukázat, že x P
Ş

F .
Nechť F P F je libovolná. Mějme U P τp0q dáno. Pak existuje H P H takové, že xH1 P U kdykoliv H 1 P H

splňuje H 1 Ă H. Pak F XH P H, a tedy

F X U Ą pF XHq X U ‰ H.

Tedy x P F . Jelikož F je uzavřená, máme x P F . Důkaz je tak hotov.

Tvrzení 3.1.78. Nechť pXi, τiq, i P I, jsou úplné topologické vektorové prostory. Pak
ś

iPI Xi je též úplný.

Důkaz. Nechť X “
ś

iPI Xi a pi : ZX Ñ Xi jsou kanonické projekce. Nechť F je cauchyovská báze filtru v X. Pak
pro každé i P I je pipFq je cauchyovská báze filtru v Xi. Tedy existuje xi P Xi takové, že xi “ lim pipFq. Označme
x “ txiu. Nyní satčí ověřit, že x “ limF .

Nechť tedy U Ă X je okolí 0. Z definice topologie na X plyne existence vyvážených množin Ui P τip0q takových,
že

ś

iPI Ui Ă U a přitom množina J “ ti P I : Ui ‰ Xiu je konečná. Nalezneme Fj P F takové, že pjpFjq Ă xj `Uj ,
j P J . Nechť F P F splňuje F Ă

Ş

jPJ Fj . Pak F Ă x` U .
Vksutku, je-li y “ tyiu P F , pro j P J platí y P Fj , a tedy yj P pjpFjq Ă xj ` Uj . Dostáváme tak

yj ´ xj P Uj , j P J, yi ´ xi P Ui “ Xi, i P IzJ.

Tedy y P x` U .
Proto x “ limF a důkaz je hotov.

Definice 3.1.79. Nechť pX, τq, pY, σq jsou topologické vektorové prostory a f : X Ñ Y je zobrazení. Pak f je
stejnoměrně spojité, pokud pro každé V P σp0q existuje U P τp0q takové, že fpx1q´fpx2q P V kdykoliv x1´x2 P U ,
x1, x2 P X.

Tvrzení 3.1.80. Nechť pX, τq, pY, σq jsou topologické vektorové prostory . Pak platí následující tvrzení.

(a) Nechť f : X Ñ Y je zobrazení. Pak platí následující tvrzení.

(a1) Pokud je f stejnoměrně spojité, je spojité.
(a2) Pokud je f spojité a lineární, je stejnoměrně spojité.
(a3) Pokud je f stejnoměrně spojité a txiu je cauchovský net v X, je tfpxiqu cauchyovský net v Y .

(b) Je-li M ĂĂ X hustý podprostor, Y je úplný a g : M Ñ Y je stejnoměrně spojité, existuje právě jedno stejno-
měrně spojité zobrazení h : X Ñ Y rozšiřující g.

(c) Je-li M ĂĂ X hustý podprostor, Y je úplný a g : M Ñ Y je spojité a lineární, existuje právě jedno spojité,
lineární zobrazení h : X Ñ Y rozšiřující g.

Důkaz. Tvrzení (a1) a (a3) jsou zřejmá a (a2) plyne z Věty 3.1.21.
(b) Je-li stejnoměrně spojité g : M Ñ Y dáno, pro každé x P X položíme

Fx “ tpx` Uq XM : U P τp0qu.

Pak Fx je báze filtru takové, že gpFxq je cauchyovská báze filtru. Je-li totiž V P σp0q dáno, nalezneme U P τp0q
takové, že gpx1q ´ gpx2q P V kdykoliv x1, x2 PM splňují x1 ´ x2 P U . Pak

gppx` Uq XMq ´ gppx` Uq XMq Ă V,
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a tedy gpFxq je cauchyovský.
Vzhledem k úplnosti prostoru Y tak můžeme definovat

hpxq “ lim gpFxq, x P X.

Všimněme si, že díky spojitosti g platí h “ g na M . Pro dané x P M a V P σp0q nalezneme vyvážené V 1 P σp0q
takové, že V 1`V 1 Ă V . Nechť U P τp0q je takové, že gppx`UqXMq Ă gpxq`V 1. Z definice limity báze filtru nyní
dostáváme existenci množiny W P τp0q takové, že gppx`W qXMq Ă hpxq`V 1. Pak pro z P px`U XW qXM platí

gpxq ´ hpxq “ pgpxq ´ gpzqq ` pgpzq ´ hpxqq P V 1 ` V 1 Ă V.

Jelikož V bylo libovolné, gpxq “ hpxq.
Ověříme nyní stejnoměrnou spojitost h. Nechť V P σp0q je libovolné. Zvolíme vyvážené okolí V1 P σp0q splňující

V1` V1` V1 Ă V . Nechť U1 P τp0q je vyvážené okolí takové, že gpU1XMq ´ gpU1XMq Ă V1. Nalezneme vyvážené
U2 P τp0q tak, aby platilo U2 ` U2 ` U2 Ă U1. Nechť x1, x2 P X splňují x1 ´ x2 P U2. Z definice limity báze filtru
nalezneme vyvážené U3τp0q takové, že

gppxi ` U3q XMq Ă hpxiq ` V1, i “ 1, 2.

Bez újmy na obecnosti lze předpokládat, že U3 Ă U2. Vybereme nyní zi P pxi ` U3q XM , i “ 1, 2. Pak

z1 ´ z2 “ pz1 ´ x1q ` px1 ´ x2q ` px2 ´ z2q P U3 ` U2 ` U3 Ă U2 ` U2 ` U2 Ă U1.

Tedy gpz1q ´ gpz2q P V1. Dostáváme tak

hpx1q ´ hpx2q “ phpx1q ´ gpz1qq ` pgpz1q ´ gpz2qq ` pgpz2q ´ hpx2qq P V1 ` V1 ` V1 Ă V.

Funkce h je tak stejnoměrně spojitá.
(c) Nechť lineární, spojité zobrazení g : M Ñ Y je dáno. Dle (b) je stejnoměrně spojité, a tedy díky (c)

existuje jeho stejnoměrně spojité rozšíření h : X Ñ Y . To však je již lineární. Mějme totiž x1, x2 P X dány.
Nechť V P σp0q je libovolné. Zvolíme vyvážené V1 P σp0q splňující. Nalezneme vyvážené U1 P τp0q takové, že
hpx1 ` x2 ` U1q Ă hpx1 ` x2q ` V1. Nechť U2 P τp0q je vyvážené okolí splňující U2 ` U2 Ă U1 a

hpxi ` U2q Ă hpxiq ` V1, i “ 1, 2.

Zvolíme zi P pxi ` U2q XM , i “ 1, 2. Pak

hpz1 ` z2q ´ hpz1q ´ hpz2q “ gpz1 ` z2q ´ gpz1q ´ gpz2q “ 0

a
z1 ` z2 “ pz1 ´ x1q ` pz2 ´ x2q ` px1 ` x2q P x1 ` x2 ` U2 ` U2 Ă x1 ` x2 ` U1.

Tedy dostáváme

hpx1 ` x2q ´ phpx1q ` hpx2qq “ phpx1 ` x2q ´ hpz1 ` z2qq ` phpz1 ` z2q ´ hpz1q ´ hpz2qq

` phpz1q ´ hpx1qq ` phpz2q ´ hpx2qq P V1 ` V1 ` V1 Ă V.

Jelikož V bylo libovolné, hpx1 ` x2q “ hpx1q ` hpx2q.
Obdobně se ověří rovnost hpλxq “ λhpxq platná pro každé x P X a λ P F. Nechť totiž V P σp0q je dáno. Zvolíme

vyvážené V1 P σp0q splňující V1 ` λV1 Ă V . Nechť vyvážené U1, U2 P τp0q splňují

hpx` U1q Ă hpx1q ` V1 a hpλx` U2q P hpλxq ` V1.

Zvolíme dále U3 Ă U1 X λ
´1U2 a z P px` U3q XM . Pak

λz P pλx` λU3q XM Ă pλx` U2q XM

a
hpλzq “ gpλzq “ λgpzq “ λhpzq.

Proto platí

hpλxq ´ λhpxq “ phpλxq ´ hpλzqq ` phpλzq ´ λhpzqq ` λ phpzq ´ hpxqq P V1 ` λV1 Ă V.

Tím je důkaz dokončen.

Věta 3.1.81. Nechť X je topologický vektorový prostor. Pak platí následující tvrzení.
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(a) Existuje úplný topologický vektorový prostor Y a lineární zobrazení φ : X Ñ Y takové, že φ je homeomorfizmus
X na φpXq a φpXq je hustý v Y .

(b) Pokud topologický vektorový prostor Z a zobrazení ψ : X Ñ Z splňují (a), existuje izomorfizmus ω : Y Ñ Z
prostoru Y na Z takový, že ωpφpxqq “ ψpxq, x P X.

Pokud X je lokálně konvexní, Y lze též zkonstruovat jako lokálně konvexní.

Důkaz. (a) Konstrukci prostoru Y provedeme následovně. Uvažujme systém

F “ tF : F je cauchyovská báze filtru v Xu .

Označme F0 “ tF Ă X : 0 P F, F omezenáu. Na množině F definujeme operace ` : F ˆF Ñ F a ¨ : FˆF Ñ F
jako

F1 ` F2 “ tF1 ` F2 : F1 P F1, F2 P F2u, F1,F2 P F ,

λF “ tλF : F P Fu, λ P Fzt0u,F P F ,

0F “ F0, F P F .

Přímočarým způsobem se nyní ověří, že tyto operace jsou dobře definované.
Krok 1. Definujeme relaci „ na F jako

F1 „ F2 pokud limpF1 ´ F2q “ 0.

Ověříme, že „ je relace ekvivalence na F . Je-li F P F a U P τp0q, existuje F P F splňující F ´ F Ă U . Tím jsme
ověřili, že limpF ´ Fq “ 0, tj F „ F .

Pokud F1 „ F2 a U P τp0q je dáno, nalezneme vyvážené V P τp0q obsažené v U . Pokud Fi P Fi, i “ 1, 2, splňují
F1 ´ F2 Ă V , platí pro ně též F2 ´ F1 Ă V Ă U . Tedy F2 „ F1.

Pokud F1 „ F2 a F2

ř

F3 a U P τp0q je dáno, zvolíme vyvážené V P τp0q splňující V ` V Ă U . Nechť Fi P Fi,
i “ 1, 2, 3, splňují F1 ´ F2 Ă V a F2 ´ F3 Ă V , pak

F1 ´ F3 Ă pF1 ´ F2q ` pF2 ´ F3q Ă V ` V Ă U.

Tedy F1 „ F3.
Dále je „ invariantní vzhledem k operacím ` a ¨, tj. pokud F1 „ F2 a λ P F a F3 P F jsou libovolné, platí

F1 ` F3 „ F2 ` F3, F1 ` F2 „ F2 ` F1 a λF1 „ λF2.
Krok 2. Uvažujme množinu Y “ F { „. Díky vlastnostem „ je tato množina s operacemi

rF1s ` rF2s “ rF1 ` F2s a λrF1s “ rλF1s, λ P F,F1,F2 P F ,

vektorový prostor.
Vskutku, ` je komutativní, jelikož rF1`F2s “ rF2`F1s pro každé F1,F2 P F . Asociativita se ověří přímočaře.

Třída rF0s je nulový element Y a je-li rFs P Y , je r´Fs inverzní prvek k rFs. Snadno se též ověří asociativita
násobení a distributivita.

Krok 3. Definujeme topologii σ na Y následujícím způsobem. Pro každé vyvážené okolí U P τp0q definujeme
množinu SU Ă Y takto:

rFs P SU ðñ DH P rFs DH P H : H Ă U.

Ukážeme, že systém S “ tSU : U P τp0q vyváženéu splňuje podmínky (1), (2) a (3) z Věty 3.1.16.
Každé SU je vyvážené. Platí-li totiž pro nějaké H P rFs a H P H inkluze H Ă U , máme λH P λH P rλFs a

λH Ă λU Ă U . Tedy λrFs P SU kdykoliv rFs P SU .
Každé SU je pohlcující. Nechť U P τp0q vyvážené a rFs P Y jsou dány. Zvolíme V P τp0q vyvážené, které splňuje

V ` V Ă U . Nechť F P F je nalezeno tak, aby F ´ F Ă V . Zvolíme libovolné x P F . Pak

F ´ x Ă F ´ F Ă V,

tj. F Ă x` V . Nechť s ě 1 je takové, že x P sV . Pak

F Ă x` V Ă sV ` V Ă sV ` sV “ spV ` V q Ă sU.

Nechť r P r0, s´1s je libovolné. Pak rF P rF P rrFs a rF Ă rsU Ă U . Tedy rrFs P SU pro každé r P r0, s´1s, tj. SU
je pohlcující.

Systém S je báze filtru. To plyne ze snadno ověřitelné inkluze SU3 Ă SU1 X SU2 platné pro každé vyvážené
U1, U2, U3 P τp0q splňující U3 Ă U1 X U2.

Pro každé nenulové rFs P Y existuje SU bod rFs neobsahující. Nechť nenulové rFs P Y je dáno. Pak není pravda,
že limF “ 0, a tedy existuje vyvážené U P τp0q takové, že pro každé F P F platí F Ć U . Zvolme vyvážené V P τp0q
splňující V ` V Ă U . Pak rFs R SV .
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Vskutku, kdyby existovalo H P rFs a H P H splňující H Ă V , z faktu limpF ´Hq “ 0 bychom nalezli H 1 P H a
F 1 P F splňující F 1 ´H 1 Ă V . Nechť H2 P H splňuje H2 Ă H XH 1. Pak by platilo

F 1 Ă pF 1 ´H2q `H2 Ă pF 1 ´H 1q `H Ă V ` V Ă U,

což by byl spor.
Pro každé SU existuje SV splňující SV ` SV Ă SU . Je-li dáno U P τp0q vyvážené, nalezneme vyvážené V P τp0q

splňující V ` V Ă U . Pak SV ` SV Ă SU . Vskutku, nechť rF1s, rF2s P SV . Pak pro i “ 1, 2 existují Hi P F a
Hi P Hi takové, že Hi P rFis a Hi Ă V . Pak H1 `H2 P rF1 ` F2s a H1 `H2 Ă V ` V Ă U . Tedy rF1 ` F2s P SU .

Dle Věty 3.1.16 tedy existuje jednoznačně určená topologie σ na Y , se kterou je Y topologický vektorový prostor
a S je báze okolí 0.

Krok 4. Uvažujme zobrazení φ : X Ñ Y definované jako

φpxq “ rFxs, x P Xzt0u,

kde Fx “ tF Ă X : x P F u.
Zobrazení φ je dobře definované, neboť Fx P F pro každé x P X. Navíc Fx1

` Fx2
“ Fx1`x2

, x1, x2 P X, a
Fλx “ λFx pro λ P F a x P X. Z těchto vztahů tedy plyne, že φ je lineární.

Zobrazení φ je dokonce spojité. K tomu stačí ověřit jeho spojitost v 0. Pro dané vyvážené U P τp0q uvažujme
množinu SU . Pak zjevně φpUq Ă SU , tj. φ je spojité v 0.

Krok 5. Ukažme, že Y je úplný prostor. Nechť A je cauchyovská báze filtru v Y . Nechť B značí systém všech
vyvážených prvků τp0q. Uvažujme množinu AˆB s uspořádáním definovaným jako pA,Uq ď pA1, U 1q, pokud A Ą A1

a U Ą U 1. Pak AˆB je nahoru usměrněná částečně uspořádaná množina. Pro každé y P Y zvolíme Fy P F takové,
že y “ rFys. Pro každé pA,Uq P AˆB vybereme yA P A a zvolíme FpA,Uq P Fy splňující FpA,Uq´FpA,Uq Ă U . Nyní
vybereme libovolné xpA,Uq P FpA,Uq.

Systém txpA,Uqu je nyní cauchyovský net v X. Vskutku, nechť U P B je dáno. Zvolíme V P B splňující

V ` V ` V ` V ` V ` V ` V ` V Ă U

a dále nechť pro A0 P A platí A0´A0 Ă SV . Nechť pA1, V1q ě pA0, V0q. Pro i “ 0, 1 pak platí FpAi,Viq´FpAi,Viq Ă V .
Jelikož A1 Ă A0, máme

rFyA0
´ FyA1

s “ rFyA0
s ´ rFyA1

s “ yA0 ´ yA1 P SV .

Dle definice tedy existují H P rFyA0
´FyA1

s a H P H takové, že H Ă V . Jelikož limpH´pFyA0
´FA1

qq “ 0, existují
množiny F0 P FyA0

a F1 P FyA1
takové, že H ´ pF0 ´ F1q Ă V . Nalezneme množiny F 10 P FyA0

a F 11 P FyA1
takové,

že F 1i Ă FpAi,Viq X Fi, i “ 0, 1. Vybereme x1i P F 1i . Pak

x11 ´ x
1
0 P F

1
0 ´ F

1
1 Ă F0 ´ F1 Ă ppF0 ´ F1q ´Hq `H Ă V ` V.

Pak máme

xpA1,V1q ´ xpA0,V0q “
`

xpA1,V1q ´ x
1
1

˘

`
`

x11 ´ x
1
0

˘

`
`

x10 ´ xpA0,V0q

˘

P
`

FpA1,V1q ´ F
1
1

˘

` pV ` V q `
`

F 10 ´ FpA0,V0q

˘

Ă
`

FpA1,V1q ´ FpA1,V1q

˘

` pV ` V q `
`

FpA0,V0q ´ FpA0,V0q

˘

Ă V ` V ` V ` V.

Máme-li tedy libovolné prvky pA2, V2q, pA1, V1q množiny AˆB, které majorizují pA0, V0q, platí

xpA2,V2q ´ xpA1,V1q “
`

xpA2,V2q ´ xpA0,V0q

˘

`
`

xpA0,V0q ´ xpA1,V1q

˘

P V ` V ` V ` V ` V ` V ` V ` V Ă U.

Tedy net txpA,Uqu je cauchyovský.
Pro každé pA,Uq P AˆB položme

HpA,Uq “ txpA1,U 1q : pA
1, U 1q ě pA,Uqu

a uvažujme bázi filtru
H “ tHpA,Uq : pA,Uq P AˆBu.

Snadno se ověří, že H je cauchyovská.
Nyní zbývá dokázat, že rHs “ limA. Mějme tedy U P B libovolné. Hledáme A P A splňující A Ă rHs ` SU .

Zvolíme V P B takové, že V `V `V `V Ă U . Nechť A0 P A splňuje A0´A0 Ă SV . Nechť pA,W q P AˆB splňuje

xpA1,V 1q ´ xpA2,V 2q P V, pA1, U 1q, pA2, U2q P AˆB majorizují pA,W q.

Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že A Ă A0 a W Ă V . Ukážeme, že A je hledaná množina.
Nechť y P A je libovolné. Pak

rFy ´ FyAs “ rFys ´ rFyAs “ y ´ yA P A0 ´A0 Ă SV .
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Tedy existuje C P rFy ´FyAs a C1 P C takové, že C1 Ă V . Jelikož limpC ´ pFy ´FyAqq “ 0, existují C2 P C, F P Fy
a FA P FyA takové, že pF ´ FAq ´ C2 Ă V . Pak pro C3 P C splňující C3 Ă C1 X C2 máme

F ´ FA Ă pF ´ FAq ´ C3 ` C3 Ă pF ´ FAq ´ C2 ` C1 Ă V ` V.

Uvažujme množinu HpA,W q. Pak pro libovolné x P F a xpA1,W 1q, kde pA1,W 1q ě pA,W q zvolíme z P FAXFpA,W q.
Pak

x´ xpA1,W 1q “ px´ zq `
`

z ´ xpA,W q
˘

`
`

xpA,W q ´ xpA1,W 1q

˘

P pF ´ FAq `
`

FpA,W q ´ FpA,W q
˘

` V

Ă V ` V `W ` V Ă V ` V ` V ` V Ă U.

Tedy F ´HpA,W q P Fy ´H a F ´HpA,W q Ă U . To znamená, že rFy ´Hs P SU . Proto

y ´ rHs “ rFys ´ rHs “ rFy ´Hs P SU ,

čili
y P rHs ` SU .

Tím je ověřen fakt rHs “ limA.
Prostor φpXq je hustý v Y . Nejprve si povšimneme, že φpXq protíná každé SU P S. Máme-li totiž nějaké SU

dáno, zvolíme libovolné x P U . Okamžitě je pak vidět z definice, že φpxq “ rFxs P SU .
Nechť nyní y P Y a SU P S jsou dány. Nalezneme x1 P SU X φpXq. Pak x1 ´ y P SU , a tedy existuje SV P S

splňující x1 ´ y ` SV Ă SU . Nalezneme x2 P SV . Pak

x1 ` x2 ´ y P x1 ´ y ` SV Ă SU .

Tedy x1 ` x2 P py ` SU q X φpXq, a tedy je φpXq hustý v Y .
Konstrukce pro lokálně konvenxí prostor. Předpokládejme, žeX je navíc lokálně konvexní. Pak uvažujeme systém

S “ tSU : U P τp0q vyvážená, konvexníu

a provedeme konstrukci Y jako výše. K důkazu lokální konvexity pak stačí ukázat, že množiny SU jsou konvexní.
Nechť tedy rF1s, rF2s P SU a λ P r0, 1s jsou dány. Pak pro i “ 1, 2 existují Hi P F a Hi P Hi takové, že Hi P rFis a
Hi Ă U . Pak

λH1 ` p1´ λqH2 P λH1 ` p1´ λqH2 P rλF1 ` p1´ λqF2s “ λrF1s ` p1´ λqrF2s

a
λH1 ` p1´ λqH2 Ă U.

Tedy λrF1s ` p1´ λqrF2s P SU .
(b) Ukážeme nyní jednoznačnost prostoru Y . Nechť Yi a φi : X Ñ Yi, i “ 1, 2, jsou objekty splňující (a). Označme

α : φ1pXq Ñ φ2pXq definované jako α “ φ2 ˝φ
´1
1 . Pak α je spojité lineární zobrazení, a tedy je stejnoměrně spojité.

Dle Tvrzení 3.1.80 existují spojitá, lineární zobrazení ψ1 : Y1 Ñ Y2 a ψ2 : Y2 Ñ Y1 splňující ψ1 “ α na φ1pXq a
ψ2 “ α´1 na φ2pXq.

Ukážeme, že ψ1 je bijekce Y1 na Y2, jejíž inverze je rovna ψ2. Nechť nejprve y2 P Y2 je dáno. Nalezneme net txiu
takový, že φ2pxiq Ñ y2. Pak je net tα´1pφ2pxiqqu cauchyovský, a tedy konverguje k nějakému y1 P Y1. Pak

ψ1py1q “ limψ1pα
´1pφ2pxiqqq “ limψ1pφ1pxiqq “ limφ2pxiq “ y2.

Tedy ψ1 je surjektivní.
Nechť nyní y1 P Y1 je dáno. Ukážeme, že y1 “ ψ2pψ1py1qq. Označíme y2 “ ψ1py1q. Zvolíme net txiu v X takový,

že y1 “ limφ1pxiq. Pak
y2 “ ψ1py1q “ limψ1pφ1pxiqq “ limαpφ1pxiqq “ limφ2pxiq.

Proto máme
ψ2py2q “ limψ2pφ2pxiqq “ limα´1pφ2pxiqq “ limφ1pxiq “ y1.

Tedy ψ1 je požadovaný izomorfizmus Y1 na Y2.

3.1.11 Slabé topologie
Lemma 3.1.82. Nechť X je vektorový prostor a ϕ,ϕ1, . . . , ϕn : X Ñ F jsou lineární zobrazení Pak následující
tvrzení jsou ekvivalentní.

(i) Platí ϕ P spantϕ1, . . . , ϕnu.

(ii) Existuje C ą 0 takové, že |ϕpxq| ď C ¨maxi“1,...,n |ϕipxq|, x P X.
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(iii) Platí
Şn
i“1 Kerϕi Ă Kerϕ.

Důkaz. (i) ùñ (ii) Nechť ϕ “
řn
i“1 ciϕi pro nějaké c1, . . . , cn P F. Pak

|ϕpxq| ď

˜

n
ÿ

i“1

|ci|

¸

ˆ

max
i“1,...,n

|ϕipxq|

˙

, x P X.

Tedy C “
řn
i“1 |ci| ` 1 je požadovaná konstanta.

(ii) ùñ (iii) Je-li C P p0,8q dáno předpokladem (ii) a x P
Şn
i“1 Kerϕi, platí

|ϕpxq| ď C ¨ max
i“1,...,n

|ϕipxq| “ 0,

tj. x P Kerϕ. Tedy (iii) platí.
(iii) ùñ (i) Uvažujme r : X Ñ Fn, kde rpxq “ pϕ1pxq, . . . , ϕnpxqq, x P X. Pak r je lineární zobrazení X do

Fn splňující Ker r “
Şn
i“1 Kerϕi Ă Kerϕ. Existuje tedy lineární zobrazení s : Fn Ñ F splňující ϕ “ s ˝ r. (Toto

zobrazení sestrojíme takto: Definujeme s1 : Rng r Ñ F pomocí vzorce s1prpxqq “ ϕpx1q, kde x1 P r´1pxq je libovolné,
a to rozšíříme na lineární zobrazení s na celé Fn.) Existují tedy čísla c1, . . . , cn P F splňující spyq “

řn
i“1 ciyi,

y P Fn. Tedy pro x P X máme ϕpxq “ sprpxqq “
řn
i“1 ciϕipxq.

Definice 3.1.83. Nechť X je vektorový prostor a M ĂĂ X# odděluje body X. Pak σpX,Mq je topologie na X
daná systémem pseudonorem pϕpxq “ |ϕpxq|, x P X, kde ϕ PM .

Věta 3.1.84. Nechť X je vektorový prostor a M ĂĂ X# odděluje body. Pak pX,σpX,Mqq je lokálně konvexní
prostor a pX,σpX,Mqq˚ “M .

Důkaz. Z Věty 3.1.42 plyne, že topologií σpX,Mq je X lokálně konvexní prostor.
Je-li ϕ P M dáno, je dle Věty 3.1.42 pseudonorma pϕ σpX,Mq-spojitá. Jelikož Ker pϕ “ Kerϕ, je podle

Věty 3.1.22 zobrazení ϕ σpX,Mq-spojité.
Nechť je nyní dáno σpX,Mq-spojité zobrazení ϕ P X#. Pomocí Věty 3.1.22 nalezneme σpX,Mq-okolí U bodu

0, na kterém je ϕ omezené. Pak existuje množina V splňující V Ă U , přičemž

V “ tx P X : |ϕipxq| ď εi, i “ 1, . . . , nu,

kde pro i P t1, . . . , nu je ϕ PM a εi ą 0.
Nechť nyní x P

Şn
i“1 Kerϕi je libovolné. Pak

spantxu Ă
n
č

i“1

Kerϕi Ă V Ă U.

Jelikož je ϕpUq omezená množina, dostáváme ϕpxq “ 0, tj. x P Kerϕ. Dle Lemmatu 3.1.82 je ϕ P spantϕ1, . . . , ϕnu Ă
M .

Definice 3.1.85. (a) Nechť X je lokálně konvexní prostor. Topologie σpX,X˚q se nazývá slabou topologií (w-
topologií) na X.

(b) Je-li X topologický vektorový prostor, uvažujeme X˚ a X jako podmnožinu pX˚q#. Pak σpX˚, Xq se nazývá
slabou* topologií (w˚-topologií) na X˚.

Poznámka 3.1.86. Definice těchto topologií je korektní, neboť X˚ odděluje body X (viz Důsledek 3.1.61) a X
odděluje body X˚ z definice.

Důsledek 3.1.87. Nechť pX, τq je topologický vektorový prostor. Pak platí následující tvrzení.

(a) Je-li X lokálně konvexní, pak σpX,X˚q Ă τ a platí pX,wq˚ “ X˚.

(b) Platí pX˚, w˚q˚ “ X.

Důkaz. Tvrzení plyne z Věty 3.1.84.

Věta 3.1.88. Nechť X je lokálně konvexní prostor a A Ă X je konvexní. Pak platí následující tvrzení.

(a) Platí A “ A
σpX,X˚q

,

(b) Množina A je w-uzavřená právě tehdy, když A je uzavřená.

(c) Je-li X metrizovatelný a xn Ñ x slabě, pak existují yn P cotxi : i ě nu takové, že yn Ñ x.
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Důkaz. (a) Nechť τ značí topologii na X. Protože zjevně platí σpX,X˚q Ă τ , máme A
τ
Ă A

σpX,X˚q
.

Pro důkaz obrácené inkluze vezměme x R A
τ
. Pak dle Věty 3.1.60 existuje ϕ P X˚ splňující Reϕpxq ă

inf ReϕpA
τ
q, z čehož plyne, že x R A

σpX,X˚q
.

(b) Tvrzení plyne z (a).
(c) Nechť txnu je posloupnost v X slabě konvergující k x. Pak pro každé n P N platí

x P txk : k ě nu
w
Ă cotxk : k ě nu

w
“ cotxk : k ě nu.

Nechť ρ je metrika kompatibilní z topologií X. Pak pro každé n P N nalezneme yn P cotxk : k ě nu splňující
ρpx, ynq ă

1
n . Pak yn Ñ x a důkaz je hotov.

Věta 3.1.89. Nechť X je lokálně konvexní prostor a A Ă X. Pak A je omezená právě tehdy, když A je slabě
omezená.

Důkaz. Nechť τ značí původní topologii X a τw topologii slabou. Vzhledem k tomu, že τwp0q Ă τp0q, je každá
τ -omezená množina τw-omezená.

Předpokládejme nyní, že A je τw-omezená. Nechť U P τp0q je dáno. Nalezneme vyvážené konvexní otevřené
okolí V P τp0q splňující V Ă U a uvažujeme Minkowského funcionál pV . Nechť Y “ X{Ker pV je vektorový prostor
daný faktorizací X podle Ker pV (viz Tvrzení 3.1.37). Je snadné ověřit, že vzorec

}rys} “ pV pxq, x P rys, rys P Y,

definuje normu na Y . Dále je kvocientové zobrazení q : X Ñ Y spojité, neboť

q´1pUY q “ Ker pV ` tx P X : pV pxq ă 1u “ Ker pV ` V

je τ -otevřená množina.
Je-li nyní y˚ P Y ˚ libovolný prvek, je y˚ ˝ q P X˚. Dle předpokladu je py˚ ˝ qqpAq omezená množina v F. Z

Věty ?? plyne, že qpAq }¨}-omezená v Y , tj. existuje t ą 0 takové, že

pV paq “ }qpaq} ă t, a P A.

Z tohot faktu již plyne A Ă tU . Vskutku, je-li x P A dáno, pV pxq “ }rxs}Y ă t, a tedy pV pxt q ă 1. Proto x
t P V ,

což znamená x P tV Ă tU . Množina A je tak τ -omezená.

3.1.12 Poláry
Definice 3.1.90. Nechť X je topologický vektorový prostor, a nechť A Ă X a B Ă X˚ jsou neprázdné. Definujeme
(absolutní) poláry jako

A˝ “ tx˚ P X˚ : |x˚pxq| ď 1, x P Au a B˝ “ tx P X : |x˚pxq| ď 1, x˚ P Bu.

Poznámky 3.1.91. Nechť X je lokálně konvexní prostor.
(a) Je-li Y “ pX˚, w˚q, pak Y ˚ “ X a pro B Ă Y máme „B˝ “ B˝ “ .
(b) Je-li A Ă X, pak „druhá polára“ A by se měla nacházet v druhém duálu k X. Vzhledem k tomu, že jediná

topologie na X, kterou jsme zatím uvedli, je w˚-topologie a pX˚, w˚q˚ “ X, nemáme zatím rozumný koncept
druhého duálu, a tedy ani druhé poláry.

Tvrzení 3.1.92 (Polární kalkulus). Nechť X je topologický vektorový prostor a A Ă X je neprázdná. Pak platí
následující tvrzení.

(a) Množina A˝ je vyvážená, konvexní a w˚-uzavřená.

(b) Je-li A ĂĂ X, platí A˝ “ AK.

(c) Platí t0u˝ “ X˚ a X˝ “ t0u.

(d) Pro c P p0,8q platí pcAq˝ “ 1
cA

˝.

(e) Pro neprázdné množiny Ai, i P I, v X platí p
Ť

iPI Aiq
˝
“
Ş

A˝i .

Důkaz. (a) Vyváženost i konvexita A˝ je zřejmá. Jelikož je pro každé x P X množina tx˚ P X˚ : |x˚pxq| ď 1u
w˚-uzavřená, je množina

A˝ “
č

xPA

tx˚ P X˚ : |x˚pxq| ď 1u

w˚-uzavřená.
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(b) Zjevně AK Ă A˝. Nechť x˚ P A˝ je dáno. Pak pro každé x P A a t P F platí tx P A, a tedy |t| |x˚pxq| “
|x˚ptxq| ď 1. Proto x˚pxq “ 0 a x˚ P AK.

(c) Tvrzení je zřejmé.
(d) Nechť c P p0,8q je dáno. Pak pro x˚ P X˚ platí

x˚ P pcAq˝ ðñ @x P A : |x˚pcxq| ď 1 ðñ @x P A : |pcx˚qpxq| ď 1 ðñ cx˚ P A˝ ðñ x˚ P
1

c
A˝.

(e) Je-li x˚ P p
Ť

iPI Aiq
˝, pak pro každé i P I a x P Ai platí |x˚pxq| ď 1, tj. x˚ P A˝i . Opačná inkluze se dokáže

obdobně.

Věta 3.1.93 (O bipoláře). Nechť X je lokálně konvexní prostor a A Ă X je neprázdná. Pak pA˝q˝ “ bcoA
w

(“ bcoA).

Důkaz. Přímočarým ověřením z definice dostaneme A Ă pA˝q˝. Z Tvrzení 3.1.92(a) plyne, že bcoA
w
Ă pA˝q˝.

Nechť x P XzbcoA
w
je dáno. Díky Větě 3.1.62 existuje ϕ P X˚ takové, že ϕpxq ą 1 a |ϕpyq| ď 1 pro y P bcoA

w
.

Tedy ϕ P A˝, a přitom ϕpxq ą 1. Tedy x R pA˝q˝.

Věta 3.1.94 (Goldstine). Je-li X normovaný lineární prostor, platí εpBxq
w˚

“ BX˚˚ .

Důkaz. Nechť ε : X Ñ X˚˚ značí kanonické vnoření. Označíme-li Y “ pX˚˚, σpX˚˚, X˚qq, platí díky Větě 3.1.84
vztahy Y ˚ “ X˚. Poláry v této dualitě označíme A‚. V rámci tohoto značení pak máme

A‚ “ A˝, A Ă pY, σpY, Y ˚qq “ pX˚˚, σpX˚˚, X˚qq,

B‚ “ B˝, B Ă pY ˚, σpY ˚, Y qq “ pX˚, σpX˚, X˚˚qq.

Použijeme Větu 3.1.93 v rámci duality prostoru Y a jeho duálu Y ˚ a dostaneme tak

ppεpBXqq˝q
˝
“
`

pεpBXqq
‚
˘

‚
“ bco εpBXq

σpY,Y ˚q
“ εpBXq

σpY,Y ˚q
“ εpBXq

σpX˚˚,X˚q
. (3.12)

(Předposlední rovnost platí, jelikož BX je konvexní vyvážená množina.)
Jelikož

pεpBXqq˝ “ tx
˚ P X˚ : |εxpx

˚q| ď 1, x P BXu “ tx
˚ P X˚ : |x˚pxq| ď 1, x P BXu “ pBXq

˝ “ BX˚ ,

platí
ppεBXq˝q

˝
“ pBX˚q

˝ “ BX˚˚ . (3.13)

Kombinací (3.13) a (3.12) dostáváme požadovanou rovnost

BX˚˚ “ ppεpBXqq˝q
˝
“ εpBXq

w˚

.

Tím je důkaz proveden.

Věta 3.1.95 (Banach-Alaoglu). Nechť X je topologický vektorový prostor.

(a) Je-li U okolí 0, pak U˝ je w˚-kompaktní množina.

(b) Je-li X separabilní a U je okolí 0, pak U˝ je metrizovatelná w˚-kompaktní množina.

Důkaz. (a) Nechť U P τp0q je dáno. Pro každé x P X nalezneme γx ą 0 splňující x P γpxqU . Uvažujme kompaktní
podmnožinu Dx v F definovanou jako Dx “ tα P F : |α| ď γxu. Díky Tichonovově větě ?? je množina P “ ΠxPXDx

kompaktní v topologii τp, což je topologie zděděná z FX (což je topologie bodové konvergence). Množinu U˝

uvažujme jako podmnožinu P .
Krok 1. Platí pU˝, w˚q “ pU, τpq.
Vskutku, nechť x˚ P U˝ je dáno. Systém okolí okolí x˚ v pX˚, w˚q je pak generován množinami

Ux1,...,xn,ε “ ty
˚ P X˚ : |x˚pxiq ´ y

˚pxiq| ă ε, i “ 1, . . . , nu, n P N, x1, . . . , xn P X, ε ą 0, (3.14)

a systém okolí x˚ v pFX , τpq je generován množinami

Vx1,...,xn,ε “ tf P X
F : |x˚pxiq ´ fpxiq| ă ε, i “ 1, . . . , nu, n P N, x1, . . . , xn P X, ε ą 0. (3.15)

Zjevně platí, že je-li n P N, x1, . . . , xn P X a ε ą 0, platí Ux1,...,xn,ε X U
˝ “ Vx1,...,xn,ε X U

˝

Krok 2. Dále platí, že U˝ je τp-uzavřená podmnožina P . Je-li prvek f P U˝
τp libovolný, je funkce f : X Ñ F

linární. Máme-li totiž dány x, y P X a α, β P F, pro libovolné ε ą 0 nalezneme x˚ P U˝ takové, že

|fpxq ´ x˚pxq| ă ε, |fpyq ´ x˚pyq| ă ε a |fpαx` βyq ´ x˚pαx` βyq| ă ε.
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Pak

|fpαx` βyq ´ pαfpxq ` βfpyqq| “ |fpαx` βyq ´ x˚pαx` βyq ` x˚pαx` βyq ´ αfpxq ´ βfpyq|

ď |fpαx` βyq ´ x˚pαx` βyq| ` |αx˚pxq ´ αfpxq| ` |βx˚pyq ´ βfpyq|

ď ε` |α| ε` |β| ε.

Dále pro x P U platí |fpxq| ď 1. Pro ε ą 0 totiž nalezneme x˚ P U˝ splňující |fpxq ´ x˚pxq| ă ε. Pak

|fpxq| ď |fpxq ´ x˚pxq| ` |x˚pxq| ď ε` 1.

Tedy f : X Ñ F je lineární zobrazení omezené na okolí 0, tedy je prvkem X˚ (viz Věta 3.1.22).
Krok 3. Jelikož je U˝ uzavřená podmnožina pP, τpq, je U˝ τp-kompaktní. Díky Kroku 1. je U˝ w˚-kompaktní

množina.
(b) Je-li nyní X separabilní, existuje spočetná množina txn : n P Nu, která je hustá v X. Uvažujme na X˚

topologii σ generovanou pseudonormami pxnpx˚q “ |x˚pxnq|, x˚ P X˚, kde n P N. Pak je σ hausdorffovská lokálně
konvexní topologie na X˚, která je díky Větě 3.1.28 metrizovatelná. Jelikož je slabší než w˚-topologie a U˝ je
w˚-kompaktní, σ na U˝ splývá s w˚. Prostor pU˝, w˚q je tak metrizovatelný.

Věta 3.1.96. Je-li X Banachův prostor, pak následující tvrzení jsou ekvivalentní.

(i) X je reflexivní.

(ii) Jednotková koule BX je w-kompaktní.

Důkaz. (i) ùñ (ii) Je-li X reflexivní, kanonické vnoření ε splňuje εpBXq “ BX˚˚ . Navíc je zobrazení ε : pBX , wq Ñ
pBX˚˚ , w

˚q (surjektivní) homeomorfizmus. Z Věty 3.1.95 plyne slabá kompaktnost BX .
(ii) ùñ (i) Předpokládejme, že BX je slabě kompaktní. Jelikož je zobrazení ε : pBX , wq Ñ pεpBXq, w

˚q

homeomorfizmus, je εpBXq w˚-uzavřená podmnožina BX˚˚ . Z Věty 3.1.94 dostáváme BX˚˚ “ εpBXq
w˚

“ εpBXq.
Z této rovnosti již reflexivita X okamžitě plyne.

Věta 3.1.97. Nechť X je reflexivní Banachův prostor. Pak lze z každé omezené posloupnosti v X vybrat slabě
konvergentní podposloupnost.

Důkaz. Ukážeme nejprve, že je-li Y separabilní reflexivní prostor, je pBX , wq metrizovatelný kompaktní prostor.
Díky reflexivitě je Y ˚˚ též separabilní, a tedy i Y ˚ je separabilní. Jelikož BY ˚ je okolí 0, je dle Věty 3.1.95
prostor pBY ˚˚ , w˚q kompaktní a metrizovatelný. Jelikož je ε : pBY , wq Ñ pBY ˚˚ , w

˚q homeomorfizmus, je pBY , wq
kompaktní metrizovatelný prostor.

Nechť nyní txnu je omezená posloupnost v prostoru X. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že vektory
xn, n P N, jsou obsaženy v BX . Položme Y “ spantxn : n P Nu. Dle Věty 1.2.27(d) je Y reflexivní prostor, který je
zřejmě separabilní. Posloupnost txnu je obsažena v BY , což je dle přecházející úvahy slabě kompaktní metrizovatelný
prostor. Lze tedy vybrat podposloupnost txnku a x P BY takové, že xnk Ñ x v σpY, Y ˚q. Zjevně pak xnk Ñ x slabě
v X.

Lemma 3.1.98. Nechť X je topologický vektorový prostor a Y je jeho hustý podprostor. Nechť U P τp0q. Pak
w˚-topologie splývá na U˝ s topologií σpX˚, Y q.

Speciálně, je-li Y hustý podprostor normovaného lineárního prostoru X, na BX˚ splývá σpX˚, Y q s w˚-topologií.

Důkaz. Dle Věty 3.1.95 je U˝ w˚-kompaktní množina. Díky hustotě Y je topologie σpX˚, Y q na U˝ Hausdorffova,
přičemž každá σpX˚, Y q-otevřená množina je též w˚-otevřená. Zobrazení id : pU˝, w˚q Ñ pU˝, σpX˚, Y qq je tedy
spojité, prosté zobrazení kompaktního prostoru do Hausdorffova prostoru. Jedná se tedy o homeomorfizmus, což
znamená, že tyto topologie splývají.

Příklad 3.1.99. Nechť X je topologický vektorový prostor, jehož duál odděluje body X. Pak pX˚, w˚q je metri-
zovatelný právě tehdy, když X má spočetnou algebraickou bázi.

Důkaz. Pro prvek x P X označme εx P pX˚q# funkcionál definovaný jako εxpx˚q “ x˚pxq, x˚ P X˚. Nechť px značí
pseudonormu na X˚ danou vektorem x P X (viz Definice 3.1.85).

„ ùñ “ Nechť txn : n P Nu je báze X a P “ tpxn : n P Nu. Uvažujme topologii σ generovanou systémem
pseudonorem P. Ta je metrizovatelná dle Věty 3.1.42 a 3.1.48. Ukážeme, že σ “ σpX˚, Xq. Zjevně platí σ Ă
σpX˚, Xq. K důkazu obrácené nerovnosti stačáí ukázat, že pro každé Upx,1, kde x P X, existuje n P N a ε ą takové,
že

č

px1 ,...,pxn ,ε

Ă Upx,1.
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Jelikož X “ spantxn : n P Nu, existuje n P N a koeficienty c1, . . . , cn P F splňující x “
řn
i“1 cixi. Pak pro

ε ă p1`
řn
i“1 |ci|q

´1 a x˚ P Upx1 ,...,pxn ,ε platí

|x˚pxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

i“1

cix
˚pxiq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

n
ÿ

i“1

|ci| |x
˚pxiq| ă 1.

Tedy x˚ P Upx,1. Tím je důkaz první implikace dokončen.
„ðù“ Předpokládejme nyní, že je w˚-topologie (značíme τw˚) na X˚ je metrizovatelná. Pak existuje spočetná

báze τw˚p0q. Vzhledem k Větě 3.1.42 existuje množina txn : n P Nu Ă X taková, že pseudonormy pxn na X˚

generují pomocí množin tvaru (3.7) topologii τw˚ . Nechť nyní x P X je libovolný vektor. Pak Upx,1 je w˚-okolí 0,
a tedy existuje k P N a m P N takové, že

Upx1 ,...,pxk ,m Ă Upx,1.

Z tohoto faktu dostáváme
k
č

i“1

Ker εxi Ă Ker εx,

a tedy εx P spantεx1 , . . . , εxku. Jelikož dle předpokladu X˚ odděluje body X, platí x P spantx1, . . . , xku. Proto
X “ spantxn : n P Nu.

Příklad 3.1.100. Nechť p P p0,8q a X “ `p. Pak platí následující tvrzení.
(a) Je-li p P p1,8q, posloupnost bázových vektorů tenu konverguje k 0 slabě, ne však v normě.
(b) Je-li p “ 1, každá slabě konvergentní posloupnost je normově konvergentní, ale slabá topologie nesplývá s

normovou.
(c) Je-li p P p0, 1q, je BX slabě omezená, avšak neomezená množina.
(d) Pro p P p0, 1q nechť τp označuje w˚-topologii na `8 danou pomocí standardní duality. Pro 0 ă p ă q ď 1 pak

platí τp ‰ τq na `8, i když tyto splývají na omezených množinách `8.

Důkaz. (a) Nechť p P p1,8q je libovolné. Jelikož }en} “ 1, posloupnost tenu nekonverguje v normě k 0. Užijeme
nyní dualitu z Věty ??(c). Pro libovolné y P `q, kde q je exponent sdružený k p, však platí fypenq “ yn Ñ 0. Tedy
en Ñ 0 slabě.

(b) Stačí dokázat, že každá posloupnost slabě konvergující k 0 konverguje k 0 normově. Budeme postupovat
sporem a předpokládat tak existenci posloupnosti txku v `1 slabě konvergující k 0, která však splňuje }xk} ą δ,
k P N, pro nějaké kladné číslo δ.

Induktivně nyní nalezneme indexy 1 “ n0 ă n1 ă n2 ă ¨ ¨ ¨ a 1 “ k1 ă k2 ă ¨ ¨ ¨ splňující
•
řnj´1
i“1

ˇ

ˇxkj piq
ˇ

ˇ ą δ a
ř8

i“nj

ˇ

ˇxkj piq
ˇ

ˇ ă 2´3δ, j ě 1,

•
řnj
i“1 |xkpiq| ă 2´3δ, k ě kj , j ě 2.

V prvním kroce indukce nalezneme n1 ą 1 takové, že
řn1´1
i“1 |xk1piq| ą δ a

ř8

i“n1
|xk1piq| ă 2´3δ. Jelikož druhá

podmínka po indexu k1 “ 1 nepožaduje nic, je první krok za námi.
Předpokládejme nyní, že indexy 1 “ n1 ă ¨ ¨ ¨ ă nj a 1 “ k1 ă ¨ ¨ ¨ ă kj splňující požadované vlastnosti máme

pro nějaké j P N již nalezeny. Jelikož xk Ñ 0 slabě, pro každou souřadnici i P N platí limkÑ8 xkpiq “ 0. Proto
existuje kj`1 ą kj takové, že pro každé k ě kj`1 platí

řnj
i“1 |xkpiq| ă 2´3δ. Dále zvolíme nj`1 ą nj splňující

řnj`1´1
i“1

ˇ

ˇxkj`1
piq

ˇ

ˇ ą δ a
ř8

i“nj`1

ˇ

ˇxkj`1
piq

ˇ

ˇ ă 2´3δ. Tím je konstrukce dokončena.
Uvažujme nyní prvek y P `8 definovaný jako

ypiq “ sgnxkj piq, nj´1 ď i ă nj , j P N.

Chápeme-li vektor y jako funkcionál ψy P p`1q˚, dostáváme pro každé j ě 2 odhad

ˇ

ˇψypxkj q
ˇ

ˇ “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

nj´1´1
ÿ

i“1

ypiqxkj piq `

nj´1
ÿ

i“nj´1

ypiqxkj piq `
8
ÿ

i“nj

ypiqxkj piq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

nj´1
ÿ

i“nj´1

ypiqxkj piq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

´

nj´1´1
ÿ

i“1

ˇ

ˇxkj piq
ˇ

ˇ´

8
ÿ

i“nj

ˇ

ˇxkj piq
ˇ

ˇ

“

nj´1
ÿ

i“nj´1

ˇ

ˇxkj piq
ˇ

ˇ´

nj´1´1
ÿ

i“1

ˇ

ˇxkj piq
ˇ

ˇ´

8
ÿ

i“nj

ˇ

ˇxkj piq
ˇ

ˇ

ě

nj´1
ÿ

i“1

ˇ

ˇxkj piq
ˇ

ˇ´ 2

nj´1´1
ÿ

i“1

ˇ

ˇxkj piq
ˇ

ˇ´

8
ÿ

i“nj

ˇ

ˇxkj piq
ˇ

ˇ

ě δ ´ 2 ¨ 2´3δ ´ 2´3δ “
5

8
δ.
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To je však spor s předpokladem xkj Ñ 0 slabě.
Slabá topologie na `1 však nesplývá s normovou, což plyne z Příkladu 3.1.99 následujícím způsobem. Uvažujeme

v něm prostor X “ p`8, w˚q. Pak pX˚, σpX˚, Xqq “ p`1, σp`1, `8qq. Dle Příkladu 3.1.99 je pX˚, w˚q metrizovatelný
pouze tehdy, když X “ `8 má spočetnou algebraickou bázi. Tak tomu však rozhodně není.

(c) Neomezenost BX plyne z Příkladu 3.1.47(c), slabá omezenost pak z duality dané tvrzením (b) tohoto
příkladu. Je-li totiž y P `8, máme

|ϕypxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

8
ÿ

n“1

xnyn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď }y}8

8
ÿ

n“1

|xn| ď }y}8 }x}p ď }y}8 , x P BX .

(Zde používáme odhad a ă ap platný pro a P p0, 1s.)
(d) Nejprve si povšimneme, že `p Ă `q. Vskutku, je-li x P B`p , platí pro každou souřadnici n P N odhad

|xn|
q
ď |xn|

p. Tedy x P B`q . Z tohoto faktu nyní plyne, že τp Ă τq.
Krok 1. Vezmeme nyní x P `qz`p. Prvek y P `8 nyní budeme ztotožňovat s ϕy daným Příkladem 3.1.47(b).

Podobně budeme chápat prvky `p jako funkcionály na `8 generující τp. Položíme

U “ ty P `8 : |ypxq| ă 1u.

Pak U P τqp0q, ale U R τpp0q. V opačném případě by totiž existovali prvky x1, . . . xn P `
p takové, že

V “ ty P `8 : |ypxiq| ă 1, i “ 1, . . . , nu

je množina obsažená v U . Pro každé y P
Şn
i“1 Kerxi však platí ty P V , t P F, z čehož plyne ty P U pro každé t P F.

Proto y P Kerx. Z Lemmatu 3.1.82 nyní plyne x P spantx1, . . . , xnu Ă `p, což je spor. Proto τp ‰ τq.
Krok 2. Ověříme nyní, že B`8 je τp-kompaktní množina. K tomu stačí ukázat, že B`8 “ pB`pq˝. Inkluze „Ă“ je

jasná. Pokud je y P pB`pq˝, pak
|yn| “ |ypenq| ď 1, n P N.

(Zde en opět značí n-tý bázový vektor.) Proto je y P B`8 .
Dle Věty 3.1.95 je tak B`8 kompaktní v topologii τp
Krok 3. Je-li nyní A Ă `8 (normově) omezená množina, existuje r ą 0 takové, že A Ă rB`8 . Na základě druhého

kroku tak víme, že rB`8 je τp i τq-kompaktní. Jelikož jsou to obě hausdorffovské topologie a τp Ă τq, na rB`8 tyto
topologie splývají. Proto splývají i na A.

Příklad 3.1.101. Nechť X “ L8pr0, 1sq s dualitou pL1pr0, 1sq˚ “ X a uvažujme Y “ Cpr0, 1sq jakožto podprostor

X. Pak Y
}¨}
“ Y a Y

w˚

“ X.

Důkaz. Pro každý prvek f P Y platí }f}Cpr0,1sq “ }f}L8pr0,1sq. Proto je Y normově uzavřený v X. Předpokládáme-

li však Y
w˚

‰ X, existuje dle Věty 3.1.61(b) nenulová funkce g P L1pr0, 1sq taková, že
ş

r0,1s
fg dλ “ 0 pro každé

f P Y . Distribuce Λg P D 1pp0, 1qq je tak nulová, což znamená, že g “ 0 (viz Lemma ??). To je však spor.

Příklad 3.1.102. Nechť X “ `2 a en, n P N, jsou standardní bázové vektory. Uvažujme množinu

A “ t
?
nen : n P Nu.

Pak 0 P A
w
, ale neexistuje posloupnost z A slabě konvergující k 0.

Důkaz. Krok 1. Nechť U je libovolné slabé okolí 0. Pak existují x1, . . . , xk P `
2 takové, že

V “ tx P `2 : |xx, xiy| ă 1, i “ 1, . . . , ku Ă U.

Uvažujme vektor y P `2 se souřadnicemi

ypnq “
k
ÿ

i“1

|xipnq| , n P N.

Množina
N “ tn P N : |ypnq|

2
ă

1

n
u

je nekonečná, neboť y P `2. Jelikož

|xipnq|
2
ď |ypnq|

2
ă

1

n
, n P N,
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pro každé n P N vektor
?
nen splňuje

ˇ

ˇx
?
nen, xiy

ˇ

ˇ “
ˇ

ˇ

?
nxipnq

ˇ

ˇ ă 1, i “ 1, . . . , k.

Tedy
H ‰ V XA Ă U XA.

Krok 2. Libovolná posloupnost v množiněA je buďto od jistého indexu konstantní, nebo neomezená. Z Věty 3.1.89
tak plyne, že žádná posloupnost z A nekonverguje slabě k 0. Tím je důkaz dokončen.

Příklad 3.1.103. Nechť X je metrizovatelný topologický vektorový prostor nekonečné dimenze. Pak je pX˚, w˚q
první kategorie.

Důkaz. Vezměme systém otevřených vyvážených množin tVn : n P Nu, který je bází τp0q. Dle Věty 3.1.95 jsou
množiny pVnq˝, n P N, w˚-kompaktní, a tedy w˚-uzavřené a w˚-omezené.

Ukážeme, že

X˚ “
8
ď

n“1

pVnq
˝.

Nechť x˚ P X˚ je dáno. Pak existuje n1 P N a M ą 0 takové, že |x˚pxq| ďM pro x P Vn1 (viz Věta 3.1.22). Nechť
n2 P N je zvoleno tak, aby Vn2 Ă

1
M Vn1 . Pak pro každé x P Vn2 platí |x˚pxq| ď 1, tj. x˚ P pVn2q

˝.
Nyní ověříme, že každá množina pVnq˝, n P N, má prázdný vnitřek ve w˚-topologii. Pokud by tomu tak nebylo,

nalezneme n P N, x˚0 P X˚ a x1, . . . , xk P X takové, že

U “ tx˚ P X˚ : |x˚pxiq| ă 1u

splňuje x˚0 ` U Ă pVnq
˝. Jelikož je X nekonečné dimenze, X ‰ spantx1, . . . , xnu, a proto existuje x P X splňující

Şk
i“1 Kerxi Ć Kerx (viz Lemma 3.1.82). Zvolíme x˚ P

´

Şk
i“1 Ker εxi

¯

zKer εx. Pak

x˚0 ` spantx˚u Ă x˚0 ` U Ă pVnq
˝.

Jelikož je pVnq˝ w˚-omezená, je množina
tx˚0 pxq ` x

˚ptxq : t P Fu

omezená v F. To však není možné, neboť x˚pxq ‰ 0.

3.2 Bochnerův integrál

3.2.1 Měřitelné funkce

Úmluva 3.2.1. V této sekci bude X značit Banachův prostor a pΩ,Σ, µq bude měřitelný prostor s konečnou, úplnou
mírou.

Definice 3.2.2. Uvažujme f : Ω Ñ X. Říkáme, že f je jednoduchá, pokud Rng f je konečná množina, tj. existují
x1, . . . , xn P X a E1 . . . , En P Σ takové, že f “

řn
i“1 xiχEi .

Funkce f se nazývá µ-měřitelná, pokud existuje posloupnost tfnu jednoduchých funkcí, která splňuje, že
limnÑ8 }fnpωq ´ fpωq} “ 0 pro µ-skoro všechna ω P Ω.

Funkce f se nazývá slabě µ-měřitelná, pokud skalární funkce ω ÞÑ x˚pfpωqq je µ-měřitelná pro každé x˚ P X˚.

Tvrzení 3.2.3. Nechť f, g : Ω Ñ X jsou funkce a c P F. Pak platí následující tvrzení.

(a) Je-li f jednoduchá, je f µ-měřitelná a je-li f µ-měřitelná, je f slabě µ-měřitelná.

(b) Jsou-li f a g jednoduché (µ-měřitelné, slabě µ-měřitelné), jsou jednoduché (µ-měřitelné, slabě µ-měřitelné) i
funkce f ` g a cf .

(c) Je-li f µ-měřitelná, je skalární funkce ω Ñ }fpωq} měřitelná.

Důkaz. (a) První tvrzení je zřejmé a druhé plyne z faktu, že normová konvergence implikuje slabou konvergenci.
(b) Tvrzení okamžitě plyne z definic.
(c) Pokud fn, n P N, jsou jednoduché a konvergují µ-skoro všude k f , platí }fnpωq} Ñ }fpωq} pro µ-skoro

všechny ω P Ω. Funkce ω ÞÑ }fpωq} je tak měřitelná.

Lemma 3.2.4. Nechť txn : n P Nu je hustá podmnožina Banachova prostoru X. Nechť tx˚n : n P Nu je podmnožina
SX˚ splňující x˚npxnq “ }xn}, n P N. Pak pro každé x P X platí }x} “ supt|x˚npxq| : n P Nu.
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Důkaz. Nechť x P X je dáno. Zřejmě platí supt|x˚npxq| : n P Nu ď }x}. Pro důkaz obrácené nerovnosti zvolme ε ą 0.
Nechť n P N je vybráno tak, že }x´ xn} ă ε. Pak

}x} ď }x´ xn} ` }xn} ď ε` |x˚npxnq| ď ε` |x˚npxq| ` |x
˚
npxn ´ xq| ď |x

˚
npxq| ` 2ε.

Tedy |x˚npxq| ě }x} ´ 2ε, a důkaz je tak dokončen.

Věta 3.2.5 (Pettis). Nechť f : Ω Ñ X je funkce. Pak f je µ-měřitelná právě tehdy, když platí následující podmínky:

(1) Funkce f má esenciálně separabilní obor hodnot, tj. existuje E P Σ splňující µpΩzΣq “ 0 a fpEq je separabilní
podmnožina X.

(2) Funkce f je slabě µ-měřitelná.

Důkaz. Nechť f je µ-měřitelná. Nalezneme posloupnost tfnu jednoduchých funkcí takovou, že množina N “ tω P
Ω: }fpωq ´ fnpωq} Û 0u má míru 0. Pak

Ť8

n“1 fnpΩzNq je separabilní podmnožina X a

fpΩzNq Ă
8
ď

n“1

fnpΩzNq.

Tedy f má esenciálně separabilní obor hodnot.
Je-li nyní x˚ P X˚, platí x˚pfnpωqq Ñ x˚pfpωqq pro ω P ΩzN . Tedy x˚ ˝ f je µ-skoro všude bodovou limitou

µ-měřitelných funkcí x˚ ˝ fn (toto jsou funkce s konečným oborem hodnot), a proto je µ-měřitelná. Funkce f je
tedy slabě µ-měřitelná.

Nechť nyní f splňuje vlastnosti (1) a (2). Nechť N P Σ je taková, že fpΩzNq je separabilní podmnožina X.
Krok 1. Nechť txn : n P Nu je spočetná hustá množina v fpΩzNq a x˚n P SX˚ jsou zvoleny tak, aby x˚npxnq “ }xn},

n P N. Podle předpokladu (2) jsou funkce x˚n ˝ f µ-měřitelné, a proto je funkce

supt|x˚npfpωqq| : n P Nu, ω P ΩzN,

µ-měřitelná na ΩzN . Dle Lemmatu 3.2.4 platí

}fpωq} “ supt|x˚npfpωqq| : n P Nu, ω P Ω,

a tedy je funkce ω ÞÑ }fpωq} měřitelná na ΩzN . Podobně odvodíme, že funkce ω ÞÑ }fpωq ´ xn}, n P N, jsou
měřitelné na ΩzN .

Krok 2. Nechť ε ą 0. Pro n P N položme En “ tω P ΩzN : gnpωq ă εu. Položme E0 “ H a definujme funkci
g : Ω Ñ X jako

gpωq “

#

xn, ω P Enz
Ťn´1
m“0Em,

0, jinak,
ω P Ω.

Pak pro ω P ΩzN platí }gpωq ´ fpωq} ă ε.
Vskutku, je-li ω P ΩzN dáno, existuje n P N takové, že }fpωq ´ xn} ă ε, tj. gnpωq ă ε. Nechť n0 P N je nejmenší

s touto vlastností. Pak ω P Bn0z
n0´1
m“0 Bm, a tedy gpωq “ xn. Proto }fpωq ´ gpωq} “ }fpωq ´ xn} ă ε.

Krok 3. V Kroku 2. jsme ukázali, že pro každé ε ą 0 existuje měřitelná funkce gε : ΩzN Ñ X s hodnotami v
množině C “ t0u Y txn : n P Nu, která splňuje }f ´ gε} ă ε na ΩzN . Nalezneme tak posloupnost tgku měřitelných
funkcí s hodnotami v t0u Y txn : n P Nu, která splňuje }f ´ gk} ă 2´k na ΩzN .

Položme g0 “ 0 a nechť
hkpωq “ gkpωq ´ gk´1pωq, ω P ΩzN, k P N.

Protože
}gk ´ gk´1} ď }gk ´ f} ` }f ´ gk´1} ă 2´k ` 2´k`1 ď 2 ¨ 2´k`1 “ 2´k`2, k P N,

platí }hk} ă 2´k`2. Dále Rng hk Ă D, kde D “ C ´ C je spočetná. Očíslujme množinu D jako D “ tzj : j P Nu a
pro každé k P N definujme

hk,jpωq “

#

zl, hkpωq “ zl, j P t1, . . . , ju,

0, jinak.
j P N, ω P ΩzN.

Pak hk,j Ñ hk a }hk,j} ă 2´k`2, j P N. Položme

uj “
j
ÿ

i“1

hi,j , j P N.

Pak uj jsou jednoduché funkce, které bodově konvergují k f na ΩzN .
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Abychom tento fakt ověřili, vezměme ω P ΩzN a ε ą 0. Nechť k0 P N je vybráno tak, že
ř8

i“k0
2´i`2 ă ε. Nechť

j0 P N splňuje
}hipωq ´ hi,jpωq} ă

ε

k0
, i P t1, . . . , k0u, j ě j0.

Pak pro j ą maxtj0, k0u platí

}fpωq ´ ujpωq} “

›

›

›

›

›

8
ÿ

i“1

hipωq ´
k
ÿ

i“1

hi,jpωq

›

›

›

›

›

ď

›

›

›

›

›

k0
ÿ

i“1

phipωq ´ hi,jpωqq

›

›

›

›

›

`

›

›

›

›

›

8
ÿ

i“k0`1

hipωq

›

›

›

›

›

`

›

›

›

›

›

j
ÿ

i“k0`1

hi,jpωq

›

›

›

›

›

ď

k0
ÿ

i“1

}phipωq ´ hi,jpωqq} `
8
ÿ

i“k0`1

}hipωq} `
j
ÿ

i“k0`1

}hi,jpωq}

ď

k0
ÿ

i“1

ε

k0
`

8
ÿ

i“k0`1

2´i`2 `

8
ÿ

i“k0`1

2´i`2

ď 3ε.

Tedy uj Ñ f na ΩzN . Dodefinujeme-li uj na množině N hodnotou 0, získáme posloupnost jednoduchých funkcí,
která konverguje k f µ-skoro všude.

Důsledek 3.2.6. Nechť f : Ω Ñ X je funkce. Pak f je µ-měřitelná právě tehdy, když f existuje posloupnost tgnu
µ-měřtielných funkcí na Ω, které mají separabilní obor hodnot a stejnoměrně konvergují k f na množině plné míry.

Důkaz. Je-li f µ-měřitelná, důkaz předcházející věty implikuje existenci požadované posloupnosti.
Předpokládáme-li existenci takovéto posloupnosti, ihned obdržíme, že f má esenciálně separabilní obor hodnot

a je slabě µ-měřitelná.

Tvrzení 3.2.7. Nechť dimX “ n a f “ pf1, . . . fnq. Pak platí následující tvrzení.

(a) Funkce f je µ-měřitelná právě tehdy, když f je slabě µ-měřitelná.
(b) Funkce f je µ-měřitelná právě tehdy, když všechny souřadnicové funkce jsou měřitelné (tj. f´1

i pUq P Σ pro
každé i P t1, . . . , nu a U Ă F otevřenou).

(c) Funkce f je µ-měřitelná právě tehdy, když f´1pUq P Σ pro každou U Ă X otevřenou.

Důkaz. (a) Implikace zleva doprava je obsahem Tvrzení 3.2.3(a) a obrácená implikace plyne z Věty 3.2.5 a separa-
bility X.

(b) Pokud f je µ-měřitelná a i P t1, . . . , nu, uvažujme souřadnicový funkcionál pi : X Ñ F. Pak fi “ pi ˝ f je
měřitelná dle Věty 3.2.5.

Jsou-li nyní všechny souřadnicové funkce měřitelné a x˚ P X˚, vyjádříme x˚ jako x˚ “
řn
i“1 cipi, kde c1, . . . , cn P

F jsou vhodná čísla. Pak

x˚ ˝ f “
n
ÿ

i“1

cifi

je měřitelná funkce, a tedy f je slabě µ-měřitelná. Dle (a) je µ-měřitelná.
(c) Pokud f je µ-měřitelná a U Ă X je daná otevřená množina, nalezneme otevřené obdélníky Ok “ Πn

i“1Ok,i,
kde Ok,i Ă F jsou otevřená koule, takové, že U “

Ť8

k“1Ok. Pak

F´1pUq “
8
ď

k“1

f´1pOkq “
8
ď

k“1

n
č

i“1

f´1
i pOk,iq

je měřitelná množina.
K důkazu obrácené implikace uvažme opět souřadnicové funkcionály pi, i “ 1, . . . , n. Pak fi “ pi ˝f je měřitelná

funkce, neboť
f´1pUq “ f´1pp´1

i pUqq P Σ, U Ă F otevřená.

Příklad 3.2.8. Nechť Ω “ r0, 1s s Lebesgueovou mírou λ a X “ `2pr0, 1sq. Uvažujme funkci

fptq “ et, t P r0, 1s,

kde et “ χttu.
Pak f je slabě měřitelná funkce, která není měřitelná.
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Důkaz. Nechť x˚ P `2pr0, 1sq je dáno. Dle Věty 1.2.17 existuje y P `2pr0, 1sq takové, že

x˚pxq “
ÿ

sPr0,1s

xpsqypsq, x P `2pr0, 1sq.

Jelikož platí
ř

sPr0,1s |ypsq|
2
ă 8, množina C “ ts P r0, 1s : ypsq ‰ 0u je spočetná. Proto je

px˚ ˝ fqptq “ yptq, t P r0, 1s,

skalární měřitelná funkce.
Pro každou množinu E Ă r0, 1s však platí, že množina fpr0, 1szEq je separabilní právě tehdy, když r0, 1szE is

countable. Dle Věty 3.2.5 tak f není měřitelná.

3.2.2 Bochnerův integrál
Definice 3.2.9 (Bochnerův integrál). Nechť g : Ω Ñ X je jednoduchá funkce tvaru g “

řn
i“1 xiχEi . Definujme

pro E P Σ Bochnerův integrál g přes množinu E jako
ż

E

g dµ “
n
ÿ

i“1

xiµpEi X Eq.

Nechť f : Ω Ñ X je funkce. Řekneme, že je bochnerovsky integrovatelná, pokud existuje posloupnost tfnu
jednoduchých funkcí taková, že limnÑ8

ş

Ω
}f ´ fn} dµ “ 0.

Pro každou množinu E P Σ pak definujeme Bochnerův integrál f přes množinu E jako
ż

E

f dµ “ lim
nÑ8

ż

E

fn dµ.

Úmluva 3.2.10. V následujícím textu budeme často používat pouze termín „integrovatelná“ funkce.

Věta 3.2.11. (a) Je-li g : Ω Ñ X jednoduchá funkce a E P Σ, hodnota
ş

E
g dµ nezáleží na vyjádření funkce g.

Navíc platí
›

›

›

›

ż

E

g dµ

›

›

›

›

ď

ż

E

}g} dµ.

(b) Jsou-li g1, g2 : Ω Ñ X jednoduché funkce a c P F, platí
ż

Ω

pg1 ` g2q dµ “

ż

Ω

g1 dµ`

ż

Ω

g2 dµ a
ż

Ω

pcgq dµ “ c

ż

Ω

g dµ.

(c) Je-li f : Ω Ñ X integrovatelná funkce, platí následující tvrzení.
(c1) Funkce f µ-měřitelná.
(c2) Pro každé E P Σ je integrál

ş

E
f dµ dobře definován a nezáleží na volbě aproximující posloupnosti.

(d) Jsou-li g1, g2 : Ω Ñ X integrovatelné funkce a c P F, jsou funkce g1 ` g2 a cg1 též integrovatelné a platí
ż

Ω

pg1 ` g2q dµ “

ż

Ω

g1 dµ`

ż

Ω

g2 dµ a
ż

Ω

pcgq dµ “ c

ż

Ω

g dµ.

Důkaz. (a) Nechť E P Σ a g : Ω Ñ X je jednoduchá funkce. Přechodem k prostoru pE,Σ|E , µ|Eq můžeme bez újmy
na obecnosti předpokládat, že E “ Ω. Předpokládejme, že E a F jsou konečné systémy v Σ a vektory xE P X,
E P E , yF P X, F P F , jsou takové, že splňují

g “
ÿ

EPE
xEχE “

ÿ

FPF
yFχF .

Vezměme konečné disjunktní pokrytí G prostoru Ω sestávajícího z množin Σ, které splňuje

@A P E Y F @G P G : pGXA ‰ H ùñ G Ă Aq .

(Existence takovéhoto systému se snadno dokáže například indukcí.)
Pak pro G P G a ω P G platí

gpωq “
ÿ

EPE
xEχEpωq “

ÿ

tEPE : EXG‰Hu

xE “
ÿ

tEPE : GĂEu

xE a

gpωq “
ÿ

FPF
yFχF pωq “

ÿ

tFPF : FXG‰Hu

yF “
ÿ

tFPF : GĂF u

yF .
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Označme jako zG tuto společnou hodnotu.
Počítejme nyní

ÿ

EPE
xEµpEq “

ÿ

EPE
xE

¨

˝

ÿ

tGPG : GĂEu

µpGq

˛

‚“
ÿ

tpE,GqPEˆG : GĂEu

xEµpGq

“
ÿ

GPG
µpGq

¨

˝

ÿ

tEPE:GĂEu

xE

˛

‚“
ÿ

GPG
zGµpGq.

Podobně odvodíme, že
ř

FPF yFµpF q “
ř

GPG zGµpGq. Tím je první část tvrzení (a) dokázána.
Druhá část pak plyne z trojúhelníkové nerovnosti. Lze totiž dle první části důkazu předpokládat, že g je tvaru

řn
i“1 xiχEi , kde systém tEi : i P t1, . . . , nuu je disjunktní. Pak

›

›

›

›

ż

E

g dµ

›

›

›

›

“

›

›

›

›

›

n
ÿ

i“1

xiµpEi X Eq

›

›

›

›

›

ď

n
ÿ

i“1

µpEi X Eq }xi} “

ż

E

}g} dµ.

(b) Tvrzení plyne ihned z definic.
(c1) Nechť tfnu je posloupnost jednoduchých funkcí splňující

ş

Ω
}f ´ fn} dµÑ 0. Tedy jsou funkce

gnpωq “ }fpωq ´ fnpωq} , ω P Ω,

měřitelné a
ş

Ω
gn dµ Ñ 0. Existuje tedy vybraná podposloupnost tgnku taková, že gnk Ñ 0 µ-skoro všude. Tedy

fnk , k P N, jsou jednoduché funkce splňující }fpωq ´ fnkpωq} Ñ 0 pro µ-skoro všechny ω, tj. f je µ-měřitelná.
(c2) Nechť tfnu je aproximující posloupnost a E P Σ. Pak

›

›

›

›

ż

E

pfn ´ fmq dµ

›

›

›

›

ď

ż

E

}fn ´ fm} dµ ď

ż

E

}fn ´ f} dµ`

ż

E

}f ´ fm} dµ,

a tedy posloupnost t
ş

E
fn dµu je cauchyovská. Její limita tudíž existuje, což jsme měli dokázat.

Jsou-li nyní tfnu a tgnu dvě aproximující posloupnosti, platí
›

›

›

›

ż

E

fn dµ´

ż

E

gn dµ

›

›

›

›

ď

ż

E

}fn ´ gn} dµ ď

ż

E

}fn ´ f} dµ`

ż

E

}f ´ gn} dµ,

a tedy limnÑ8

ş

E
fn dµ “ limnÑ8

ş

E
gn dµ.

(d) Tvrzení ihned plyne z definic.

Věta 3.2.12. Nechť f : Ω Ñ X je µ-měřitelná funkce. Pak následující tvrzení jsou ekvivalentní.
(i) Funkce f je integrovatelná.
(ii) Platí

ş

Ω
}f} dµ ă 8.

Důkaz. (i) ùñ (ii) Nechť tfnu je aproximující posloupnost pro f daná Definicí 3.2.9. Dle Tvrzení 3.2.3(c) je funkce
ω ÞÑ }fpωq} měřitelná a navíc platí

ż

Ω

}f} dµ ď

ż

Ω

}f ´ fn} dµ`

ż

Ω

}fn} dµ ă 8.

(ii) ùñ (iii) Jelikož je f µ-měřitelná, je i ω ÞÑ }fpωq} měřitelná (viz Tvrzení 3.2.3(c)). Dle Důsledku 3.2.6
existují µ-měřitelné funkce fn, n P N, se spočetným oborem hodnot takové, že }fn ´ f} ă 1

n µ-skoro všude. Jelikož
}fn} ď }f}`

1
n µ-skoro všude, dostáváme

ş

Ω
}fn} dµ ă 8 Pišme pro každé n P N funkci fn jako fn “

ř8

i“1 xn,iχEn,i ,
kde xn,i P X a tEn,i : i P Nu je disjunktní systém v Σ. Pro každé n P N nalezneme pn P N takové, že

ż

Ť

8
i“pn`1 En,i

}fn} dµ ă
µpΩq

n
.

Položíme-li

gn “
pn
ÿ

i“1

xn,iχEn,i , n P N,

dostáváme jednoduché funkce splňující
ż

Ω

}f ´ gn} dµ ď

ż

Ω

}f ´ fn} dµ`

ż

Ω

}fn ´ g} dµ ď
µpΩq

n
`

ż

Ω

›

›

›

›

›

8
ÿ

i“pn`1

xn,iχEn,i

›

›

›

›

›

dµ

“
µpΩq

n
`

ż

Ť

8
i“pn`1 En,i

}fn} dµ ď
2µpΩq

n
.

Tedy f je integrovatelná.
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Důsledek 3.2.13. Nechť K je kompaktní topologický prostor s Radonovou mírou µ, X je Banachův prostor a nechť
f : K Ñ X je spojitá. Pak f je integrovatelná.

Důkaz. Jelikož je f spojitá, je fpKq kompaktní podmnožina X, a tedy má f separabilní obor hodnot. Vezmeme-li
nyní libovolné x˚ P X˚, je funkce x˚ ˝ f spojitá, a tedy měřitelná. Funkce f je tedy µ-měřitelná dle Věty 3.2.13.
Jelikož je funkce k ÞÑ }fpkq} omezená na K, je

ş

K
}f} dµ konečný. Tvrzení tak plyne z Věty 3.2.12.

Věta 3.2.14. Nechť X,Y jsou Banachovy prostory a f : Ω Ñ X je integrovatelná. Je=li T P LpX,Y q, je funkce
T ˝ f : Ω Ñ Y integrovatelná a pro každé E P Σ platí

T

ˆ
ż

E

f dµ

˙

“

ż

E

T ˝ f dµ.

Důkaz. Nechť fn : Ω Ñ X, n P N, jsu jednoduché funkce splňující
ş

Ω
}f ´ fn} dµ Ñ 0. Pak tTfnu je posloupnost

jednoduchých funkcí s hodnotami v Y taková, že

lim
nÑ8

ż

Ω

}Tf ´ Tfn} dµ ď lim
nÑ8

ż

Ω

}T } }f ´ fn} dµ “ }T }

ż

Ω

}f ´ fn} dµ “ 0.

Dle Definice 3.2.9 je tak T ˝ f integrovatelná a pro každé E P Σ je
ş

E
T ˝ f dµ “ limnÑ8

ş

E
T ˝ fn dµ. Jelikož

ż

E

T ˝ fn dµ “ T

ˆ
ż

E

fn dµ

˙

a lim
nÑ8

ż

E

fn dµ “

ż

E

f dµ,

dostáváme požadovanou rovnost
ş

E
T ˝ f dµ “ T

`ş

E
f dµ

˘

.

Věta 3.2.15. Nechť f : Ω Ñ X je integrovatelná. Pak
›

›

›

›

ż

E

f dµ

›

›

›

›

ď

ż

E

}f} dµ, E P Σ.

Důkaz. Nechť x˚ P SX˚ je zvoleno tak, že x˚
`ş

E
f dµ

˘

“
›

›

ş

E
f dµ

›

› (viz Věta 1.2.6). Dle Věty 3.2.14 máme
›

›

›

›

ż

E

f dµ

›

›

›

›

“ x˚
ˆ
ż

E

f dµ

˙

“

ż

E

px˚ ˝ fq dµ ď

ż

E

|x˚ ˝ f | dµ ď

ż

E

}x˚} }f} dµ “

ż

E

}f} dµ.

Věta 3.2.16 (Lebesgueova věta). Nechť fnΩ Ñ X, n P N, jsou integrovatelné funkce. Nechť f : Ω Ñ X je funkce
a g : Ω Ñ R je integrovatelná funkce. Předpokládejme, že fn Ñ f µ0skoro všude a }fn} ď g µ-skoro všude. Pak f
je integrovatelná a pro každé E P Σ platí

ż

E

f dµ “ lim
nÑ8

ż

E

fn dµ.

Důkaz. Krok 1. Ukážeme nejprve, že f je µ-měřitelná. Nechť N P Σ je množina míry 0 taková, že Y8n“1fnpΩzNq je
separabilní. Protože

fpΩzNq Ă
8
ď

n“1

fnpΩzNq,

má f esennciálně separabilní obor hodnot.
Dále pro každé x˚ P X˚ platí x˚ ˝ fn Ñ x˚ ˝ f µ-skoro všude, takže x˚ ˝ f je měřitelná. Pomocí Věty 3.2.5

dokončíme důkaz µ-měřitelnosti f .
Krok 2. Jelikož }fn} Ñ }f} µ-skoro všude a }fn} ď g µ-skoro všude, }f} ď g µ-skoro všude, a tedy

ş

Ω
}f} dµ ă 8.

Tedy f je integrovatelná dle Věty 3.2.12.
Krok 3. Pro každé E P Σ nyní počítejme

lim
nÑ8

›

›

›

›

ż

E

f dµ´

ż

E

fn dµ

›

›

›

›

ď lim
nÑ8

ż

E

}f ´ fn} dµ “ 0,

neboť lze použít klasická Lebesgueova věta s majorantou 2g (platí }f ´ fn} ď 2g µ-skoro všude).

Věta 3.2.17. Nechť f : Ω Ñ X je integrovatelná. Pak platí následující tvrzení.

(a) Platí limµpEqÑ0

ş

E
f dµ “ 0.
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(b) Pokud tEnu je posloupnost po dvou disjunktních množin Σ a E “
Ť8

n“1, je suma
ř8

n“1

ş

En
f dµ absolutně

konvergentní a platí
ż

E

f dµ “
8
ÿ

n“1

ż

En

f dµ.

(c) Definujme zobrazení
F pEq : : Σ Ñ X,

E ÞÑ

ż

E

f dµ, E P Σ.

Pak F je vektorová míra na Σ (tj. F pHq “ 0 a F je spočetně aditivní) konečné variace, tj. pro každé E P Σ je

|F | pEq “ supt
ÿ

PPP
}F pP q} : P “ tPi : i P Nu Ă Σ je dělení Eu ă 8

a platí

|F | pEq “

ż

E

}f} dµ.

Navíc F je absolutně spojitá vzhledem k µ, tj. pokud µpEq “ 0 pro nějakou E P Σ, |F | pEq “ 0.

Důkaz. (a) Jelikož
›

›

›

›

ż

E

f dµ

›

›

›

›

ď

ż

E

}f} dµ,

požadované tvrzení ihned plyne ze své skalární verze.
(Předpokládejme, že g P L1pµq a existuje ε ą 0 takové, že pro každé δ ą 0 existuje E P Σ splňující

ş

E
|g| dµ ą ε.

Nalezneme tak posloupnost tEnu v Σ takovou, že µpEnq ă 2´n a
ş

En
|g| dµ ą ε. Pak množiny Fk “

Ť8

n“k, k P N,
tvoří nerostoucí posloupnost množin v Σ a splňující µpFkq ď 2´k`1. Proto F “

Ş8

k“1 Fk má míru 0. Funkce
gk “ |g|χFk , k P N, konvergují µ-skoro všude k 0 a jsou majorizovány integrovatelnou funkcí |g|. Tedy máme

ε ď

ż

Ek

|g| dµ ď

ż

Fk

|g| dµ “

ż

Ω

gk dµ,

přičemž pravá strana konverguje k 0. Tím je tvrzení ověřeno.)
(b) Položíme-li fk “ fχŤk

n“1 En
, k P N, platí }fk} ď }f}, tedy díky Lebesgueově větě máme

8
ÿ

n“1

›

›

›

›

ż

En

f dµ

›

›

›

›

ď

8
ÿ

n“1

ż

En

}f} dµ “ lim
kÑ8

k
ÿ

n“1

ż

En

}f} dµ

“ lim
kÑ8

ż

Ťk
n“1 En

}f} dµ “ lim
kÑ8

ż

E

}fk} dµ

“

ż

E

}f} dµ ă 8.

Řada t
ş

En
f dµu je proto absolutně konvergentní a

ż

E

f dµ “ lim
kÑ8

ż

E

fk dµ “ lim
kÑ8

ż

Ťk
n“1 En

f dµ “ lim
kÑ8

k
ÿ

n“1

ż

En

f dµ “
8
ÿ

n“1

ż

En

f dµ.

Tím je důkaz tvrzení (b) dokončen.
(c) Nechť E P Σ je dáno. Uvažujme libovolné dělení P množiny E. Pak

ÿ

PPP

›

›

›

›

ż

P

f dµ

›

›

›

›

ď
ÿ

PPP

ż

P

}f} dµ “

ż

E

}f} dµ.

Tedy |F | pEq ă 8 a navíc |F | pEq ď
ş

E
}f} dµ.

Nechť E P Σ je dáno. Uvažujme nyní posloupnost tfnu jednoduchých funkcí, která splňuje
ş

Ω
}f ´ gn} dµ.

Každou funkci fn pišme jako gn “
ř

QPQn xQχQ, n P N, kde Qn Ă Σ je dělení Ω. Pro n P N definujme Pn “
tQXE : Q P Qn a pro P P Pn položme xP “ xQ, kdeQ P Qn splňuje P “ QXE. Funkce fn “ gnχE “

ř

PPPn xPχP ,
n P N, jsou pak také jednoduché.

Platí
ż

E

}f ´ fn} dµ “

ż

E

}f ´ gn} dµ ď

ż

Ω

}f ´ gn} dµ. (3.16)
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Dále máme
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

E

}fn} dµ´

ż

E

}f} dµ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

E

}gn} dµ´

ż

E

}f} dµ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

E

|f ´ fn| dµ ď

ż

Ω

}f ´ gn} dµ, (3.17)

a
›

›

›

›

ż

P

fn dµ

›

›

›

›

“

›

›

›

›

ż

P

xP dµ

›

›

›

›

“ }µpP qxP } “ µpP q }xP } “

ż

P

}fn} dµ. (3.18)

Použitím (3.16) a (3.18) dostáváme
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

PPPn

›

›

›

›

ż

P

f dµ

›

›

›

›

´

ż

E

}fn} dµ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

PPPn

›

›

›

›

ż

P

f dµ

›

›

›

›

´
ÿ

PPPn

ż

P

}fn} dµ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

PPPn

›

›

›

›

ż

P

f dµ

›

›

›

›

´
ÿ

pPPn

›

›

›

›

ż

P

fn dµ

›

›

›

›

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
ÿ

PPPn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

›

›

›

›

ż

P

f dµ

›

›

›

›

´

›

›

›

›

ż

P

fn dµ

›

›

›

›

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
ÿ

PPPn

›

›

›

›

ż

P

f dµ´

ż

P

fn dµ

›

›

›

›

ď
ÿ

PPPn

ż

P

}f ´ fn} dµ “

ż

E

}f ´ fn} dµ.

(3.19)

Pišme
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

PPPn

›

›

›

›

ż

P

f dµ

›

›

›

›

´

ż

E

}f} dµ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

PPPn

›

›

›

›

ż

P

f dµ

›

›

›

›

´
ÿ

PPPn

ż

P

}f} dµ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

PPPn

›

›

›

›

ż

P

f dµ

›

›

›

›

´

ż

E

}fn} dµ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

E

}fn} dµ´

ż

E

}f} dµ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Ñ 0.

Díky (3.16), (3.17) a (3.19) je tak důkaz dokončen.

Věta 3.2.18. Nechť f, g : Ω Ñ X jsou integrovatelné funkce a
ş

E
f dµ “

ş

E
g dµ pro všechny E P Σ. Pak f “ g

µ-skoro všude.

Důkaz. Položme F pEq “
ş

E
pf ´ gq dµ, E P Σ. Pak F “ 0 na Σ, což implikuje |F | “ 0 na Σ. Dle Věty 3.2.17 je pak

0 “ |F | pΩq “

ż

Ω

}f ´ g} dµ,

z čehož tvrzení plyne.

Věta 3.2.19. Nechť f, g : Ω Ñ X jsou µ-měřitelné. Pokud x˚ ˝ f “ x˚ ˝ g µ-skoro všude pro každé x˚ P X˚, platí
f “ g µ-skoro všude.

Důkaz. Vezměme n P N a položme

En “ tω P Ω: max }fpωq} , }gpωq} ď nu.

Dostali jsme tak neklesající posloupnost měřitelných množin, která splňuje Ω “
Ť8

n“1En.
Nechť n P N je pevné. Funkce fχEn a gχEn jsou integrovatelné dle Věty 3.2.12. Nechť E P Σ je libovolné.
Pro každé x˚ P X˚ platí

x˚
ˆ
ż

EXEn

f dµ

˙

“

ż

EXEn

x˚ ˝ f dµ “

ż

EXEn

x˚ ˝ g dµ “ x˚
ˆ
ż

EXEn

g dµ

˙

.

Tedy
ż

E

fχEn dµ “

ż

EXEn

f dµ “

ż

EXEn

g dµ “

ż

E

gχEn dµ.

Podle Věty 3.2.18 máme fχEn “ gχEn µ-skoro všude. Tedy f “ g µ-skoro všude.

Věta 3.2.20. Nechť f : Ω Ñ X je integrovatelná. Pak pro každé E P Σ kladné míry platí

1

µpEq

ż

E

f dµ P copfpEqq.
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Důkaz. Předpokládejme, že závěr neplatí, tj. x “ 1
µpEq

ş

E
f dµ R copfpEqq. Díky Větě 3.1.60 existuje x˚ P X˚ a

α P R takové, že
Rex˚pxq ă α ď Rex˚pfpωqq, ω P E.

Pak máme

α ą Rex˚pxq “ Re

ˆ

1

µpEq

ż

E

px˚ ˝ fq dµ

˙

“
1

µpEq

ż

E

pRex˚fpωqq dµ ě
1

µpEq

ż

E

αdµ “ α.

Tento spor zakončuje důkaz.

Příklad 3.2.21. Nechť Ω “ r´π, πs uvažovaný s Lebesgueovou mírou λ, X “ c0 a ϕ P L1pr´π, πsq. Nechť
f : r´π, πs Ñ c0 je definovaná jako

fptqpnq “

ż π

´π

ϕpxq sinpntxq dx, n P N.

Pak f je bochnerovsky integrovatelná funkce a
ş

r0,1s
f dλ “ 0.

Důkaz. Krok 1. Ukážeme nejprve, že fptq P c0 pro každé t P r0, 1s. Vzhledem k tomu, že toto je zjevné pro t “ 0,
můžeme bez újmu na obecnosti uvažovat t P r´π, πszttu. Pro takovéto pevné t definuje formule

pTϕqpnq “

ż π

´π

ϕpxq sinpntxq dx, n P N,

zobrazení z L1pr´π, πsq do `8. Ověříme, že Rng T Ă c0. Je-li totiž ϕ P Dpp´π, πqq, máme pro každé n P N odhad

|Tϕpnq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż π

´π

ϕpxq sinpntxq dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

´1

nt
rϕpxq cospntxqs

x“π
x“´π `

1

nt

ż π

´π

ϕ1pxq cospntxq dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

nt

ż π

´π

ˇ

ˇϕ1pxq
ˇ

ˇ dx.

Tedy T pDpp´π, πqq Ă c0. Jelikož Dpp´π, πqq je hustý v L1pr´π, πsq, platí Rng T Ă c0.
Krok 2. V tomto kroku ověříme slabou měřitelnost f . Nechť tedy a P `1 je libovolné a ψa je prvek pc0q˚ jemu

odpovídající. Pak pro každé t P r´π, πs platí díky odhadu
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϕpxq

˜

8
ÿ

n“1

an sinpntxq

¸
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď |ϕpxq|
8
ÿ

n“1

|an| , x P r´π, πs,

rovnost

ψapfptqq “
8
ÿ

n“1

fptqpnqapnq “
8
ÿ

n“1

an

ˆ
ż π

´π

ϕpxq sinpntxq dx

˙

“

ż π

´π

ϕpxq

˜

8
ÿ

n“1

an sinpntxq

¸

dx.

Jelikož je funkce

t ÞÑ ϕpxq

˜

8
ÿ

n“1

an sinpntxq

¸

spojitá pro každé x P r´π, πs, je i funkce t ÞÑ ψapfptqq spojitá na r´π, πs. Jest tedy λ-měřitelná.
Krok 2. Pro každé t P r´π, πs a n P N máme nerovnost

|fptqpnq| ď

ż π

´π

|ϕpxq| dx “ }ϕ}L1pr0,1sq ,

což znamená, že funkce t ÞÑ }fpyq}c0 je λ-integrovatelná.
Integrál

ş

r´π,πs
f dλ nyní vypočteme. Vezmeme libovolné n P N a bázový vektor en P `1. Pak

˜

ż

´π,πs

f dλ

¸

pnq “ ψen

˜

ż

´π,πs

f dλ

¸

“

ż

r´π,πs

fptqpnq dt “

ż π

´π

ˆ
ż π

´π

ϕpxq sinpntxq dx

˙

dt

“

ż π

´π

ϕpxq

ˆ
ż π

´π

sinpntxq dt

˙

dx.
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Jelikož
ż π

´π

sinpntxq dt “

$

&

%

”

´ cospntxq
nx

ıt“π

t“´π
“ 0, x P r´π, πszt0u,

0, x “ 0,

dostáváme
˜

ż

´π,πs

f dλ

¸

pnq “ 0.

Proto platí
ş

r´π,πs
f dλ “ 0.

Příklad 3.2.22. Nechť Ω “ r0, 1s s Lebesgueovou mírou λ a nechť ϕ P L8pr0, 1sq. Pak platí následující tvrzení.
(a) Funkce Φpyq “

şy

0
ϕpxq dx, y P r0, 1s, je absolutně spojitá funkce na r0, 1s a funkce y ÞÑ 1

yΦpyq, y P p0, 1q, je
spojitá omezená funkce.

(b) Nechť X “ Cpr0, 1sq. Pak funkce f : r0, 1s Ñ X definovaná jako

fptqpxq “

ż x

0

ϕptsq ds, x P r0, 1s, t P r0, 1s,

je integrovatelná na r0, 1s a
˜

ż

r0,1s

f dλ

¸

pxq “

ż x

0

1

y
Φpyq dy, x P r0, 1s. (3.20)

(c) Nechť Y “ Lppr0, 1sq pro nějaké p P r1,8s a funkce f : r0, s1 Ñ Y je definována jako v pbq. Pak f je integro-
vatelná a platí (3.20).

Důkaz. (a) Jelikož je ϕ P L1pr0, 1sq, je Φ absolutně spojitá na r0, 1s. Z Lebesgueovy věty odvodíme, že funkce
y ÞÑ 1

yΦpyq je spojitá v každém bodě intervalu p0, 1s. Dále

lim sup
yÑ0`

1

y
Φpyq ď lim sup

yÑ0`

1

y

ż y

0

|ϕpxq| dx ď }ϕ}8

a podobně lim infyÑ0`
1
yΦpyq ě ´ }ϕ}8. Tedy je funkce y ÞÑ 1

yΦpyq omezená na p0, 1q.
(b) Nejprve ověříme, že fptq P X pro každé t P r0, 1s. To ale plyne z odhadu

|fptqpx2q ´ fptqpx1q| ď

ż x2

x1

|ϕptsq| ds ď }ϕ}8 px2 ´ x1q

platného pro každé body x1 ă x2 z intervalu r0, 1s.
Nyní ověříme slabou měřitelnost f . Nechť tedy µ P Mpr0, 1sq je libovolná Radonova míra a ψµ je prvek X˚ jí

příslušející. Pak

pψµ ˝ fqptq “

ż

r0,1s

fptqpxq dµpxq “

ż

r0,1s

ˆ
ż x

0

ϕptsq ds

˙

dµpxq

“

ż

r0,1s

1

t

ˆ
ż tx

0

ϕpsq ds

˙

dµpxq “

ż

r0,1s

1

t
Φptxq dµpxq

“
1

t

ż

r0,1s

Φptxq dµpxq.

Jelikož je Φ omezená spojitá funkce, je funkce t ÞÑ ψµpfptqq spojitá na p0, 1q. Jest tedy λ-měřitelná.
Protože je X separabilní prostor, je f měřitelná. Jelikož máme

}fptq}X “ sup
tPr0,1s

|fptqpxq| ď sup
tPr0,1s

ż x

0

}ϕ}8 dx ď }ϕ}8 ,

je funkce t ÞÑ }fptq}X λ-integrovatelná na r0, 1s. Proto je f bochnerovsky integrovatelná.
Uvažujme nyní Diracovu míru εx, kde x P r0, 1s je jakékoliv. Pak dostáváme

ψεx

˜

ż

r0,1s

f dλ

¸

“

ż

r0,1s

ψεxpfptqq dλptq “

ż

r0,1s

fptqpxq dλptq

“

ż

r0,1s

ˆ
ż x

0

ϕptsq ds

˙

dλptq “

ż

r0,1s

1

t

ˆ
ż tx

0

ϕpsq ds

˙

dλptq

“

ż 1

0

1

t
Φptxq dλptq “

ż x

0

x

s
Φpsq

1

x
ds

“

ż x

0

1

s
Φpsq ds.
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Tím je ověřena formule (3.20).
(c) Nechť nyní Y “ Lppr0, 1sq pro libovolné p P r1,8s. Jelikož je však prostor X “ Cpr0, 1sq spojitě vnořen do

Y , přímo z definice Bochnerova integrálu vidíme, že f je integrovatelná a že platí (3.20).

3.2.3 Lebesgueovy-Bochnerovy prostory
Definice 3.2.23. Nechť pΩ,Σ, µq je měřitelný prostor s konečnou, úplnou mírou µ, X je Banachův prostor a
p P r1,8q. Nechť f : Ω Ñ X je µ-měřitelná funkce. Řekneme, že f je v Lppµ,Xq, pokud ω ÞÑ }fpωq}

p je v Lppµq.
Funkce f je v L8pΩ, Xq, pokud ω Ñ }fpωq} je v L8.

Věta 3.2.24. (a) Nechť p P r1,8s. Pak Lppµ,Xq s normou }f}p “
`ş

Ω
}f}

p
dµ

˘
1
p pro p ă 8 a }f}8 “

esssuptω ÞÑ }fpωq}u pro p “ 8 je po ztotožnění funkcí rovající se µ-skoro všude Banachův prostor.
(b) Prostor L1pµ,Xq je roven prostoru všech integrovatelných funkcí na Ω.
(c) Platí

Lppµ,Xq Ă L1pµ,Xq, p P r1,8s.

(d) Je-li H Hilbertův prostor a p “ 2, je L2pµ,Hq Hilbertův prostor se skalárním součinem

xf, gyL2pµ,Hq “

ż

Ω

xfpωq, gpωqyH dµpωq, f, g P L2pµ,Hq.

Důkaz. (a) Pomocí Minkowského nerovnosti a vlastností Lebesgueova integrálu vidíme, že Lppµ,Xq je normovaný
lineární prostor.

Ukážeme, že se jedná o úplné prostory. Případ p P r1,8q Nechť nejprve p P r1,8q. Nechť tfnu je absolutně
konvergentní řada v Lppµ,Xq. Položme

gnpωq “ }fnpωq} , ω P Ω, n P N a gpωq “
8
ÿ

n“1

}fnpωq}X , ω P Ω.

Pak gn, a tedy i g jsou měřitelné funkce a platí

}g}Lppµq ď
8
ÿ

n“1

}gn}Lppµq “
8
ÿ

n“1

}f}LP pµ,Xq ă 8.

Tedy g je konečná až na nulovou množinu N . Tedy
ř8

n“1 fnpωq je absolutně konvergentní řada v X pro ω P N ,
a tedy fpωq “

ř8

n“1 fnpωq je dobře definovaná funkce na ΩzN . Dodefinujme ji 0 na N . Bez újmy na obecnosti
můžeme dále předpokládat, že

Ť8

n“1 fnpΩzNq je separabilní množina.
Funkce f je µ-měřitelná. Platí totiž, že

fpΩzNq Ă span

˜

8
ď

n“1

fnpΩzNq

¸

,

a tedy f má esenciálně separabilní obor hodnot. Dále pro x˚ P X˚ platí

x˚pfpωqq “ lim
kÑ8

k
ÿ

n“1

x˚pfnpωqq, ω P ΩzN,

a tedy x˚ ˝ f je měřitelná. Z Věty 3.2.5 plyne µ-měřitelnost f .
Dále je f P Lppµ,Xq. Platí totiž

}f}Lppµ,Xq ď
8
ÿ

n“1

}fn}Lppµ,Xq ă 8.

Nakonec pak ověříme, že f “
ř8

n“1 fn v Lppµ,Xq, a to pomocí odhadu
›

›

›

›

›

f ´
k
ÿ

n“1

fn

›

›

›

›

›

Lppµ,Xq

“

›

›

›

›

›

8
ÿ

n“k`1

fn

›

›

›

›

›

Lppµ,Xq

ď

8
ÿ

n“k`1

}fn}Lppµ,Xq ,

což ukončuje důkaz pro případ p P r1,8q.
Případ p “ 8 Je-li p “ 8 a

ř8

n“1 fn je absolutně konvergentní řada v L8pµ,Xq, nechť funkce gn, n P N, a g
jsou definovány jako výše. Pak jako v předchozí části dostaneme

}g}L8pµq ă 8,

142



a tedy je funkce fpωq “
ř8

n“1 fnpωq dobře definovaná pro µ-skoro všechna ω P Ω. Opět ověříme, že f je µ-měřitelná
a důkaz dokončíme jako výše.

(b) Tvrzení plyne z Věty 3.2.12.
(c) Je=li p P p1,8q, Nechť q je sdružený exponent k p. Pak pro f P Lppµ,Xq platí díky Hö lderově nerovnosti

}f}L1pµ,Xq “

ż

Ω

}f} dµ ď

ˆ
ż

Ω

}f}
p

˙
1
p
ˆ
ż

Ω

1q
˙

1
q

ă 8

a f P L1pµ,Xq dle Věty 3.2.12.
Případ p “ 8 je zřejmý.
(d) Nechť f, g jsou jednoduché funkce, tj. mají tvar f “

řn
i“1 xiχEi a g “

řm
j“1 yjχFj . Pak

xfpωq, gpωqyH “
n
ÿ

i“1

m
ÿ

j“1

xxi, yjyHχEipωqχFj pωq

Tedy funkce ω ÞÑ xfpωq, gpωqyH je měřitelná na Ω.
Nechť f, g P L2pµ,Hq. Jelikož f, g P L1pµ,Hq, existují jednoduché funkce fn, gn, n P N, splňující

ş

Ω
}f ´ fn}H dµÑ

0 a
ş

Ω
}g ´ gn}H dµÑ 0. Pak fn Ñ f a gn Ñ g µ-skoro všude. Tedy funkce ω ÞÑ xfnpωq, gnpωqyH pro skoro všechny

ω P Ω splňují
xfnpωq, gnpωqyH Ñ xfpωq, gpωqyH .

Funkce ω ÞÑ xfpωq, gpωqyH je proto měřitelná na Ω.
Dále platí

ˇ

ˇxf, gyL2pµ,Hq

ˇ

ˇ “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Ω

xfpωq, gpωqyH dµpωq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

Ω

|xfpωq, gpωqyH | dµpωq ď

ż

Ω

}fpωq}H }gpωq}H dµpωq

ď

ˆ
ż

Ω

}fpωq}
2
H dµpωq

˙
1
2
ˆ
ż

Ω

}gpωq}
2
H dµpωq

˙
1
2

“ }f}L2pµ,Hq }g}L2pµ,Hq .

Tedy zobrazení x¨, ¨y : L2pµ,Hq ˆ L2pµ,Hq Ñ F je dobře definováno a vlatnosti požadované definicí skalárního
součinu se přímočaře ověří.

Konečně norma prostoru L2pµ,Hq splňuje

}f}
2
L2pµ,Hq “

ż

Ω

}fpωq}H dµpωq “

ż

Ω

xfpωq, fpωyH dµpωq “ xf, gyL2pµ,Hq.

Tím je důkaz dokončen.

Věta 3.2.25. Nechť p P r1,8q a X Banachův prostor.

(a) Jednoduché funkce jsou husté v Lppµ,Xq.

(b) Je-li X i Lppµq separabilní, je Lppµ,Xq také separabilní.

Důkaz. (a) Nechť f P Lppµ,Xq je dána.
Krok 1. Pro n P N položme

fnpωq “

#

fpωq, }fpωq} ď n,

q, jinak.

Pak fn jsou µ-měřitelné, fn Ñ f a }fn} ď }f}. Tedy

}fnpωq ´ fpωq}
p
ď p}fnpωq} ` }fpωq}q

p
ď p2 }fpωq}q

p
, ω P Ω,

a ω ÞÑ }fpωq}
p je v L1pµq. Z Lebesgueovy věty tak máme

}f ´ fn}
p
Lppµ,Xq “

ż

Ω

}fpωq ´ fnpωq}
p
dµpωq Ñ 0.

Ukázali jsme tak, že omezené (µ-měřitelné) funkce jsou husté v Lppµ,Xq.
Krok 2. Nechť nyní f je omezená µ-měřitelná funkce. Nechť M ą 0 splňuje }fpωq} ăM pro ω P Ω. Nalezneme

jednoduché funkce fn, n P N, splňující
ş

Ω
}f ´ fn} dµ Ñ 0. Modifikujeme funkce fn na jednoduché funkce gn

následujícím způsobem:

gnpωq “

#

fnpωq, }fpωq} ăM,

0, jinak.
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Pak gn jsou též omezené M a gn Ñ f µ-skoro všude. Jelikož }fpωq ´ gnpωq}
p
ď p2Mqp, z Lebesgueovy věty

dostáváme
ş

Ω
}f ´ gn}

p
Ñ 0.

(b) Předpokládejme nyní, že Lppµq je separabilní. Nechť q je sdružený exponent k q. Pokud p “ 1, interpretujeme
p
q jako 0. Máme tχE : E P Σu Ă Lppµq, a tedy existuje spočetná množina Γ Ă Σ taková, že tχE : E P Γu je hustá v
tχE : E P Σu v normě prostoru Lppµq. Nechť D Ă X je spočetná, hustá podmnožina X.

Pak je systém

th : Ω Ñ X : h “
n
ÿ

i“1

xiχEi , n P N, E1, . . . , En P Γ, x1, . . . , xn P Du

spočetný a hustý v Lppµ,Xq. Abychom toto ověřili, stačí dle (a) ukázat, že tento systém je hustý v jednoduchých
funkcích. Nechť f “

řn
i“1 xiχEi je daná jednoduché funkce. Nechť M ą 1 splňuje maxt}x1} , . . . , }xn}u ďM .

Nalezneme prvky y1, . . . , yn P D a F1, . . . , Fn P Γ takové, že

n
ÿ

i“1

pµpΩq }xi ´ yi}
p
q ă

ε

n1` pq
,

n
ÿ

i“1

ż

Ω

|χEi ´ χFi |
p
dµ ă

ε

Mpn1` pq
. (3.21)

Pro i P t1, . . . , nu platí díky (3.21) odhad
ż

Ω

}xiχEi ´ yiχFi}
p
dµ “

ż

EizFi

}xiχEi ´ yiχFi}
p
dµ`

ż

FizEi

}xiχEi ´ yiχFi}
p
dµ

`

ż

EiXFi

}xiχEi ´ yiχFi}
p
dµ

ď p2Mqp
ż

EizFi

1 dµ` p2Mqp
ż

FizEi

1 dµ`

ż

Ω

}xi ´ yi}
p
dµ

“ p2Mqp
ż

EizFi

|χEi ´ χFi |
p
dµ` p2Mqp

ż

FizEi

|χEi ´ χFi |
p
dµ`

ż

Ω

}xi ´ yi}
p
dµ

ď 2p2Mqp
ż

Ω

|χEi ´ χFi |
p
dµ`

ε

n1` pq

ď ε

ˆ

2p2Mqp

Mpn1` pq
`

1

n1` pq

˙

“ ε

ˆ

2p`1 ` 1

n1` pq

˙

.

(3.22)

Položme

g “
n
ÿ

i“1

yiχFi .

Dostáváme pak použitím (3.22) odhad

}f ´ g}
p
Lppµ,Xq “

ż

Ω

›

›

›

›

›

n
ÿ

i“1

pxiχEi ´ yiχFiq

›

›

›

›

›

p

dµ ď

ż

Ω

˜

n
ÿ

i“1

}xiχEi ´ yiχFi}

¸p

dµ

“

ż

Ω

˜

n
ÿ

i“1

}xiχEi ´ yiχFi}
p

¸˜

n
ÿ

i“1

1

¸

p
q

dµ

“ n
p
q

n
ÿ

i“1

ż

Ω

}xiχEi ´ yiχFi}
p
dµ

ď εn
p
q

n
ÿ

i“1

ˆ

2p`1 ` 1

n1` pq

˙

“ εp2p`1 ` 1q.

Tím je důkaz dokončen.

3.3 Banachovy algebry

Úmluva 3.3.1. V této části budeme uvažovat všechny vektorové prostory nad C.
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3.3.1 Základní vlastnosti
Definice 3.3.2. (a) Nechť A je vektorový prostor, na kterém je definována operace násobení ¨AˆAÑ A, která je
• asociativní, tj. pa ¨ bq ¨ c “ a ¨ pb ¨ cq, ab, c P A,
• distributivní, tj. a ¨ pb` cq “ a ¨ b` a ¨ c, pb` cq ¨ a “ b ¨ a` c ¨ a, a, b, c P A,
• a platí αpa ¨ bq “ pαaq ¨ b “ a ¨ pαbq, a, b P A, α P C.

Pak A se nazývá algebrou. Pokud násobení splňuje a ¨ b “ b ¨ a, a, b P A, je A komutativní algebra.
(b) Existuje-li prvek e P A splňující a “ ea pro každé a P A, nazýváme tenot prvek levou jednotkou. Analogicky

se definuje prvaá jednotka.
Existuje-li prvek e P A splňující a ¨ e “ e ¨ a “ a, a P A, nazývá se tento prvek jednotkou.
(c) Normovaná algebra A je algebra s normou }¨}, se kterou je A normovaný lineární prostor a která splňuje

}a ¨ b} ď }a} }b} , a, b P A.

Je-li A s touto normou úplná, nazývý se A Banachovou algebrou.

Úmluva 3.3.3. V dalším budeme znak ¨ pro násobení vynechávat.

Tvrzení 3.3.4. Nechť pA, }¨}q je normovaná algebra.
(a) Platí 0x “ x0 “ 0, x P A.
(b) Má-li A levou i pravou jednotku, pak se rovnají a A má jednotku.
(c) Má-li A jednotku e a a A ‰ t0u, pak

• e je jednoznačně určena,
• platí }e} ě 1.

(d) Násobení ¨AˆAÑ A je spojité.

Důkaz. (a) Tvrzení plyne z rovností 0x “ p1´ 1qx “ 1x´ 1x “ x´ x “ 0, x P A.
(b) Je-li e1 levá a e2 pravá jednotka, platí e1 “ e1e2 “ e2. Zjevně je pak e “ e1 jednotka v A.
(c) Jsou-li e1, e2 dvě různé jednotky, platí e1 “ e1e2 “ e2. Dále platí }e} “

›

›e2
›

› ď }e} }e}. Tedy buď }e} “ 0, tj.
e “ 0, což ale dle (a) implikuje A “ t0u, anebo }e} ě 1.

(d) Pokud xn Ñ x a yn Ñ y, je posloupnost txnu omezená, a tak dostáváme

}xnyn ´ xy} ď }xnyn ´ xny} ` }xny ´ xy} ď }xn} }yn ´ y} ` }xn ´ x} }y} Ñ 0.

Tím je spojitost násobení ověřena.

Úmluva 3.3.5. V dalším textu budeme uvažovat pouze netriviální algebry A, tj. algebry splňující A ‰ t0u.

Tvrzení 3.3.6. Nechť A je algebra. Položme Ae “ A‘1 C, kde definujeme násobení pomocí vzorce

pa, αqpb, βq “ pab` αb` βa, α, βq, a, b P A,α, β P C,

(a) Pak Ae je algebra s jednotkou p0, 1q a A je její podalgebra.
(b) Je-li A s normou }¨} normovaná algebra, je Ae s normou

}pa, αq}Ae “ }a}A ` |α| , pa, αq P Ae,

též normovaná algebra.
(c) Je-li A s touto normou Banachova algebra, je i Ae Banachova algebra.

Důkaz. Axiomy algebry se pro Ae snadno ověří z definice, stejně jako fakt, že Ae je normovaný lineární prostor
(jedná se o součet normovaných linárních prostorů A a C se součtovou normou, viz Věta 1.1.20(b)). Úplnost Ae v
případě úplnosti A také plyne z Věty 1.1.20(b).

Dále
p0, 1qpa, αq “ pa, αq “ pa, αqp0, 1q, a P A,α P C,

a tedy p0, 1q je jednotka.
Nerovnost pro normu pak plyne z výpočtu

}pa, αqpb, βq} “ }pab` βa` αb, αβq} “ }ab` βa` αb} ` |αβ|

ď }ab} ` |β| }a} ` |α| }b} ` |α| |β|

ď }a} }b} ` |β| }a} ` |α| }b} ` |α| |β|

“ p}a} ` |α|qp}b} ` |β|q

“ }pa, αqpb, βq}

platného pro každou dvojici pa, αq, pb, βq P Ae.
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Tvrzení 3.3.7. Algebra A je normovaná algebra s jednotkou e a normou }¨} taková, ža pA, }¨}q je Banachův prostor
s parciálně spojitým násobením. Pak existuje ekvivalentní norma |||¨||| na A taková, že pA, |||¨|||q je Banachova algebra
a |||e||| “ 1.

Důkaz. Krok 1. Definujme zobrazení I : AÑ LpAq, kde pro x P A je Ix P LpAq definován jako

Ixpaq “ xa, a P A.

Pak I je dobře definované, neboť

Ixpa` bq “ xpa` bq “ xa` xb “ Ixpaq ` Ixpbq a Ixpαaq “ xpαaq “ αpxaq “ αIxpaq

a Ix : AÑ A je spojité pro každé x P A díky spojitosti násobení zprava.
Dále je I homomorfizmus (tj. zachovává algebraické operace), jelikož

Ix`ypaq “ px` yqa “ xa` ya “ Ixpaq ` Iypaq, Iαxpaq “ pαxqa “ αpxaq “ αIxpaq a
Ixypaq “ pxyqpaq “ xpyaq “ Ixpyaq “ IxpIypaqq.

Krok 2. Množina rA “ tIx : x P Au je tedy subalgebra A. Navíc vidíme z odhadu

}x}A “ }xe}A “ }Ixe}A ď }Ix}LpAq }e}A ,

že I je zdola omezený operátor, a tedy je prostý a má spojitou inverzi I´1 : rAÑ A. (To plyne z odhadu
›

›I´1pIxq
›

›

A
“ }x}A ď }Ix}LpAq }e}A .q

Krok 3. Ukážeme, že rA je uzavřená podalgebra A. K tomuto účelu vezměme txnu v A a T P LpAq takové, že
Ixn Ñ T . Pak pro každé y P A platí díky předpokladu spojitosti násobení zleva

Ty “ lim
nÑ8

Ixnpyq “ lim
nÑ8

xny “ lim
nÑ8

pxneqy “ lim
nÑ8

Ixnpeqy “ pTeqpyq “ ITepyq.

(Předposlední rovnost platí díky tomu, že Ixnpeq Ñ Te, a tedy pIxnpeqqy Ñ pTeqy.) Tedy Ty “ ITe a T P rA.
Krok 4. Zobrazení I´1 je tak spojitá lineární bijekce Banachova prostoru rA na Banachův prostor A, a tedy se

jedná o izomorfizmus, viz Věta 1.3.7. Položme nyní

|||x||| “ }Ix}LpAq , x P A.

Pak pA, |||¨|||q je Banachův prostor a díky Lemmatu 1.1.30 se jedná dokonce o Banachovu algebru. Jelikož je I
izomorfizmus, je tato nová norma ekvivalentní s normou původní. Důkaz zakončíme pozorováním

|||e||| “ }Ie}LpAq “ }id}LpAq “ 1.

(Zde id značí identický operátor.)

Úmluva 3.3.8. V dalším textu budeme vždy předpokládat, že má-li Banachova algebra pA, }¨}qq jednotku e, platí
}e} “ 1.

Příklad 3.3.9. (a) Je-li K kompaktní topologický prostor, je algebra CpKq všech spojitých funkcí na K s bodovým
násobením a supremovou normou komutativní Banachova algebra. Konstantní funkce 1 je pak jednotka této algebry.

(b) Nechť K je lokálně kompaktní topologický prostor. O spojité funkci f na K řekneme, že má 0 v nekonečnu,
pokud platí

@ε ą 0: množina tx P K : |fpxq| ě εu je kompaktní.

Prostor
C0pKq “ tf : K Ñ C : f spojité a má 0 v nekonečnuu

se supremovou normou a bodovým násobením je komutativní Banachova algebra. Tato algebra má jednotku právě
tehdy, když K je kompaktní.

(Na prostor C0pKq se můžeme dívat následovně. Uvažujme αK jednobodovou kompaktifikaci K, kde t8u značí
kompaktifikující bod. Pak

C0pKq “ tf P CpαKq : fp8q “ 0u.q

(c) Označíme-li jako CcpKq systém všech funkcí z C0pKq, které mají kompaktní nosič, obdržíme normovanou
algebru, která je hustá v C0pKq.
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Důkaz. (a), (b) Vše je zřejmé kromě tvrzení o jednotce. Nechť K je lokálně kompaktní prostor a Nechť C0pKq má
jednotku e. Ukážeme, že pak epxq “ 1 pro každé x P K.

Nechť tedy x P K je dáno. Nalezneme otevřené okolí U bodu x, jehož uzávěr je kompaktní. Nechť G je libovolná
otevřená nadmnožina U . Dle Urysohnova lemmatu ?? existuje spojitá funkce f : K Ñ C taková, že f “ 1 na U a
f “ 0 na KzG. Pak platí

1 “ fpxq “ fpxqepxq “ epxq.

Jelikož je funkce e “ 1 prvkem prostoru C0pKq pouze tehdy, když je K kompaktní, je důkaz hotov.
(c) Dokážeme hustotu CcpKq v C0pKq. K tomuto účelu vezměme f P C0pKq a ε ą 0. Pak L “ tx P K : |fpxq| ě

εu je kompaktní podmnožina K, a tedy dle Lemmatu 9.1.42 existuje g P CcpKq splňující Rng g Ă r0, 1s a g “ 1 na
L. Pak fg P CcpKq a }fg ´ f} ď ε.

Lemma 3.3.10. Nechť X je normovaný lineární prostor a E P LpXq je operátor komutující se všemi prvky F pXq.
Pak E P span I.

Důkaz. Pro každé x P X a x˚ P X˚ uvažujme Fx,x˚ P F pXq definovaný jako

Fx,x˚pyq “ x˚pyqx, y P X.

Předpokládejme, že E ‰ 0 a y P XzKerE. Pak platí

@x P X @x˚ P X˚ : x˚pyqEx “ EFx,x˚y “ Fx,x˚Ey “ x˚pEyqx.

Nechť x P Xzt0u. Jelikož Ey ‰ 0, z Hahnovy-Banachovy věty 1.2.6 plyne, že Ex je nenulový násobek x. Označme
tento skalár jako αx.

Pak platí
@x, y P Xzt0u @x˚ P X˚ : x˚pyqαxx “ x˚pyqEx “ x˚pEyqx “ x˚pyqαyx.

Tedy
@x, y P Xzt0u @x˚ P X˚ : x˚pyqpαx ´ αyqx “ 0.

Z tohoto faktu dostáváme, že αx “ αy pro každou dvojici x, y P Xzt0u. Označíme-li tuto společnou hodnotu α,
máme E “ αI.

Příklad 3.3.11. Nechť X je Banachův prostor dimenze alespň 2.
(a) Nechť A “ LpXq, kde násobení je skládání a norma je operátorová. Pak A je nekomutativní Banachova

algebra s jednotkou.
(b) Je-li A “ KpXq “ tK P LpXq : K kompaktníu, dostáváme uzavřenou, nekomutativní podalgebru LpXq. V

tomto případě má A jednotku právě tehdy, když dimX ă 8.
(c) Je-li A “ F pXq prostor všech konečně dimenzionálních operátorů na X, je A normovaná, nekomutativní

podalgebra KpXq. V tomto případě má též A jednotku právě tehdy, když dimX ă 8. Algebra A dále nemusí být
uzavřená, příkladem je třeba F p`2q .

Důkaz. (a) Jediné, co je třeba ověřit, je nekomutativita LpXq. Nechť Y “ spante1, e2u, kde e1, e2 jsou dva lineárně
nezávislé vektory v X. Podle Tvrzení 1.2.9 existuje spojitá projekce P : X Ñ Y . Jelikož algebra LpY q “ M2pCq
komutativní není, existují dva navzájem nekomutující operátory S1, S2 P LpY q. Pak Ti “ Si ˝ P , i “ 1, 2, jsou
prvky LpXq, které spolu nekomutují.

(b) Uzavřenost KpXq v LpXq plyne z Věty 1.4.17(c). Nekomutativitu KpXq odvodíme stejně jako v (a).
Je-li X konečné dimenze, má KpXq “ LpXq jednotku. K důkazu obrácené implikace použijeme Lemma 3.3.10.

Je-li totiž E P KpXq jednotka, komutuje E se všemi operátory z F pXq. Tedy E “ I, což dle Věty 1.4.27(c) implikuje
dimX ă 8.

(c) Tvrzení se dokáže podobně jako v (b). Na prostoru `2 uvažujme pro n P N operátor Fnx “
řn
i“1

1
i2xiei,

x “ txiu P `
2. Pak Fn leží v F pXq, ale jejich limita Kx “

ř

i“1
1
i2xiei, x P `

2, nikoliv.

Příklad 3.3.12. Nechť G je lokálně kompaktní topologická komutativní grupa (tj. G má topologii τ , ve které jsou
operace ¨ : G ˆ G Ñ G a ´1 : G Ñ G spojité). Pak existuje právě jedna (až na konstantu) translačně invariantní
Radonova míra µ na G.

(Nezáporná míra µ je Radonova, pokud je úplná, borelovské množiny jsou µ-měřitelné a platí

(1) µpKq ă 8 pro každý kompakt K Ă G,

(2) µpEq “ inftµpUq : U Ą E otevřenáu, E je µ-měřitelná,

(3) µpEq “ suptµpKq : K Ă E kompaktníu, E Ă G otevřená nebo E Ă G splňující µpEq ă 8.
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Je-li prostor G σ-kompaktní, vlastnost (3) platí pro každou µ-měřitelnou množinu.)
(a) Uvažujme prostor L1pGq daný touto mírou. Definujme na něm násobení pomocí operace konvoluce, tj.

pf ˚ gqpxq “

ż

G

fpyqgpx´ yq dµpyq, f, g P L1pGq.

Prostor L1pGq je pak komutativní Banachova algebra, která má jednotku právě tehdy, když G je diskrétní.
(b) Nechť MpGq značí prostor všech komplexních Radonových měr, tj. měr, jejichž totální variace je Radonova

míra na G. Operaci násobení definujeme též pomocí konvoluce, přesněji

pµ ˚ νqpBq “ pµˆ νq ptpx, yq P GˆG : x` y P Buq , B Ă G borelovská,

anebo ekvivalentně lze tuto operaci popsat pomocí Rieszovy věty ?? vzorcem

pµ ˚ νqpgq “

ż

G

ż

G

gpx` yq dµpxq dµpyq, g P CcpGq.

Prostor MpGq je pak komutativní banachova algebra s jednotkou εe (zde εe značí Dirakovu míru v jednotce e).
(c) Příklady grup tohoto typu jsou:

(1) konečná grupa pZn,`q s počítací mírou a diskrétní topologií,

(2) pR,`q s obvyklou topologií a Lebesgueovou mírou,

(3) pT, ¨q s obvyklou toologií a Lebesgueovou mírou µ, tj. mírou danou
ş

T fpzq dz “
ş2π

0
fpeitq dt, f P CpTq,

(4) pZ,`q s diskrétní toologií a počítací mírou,

(5) pp0,8q, ¨q s obvyklou topologií a Lebesgueovou mírou,

(6) 2N “ Π8n“1Z2 se součinovými operacemi a součinovou mírou.

Příklad 3.3.13. (a) Nechť K Ă C je kompaktní podmnožina. Pak ApKq “ tf P CpKq : f P HolpIntKqu s bodovým
násobením a supremovou normou je komutativní Banachova algebra. Speciálním případem je ApDq, kde K “ D a
D je otevřený jednotkový kruh v C.

(b) Prostor H8pDq všech omezených holomorfních funkcí na D s bodovým násobením a supremovou normou je
komutativní Banachova algebra.

Příklad 3.3.14. Nechť A “ ACpTq je prostor všech spojitých funkcí f na T, jejichž Fourierovy koeficienty
tcnpfqunPZ jsou v `1pZq. (Připomeňme, že

cnpfq “
1

2π

ż 2π

0

fpeitqe´ikt dt, k P NZ.q

Pak je A s bodovým násobením a normou }f}A “
ř

nPZ |cnpfq| komutativní Banachova algebra.

Příklady 3.3.15. (a) Nechť A “ Cpr0, 1sq a B “ tf P A : fp0q “ 0u. Pak A má jednotku a B je uzavřená
podalgebra A bez jednotky.

(b) Nechť A “ Cpr0, 1s Y r2, 3sq a B “ tf P A : spt f Ă r0, 1su. Pak A i B mají jednotku, ale jsou různé.

Důkaz. (a) Nechť g P B splňuje gf “ f pro každou f P B. Nalezneme posloupnost tfnu v B splňující fn Ñ χp0,1s.
Pak

χp0,1s “ lim
nÑ8

fn “ lim
nÑ8

gfn “ gχp0,1s.

Tedy g “ 1 na p0, 1s, což je spor s faktem g P B.
(b) Funkce χr0,1s je zjevně jednotka B.

Definice 3.3.16. Nechť A je algebra s jednotkou e a x P A.

• Prvek a P A nazveme levou inverzí k x, pokud ax “ e. Podobně je b P A pravou inverzí k x, platí-li e “ xb.

• Prvek c P A nazveme inverzí k x, pokud cx “ xc “ e.

Lemma 3.3.17. Nechť A je algebra s jednotkou e a x P A. Má-li x levou i pravou inverzi, pak se rovnají. Tedy
inverze k x je jednoznačně určena.

Důkaz. Je-li a levá inverze k x a b pravá, platí

a “ ae “ apxbq “ paxqb “ eb “ b.

Pokud a, b P A jsou inverze k x, dle předchozího se rovnají.
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Definice 3.3.18. (a) NechťA je algebra s jednotkou e. Má-li x P A inverzi (tj. je invertovatelný), je tato jednoznačně
určena a označíme je x´1. Položme GpAq “ tx P G : x´1 existujeu.

Pro x P A dále definujme spectrum x jako

σApxq “ tλ P C : λe´ x R GpAqu

a spektrální poloměr jako
rApxq “ supt|λ| : λ P σpxqu.

Dále definujeme rezolventní množinu x jako
ρApxq “ Czσpxq.

Na ρApxq pak definujeme rezolventní funkci jako

λ ÞÑ pλe´ xq´1, λ P ρpxq.

(b) Nemá-li A jednotku, definujeme pro x P A spektrum a rezolventní množinu jako σApxq “ σAepxq a ρApxq “
ρAepxq.

Úmluva 3.3.19. Nebude-li hrozit nedorozumění, budeme v dalším textu psát místo σApxq pouze σpxq (a podobně
s rpxq a ρpxq).

Tvrzení 3.3.20. Nechť A je algebra a jednotkou u a B její podalgebra neobsahující u. Nechť C “ spanpB Y tuuq.
Pak platí následující tvrzení.

(a) Zobrazení φ : C Ñ Be definované jako

φpx` λuq “ px, λq, x P B, λ P C,

je algebraický izomorfizmus C a Be. Dále pro každé x P B platí σBepxq “ σCpxq.

(b) Pokud B je ideál v A, tj. ab P B a ba P B kdykoliv a P A a b P B, pak σBepxq “ σApxq pro každé x P B.

Důkaz. (a) Linearita a multiplikativita φ se snadno ověří. Tedy φpGpCqq “ GpBeq, z čehož druhá část tvrzení ihned
plyne.

(b) Dle (a) stačí ukázat, že σCpxq “ σApxq pro každé x P B. Zjevně σApxq Ă σCpxq. Nechť λ P ρApxq je dáno,
tedy existuje y P A splňující ypλu´ xq “ pλu´ xqy “ u. Pokud λ “ 0, platí u “ yx P B, což je spor. Tedy λ ‰ 0.
Položme z “ yx, což je prvek B. Pak

u “ λy ´ yx “ λ´ z ùñ y “
u

λ
´
z

λ
P B,

a tedy y je inverze k λu´ x v C.

Příklady 3.3.21. (a) Nechť A “ CpKq, kde K je kompaktní topologický prostor. Pak σpfq “ Rng f , f P A.
(b) Nechť A “ CpKq, kde K je lokálně kompaktní nekompaktní topologický prostor. Pak σpfq “ Rng f Y t0u.
(c) Nechť K Ă C je kompaktní a A “ ApKq. Pak σpfq “ Rngpfq, f P A.
(d) Nechť X je nekonečně dimenzionální Banachův prostor. Pak σKpXqpT q “ σLpXqpT q pro každé T P KpXq.

Důkaz. (a) Pokud λ P CzRng f , je pλ´fq´1 inverze k λ´f . Je-li λ P Rng f , pak žádné g P A nesplňuje gpλ´fq “ 1
v bodě, kde f nabývá hodnoty λ.

Tvrzení (b) a (c) se dokáží obdobně. (V důkazu (b) se využije faktu, že 0 P Rng f .)
(d) Algebra KpXq je ideál v LpXq a nemá jednotku. Dle Tvrzení 3.3.20(b) tedy pro T P KpXq platí

σKpXqpT q “ σpKpXqqe “ σLpXqpT q.

Tvrzení 3.3.22. (a) Nechť A je algebra s jednotkou e.

(a1) Množina GpAq je s operacemi ¨ : GpAqˆGpAq Ñ GpAq a ´1 : GpAq Ñ GpAq grupa a pro každé x, y P GpAq
platí pxyq´1 “ y´1x´1, px´1q´1 “ x.

(a2) Jsou-li x1, . . . , xn navzájem komutující prvky A, prvek x1 ¨ ¨ ¨xn je invertovatelný právě tehdy, když x1, . . . , xn P
GpAq.

(a3) Pro každé x P A platí σAepxq “ σApxq Y t0u.
(a4) Pro každé x P A a µ P C a ν P Czt0u platí σpµe´ νxq “ tµu ` νσpxq.

(b) Pokud algebra A nemá jednotku, pro každé x P A platí 0 P σpxq.
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Důkaz. (a1) Pokud x, y P GpAq, pak

py´1x´1qpxyq “ y´1px´1xqy “ y´1y “ e “ xx´1 “ xpyy´1qx “ pxyqpy´1x´1

a
x´1x “ e “ xx´1,

z čehož tvrzení v (a1) plynou.
(a2) Implikace zprava doleva plyne z (a1). Pokud má x1 ¨ ¨ ¨xn inverzi y, platí

pyx2 ¨ ¨ ¨xnqx1 “ ypx1 ¨ ¨ ¨xnq “ e “ px1 ¨ ¨ ¨xnqy “ x1px2 ¨ ¨ ¨xnyq.

Prvek x1 tak má levou i pravou inverzi, a tedy leží v GpAq. Podobně dokážeme invertovatelnost i ostatních prvků.
(a3) Označme u “ p0, 1q jednotku Ae a nechť x P A je dáno.
Krok 1. Ukážeme že e´ x P GpAq právě tehdy, když u´ x P GpAeq.
„ ùñ “ Označme rz “ pe´ xq´1 P A. Položme z “ rz ´ e, pak pe´ xq´1 “ z ` e. Dostáváme pak

pu´ xqpz ` uq “ uz ` u´ xz ´ x “ u` z ´ xz ´ x “ u` pe´ xqpz ` e´ eq ´ x

“ u` pe´ xqpz ` eq ´ pe´ xqe´ x “ u` e´ e` x´ x “ u

a
pz ` uqpu´ xq “ zu`´zx` u´ ux “ u` z ´ zx´ x “ u` pz ` e´ eqpe´ xq ´ x

“ u` pz ` eqpe´ xq ´ epe´ xq ´ x “ e` e´ e` x´ x “ u.

Tedy z ` u “ pu´ xq´1 a pu´ xq P GpAeq.
„ðù“ Nechť pu´ xq´1 “ pz, αq pro nějaké z P A a α P C. Pak α “ 1, neboť u´ x “ p´x, 1q, a tedy

u “ p0, 1q “ pz, αqp´x, 1q “ p´zx` z ´ αx, αq.

Navíc
p´xz ´ x` z, 1q “ p´x, 1qpz, 1q “ p0, 1q “ pz, 1qp´x, 1q “ p´zx` z ´ x, 1q,

a tedy
´xz ´ x` z “ 0 “ ´zx` z ´ x.

Z tohoto faktu dostáváme

pe´ xqpz ` eq “ z ` e´ xz ´ x “ e “ z ´ zx` e´ x “ pz ` eqpe´ xq,

tj. pe´ xq´1 “ z ` e.
Krok 2. Nechť nyní x P A je dáno. Pokud λ P Czt0u, pak

λe´ x P GpAq ðñ λpe´
x

λ
q P GpAq ðñ e´

x

λ
P GpAq ðñ u´

x

λ
P GpAeq ðñ λu´ x P GpAeq.

Tedy
λ P σApxq ðñ λ P σAepxq.

Vzhledem k tomu, že px, 0q R GpAeq, 0 P σAepxq. Tím je (a3) dokázáno.
(a4) Jelikož pro λ P C platí

pλe´ pµe´ νxqq “ ν

ˆ

λ´ µ

ν
e´ x

˙

,

dostáváme

λ P σpµe´ νxq ðñ
λ´ µ

ν
P σpxq ðñ λ P tµu ` νσpxq.

(b) Tvrzení ihned plyne z faktu, že px, 0q nemá inverzi v Ae.

Věta 3.3.23. Nechť A je Banachova algebra s jednotkou e.

(a) Pokud x P UA, pak
ř8

n“0 x
n absolutně konverguje a pe´xq´1 “

ř8

n“0 x
n. (Jedná se o tzv. Neumannovu řadu).

(b) Nechť x P GpAq a h P A splňuje }h} ă 1
2}x

´1}´1. Pak x` h P GpAq a

}px` hq´1 ´ x´1 ` x´1hx´1} ď 2}x´1}3}h}2.
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Důkaz. (a) Jelikož }xn} ď }x}n, je
ř8

n“0 x
n absolutně konvergentní a xk Ñ 0. Výpočtem pak dostáváme

pe´ xq

˜

8
ÿ

n“0

xn

¸

“ lim
kÑ8

pe´ xq
k
ÿ

n“0

xn “ lim
kÑ8

˜

k
ÿ

n“0

xn ´
k`1
ÿ

n“1

xn

¸

“ lim
kÑ8

pe´ xk`1q “ e a

˜

8
ÿ

n“0

xn

¸

pe´ xq “ lim
kÑ8

˜

k
ÿ

n“0

xn

¸

pe´ xq “ lim
kÑ8

˜

k
ÿ

n“0

xn ´
k`1
ÿ

n“1

xn

¸

“ lim
kÑ8

`

e´ xk`1
˘

“ e.

(b) Jelikož x ` h “ xpe ` x´1hq a
›

›x´1h
›

› ď
›

›x´1
›

› }h} ă 1
2 , máme díky (a) a Tvrzení 3.3.22(a) x ` h P GpAq.

Dále si povšimněme, že pro y P UA platí

›

›pe` yq´1 ´ e` y
›

› “

›

›

›

›

›

8
ÿ

n“0

p´1qnyn ´ e` y

›

›

›

›

›

“

›

›

›

›

›

8
ÿ

n“2

p´1qnyn

›

›

›

›

›

ď
}y}

2

1´ }y}
.

Z tohoto odhadu pak dostáváme
›

›px` hq´1 ´ x´1 ` x´1hx´1
›

› “
›

›

`

pe` x´1hq´1 ´ e` x´1h
˘

x´1
›

›

ď
›

›x´1
›

›

›

›x´1h
›

›

2

1´ }x´1h}
2 ď 2

›

›x´1
›

›

3
}h}

2
.

Definice 3.3.24. Nechť X je Banachův prostor. Nechť Ω je otevřená podmnožina C a f : Ω Ñ X je funkce.
Řekneme, že f je holomorfní na Ω, pokud pro každé λ0 P Ω existuje

f 1pλ0q “ lim
λÑλ0

1

λ
pfpλ0 ` λq ´ fpλ0qq .

Věta 3.3.25. Nechť A je Banachova algebra s jednotkou e.

(a) Množina GpAq je otevřená a je to topologická grupa.

(b) Pro každé x P A je funkce fpλq “ pλe´ xq´1, λ P ρpxq, holomorfní na ρpxq a

f 1pλ0q “
`

pλ0e´ xq
´1

˘2
, λ0 P ρpxq.

(c) Pro každé x P A je σpxq ‰ H a je to kompaktní množina obsažená v tλ P C : |λ| ď }x}u.

(d) Pro každé x P A platí
rpxq “ inf

nPN
}xn}

1
n “ lim

nÑ8
}xn}

1
n

(Gelfandův–Beurlingův vzorec).

Důkaz. (a) Otevřenost množiny GpAq plyne z Věty 3.3.23(b). Spojitost násobení na GpAq ˆ GpAq je ověřena v
Tvrzení 3.3.4(c). Spojitost inverze pak plyne z odhadu

›

›px` hq´1 ´ x´1
›

› ď
›

›px` hq´1 ´ x´1 ` x´1hx´1
›

›`
›

›x´1hx´1
›

› ď 2
›

›x´1
›

›

3
}h}

2
`
›

›x´1
›

›

2
}h} ,

který platí díky Větě 3.3.23(b) na vhodném okolí bodu x P GpAq.
(b) Díky (a) je ρpxq otevřená podmnožina C. Označme fpλq ´ pλe´ xq´1, λ P ρpxq, a nechť λ0 P ρpxq je dáno.

Protože
fpλ0 ` λq “ pλ0e´ x` λeq

´1 ´ pλ0e´ xq
´1,

pomocí Věty 3.3.23(b) použité pro λ0x a λe dostáváme
›

›

›

›

1

λ
pfpλ0 ` λq ´ fpλ0qq `

`

pλ0e´ xq
´1

˘2
›

›

›

›

“

›

›

›

›

1

λ
pfpλ0 ` λq ´ fpλ0qq ´

1

λ
pλ0e´ xq

´1λepλ0e´ xq
´1

›

›

›

›

ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

λ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2
›

›pλ0e´ xq
´1

›

›

3
}λe}

2

“ |λ| 2
›

›pλ0e´ xq
´1

›

›

3
}e}

2
.

Jelikož pravá strana konverguje pro λÑ 0 k 0, je důkaz tvrzení (b) dokončen.
(c) Nechť x P A je dáno. Splňuje-li λ P C nerovnost |λ| ą }x}, je prvek λe ´ x “ λpe ´ x

λ q invertovatelný dle
Věty 3.3.23(a). Spetrum σpxq je uzavřené, neboť GpAq je otevřená.

Ukážeme nyní neprázdnost σpxq. Předpokládejme pro spor, že σpxq “ H, tj. ρpxq “ C.
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Nechť ϕ P A˚ je libovolné. Dle (b) je funkce fϕ : λ ÞÑ ϕppλe ´ xq´1q holomorfní na ρpxq, a navíc pro λ P C
splňující |λ| ą }x} platí

ˇ

ˇϕppλe´ xq´1q
ˇ

ˇ “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϕ

˜

1

λ

8
ÿ

n“0

´x

λ

¯n
¸ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď }ϕ}
1

|λ|

8
ÿ

n“0

ˆ

}x}

|λ|

˙n

“ }ϕ}
1

|λ|

1

1´ }x}
|λ|

“ }ϕ}
1

|λ| ´ }x}
.

Funkce fϕ má tedy v nekonečnu limitu 0. Pak fϕ je omezená, holomorfní funkce na C, a tedy je dle Liouvilleovy
věty konstantní. Jelikož limλÑ8 fϕpλq “ 0, je fϕ “ 0 na C.

Tedy jsme obdrželi
@ϕ P A˚ : fϕ “ 0.

Z Hahnovy-Banachovy věty tak plyne, že funkce

f : CÑ GpAq,

λ ÞÑ pλe´ xq´1,

je nulová na ρpxq. To je však kýžený spor, neboť 0 není invertovatelný prvek.
(d) Krok 1. Ukážeme nejprve, že rpxq ď infnPN }x

n}
1
n . Je-li totiž λ P σpxq a n P N libovolné, je díky rovnosti

λne´ xn “ pλe´ xqpλn´1e` ¨ ¨ ¨λxn´2 ` xn´1q

a Tvrzení 3.3.22(a) číslo λn v σpxnq. Tedy z tvrzení (c) máme |λ|n “ |λn| ď }xn}, tj. |λ| ď }xn}
1
n . Tím dostáváme

rpxq “ supt|λ| : λ P σpxqu ď inf
nPN

}xn}
1
n .

Krok 2. Ukážeme, že rpxq ě lim supnÑ8 }x
n}

1
n . Nechť r ą rpxq je libovolné. Nechť ϕ P A˚ je též libovolné.

Funkce
fϕpλq “ ϕppλe´ xq´1q, λ P ρpxq,

je holomorfní a díky jednoznačnosti Laurentovy řady platí

fϕpλq “
1

λ

8
ÿ

n“0

ϕpxnq

λn
, |λ| ą rpxq.

Pro λ “ r speciálně platí ϕ
`

xn

rn

˘

Ñ 0.
Ukázali jsme, že pro každé ϕ P A˚ je množina tϕpxnqr´n : n P Nu omezená. Dle Věty 1.3.2 je množina

txnr´n : n P Nu omezená. Zvolme C ą 0 splňující supnPN }x
nr´n} ă C. Pak pro každé n P N platí }xn} ď Crn, tj.

}xn}
1
n ď C

1
n r. Proto

lim sup
nÑ8

}xn}
1
n ď lim sup

nÑ8
pC

1
n rq “ r.

Jelikož r ą ρ9xq bylo libovolné, máme požadovanou nerovnost dokázanou.
Krok 3. Spojíme-li nyní výše dokázané vztahy dohromady, dostáváme

lim sup
nÑ8

}xn}
1
n ď rpxq ď inf

nPN
}xn}

1
n ď lim inf

nÑ8
}xn}

1
n .

Tím je důkaz dokončen.

Tvrzení 3.3.26. Nechť A je Banachova algebra s jednotkou e. Nechť x P A splňuje rpxq ă 1. Pak e´x je invertibilní
a platí pe´ xq´1 “

ř8

n“0 x
n.

Důkaz. Nalezneme η ă 1 a n0 P N takové, že pro n ě n0 platí }xn}
1
n ă η. Pak je řad

ř8

n“0 x
n absolutně

konvergentní a zopakováním výpočtu z důkazu Věty 3.3.23 dostaneme pe´ xq´1 “
ř

´n “ 08xn.

Věta 3.3.27 (Gelfand–Mazur). Nechť A je Banachova algebra s jednotkou e. Pokud GpAq “ Azt0u, pak A je
izometricky izomorfní s C.

Důkaz. Předpokládejme, že GpAq “ Azt0u. Pro každé x P A nalezneme λx P σpxq. Pak λxe ´ x “ 0, tj. x “ λxe.
Pak σpxq “ tλxu a funkce ψ : CÑ A zobrazující λ na λe je bijekce. Zjevně je to algebraický homomorfizmus a též
platí }ψpλq} “ }λe} “ |λ|, λ P C. Tedy ψ je izometrie.
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3.3.2 Vlastnosti spektra
Lemma 3.3.28. Nechť A je Banachova algebra a B je její uzavřená podalgebra. Nechť x P B a σApxq a sigmaBpXq
značí spektra x vzhledem k příslušným algebrám. Pokud A má jednotku e a e P B, platí

(a) GpAq XB Ą GpBq

(b) a pro x P B máme σBpxq Ą σApxq.

Důkaz. Důkaz ihned plyne z definic.

Lemma 3.3.29. Nechť X je topologický prostor a U, V jsou jeho otevřené podmnožiny. Nechť U Ă V a BUXV “ H.
Pak

U “
ď

tC : C je komponenta souvislosti V protínající Uu.

Důkaz. Ă je-li x P U , je i ve V , a tedy stačí vzít komponentu souvislosti V prvek x obsahující.
Ą Nechť C je komponenta souvislosti V , která protíná U . Jelikož

X “ U Y BU Y pXzUq,

platí dle předpokladu V Ă U Y pXzUq. Množina C proto musí být obsažena v U , neboť v opačném případě by
množiny C X U a C X pXzUq tvořily rozklad C na dvě disjunktní obojetné množiny.

Lemma 3.3.30. Nechť A je Banachova algebra s jednotkou e. Pokud txnu jsou prvky GpAq a xn Ñ x, kde
x P BGpAq, pak }x´1

n } Ñ 8.

Důkaz. Kdyby závěr tvrzení neplatil, eventuálním přechodem k podposloupnosti bychom obdrželi C ą 0 a po-
sloupnost txnu invertovatelných prvků, která konverguje k nějakému x P BGpAq a přitom platí supnPN

›

›x´1
n

›

› ď C.
Pak

›

›e´ x´1
n x

›

› “
›

›x´1
n pxn ´ xq

›

› ď C }xn ´ x} Ñ 0,

a tedy existuje n P N splňující
›

›e´ x´1
n x

›

› ă 1. Pak

x´1
n x “ e´ pe´ x´1

n xq P GpAq,

a tedy i x “ xnpx
´1
n xq P GpAq. A to je spor.

Věta 3.3.31. Nechť A je Banachova algebra s jednotkou e a B je její uzavřená podalgebra obsahující e. Pak platí
následující tvrzení. Nechť e P B a e P A Ă B.

(a) Platí GpBq “
Ť

tC : C komponenta souvislosti GpAq XB protínající GpBqu.

(b) Je-li x P B a C je systém všech komponent souvislosti množiny ρApxq, pak existuje systém C1 Ă C takový, že
σBpxq “ σApxq Y

Ť

C1. Navíc platí BσBpxq Ă BσApxq.

(c) Je-li x P B a ρApxq je souvislá, pak σBpxq “ σApxq.

(d) Je-li x P B a σBpxq má prázdný vnitřek, pak σBpxq “ σApxq.

Důkaz. (a) Víme z Lemmatu 3.3.28(a), že GpBq Ă GpAq X B. Uvažujme Lemma 3.3.29 pro X “ B, U “ GpBq a
V “ GpAq XB. Ověříme, že BU X V “ H.

Nechť y P BU je dáno. Pak existují posloupnost tynu ležící v GpBq, která splňuje yn Ñ y. Pokud by y bylo
obsaženo ve V , od jistého n0 P N by prvky yn byly též ve V . Jelikož je zobrazení x ÞÑ x´1 spojité na GpAq, platí
y´1
n Ñ y´1 v A, což implikuje omezenost posloupnosti t

›

›y´1
n

›

›

A
u. Jelikož platí

›

›y´1
n

›

›

B
“
›

›y´1
n

›

›

A
, dostáváme spor s

Lemmatem 3.3.30.
(b) Nechť x P B je dáno. Pak ρBpxq Ă ρApxq a jsou to otevřené podmnožiny C. V Lemmatu 3.3.29 položíme

X “ C, U “ ρBpxq a V “ ρApxq. Opět chceme ověřit, že BU X V “ H. Máme však

λ P BU ùñ λe´ x P BGpBq ùñ λe´ x R GpAq ùñ λ R ρApxq ùñ λ R V.

Vezměme
C1 “ tC P C : C X U “ Hu a C2 “ tC P C : C X U ‰ Hu.

Pak ρBpxq “
Ť

C2 a
C “ σApxq Y ρApxq “ σApxq Y

ď

C1 Y
ď

C2.

Tedy
σBpxq “ σApxq Y

ď

C1.

Tím je důkaz první části dokončen.
Ukážeme nyní inkluzi BσBpxq Ă BσApxq. Nechť λ P BσBpxq je dáno. Pokud λ P σApxq, je díky inkluzi GpBq Ă

GpAq číslo λ i v BσApxq.
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Není-li λ v σApxq, tj. je v ρApxq, existuje komponenta souvislosti C množiny ρApxq obsahující λ. Jelikož je C
lokálně souvislý prostor, je C otevřená. Jelikož je C Ă σBpxq, je λ prvek otevřené podmnožiny σBpxq, a tedy není
v BσBpxq, což je spor.

Tvrzení (c) plyne z (b), neboť σBpxq nemůže obsahovat neomezenou množinu. Podobně (d) plyne z (b), neboť
komponenty souvislosti ρApxq jsou otevřené.

Věta 3.3.32. Nechť A je Banachova algebra a x P A. Pak platí následující tvrzení.

(a) Zobrazení σ : x ÞÑ σpxq je „usco“ zobrazení, tj. jedná se o zobrazení s neprázdnými kompaktními hodnotami a
pro každé x P A a každou otevřenou množinu V v C obsahující σpxq existuje otevřená množina U Ă A, která
obsahuje x a splňuje σpUq “

Ť

yPU σpyq Ă V .
(b) Funkce r : x ÞÑ rpxq je shora polospojitá funkce, tj. rpxq ě lim supnÑ8 rpxnq, pro každé x P A a každou

posloupnost txnu v A konvergující k x.

Důkaz. (a) Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že A má jednotku e. Nechť x P A a V Ą σpxq otevřená
jsou dány. Pokud požadovné okolí U bodu x neexistuje, nalezneme prvky xn P A a λn P σpxnqzV , n P N, takové, že
xn Ñ x. Jelikož je posloupnost txnu omezená, jsou i spektra σpxnq stejně omezená, a tedy můžeme po eventuálním
přechodu k podposloupnosti předpokládat, že λn Ñ λ pro nějaké λ P C. Pak λ R V , a tedy λ P ρpxq. Pak ale máme
λne´ xn Ñ λe´ x a prvky λne´ xn R GpAq. To je však spor s otevřeností GpAq.

(b) Mějme x P A a posloupnost txnu v A konvergující k x dány. Nechť s ą rpxq je libovolné. Pak V “ tλ P
C : |λ| ă su je otevřená množina v C obsahující σpxq, a tedy dle (a) existuje okolí U obsahující x, pro které platí
σpUq Ă V . Tedy pro xn splňující xn P U platí σpxnq Ă V ,z čehož plyne odhad rpxnq ď s. Jelikož s ą rpxq bylo
libovolné, je tvrzení ověřeno.

Příklad 3.3.33. Nechť A “ CpTq a B “ ApDq. Uvažujme operátor restrikce r : B Ñ A, rpfqpzq “ fpzq, kde
z P T a f P B. Vzhledem k Principu maxima modulu je r izometrický homomorfizmus B na rpBq Ă A. Pak
σrpBqprpidqq “ D a σAprpidqq “ T.

Důkaz. Dle Příkladu 3.3.21 platí σAprpidqq “ idpTq “ T. Na druhou stranu σrpBqprpidqq “ σBpidq “ D dle Pří-
kladu 3.3.21(c).

3.3.3 Holomorfní kalkulus
Definice 3.3.34. (a) Je-li X topologický prostor, spojité zobrazení γ : ra, bs Ñ X se nazývá křivkou. Označme
γ˚ “ γpra, bsq. Pokud γpaq “ γpbq, hovoříme o uzavřené křivce.

(b) Nechť X “ C. Křivku, která má po částech spojitou derivaci budeme nazývat cestou. Uzavřená cesta je
uzavřená křivka, která je současně cestou.

(c) Nechť γ1, . . . , γn jsou cesty a K “ γ˚1 Y ¨ ¨ ¨ Y γ
˚
n . Označme Γ “ γ1 9̀ ¨ ¨ ¨ 9hγn a definujme

ż

Γ

fpxq dz “
n
ÿ

i“1

ż

γi

fpzq dz, f P CpKq.

Takto definované formální součty se nazývají řetězce. Označme Γ˚ “ γ˚1 Y ¨ ¨ ¨ Y γ
˚
n .

Pokud každá cesta γi je uzavřená, nazýváme Γ cyklem. Je-li Ω Ă C otevřená množina a K Ă Ω, je Γ řetězec v
Ω.

(d) Je-li Γ cykl a α R Γ˚, položíme

IndΓpαq “
1

2πi

ż

Γ

1

z ´ α
dz.

(e) Je-li Γ řetězec, značíme ´Γ řetězec vzniklý z Γ nahrazením příslušných křivek křivkami k nim opačným.
Pak

ş

´Γ
fpxq dz “ ´

ş

Γ
fpxq dz pro f P CpΓ˚q.

Věta 3.3.35 (Cauchy). Nechť Ω Ă C je otevřená, f je holomorfní funkce na Ω a Γ je cykl v Ω, který splňuje

IndΓpαq “ 0, α R Ω.

Pak platí

fpαq ¨ IndΓpαq “
1

2πi

ż

Γ

fpzq

z ´ α
dz, α P ΩzΓ˚,

a
ż

Γ

fpzq dz “ 0.

Jsou-li Γ1 a Γ2 cykly v Ω takové, že

IntΓ1
pαq “ IndΓ2

pαq, α R Ω,
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platí
ż

Γ1

fpzq dz “

ż

Γ2

fpzq dz.

Věta 3.3.36. Nechť Ω Ă C je otevřená množina a K Ă Ω je kompaktní a neprázdná. Pak existuje cykl Γ v Ω
takový, že

IndΓpαq “

#

1, α P K,

0, α R Ω,

a tedy pro každou holomorfní funkci f na Ω platí

fpαq “
1

2πi

ż

Γ

fpzq

z ´ α
dz, z P K.

Definice 3.3.37. Nechť Ω Ă C je otevřená množina a K Ă Ω je kompaktní a neprázdná. Pokud cykl Γ v Ω splňuje

IndΓpαq “

#

1, α P K,

0, α R Ω,

řekneme, že ohraničuje K v Ω.

Definice 3.3.38. Nechť K Ă C je kompaktní množina. Pak HolpKq značí systém všech holomorfních funkcí, jejichž
definiční obor Dompfq je otevřený a splňuje K Ă Dompfq.

Definice 3.3.39. Nechť A je Banachova algebra s jednotkou e a x je prvek A. Označme

Rλ “ pλe´ xq
´1, λ P ρpxq.

Lemma 3.3.40 (Rezolventní identita). Nechť A je Banachova algebra s jednotkou e a x P A. Pak pro každé
µ, ν P ρpxq platí Rµ ´Rν “ pν ´ µqRνRµ.

Důkaz. Nechť µ, ν P ρpxq jsou dány. Protože µe´ x komutuje s νe´ x, komutuje R´1
ν s Rµ. Dostáváme tak

Rµ ´Rν “RνR
´1
ν Rµ ´RνRµR

´1
µ “ RνRµR

´1
ν ´RνRµR

´1
µ

“ RνRµpR
´1
ν ´R´1

µ q “ RνRµpν ´ µqe “ pν ´ µqRνRµ.

Definice 3.3.41 (Funkční kalkulus). Nechť A je Banachova algebra s jednotkou e a x je prvek A. Je-li f P Holpσpxqq,
nalezneme cykl Γ ohraničující σpxq v Dompfq a položíme

fpxq “
1

2πi

ż

Γ

fpλqpλe´ xq´1 dλ.

Věta 3.3.42. Nechť A je Banachova algebra s jednotkou e a x je prvek A. Je-li f P Holpσpxqq, pak prvek fpxq je
dobře definován a nezáleží na volbě Γ.

Důkaz. Je-li γ prvek cyklu Γ, je zobrazení t ÞÑ Rλfpγptqqγ
1ptq spojité na Dompγq, a tedy

ş

γ
Rλfpλq dλ existuje dle

Důsledku 3.2.13.
Nechť Γ1,Γ2 jsou dva cykly ohraničující σpxq v Dompfq. Nechť ϕ P A˚ je libovolné. Pak je zobrazení λ ÞÑ

ϕpfpλqRλq holomorfní na ρpxq. Položme Ω “ Dompfqzσpxq. Pak platí

IndΓ1
pαq “ IndΓ2

pαq “

#

1, α P σpxq,

0, α P CzDompfq.

Podle Cauchyovy věty tedy platí

1

2πi

ż

Γ1

ϕpfpλqRλq dλ “
1

2πi

ż

Γ2

ϕpfpλqRλq dλ.

Jelikož ϕ bylo libovolné,
1

2πi

ż

Γ1

fpλqRλ dλ “
1

2πi

ż

Γ1

fpλqRλ dλ

dle Věty 3.2.14.
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Lemma 3.3.43. Nechť A je Banachova algebra, pΩ,Σ, µq je měřitelný prostor s konečnou, úplnou mírou µ a
f : Ω Ñ A je integrovatelná funkce. Pak pro každé x P A platí

x

ˆ
ż

Ω

fpωq dω

˙

“

ż

Ω

xfpωq dω a
ˆ
ż

Ω

fpωq dω

˙

x “

ż

Ω

fpωqx dω.

Důkaz. Daný prvek x P A interpretujeme jako operátor levého, respektive pravého násobení, tj. uvažujeme operá-
tory Lx : y ÞÑ xy a Rx : y ÞÑ yx. Věta 3.2.14 pak dává

x

ˆ
ż

Ω

fpωq dω

˙

“ Lx

ˆ
ż

Ω

fpωq dω

˙

“

ż

Ω

Lxpfpωqq dω “

ż

Ω

xfpωq dω.

Obdobně odvodíme druhou rovnost.

Věta 3.3.44. Nechť A je Banachova algebra s jednotkou e a x je prvek A. Zobrazení Φ: Holpσpxqq Ñ A definované
v Definici 3.3.41 má následující vlastnosti. (Píšemm fpxq “ Φpfq pro f P Holpσpxqq.)

(a) Je to algebraický homomorfizmus algebry Holpσpxqq do A, který splňuje Φp1q “ e a Φpidq “ x.

(b) Pokud tfnu je posloupnost v Holpσpxqq lokálně stejnoměrně konvergující k f P Holpσpxqq, platí fnpxq Ñ fpxq.

(c) Prvek fpxq je invertibilní právě tehdy, když fpλq ‰ 0 pro každé λ P σpxq.

(d) Platí σpfpxqq “ fpσpxqq (věta o obrazu spektra).

(e) Pokud g P Holpσpfpxqqq, platí pg ˝ fqpxq “ gpfpxqq.

(f) Pokud y P A komutuje s x, pak komutuje i s fpxq.

Důkaz. (a) Nechť Γ “ Reit, t P r0, 2πs, kde R ą }x}. Pak Γ ohraničuje σpxq v Domp1q “ C a pro každé ϕ P A˚
platí

ϕpp1qpxqq “ ϕ

ˆ

1

2πi

ż

Γ

Rλ dλ

˙

“
1

2π

ż

Γ

ϕpRλq dλ “
1

2π

ż

Γ

8
ÿ

n“0

ϕpxnq

λn`1
dλ

“

8
ÿ

n“0

ϕpxnq
1

2πi

ż

Γ

1

λn`1
dλ “ ϕpeq.

Jelikož ϕ bylo libovolné, máme požadovanou identitu p1qpxq “ e.
Podobně pro funkci fpλq “ λ dostaneme pro ϕ P A˚ podobným výpočtem

ϕppidqpxqq “
1

2πi

ż

Γ

ϕpλRλq dλ “
8
ÿ

n“0

ϕpxnq
1

2πi

ż

Γ

λ

λn`1
dλ “ ϕpxq.

Tím je druhá část tvrzení (a) ověřena.
Linearita Φ je zjevná. Nechť f, g P Holpσpxqq jsou dány a nechť jsou definovány na otevřené množině Ω obsahující

σ9xq. Nalezneme otevřenou mnnožinu U Ă C splňující σpxq Ă U Ă U Ă Ω. Dále nechť Γ je cyklus ohraničující σpxq
v U a nechť Υ je cyklus ohraničující U ve Ω. Označíme-li

y “
1

2πi

ż

Υ

gpµqRµ dµ

a interpretujeme-li y jako operátor násobení zprava na A, tj. Mypzq “ zy, z P A, dostaneme prvek LpAq. Použijeme
pak (dvakrát) Lemma 3.3.43 a Lemma 3.3.40 a obdržíme Pak platí

fpxqgpxq “

ˆ

1

2πi

ż

Γ

fpλqRλ dλ

˙

¨

ˆ

1

2πi

ż

Υ

gpµqRµ dµ

˙

“

ˆ

1

2πi

ż

Γ

fpλqRλ dλ

˙

y

“
1

2πi

ż

Γ

fpλqRλy dλ “
1

2πi

ż

Γ

ˆ
ż

Υ

fpλqgpµqRλRµ dµ

˙

dλ

“
1

p2πiq2

ż

Γ

ˆ
ż

Υ

fpλgpµq
Rλ ´Rµ
µ´ λ

˙

dλ

“
1

p2πiq2

ˆ
ż

Γ

fpλqRλ

ˆ
ż

Υ

gpµq

µ´ λ
dµ

˙

´

ż

Γ

ż

Υ

fpλq

µ´ λ
gpµqRµ dµ dλ

˙

.

Jelikož
ż

Γ

ż

Υ

fpλq

µ´ λ
gpµqRµ dµ dλ “

ż

Υ

gpµq

ˆ
ż

Γ

fpλq

µ´ λ
dλ

˙

Rµ dµ

“

ż

Υ

gpµq p´fpµq IndΓpµqqRµ dµ “ 0
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a
ż

Υ

gpµq

µ´ λ
dµ “ p2πiqgpλq,

platí

fpxqgpxq “
1

2π

ż

Γ

fpλqgpλqRλ dλ “ pfgqpxq.

(b) Pokud fn
loc
Ñ f , pak pro cykl Γ ohraničující σpxq v Dompfq platí

}fnpxq ´ fpxq} “

›

›

›

›

ż

Γ

pfnpλq ´ fpλqqRλ dλ

›

›

›

›

ď

ż

DompΓq

}fn ´ f}8
›

›RΓptq

›

›

ˇ

ˇΓ1ptq
ˇ

ˇ dt,

a tedy fnpxq Ñ fpxq.
(c) „ ùñ “ Nechť fpλ0q “ 0 pro nějaké λ0 P σpxq. Pak lze psát fpλq “ pλ0 ´ λqgpλq, kde g P Holpσpxqq. Pak

pλ0e´ xqgpxq “ Φppλ0 ´ idqgq “ Φpfq “ Φpgpλ0 ´ idqq “ gpxqpλ0e´ xq.

Dle Tvrzení 3.3.22(a2) tak fpxq není invertovatelný, neboť pλ0e´ xq
´1 neexistuje.

„ðù“ Je-li f nenulové na σpxq, je funkce 1
f P Holpσpxqq. Díky (a) pak máme

e “ fpxq

ˆ

1

x

˙

pxq “

ˆ

1

f

˙

pxqfpxq,

a prvek fpxq je proto invertovatelný.
(d) Tvrzení plyne použitím (c) z následujících ekvivalencí:

λ0 P σpfpxqq ðñ λ0e´ fpxq nemá inverziðñ pλ01´ fqpxq nemá inverzi
ðñ Dµ0 P σpxq : λ0 ´ fpµ0q “ 0 ðñ λ0 P σpfpxqq.

(e) Nechť Ω0,Ω1 jsou omezené, otevřené množiny takové, že

• σpxq Ă Ω0, f holomorfní na Ω0 a Dompfq “ Ω0,
• fpσpxqq Ă Ω1 a g je holomorfní na Ω1,
• g ˝ f je holomorfní na Ω0.

Nalezneme otevřenou množinu U splňující fpσpxqq Ă U Ă U Ă Ω1 a cykl Γ1 ohraničující U v Ω1. Označíme-li
W “ f´1pUq, dostaneme otevřenou množinu splňující σpxq ĂW ĂW Ă Ω0. Nechť Γ0 je cykl ohraničující W v Ω0.

Pro ν P Γ˚1 je funkce λ ÞÑ 1
ν´fpλq holomorfní na W a platí

pνe´ fpxqq´1 “
1

2πi

ż

Γ0

1

ν ´ fpλq
Rλ dλ.

Dále platí

gpfpxqq “
1

2πi

ż

Γ1

gpνqpνe´ fpxqq´1 dν.

Kombinací těchto rovností dostaneme

gpfpxqq “
1

2πi

ż

Γ1

gpνq

ˆ
ż

Γ0

1

ν ´ fpλq
Rλ

˙

dµ “
1

2πi

ż

Γ0

ˆ
ż

Γ1

gpνq

ν ´ fpλq
dν

˙

dλ

“
1

2πi

ż

Γ0

gpfpλqqRλ dλ “ pg ˝ fqpxq.

(f) Nechť y komutuje s x. Pak y komutuje i se všemi Rλ, λ P ρpxq, a tedy použitím Lemmatu 3.3.43 dostáváme

yfpxq “

ż

Γ

fpλqyRλ dλ “

ż

Γ

fpλqRλy dλ “ fpxqy.

Věta 3.3.45 (Runge). Nechť S značí jednobodovou kompaktifikaci C. Nechť Ω Ă C je otevřená množina a nechť
A Ă SzΩ obsahuje po jednom bodu z každé komponenty souvislosti SzΩ. Nechť f je holomorfní na Ω. Pak existuje

posloupnost tRnu racionálních funkcí s póly pouze v množině A taková, že Rn
loc
Ñ f na Ω.

Věta 3.3.46. Nechť A je Banachova algebra s jednotkou e a x je prvek A. Pokud zobrazení rΦ: Holpσpxqq Ñ A

splňuje (a) a (b) předchozí věty, platí rΦ “ Φ.
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Důkaz. Nechť f P Holpσpxqq je libovolná funkce. Označme Ω “ Dompfq. Dle Rungeovy věty existuje posloupnost
racionálních funkcí tRnu s póly mimo množinu Ω, která konverguje lokálně stejnoměrně k f na Ω. Jelikož rΦ splňuje
(a) a je to algebraický homomorfizmus, rΦpRnq “ ΦpRnq. Použitím vlstnosti (b) dostaneme rΦpfq “ Φpfq.

Věta 3.3.47. Nechť A Banachova algebra s jednotkou ea x je prvek A. Pokud σpxq neodděluje 0 od 8, x má v A
logaritmus a odmocniny všech řádů.

Důkaz. Dle předpokladu leží 0 v neomezené komponentě množiny ρpxq. Existuje tak jednoduše souvislá otevřená
množina Ω Ą sigmapxq a holomorfní funkce f na Ω, která splňuje λ exppfpλqq pro λ P Ω. Pak exppfpxqq “ x a
prvek y “ fpxq je tak hledaný element.

Uvažujeme-li pro n P N prvek yn “ exp
`

y
n

˘

, máme nalezenu n-tou odmocninu.

3.3.4 Ideály a homomorfizmy
Definice 3.3.48. Nechť A a je algebra a I Ă A je podprostor. Pak I je levý ideál, pokud xi P I pro každé x P A
a i P I. Obdobně se definuje pravý ideál. Pokud je I pravý i levý ideál, nazýváme ho oboustranným ideálem (či
jenom ideálem) Ideál je vlastní, pokud není roven A. Maximální ideál je takový ideál, který není striktně obsažen
v žádném vlastním ideálu.

Úmluva 3.3.49. V dalším budeme uvažovat pouze vlastní ideály.

Lemma 3.3.50. Nechť A je algebra s jednotkou a I je ideál v A. Pak faktorprostor A{I s násobením rxsrys “ rxys,
x, y P A, je algebra a kvocientové zobrazení q : AÑ A{I je homomorfizmus.

Důkaz. Násobení je dobře definováno, neboť

rxsrys “ px` Iqpy ` Iq “ xy ` xI ` Iy ` II “ xy ` I.

Druhá část tvrzení je zjevná.

Tvrzení 3.3.51. Nechť A je Banachova algebra a I je uzavřený ideál v A. Pak A{I je Banachova algebra.

Důkaz. Vzhledem k Větě 1.1.20 stačí ověřit nerovnost }rx1srx2s} ď }rx1s} rx2s. Máme-li tedy x1, x2 P A dány, pro
ε ą 0 nalezneme i1, i2 P I takové, že }xj ` ij} ď }rxjs} ` ε, j “ 1, 2. Pak

}rx1x2s} “ }rx1x2s} ď }px1 ` i1qpx2 ` i2q} ď }x1 ` i1} }x2 ` i2} ď p}rx1s} ` εqp}rx2s} ` εq.

Věta 3.3.52. Nechť A je algebra s jednotkou e. Pak platí následující tvrzení.

(a) Každý ideál je obsažen v maximálním ideálu.

(e) Je-li A Banachova algebra a I je ideál v A, I je ideál a každý maximální ideál je uzavřený.

Důkaz. (a) Položme
J “ tJ Ă A : J Ą I je ideál, e R Ju.

Pak I P J (ideál I je vlastní, a tedy e R I) a J splňuje předpoklady Zornova lemmatu. (Snadno se ověří, že je-li
R Ă J řetězec, je

Ť

R horní závora R v J .)
Existuje tedy maximální prvek J P J . Ukažme, že je maximální. Nechť M Ą J je ideál. Zjevně e R M , a tedy

M není vlastní. Z maximality J v J plyne M “ J , a tedy J je maximální ideál.
(b) Přímočarým způsobem se ověří, že I je ideál. Je třeba ukázat, že je vlastní. K tomuto účelu postačí ukázat,

že I XGpAq “ H. Vskutku, pokud x P I je invertovatelný, platí e “ x´1x P I. Pak y “ ye P I pro každé y P A, tj.
I “ A, což je spor.

Definice 3.3.53. Nechť A je algebra. Zobrazení ϕ : A Ñ C nazveme multiplikativním funkcionálem, pokud se
jedná o algebraický homomorfizmus, tj. ϕ je lineární a ϕpxyq “ ϕpxqϕpyq, x, y P A.

Množinu všech nenulových multiplikativních funkcionálů na A značíme ∆pAq.

Příklad 3.3.54. Nechť K je kompaktní topologický prostor a A “ CpKq. Nechť I značí systém všech uzavřených
ideálů v A a F systém všech neprázdných, uzavřených podmnožin K. Označme

FI “
č

tf´1p0q : f P Iu, I P I, a IF “ tf P A : f “ 0 an F u, F P F .

Pak platí následující tvrzení.

(a) Zobrazení Φ: I Ñ FI je bijekce I na F .
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(b) Pro každý maximální ideál I existuje právě jedno x P K splňující I “ Itxu.

Důkaz. (a) Je-li F Ă K uzavřená, neprázdná množina, je zjevně IF uzavřený ideál. Jelikož 1 R IF , platí IF ‰ A.
Nechť I je uzavřený ideál v A a F “ FI . Pak zjevně I Ă FI .
Krok 1. Ukážeme, že každé g P CpKq splňující spt g X F “ H je v I.
Mějme tedy takové g dáno. Nalezneme otevřenou množinu U Ă K splňující spt g Ă U Ă U Ă KzF . Pro každé

x P U nalezneme fx P I a okolí Ux obsahující x takové, že fx ‰ 0 na Ux. Díky kompaktnosti U nalezneme C Ă U
konečnou, pro kterou platí U Ă

Ť

xPC Ux. Jelikož pro každé x P U platí |fx|
2
“ fxfx P I, funkce

h “
ÿ

xPC

|fx|
2

též náleží do I. Navíc je h ą 0 na U . Položme

fpxq “

#

0, x P KzU,
gpxq
hpxq , x P U.

Jelikož je spt g Ă U a h ą 0 na U , leží f v CpKq. Dále máme g “ fh, a tedy g P I.
Speciálně tak dostáváme, že F ‰ H. V opačném případě by totiž CpKq Ă I, což je spor.
Krok 2. Nechť f P IF je libovolné. Chceme dokázat, že f P I. Bez újmy na obecnosti předpokládejme, že f ‰ 0.

Vezměme libovolné ε P p0, }f}q a položme L “ tx P K : |fpxq| ě εu. Dostali jsme tak neprázdnou, kompaktní
podmnožinu K disjunktní s F . Dle Lemmatu 9.1.42 existuje g P CpKq s hodnotami v r0, 1s, která splňuje g “ 1 na
L, g “ 0 na F a spt gXF “ H. Pak sptpfgq XF “ H, a tedy dle prvního kroku platí fg P I. Jelikož }fg ´ f} ď ε,
dostáváme z uzavřenosti I, že f P I.

Dohromady tedy máme I “ IF .
Krok 3. Nechť nyní F Ă K je neprázdná uzavřená množina. Položme I “ IF a H “ ΦpIq. Pak pro x P F a

f P I platí fpxq “ 0, a tedy F Ă H. Abychom ověřili obrácenou inkluzi, vezměme x P KzH (pokud F “ K, inkluze
H Ă F platí triviálně). Dle Lemmatu 9.1.42 existuje f P CpKq splňující fpxq “ 1 a f “ 0 na F . Pak f P I, ale
fpxq ‰ 0. Tedy x R H. Proto F “ H.

Tvrzení (a) je tak dokázáno.
(b) Zjevně pro každé x P K platí

Itxu “ Ker εx,

kde εx P A˚ je definován jako εxpfq “ fpxq, f P A. Ideál Itxu má tedy kodimenzi 1, a proto je maximální.
Obráceně, je-li I maximální ideál v A, existuje uzavřená neprázdná množina F v K, pro kterou platí I “ IF .

Pokud by F obsahovala dva různé body, řekněme x a y, ideál Itxu by pak byl ideál striktně obsahující I, což by byl
spor s maximalitou I. Množina F je proto jednobodová, a důkaz je tak hotov.

Tvrzení 3.3.55. Nechť A je algebra. Pak platí následující tvrzení.

(a) Má-li A jednotku e, pro každé ϕ P ∆pAq platí ϕpeq “ 1.

(a) Každý prvek ϕ P ∆pAq má jednoznačné rozšíření na rϕ P ∆pAeq.

(b) Platí ∆pAeq “ trϕ : ϕ P ∆pAqu Y tϕ8u, kde ϕ8px, λq “ λ, px, λq P Ae.

Důkaz. (a) Jelikož ϕpeq “ ϕpe2q “ pϕpeqq2, platí ϕpeq “ 0, nebo ϕpeq “ 1. V prvním případě pak máme

ϕpxq “ ϕpexq “ ϕpeqϕpxq “ 0, x P A,

což je ve sporu s nenulovostí ϕ.
(b) Je-li ϕ prvek ∆pAq, položíme rϕpx, λq “ ϕpxq ` λ, px, λq P Ae. Přímočaře se ověří, že rϕ je homomorfizmus.

(Pro px, αq, py, βq P Ae totiž platí

rϕppx, αqpy, βqq “ rϕppxy ` βx` αy, αβqq “ ϕpxy ` βx` αyq ` αβ “ ϕpxqϕpyq ` βϕpxq ` αϕpyq ` αβ

“ pϕpxq ` αqpϕpyq ` βq “ rϕpx, αqrϕpy, βq.q

Jelikož
rϕpxq “ rϕpxeq “ rϕpxqrϕpeq “ rϕpxq, x P A,

je rϕ dokonce nenulový na A. Tedy rϕ P ∆pAeq.
Pokud ψ P ∆pAeq je též rozšíření ϕ na Ae, máme ψpeq “ 1 dle (a). Tedy ψ “ rϕ.
(c) Pokud máme ψ P ∆pAeq, pak ϕ “ ψ|A je homomorfizums na A. Pokud ϕ ‰ 0, je ϕ P ∆pAq, a tedy ψ “ rϕ.

V opačném případě je ψ “ 0 na A, což ale díky nenulovosti ψ znamená ψ “ ϕ8.

Tvrzení 3.3.56. Nechť A je Banachova algebra. Pak platí následující tvrzení.

(a) Pro každé x P A a ϕ P ∆pAq platí |ϕpxq| ď rpxq.
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(b) Pokud A má jednotku e, pak ϕ ‰ 0 na GpAq pro každé ϕ P ∆pAq.

(c) Pro každé x P A a ϕ P ∆pAq platí ϕpxq Ă σpxq.

(d) Platí ∆pAq Ă BA˚ .

(e) Pokud A má jednotku e, pak ∆pAq Ă SA˚ .

Důkaz. (a) Nechť x P A a ϕ P ∆pAq.
Krok 1. Předpokládejme nejprve, že A má jednotku e. Nechť λ P C splňuje |λ| ą rpxq. Pak

r
´x

λ

¯

“ inf
nPN

›

›

›

´x

λ

¯n›
›

›

1
n

“
1

|λ|
inf
nPN

}xn}
1
n “ |1| |λ|rpxq ă 1,

a tedy λe´ x “ λpe´ x
λ q P GpAq.

Pak platí λe´ x ‰ 0. Vskutku, v opačném případě bychom totiž dostali

ϕpeq “ ϕppλe´ xqpλe´ xq´1q “ 0,

což implikuje, že ϕ “ 0 na A.
Tedy ϕpxq ‰ λ. Proto |ϕpxq| ď rpxq.
Krok 2. Pokud A nemá jednotku, uvažujme Ae a rϕ. Pak

|ϕpxq| “ |rϕpx, 0q| ď rAepx, 0q “ rApxq.

(b) Pokud ϕpxq “ 0 pro nějaký invertovatelný prvek x P A, máme

ϕpeq “ ϕpxqϕpx´1q “ 0,

což je spor s Tvrzením 3.3.55(a).
(c) Nechť x P A a ϕ P ∆pAq jsou dány.
Krok 1. Nechť nejprve A má jednotku e. Uvažujme libovolné λ P ρpxq. Pak λe´ x P GpAq, a tedy ϕpxq ‰ λ dle

(b). Proto ϕpxq P σpxq.
Krok 2. Nemá-li A jednotku, uvažujme algebru Ae a rϕ. Z prvního kroku již víme, že

ϕpxq “ rϕpx, 0q P σAepxq.

Jelikož σApxq “ σAepxq dle definice, je tvrzení dokázáno.
(d) Jelikož rpxq ď }x}, pro ϕ P ∆pAq platí dle (a)

|ϕpxq| ď rpxq ď }x} .

Tedy }ϕ} ď 1.
(e) Dle Tvrzení 3.3.55(a) je }ϕ} ě |ϕpeq| “ 1.

Lemma 3.3.57. Nechť A je komutativní Banachova algebra s jednotkou e a x P A není invertovatelný. Pak xA je
ideál v A.

Důkaz. Pro každé y P A a a P A platí

ypxaq “ xpyaq “ xpayq “ pxaqy P xA,

a tedy je xA ideál. Dále xA X GpAq “ H, neboť v opačném případě by pro prvek z P xA X GpAq tvaru z “ xa
platilo, že x i a jsou invertovatelné (viz Tvrzení 3.3.22(a)), což je spor.

Věta 3.3.58. Nechť A je komutativní Banachova algebra s jednotkou e. Pak zobrazení Φ: ϕ ÞÑ Kerϕ je bijekce
mezi ∆pAq a maximálními ideály.

Důkaz. Krok 1. Mějme nejprve ϕ P ∆pAq dáno. Pak Kerϕ je ideál kodimenze 1, a tedy je maximální.
Splňují-li nyní dva prvky ϕ,ψ P ∆pAq vztah I “ Kerϕ “ Kerψ, pak existuje c P C takové, že ψ “ cϕ (viz

Lemma 3.1.82). Jelikož ϕpeq “ ψpeq “ 1 a A “ I ‘ spantuu, platí ϕ “ ψ.
Krok 2. Nechť M je maximální ideál. Dle Věty 3.3.52 je M uzavřený. Tedy B “ A{M je komutativní Bana-

chova algebra a kvocientové zobrazení q : A Ñ B je homomorfizmus. Ukážeme, že každý nenulový prvek v B je
invertovatelný. Pro spor předpokládejm, že rxs P Bzt0u není invertovatelné. Pak C “ rxsB je vlastní ideál v B dle
Lemmatu 3.3.57. Pak q´1pCq je ideál, který neobsahuje e a striktně obsahuje M (platí x P q´1pCqzM). To je však
spor s maximalitou M .

Tedy GpBq “ Bzt0u, což dle Banachovy-Mazurovy věty 3.3.27 znamená, že B je homomorfní s C. Označíme-li
j : B Ñ C tento homomorfizmus, je ϕ “ i ˝ q prvek ∆pAq splňující M “ Kerϕ.
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Příklad 3.3.59. Nechť K je lokálně kompaktní topologický prostor a A “ C0pKq. Nechť ε : K Ñ ∆pAq značí
zobrazení přiřazující každému x P K funkcionál εx, tj. Dirakovu míru v bodě x. Pak ε je homeomorfizmus K a
∆pAq.

Důkaz. Krok 1. Zjevně platí εpKq Ă ∆pAq.
Krok 2. Nechť nejprve K je kompaktní, tj. A “ CpKq. Máme-li ϕ P ∆pAq, je dle Věty 3.3.58 jádro Kerϕ

maximální ideál v A. Za pomoci Příkladu 3.3.54 existuje bod x P K splňující

Kerϕ “ Itxu “ tf P A : fpxq “ 0u “ Ker εx.

Dle Lemmatu 3.1.82 existuje c P C takové, že ϕ “ cεx. Jelikož ϕ je multiplikativní, platí c “ 1, tj. ϕ “ εx.
Není-li K kompaktní, nechť αK je jednobodová kompaktifikace K. Pak A je uzavřená podalgebra CpαKq.

Uvažujme algebru Ae a zobrazení Ψ: CpαKq Ñ Ae definované jako

Ψpfq “ pf ´ fpαq, fpαqq, f P CpKq.

Pak Ψ je izomorfizmus CpKq a Ae, a tedy lze prvek rϕ P ∆pAeq uvažovat jako prvek ∆pCpKqq. Jako výše použijeme
Příklad 3.3.54 k nalezení bodu x P αK splňujícího rϕ “ εx. Jelikož Čvarphi je nenulové na A, platí x P K.

Krok 2. Ukážeme, že ε je homeomorfizmus. Nechť txiu je net v K konvergující k nějakému x v K. Pak pro
každou f P A platí

εxipfq “ fpxiq Ñ fpxq “ εxpfq,

tj. εxi
w˚
Ñ εx. Zobrazení ε je tedy spojité.

Obráceně, nechť εxi
w˚
Ñ εx, kde tεxiuiPI je net v ∆pAq a εx P ∆pAq. Nechť U je libovolné okolí x. Nalezneme

otevřenou množinu V splňující x P V Ă V Ă U . Použitím Lemmatu 9.1.42 sestrojíme funkci f : K Ñ r0, 1s, jejíž
nosič je obsažen ve V , a která splňuje fpxq “ 1. Jelikož

W “ tx˚ P A˚ : |x˚pfq ´ εxpfq| ă
1

4
u

je w˚-otevřené okolí εx, existuje index i0 P I takový, že |εxipfq ´ εxpfq| ă
1
4 pro i ě i0. Pak pro tato i platí

|fpxiq| ‰ 0, a tedy xi P V . Proto xi Ñ x a zobrazení ε´1 je též spojité. Tím je důkaz dokončen.

Příklad 3.3.60. Nechť n P Nzt1u a A “ LpXq, kde dimX “ n. Pak ∆pAq “ H.

Důkaz. Nechť n P Nzt1u je pevné. Pro i, j P t1, . . . , nu označme jako eij matici, která má hodnotu 1 na pozici pi, jq
a 0 jinak. Nechť e značí jednotkovou matici a 0 nulovou matici. Pak platí

eijekl “

#

ei,j , i “ j “ k “ l,

0, jinak,

a teij : i, j P t1, . . . , nuu je báze prostoru LpXq.
Nechť ϕ P ∆pAq. Pak existují čísla cij P C, i, j P t1, . . . , nu, taková, že ϕpxq “

řn
i,j“1 cijxij , kde x P LpXq je

vyjádřeno jako x “
řn
i,j“1 xijeij . Jelikož pro i ‰ j platí

cijcij “ ϕpeij0ϕpeijq “ ϕpeijeijq “

#

cii, i “ j,

0, jinak,

dostáváme cij “ 0 pro i ‰ j.
Dále pro i P t1, . . . , n´ 1u platí ei,nen,i “ ei,i, a tedy

cii “ ϕpeiiq “ ϕpeineniq “ ϕpeinqϕpeniq “ cincni “ 0.

Nakonec rovnost en1e1n “ enn implikuje

cnn “ ϕpennq “ ϕpen1qϕpe1nq “ cn1c1n “ 0.

Tím je důkaz dokončen.

Věta 3.3.61. Nechť A je komutativní Banachova algebra. Uvažujme ∆pAq jako podmnožinu pBA˚ , w˚q. Pak platí
následující tvrzení.

(a) Prostor ∆pAq je lokálně kompaktní.

(b) Má-li A jednotku, je ∆pAq kompaktní.
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(c) Označme r∆pAq “ trϕ : ϕ P ∆pAqu. Pak platí, že ∆pAeq “ r∆pAq Y tϕ8u a je to jednobodová kompaktifikace
r∆pAq. Navíc je zobrazení Φ: ∆pAq Ñ ∆pAeq, kde Φpϕq “ rϕ, homeomorfizmus.

Důkaz. (a) Ukážeme, že ∆pAq
w˚

Ă ∆pAqYt0u. To však snadno plyne z faktu, že prvek ∆pAq
w˚

je též multiplikativní
funkcionál. Je tedy buď obsažen v ∆pAq, anebo je nulový.

Z tohoto pozorování již plyne lokální kompaktnost ∆pAq. Je-li totiž ϕ P ∆pAq dáno, nalezneme jeho w˚-
kompaktní okolí U v BA˚ , které neobsahuje 0. Pak U X∆pAq je w˚-kompaktní okolí ϕ v ∆pAq.

(b) Je-li e jednotka A, pak ∆pAq Ă tx˚ P BA˚ : x˚peq “ 1u, což je w˚-uzavřená množina neobsahující 0. Z (a)

nyní plyne ∆pAq
w˚

“ ∆pAq,a tedy je ∆pAq kompaktní.
(c) Ukážeme, že Φ je homeomorfizmus. Zjevně je zobrazení Φ´1 spojité, neboť Φprϕq “ rϕ|A “ ϕ, ϕ P ∆pAq. Je-li

nyní tϕiu net v ∆pAq konvergující k ϕ P ∆pAq, pro px, αq P Ae platí

rϕipx, αq “ ϕipxq ` αÑ ϕpxq ` α “ rϕpx, αq.

Zobrazení Φ je tedy také spojité. Jedná se proto o homeomorfizmus.
Jelikož

r∆pAq
w˚

Ă ∆pAeq
w˚

“ ∆pAeq “ r∆pAq Y tϕ8u,

argumentací analogickou té v tvrzení (a) ověříme lokální kompaktnost prostoru r∆pAq a fakt, že ∆pAeq je jeho
jednobodová kompaktifikace.

3.3.5 Gelfandova reprezentace
Definice 3.3.62. (a) Nechť A je komutativní Banachova algebra. Zobrazení

ΓA : AÑ C0p∆Aq,

x ÞÑ εx|∆pAq,

se nazývá Gelfandova transformace A. Prvek Γx se někdy značí jako px. Nebude-li hrozit nedorozumění, budeme
psát pouze Γ místo ΓA.

(b) Radikál A je definován jako

RadpAq “
č

tKerϕ : ϕ P ∆pAqu p“
č

tI : I maximální modulární ideál v Au.

Algebra A se nazývá polojednoduchá, pokud RadA “ t0u.

Věta 3.3.63. Nechť A je komutativní Banachova algebra a x P A.

σApxqzt0u Ă Rng px Ă σApxq.

Pokud A má jednotku e, platí σApxq “ Rng px.

Důkaz. Krok 1. Nechť nejprve A má jednotku e. Pak ϕpxq Ă σpxq pro každé ϕ P ∆pAq dle Tvrzení 3.3.56(c). Pokud
λ P σpxq je dáno, prvek λe´ x není invertovatelný. Dle Lemmatu 3.3.57 je pλe´ xqA vlastní ideál, který lze podle
Věty 3.3.52(d) vložit do nějakého maximálního ideálu (každý ideál v A je modulární díky Větě 3.3.52(a)). Pak
existuje ϕ P ∆pAq splňující ϕ “ 0 na pλe´ xqA (viz Věta 3.3.58). Pak platí

0 “ ϕpλe´ xq ¨ 1 “ ϕpλe´ xqϕpeq “ ϕpλe´ xq “ λ´ ϕpxq.

Tedy ϕpxq “ λ. Dohromady máme, že Rng rx “ σpxq.
Krok 2. Nechť nyní A nemá jednotku. Pak použitím prvního kroku dostáváme

σApxqzt0u “ σAepxqzt0u “ pΓAexqp∆pAeqqzt0u Ă pΓAexqp∆pAeqq “ σAepxq “ σApxq.

Jelikož ∆pAeq “ r∆pAq Y tϕ8u (viz Věta 3.3.61(c)), platí pro ψ P ∆pAeq

pΓAexqpψq “

#

ϕpxq, ψ “ rϕ pro nějaké ϕ P ∆pAq,

0, ψ “ ϕ8.

Dostáváme proto, že množiny Rng ΓAex a Rng ΓAx se liší nejvýše o číslo 0. Z tohoto faktu již plyne požadovaný
závěr.

Důsledek 3.3.64. Nechť A je komutativní Banachova algebra a x P A, pak px “ 0 právě tehdy, když rpxq “ 0.
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Důkaz. Plyne ihned z Věty 3.3.63.

Věta 3.3.65. Nechť A je komutativní Banachova algebra. Pak platí následující tvrzení.

(a) Platí ΓpAq Ă C0p∆pAqq, }Γ} ď 1 a }px}C0p∆pAqq
“ rpxq pro každé x P A.

(b) Zobrazení Γ je algebraický homomorfizmus A do C0p∆pAqq a ΓpAq separuje body ∆pAq.

(c) Nechť

r “ inft

›

›x2
›

›

A

}x}
2
A

: x P Azt0uu a s “ inft
}px}C0p∆pAqq

}x}A
: x P Azt0uu.

Pak s2 ď r ď s ď 1.

(d) Zobrazení Γ je izometrie právě tehdy, když
›

›x2
›

› “ }x}
2, x P A.

(e) Algebra A je polojednoduchá a ΓpAq je uzavřená právě tehdy, když existuje K ą 0 takové, že }x}2 ď K
›

›x2
›

›,
x P A.

Důkaz. (a) Jelikož je εx spojitá funkce na pBA˚ , w˚q, je px spojitá funkce na ∆pAq. Dále εxp0q “ 0, přičemž 0 je
kompaktifikující bod ∆pAq (viz Věta 3.3.61(a)). Tedy px P C0p∆pAq. Dále máme dle Důsledku 3.3.63 odhad

}px} “ supt|ϕpxq| : ϕ P ∆pAqu “ supt|λ| : λ P Rng pxu ď rpxq ď }x} , x P A.

Tedy }Γ} ď 1. Poslední tvrzení plyne z Věty 3.3.63.
(b) Zjevně je Γ lineární. Dále pro x, y P A a ϕ P ∆pAq platí

xxypϕq “ ϕpxyq “ ϕpxqϕpyq “ pxpϕqpypϕq,

což znamená, že Γ zachovává násobení.
Pokud ϕ1, ϕ2 jsou dva různé elementy v ∆pAq, existuje x P A splňující ϕ1pxq ‰ ϕ2pxq. Tedy px separuje ϕ1 od

ϕ2.
(c) Zřejmě platí s ď 1. Dále máme

}px}C0p∆pAqq
ě s }x} ,

a tedy
›

›x2
›

›

A
ě

›

›

›

xx2
›

›

›

C0p∆pAqq
“
›

›ppxq2
›

›

C0p∆pAqq
“ }px}

2
C0p∆pAqq

ď s2 }x}
2
A .

Tedy s2 ď r.
Konečně platí r ď s, neboť pro každé n P N máme z nerovnosti

›

›z2
›

›

A
ě r }z}

2 platné pro každé z P A odhad

›

›

›
x2n

›

›

›

A
ě r2n´1 }x}

2n

A .

Úpravou odvodíme
›

›

›
x2n

›

›

›

1
2n

A
ě r1´2´n }x}A ,

což díky Větě 3.3.25(d) znamená rpxq ě r }x}A. Díky (a) pak máme

}px}C0p∆pAqq
“ rpxq ě r }x}A ,

z čehož nerovnost r ď s plyne.
(d) Dle (c) platí

Γ je izometrie ðñ @x P A : }px}C0p∆pAqq
“ }x}A ðñ s “ 1 ðñ r “ 1 ðñ @x P A :

›

›x2
›

›

A
“ }x}

2
A .

(e) „ ùñ “ Dle předpokladu je Γ: A Ñ ΓpAq spojité, prosté zobrazení Banachova prostoru A na Banachův
prostor ΓpAq, a tedy je dle Věty 1.3.7(a) invertovatelné. Existuje tedy C ą 0 takové, že }px}C0p∆pAqq

ě C }x} pro
každé x P A. To znamená, že s ą 0. Proto i r ą 0, takže konstanta k “ 1

r splňuje požadovnou nerovnost.
„ðù“ Dle předpokladu je r ą 0, což znamená, že také s ą 0. Jinými slovy máme, že Γ je zdola omezený operátor.

Dle Lemmatu 1.4.10 je Γ prosté zobrazení a jeho obor hodnot je uzavřený. Proto je A polojednoduchá.

Lemma 3.3.66. Nechť A,B jsou komutativní Banachovy algebry, které jsou algebraicky izomorfní. Pak ∆pAq a
∆pBq jsou homeomorfní.
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Důkaz. Nechť T : AÑ B je algebraický izomorfizmus. Pak algebraicky duální operátor

T# : ∆pBq Ñ ∆pAq,

T#ψpaq “ ψpTaq, ψ P ∆pBq, a P A,

indukuje bijekci mezi ∆pAq a ∆pBq. Označme ji Υ, tj. Υψ “ T# ˝ ψ pro ψ P ∆pBq. Dále platí, že

Υ spojité ðñ @a P A : εa ˝ T
# ˝ spojité na ∆pBq.

Ale to je zřejmé, neboť pro net tψiu v ∆pBq konvergující k ψ P ∆pBq máme

pεa ˝ T
#qqpψiq “ ψipTaq Ñ ψpTaq “ pεa ˝ T

#qψ.

Podobně ukážeme, že Υ´1 je spojité.

Věta 3.3.67. Nechť X,Y jsou lokálně kompaktní topologické prostory. Pak následující tvrzení jsou ekvivalentní.

(i) Banachovy algebry C0pXq a C0pY q jsou algebraicky izometricky izomorfní.

(ii) Algebry C0pXq a C0pY q jsou algebraicky izomorfní.

(iii) Topologické prostory X a Y jsou homeomorfní.

Důkaz. (i) ùñ (ii) je zřejmé.
(ii) ùñ (iii) Nechť C0pXq je algebraicky izomorfní s C0pY q pomocí zobrazení T#. Dle Lemmatu 3.3.66 jsou

prostory ∆pC0pXqq a ∆pC0pY qq homeomorfní. Použitím Příkladu 3.3.59 tak dostáváme, že X je homeomorfní s Y .
(ii) ùñ (iii) Je-li ϕ : X Ñ Y homeomorfizmus, je T : g ÞÑ g ˝ ϕ algebarický izometrický izomorfizmus C0pY q

na C0pXq.

Věta 3.3.68. Nechť A,B jsou Banachovy algebry, přičemž B je polojednoduchá a komutativní. Pak platí následující
tvrzení.

(a) Nechť ψ : AÑ B je homomorfizmus. Pak ψ je spojité.

(b) Nechť }¨}n je norma na B, se kterou je B Banachova algebra. Pak }¨}n je ekvivalentní s původní normou.

Důkaz. (a) Ověříme, že ψ je uzavřené zobrazení. Nechť tedy posloupnost tanu v A konverguje k nějakému a P A
a ψpanq Ñ b pro nějaké b P B. Vezměme libovolné ϕ P ∆pBq. Pak ϕ ˝ ψ P ∆pAq Y t0u, a tedy je ϕ ˝ ψ P A˚ (viz
Tvrzení 3.3.56(d)). Proto

ϕpbq “ lim
nÑ8

ϕpψpanqq “ lim
nÑ8

pϕ ˝ ψqpanq “ pϕ ˝ ψqpaq “ ϕpψpaqq.

Tedy ϕpbq “ ϕpψpaqq pro každé ϕ P ∆pAq. Jelikož je B polojednoduchá, b “ ψpaq.
Použitím Věty 1.3.9 tak důkaz zakončíme.
(b) Je-li }¨} původní norma na B, splňuje identické zobrazení I : pB, }¨}nq Ñ pB, }¨}q předpoklady tvrzení (a).

Je tedy I spojité, což znamená, že se jedná o izomorfizmus (viz Věta 1.3.7).

3.3.6 C˚-algebry

Definice 3.3.69. Nechť A je algebra. Zobrazení ˚ : AÑ A se nazývá involuce, pokud má následující vlastnosti:

• pa` bq˚ “ a˚ ` b˚, a, b P A,

• pλaq˚ “ λa˚, a P A, λ P C,
• pabq˚ “ b˚a˚, a, b P A,

• pa˚q˚ “ a, a P A.

Definice 3.3.70. Nechť A je algebra s involucí a x P A. Prvek x se nazývá

• normální, pokud xx˚ “ x˚x,

• samoadjungovaný (hermitovský), pokud x˚ “ x,

• nilpotentní, pokud existuje n P N takové, že xn “ 0.

Pokud A má jednotku e, prvek x je unitární, splňuje-li x˚x “ xx˚ “ e.

Definice 3.3.71. Nechť A je Banachova algebra s involucí. Pak A je C˚-algebra, pokud platí C˚-identita

}xx˚} “ }x}
2
, x P A. (3.23)
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Příklady 3.3.72. (a) Je-li K libovolná množina, je `8pKq s bodovým násobením a involucí f˚pxq “ fpxq, x P K,
f P `8pKq, C˚-algebra. Každá její uzavřená podalgebra, jež je uzavřená na involuci, je též C˚-algebra.

(b) Je-li K lokálně kompaktní topologický prostor, je Banachova algebra C0pKq s involucí f˚pxq “ fpxq, x P K,
f P C0pKq, C˚-algebra.

(c) Je-li H Hilbertův prostor, je Banachova algebra LpHq s involucí danou T ÞÑ T˚ (viz Defince 1.4.4) je
C˚-algebra.

(d) Je-li H Hilbertův prostor, je Banachova algebra KpHq s involucí zděděnou s LpHq též C˚-algebra.
(e) Na Banachově algebře ApDq (viz Příklad 3.3.13) je zobrazení dané jako f˚pzq “ fpzq, z P D, f P ApDq,

involuce. Algebra A nicméně není C˚-algebra.
(f) Nechť G je lokálně kompaktní, abelovská topologická grupa a A je Banachova algebra L1pGq (viz Pří-

klad 3.3.12). Pak je zobrazení f˚pxq “ fp´xq, x P G, f P L1pGq, involuce na A, se kterou je A C˚-algebra právě
tehdy, když G “ teu.

Důkaz. Tvrzení (a) a (b) jsou zřejmá.
(c) Vlastnosti involuce pro LpHq plynou z Věty 1.4.5. Rovnost (3.23) plyne též z Věty 1.4.5, neboť

}TT˚} ď }T } }T˚} “ }T }
2

a
}T }

2
“ }T˚}

2
“ sup
xPBH

}T˚x}
2
“ sup
xPBH

|xT˚x, T˚xy| “ sup
xPBH

|xTT˚x, xy| ď sup
xPBH

}TT˚x} }x} “ }TT˚} .

(d) Tvrzení plyne z Věty 1.4.20 a 1.4.3.
(e) Je-li f holomorfní na D, přímočaře se pomocí Cauchyovo–Riemannovo podmínek ověří, že f˚ je téže holo-

morfní. Tato involuce nicméně nesplňuje (3.23). Uvažujme funkce fpzq “ exppizq, z P C. Pak f˚pzq “ exppizq a
pro z “ a` ib, kde a, b P R, platí

|fpzq| “ |exppizq| “ |exppia´ bq| “ |exppiaq| |expp´bq| “ expp´bq a

|f˚pzq| “
ˇ

ˇ

ˇ
exppizq

ˇ

ˇ

ˇ
“ |exppia` bq| “ |exppiaq| |exppbq| “ exppbq.

Tedy
|fpzqf˚pzq| “ |fpzq| |f˚pzq| “ expp´bq exppbq “ 1, z “ a` ib P D.

Na druhou stranu pro z “ ´i máme |fp´iq| “ expp1q. Tedy C˚-identita pro tuto funkci f neplatí.
(f) Zobrazení ˚ : f Ñ f˚ je zjevně involuce. Zbývající část tvrzení bude ukázána v Sekci 3.4

Tvrzení 3.3.73. Nechť A je normovaná algebra s involucí, která splňuje }xx˚} ě
›

›x2
›

›. Pak norma na A splňuje
(3.23) a pro každé x P A platí

}x} “ }x˚} a }xx˚} “ }x} }x˚} “ }x˚x} .

Důkaz. Jelikož }x}2 ď }xx˚} ď }x} }x˚}, máme }x} ď }x˚}. Dále platí }x˚} ď }px˚q˚} ď }x}, tedy }x} “ }x˚}.
Proto }xx˚} ď }x} }x˚} “ }x}2 a (3.23) je splněna.

Druhá část tvrzení plyne z rovností

}x˚x} “ }x˚px˚q˚} “ }x˚}
2
“ }x}

2
.

Tvrzení 3.3.74. Nechť A je C˚-algebra bez jednotky. Pak na Ae existuje involuce rozšiřující involuci z A. Dále
lze normu A rozšířit na Ae takovým způsobem, že Ae je C˚-algebra, e má normu 1 a tato norma je ekvivalentní s
dřívější normou na Ae definovanou v Tvrzení 3.3.6.

Důkaz. Položíme-li
pa, λq˚ “ pa˚, λq, pa, λq P Ae,

obdržíme požadovanou involuci na Ae.
Každý prvek pa, λq P Ae lze chápat jako operátor Lpa,λq levého násobení na A, tj.

Tpa,λqpbq “ pa, λqpb, 0q “ ab` λb, b P A.

Definujme novou normu }¨}n na Ae jako
}pa, λq}n “

›

›Lpa,λq
›

›

LpAq
.

Krok 1. Je třeba ověřit, že }pa, λq}n “ 0 právě tehdy, když pa, λq “ 0. Předpokládejme, že ab`λb “ 0 pro každé
b P A. Pokud λ ‰ 0, platí pro u “ ´ a

λ formule

@b P A : b “ ub,
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tj. u je levá jednotka v A. Jelikož

u˚ “ uu˚ “ pu˚q˚u˚ “ puu˚q˚ “ pu˚q˚ “ u,

platí
@b P B : bu “ bu˚ “ pub˚q˚ “ pb˚q˚ “ b,

tj. u je i pravá jednotka. Prvek u je proto jednotka A, což je spor s předpokladem.
Proto λ “ 0. V tomto případě pak ale dostáváme ab “ 0 pro každé b P A, což speciálně znamená 0 “ }aa˚} “

}a}
2. Element a je proto nulový a }¨}n je vskutku norma na Ae.
Krok 2. Jelikož pro a P A nenulové platí

}pa, 0q}n “ sup
bPBA

}ab} ď }a}

a

}pa, 0q}n ě

›

›

›

›

a
a˚

}a}

›

›

›

›

“
1

}a}
}aa˚} “ }a} ,

platí }pa, 0q}n “ }a}, tj. }¨}n rozšiřuje normu z A.
Krok 3. Dále pro pa, λq P Ae platí

›

›pa, λqpa˚, λq
›

›

n
“
›

›paa˚ ` λa` λa˚, λλq
›

›

n
“ sup
bPBA

›

›aa˚b` λab` λa˚b` λλb
›

›

ě sup
bPBA

`

}b˚}
›

›aa˚b` λab` λa˚b` λλb
›

›

˘

“ sup
bPBA

›

›b˚aa˚b` λb˚ab` λb˚a˚b` λλb˚b
›

›

“ sup
bPBA

›

›pb˚a˚ ` λb˚qpab` λbq
›

› “ sup
bPBA

}pab` λbq˚qpab` λbq}

“ sup
bPBA

}ab` λb}
2
“ sup
bPBA

›

›Lpa,λqpbq
›

› “ }pa, λq}
2
n .

Jelikož je x ÞÑ Lx algebraický homomorfizmus Ae do LpAq (viz důkaz Tvrzení 3.3.7), je pA, }¨}nq normovaná algebra.
Dle Tvrzení 3.3.73 splňuje }¨}n identitu (3.23).

Krok 4. Pro jednotku Ae platí
}p0, 1q}n “ sup

bPBA

}b} “ 1.

Krok 5. Prostor X “ pAe, }¨}nq je úplný. Prostor pA, }¨}nq je totiž v X jakožto úplný prostor uzavřený a má
konečnou kodimenzi. Je tedy komplementovatelný (viz Tvrzení 1.2.9(b)), což znamená, že X “ A‘t KerP , kde P
je projekce na A. Jelikož KerP je úplný (viz Věta ??), je prostor AˆKerP úplný dle Věty 1.1.20(b). Prostor X
je však izomorfní s AˆKerP dle Tvrzení 3.1.71(b), a tedy je úplný.

Tvrzení 3.3.75. Nechť A je Banachova algebra s involucí a x P A. Pak platí následující tvrzení.

(a) Prvky x` x˚, ipx˚ ´ xq a xx˚ jsou hermitovské.

(b) Existují jednoznačně určené hermitovské prvky u, v P A splňující x “ u` iv.

(c) Pokud A má jednotku e, je e hermitovská.

(d) Nechť A má jednotku e. Pak x P GpAq právě tehdy, když x˚ P GpAq. V tomto případě pak platí px˚q´1 “ px´1q˚,

(e) Pro komplexní číslo λ platí λ P σpxq právě tehdy, když λ P σpx˚q.

Důkaz. (a) Platí

px` x˚q˚ “ x˚ ` px˚q˚ “ x˚ ` x “ x` x˚, pipx˚ ´ xqq˚ “ ´ipx´ x˚q “ ipx˚ ´ xq a
pxx˚q˚ “ px˚q˚x˚ “ xx˚.

(b) Položíme-li u “ 1
2 px`x

˚q a v “ 1
2i px´x

˚q “ i
2 px

˚´xq, dostaneme dle (a) hermitovské prvky, které splňují

x “
1

2
px` x˚q ` i

i

2
px˚ ´ xq “ u` iv.

Pokud a ` ib “ c ` id, kde a, b, c, d jesou hermitovské, platí též a ´ ib “ c ´ id. Sečtením těchto rovností
dostaneme a “ c, jejich odečtením b “ c.

(c) Máme
e “ pe˚q˚ “ pee˚q˚ “ ee˚ “ e˚.
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(d) Pokud x´1 existuje, platí

px´1q˚x˚ “ pxx´1q˚ “ e˚ “ e a x˚px´1q˚ “ px´1xq˚ “ e˚ “ e.

Tedy px˚q´1 “ px´1q˚.
Pokud px˚q´1 existuje, platí dle předchozího x “ px˚q˚ P GpAq a pro y “ x˚ platí

x´1 “ py˚q´1 “ py´1q˚ “ ppx˚q´1q˚.

(e) Pokud A má jednotku e, platí dle (d)

λ P ρpxq ðñ λe´ x P GpAq ðñ pλe´ xq˚ P GpAq ðñ λe´ x˚ P GpAq ðñ λ P ρpx˚q.

Pokud A nemá jednotku, pak

λ P σApxq ðñ λ P σAepxq ðñ λ P σAepx
˚q ðñ λ P σApx

˚q.

Tvrzení 3.3.76. Nechť A je komutativní, polojednoduchá Banachova algebra. Pak je na A každá involuce spojitá.

Důkaz. Nechť ˚ je involuce na A. Díky Větě o uzavřeném grafu 1.3.9 stačí ukázat, že se jedná o uzavřené zobrzení.
Nechť tedy xn Ñ x a x˚n Ñ y, kde xn, x, y P A. Vezmeme libovolný prvek ϕ P ∆pAq a položíme ψpxq “ ϕpx˚q,
x P A. Pak ψ je homomorfizmus A do C, a tedy se jedná a spojité zobrazení (viz Tvrzení 3.3.56(d)). Proto

ϕpx˚q “ ψpxq “ lim
nÑ8

ψpxnq “ lim
nÑ8

ϕpx˚nq “ lim
nÑ8

ϕpyq.

Jelikož je A polojednoduchá, dostáváme x˚ “ y a důkaz je hotov.

Definice 3.3.77. Nechť A je algebra s involucí. Řekneme, že x P A je nezáporný (značíme x ě 0), pokud x je
hermitovský a σpxq Ă r0,8q.

Věta 3.3.78 (Gelfand–Naimark). Nechť A je komutativní C˚-algebra. Pak Gelfandova transformace je izometrický
˚-izomorfizmus A na C0p∆pAqq. Navíc pro každé x P A platí Γx ě 0, kdykoliv x ě 0.

Důkaz. Již víme, že Γ je homomorfizmus o normě 1.
Krok 1. Nechť x P A je hermitovský. Ukážeme, že px je rálná funkce na ∆pAq. Nechť nejprve A má jednotku e.

Pro libovolné ϕ P ∆pAq položíme ϕpxq “ α` iβ, kde α, β P R. Pro každé t P R označme xt “ x` ite. Pak

xtx
˚
t “ px` iteqpx

˚ ´ iteqpx` iteqpx´ iteq “ x2 ` t2e.

Dostáváme tak
α2 ` pβ ` tq2 “ |α` ipβ ` tq|

2
“ |ϕpxtq|

2
ď }xt}

2
“ }xtx

˚
t } ď }x}

2
` t2.

Tedy platí
@t P R : α2 ` β2 ` 2βt ď }x}

2
,

což implikuje β “ 0.
Pokud A nemá jednotku, je prvek px, 0q hermitovský v Ae. Je-li ϕ P ∆pAq, je jeho rozšíření rϕ v ∆pAeq (viz

Tvrzení 3.3.55). Tedy ϕpxq “ rϕpx, 0q P R.
Krok 2. Nechť x P A a ϕ P ∆pAq. Ukážeme, že ϕpx˚q “ ϕpxq. Rozložíme-li x na dva hermitvské prvky jako

x “ u` iv, platí pak x˚ “ u´ iv, a tedy

ϕpxq “ ϕpuq ` iϕpvq a ϕpx˚q “ ϕpuq ´ iϕpvq.

Vhledem k prvnímu kroku platí požadovaná rovnost.
Krok 3. Systém ΓpAq “ tpx : x P Au je podpalgebra C0p∆pAqq, která odděluje body a je komplexně sdružená.

Dle Stoneovy-Weierstrassovy věty platí ΓpAq “ C0p∆pAqq.
Krok 4. Zbývá ověřit, že Γ je izometrie. Je-li x P A dán, je y “ x˚x hermitovský a dle (3.23) pro něj platí

›

›

›
y2n

›

›

›
“ }y}

2n
, n P N.

Dle Věty 3.3.25(d) platí
}y}A “ rpyq “ }py}C0p∆pAqq

.

Proto díky rovnosti py “ xx˚px “ pxpx platí

}px}
2
C0p∆pAqq

“

›

›

›
pxpx

›

›

›

C0p∆pAqq
“ }py}C0p∆pAqq

“ }y}A “ }x
˚x}A “ }x}

2
A .
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Krok 5. Nyní již vidíme, že ΓpAq je uzavřený podprostor C0p∆pAqq, což díky třetímu kroku znamená, že Γ je
surjektivní.

Krok 6. Pokud x je nezáporný prvek A, platí

Rng Γx “ σC0p∆pAqqΓx “ σAx Ă r0,8q.

Tedy Γx je nezáporná funkce.

Věta 3.3.79. Nechť A a B jsou komutativní C˚-algebry. Pak jsou následující tvrzení ekvivalentní.

(i) Prostory ∆pAq a ∆pBq jsou homeomorfní.

(ii) Existuje izometrický ˚-izomorfizmus A na B.

(iii) Algebra A je algebraicky izomorfní s B.

Důkaz. (i) ùñ (ii) Nechť ϕ : ∆pAq Ñ ∆pBq je homeomorfizmus. Pak jsou prostory C0p∆pBqq a C0p∆pAqq
izometricky ˚-izomorfní pomocí zobrazení g ÞÑ g˝ϕ, g P C0p∆pBqq. Jelikož je A izometricky ˚-izomorfní s C0p∆pAqq
a podobně B je izometricky ˚-izomorfní s C0p∆pBqq, tvrzení (ii) platí.

Zřejmě (ii) ùñ (iii) a (iii) ùñ (i) díky Lemmatu 3.3.66.

Věta 3.3.80 (Gelfand–Naimark–Segal). Nechť A je C˚-algebra, pak ji lze izometrickým ˚-izomorfizmem vnořit do
LpHq pro vhodný Hilbertův prostor H.

Důkaz. Bez důkazu.

Příklad 3.3.81. Existuje konečně dimenzionální komutativní Banachova algebra s involucí taková, že Gelfandova
reprezentace je ˚-homomorfizmus, ∆pAq je kompaktní a A nemá jednotku.

Důkaz. Uvažujme dvoubodovou množinu tx1, x2u s operací násobení, které je definováno jako

x1 “ x2
1 “ x1x2 “ x2x1 “ x2

2.

Nechť A sestává z formálních sum tvaru λ1x1 ` λ2x2, λ1, λ P C, přičemž vektorové operace jsou definovány po
souřadnicích, tj.

pλ1x1 ` λ2x2q ` pµ1x1 ` µ2x2q “ pλ1 ` µ1qx1 ` pλ2 ` µ2qx2, λpλ1x1 ` λ2x2q “ pλλ1qx1 ` pλλ2qx2,

násobení je definováno jako

p

2
ÿ

i“1

λixiqp
2
ÿ

j“1

µjxjq “
2
ÿ

i,j“1

λiµjxixj “ pλ1 ` λ2qpµ1 ` µ2qx1 ` 0x2.

a involuce jako
pλ1x1 ` λ2x2q

˚ “ λ1x1 ` λ2x2.

Pak A je komutativní algebra s involucí. Algebra Ae je pak též konečně dimenzionální prostor. Uvažujme na
Ae libovolnou normu. Pak Ae je Banachův prostor a násobení na Ae je parciálně spojité. Existuje tak na Ae dle
Věty 3.3.7 norma, ve které je Ae Banachova algebra. Proto je i A Banachova algebra.

Nechť ϕ P ∆pAq je libovolné. Označme a1 “ 1x1 ` 0x2 a a2 “ 0x1 ` 1x2 Pak a2
1 “ a1 a a1a2 “ a2. Tedy

ϕpa1q
2 “ ϕpa1q a ϕpa1qϕpa2q “ ϕpa1q.

Jelikož ϕ ‰ 0, ϕpa1q “ ϕpa2q “ 1. Tedy ∆pAq je jednobodová množina, a tudíž je kompaktní.
Dále, libovolný prvek a algebry A lze vyjádřit jako a “ λ1a1 ` λ2a2, a tedy

ϕpa˚q “ ϕp
2
ÿ

i“1

λiaiq
2
ÿ

i“1

λi “
2
ÿ

i“1

λi “ ϕpaq,

tj. Gelfandova transformace zachovává involuci.
Zjevně však A nemá jednotku. Byl-li by totiž prvek a “ λ1a1 ` λ2a2 P A jednotka, platí

a1 “ aa1 “ pλ1 ` λ2qa1 a a2 “ aa2 “ pλ1 ` λ2qa1.

Tedy 1 “ λ1 ` λ2 “ 0, což je spor.
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3.3.7 Čechova–Stoneova kompaktifikace

Věta 3.3.82. Nechť X je úplně regulární topologický prostor. Pak platí následující tvrzení.

(a) Existuje kompaktní prostor Y a homeomorfní zobrazení ε : X Ñ Rng φ Ă Y takové, že Rng ε je hustý v Y a
pro každou f P CbpXq existuje právě jedna funkce g P CpY q taková, že fpxq “ gpεpxqq, x P X.

(b) Pokud Y1, Y2 jsou kompaktní prostory splňující (a), přičemž φi : X Ñ Yi, i “ 1, 2, je příslušná vnoření, existuje
surjektivní homeomorfizmus φ : Y1 Ñ Y2 takový, že φpφ1pxqq “ φ2pxq, x P X.

Důkaz. (a) Uvažujme komutativní C˚-algebru s jednotkou A “ CbpXq. Pak Y “ ∆pAq je kompaktní prostor a
Γ: AÑ CpY q je izometrický ˚-izomorfizmus. Uvažujme zobrazení ε : X Ñ Y definované jako

εpxq “ εx : f ÞÑ fpxq, f P A, quadx P X.

Pak ε je požadované zobrazení.
Vskutku, nechť txiu je net v X. Pokud konverguje k x, pak pro každé f P A platí fpxiq Ñ fpxq, což podle

definice topologie na Y znamená εxi Ñ εx. Tedy ε je spojité. Pokud εxi Ñ εx v Y , nechť U je dané okolí x.
Nalezneme funkci f P CbpXq takovou, že fpxq “ 1 a f “ 0 vně U . Protože fpxiq “ εxipfq Ñ εxpfq “ fpxq, existuje
ii P I takové, že pro i ě i0 platí |fpxiq| ą 0. Pro tato i je tedy xi P U . Ověřili jsme tak, že xi Ñ x, tj. ε je
homeomorfizmus.

Dále ukážeme, že
eppXq je hustý v Y . Kdyby tomu tak nebyl, existovala by nenulová funkce g P CpY q splňující g “ 0 na εpXq. Pak
je funkce f “ Γ´1g nenulová, ale pro x P X platí

fpxq “ εxpfq “ pΓfqpεxq “ gpεxq “ 0.

Tedy f “ 0, což je spor.
Je-li nyní f P CbpXq libovolná, pak funkce g “ Γf splňuje

gpεxq “ pΓfqpεxq “ εxpfq “ fpxq, x P X.

Tedy ε a Y jsou hledané objekty.
(b) Nechť Yi a φi, i “ 1, 2, splňují (a). Označme Ai “ CpYiq, i “ 1, 2. Pro g P CpY2q uvažujme jednoznačně

určenou funkci ipgq P CpY1q, která splňuje ipgqpφ1pxqq “ gpφ2pxqq, x P X. Pak i : A2 Ñ A1 je izometrický ˚-
izomorfizmus. Tedy i1 Ñ A˚1 Ñ A˚2 je homeomorfizmus ∆pA1q na ∆pA2q. Nechť εi Ñ ∆pAiq jsou homeomorfizmy
z Příkladu 3.3.59. Položme φ “ ε´1

2 ˝ i1 ˝ ε1. Pak φ je homeomorfizmus Y1 na Y2, který pro každé x P X splňuje
rovnosti

gpφpφ1pxqqq “ gppε´1
2 ˝ i1 ˝ ε1 ˝ φ1qpxqq “ ppi

1 ˝ ε1 ˝ φ1qpxqqpgq

“ pε1pφ1pxqqpipgqq “ ipgqpφ1pxqq “ gpφ2pxq, g P CpY2q.

Tedy φpφ1pxqq “ φ2pxq a důkaz je hotov.

3.3.8 Prostor L8pr0, 1sq

Věta 3.3.83. Nechť A “ L8pr0, 1sq s Lebesgueovou mírou λ, ∆ “ ∆pAq a nechť Γ: A Ñ Cp∆q je Gelfandova
transformace. Uvažujme zobrazení

Tf “

ż 1

0

Γ´1f dλ, f P Cp∆q.

Pak T je nezáporný funkcionál na Cp∆q, a tedy existuje jednoznačně určená nezáporná míra µ P Mp∆q splňující
ş

∆
f dµ “ Tf , f P Cp∆q. Pak platí následující tvrzení.

(a) Míra µ je kladná na neprázdných, otevřených podmnožinách ∆.

(b) Pro každou g P Bfbp∆q existuje f P Cp∆q taková, že g “ f µ-skoro všude.

(c) Množina U je otevřená pro každou U Ă ∆ otevřenou. Navíc µpUq “ µpUq.

(d) Je-li E P Bsp∆pAq, pak µpEq “ µpIntEq “ µpEq.

(e) Nechť tEi : i P Iu je systém λ-měřitelných množin v r0, 1s. Pak existuje λ-měřitelná množina E Ă r0, 1s taková,
že

(e1) λpEizEq “ 0, i P I,
(e2) pokud F Ă r0, 1s je λ-měřitelná a splňuje (e1), platí λpEzF q “ 0.

(f) Prostor ∆ nemá izolovaný bod.

(g) Prostor ∆ neobsahuje žádnou konvergentní podposloupnost, která by nebylo od jistého členu konstantní.
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Důkaz. Před započetmí důkazu tvrzení si povšimněme, že díky rovnostem

essrng f “ σAf “ σCp∆qΓf “ Rng Γf

je Γf nezáporná, kdykoliv je f P A nezáporná. Dále pro E Ă r0, 1s λ-měřitelnou plyne z předcházející rovnosti, že
Rng ΓχE Ă t0, 1u, a tedy že se jedná o charakteristickou funkci obojetné množiny v ∆.

(a) Nechť V Ă ∆ je neprázdná, otevřená množina. Nalezneme g P Cp∆q takovou, že 0 ď g ď 1, g “ 0 vně V a
gpxq “ 1 pro nějaké x P V . Označme f “ Γ´1g. Pak je f nenulová, nezáporná funkce v A. Proto dostáváme

0 ă

ż 1

0

f dλ “

ż

∆

g dµ “

ż

V

g dµ,

čili (a) platí.
(b) Je-li g P Bfbp∆q dána, nalezneme díky hustotě spojitých funkcí v L2pµq posloupnost tgnu v Cp∆q takovou,

že }g ´ gn}2 Ñ 0. V případě potřeby upravíme gn tak, aby }gn}8 ď 1. Pak pro fn “ Γ´1gn, n P N, platí }fn}8 ď 1,
n P N, a

ż 1

0

|fn ´ fm|
2
dλ “

ż 1

0

pfn ´ fmqpfn ´ fmq dλ “

ż

∆

|gn ´ gm|
2
dµ, n,m P N.

Tedy je tfnu cauchyovská posloupnost v L2pr0, 1sq. Nechť f P L2pr0, 1sq je limita tfnu v L2pr0, 1sq. Pak pro h “ Γf
máme

}g ´ h}2 ď }g ´ gn}2 ` }gn ´ h}2 “ }g ´ gn}2 ` }fn ´ f}2 Ñ 0,

a tedy g “ h µ-skoro všude.
(c) Nechť V Ă ∆ je otevřená. Dle (b) existuje f P Cp∆q takové, že f “ χV µ-skoro všude na ∆. Pak tx P

∆: fpxq ‰ 0u je otevřená množina µ-míry 0. Podle (a) je prázdná. Podobně z rovnosti

µpV X tx P ∆: fpxq ‰ 1uq “ 0 a µpp∆zV q X tx P ∆: fpxq ‰ 0uq “ 0

plyne
V X tx P ∆: fpxq ‰ 1u “ p∆zV q X tx P ∆: fpxq ‰ 0u “ H.

Tedy f “ 1 na V , a tedy ze spojitosti i na V . Dále máme f “ 0 na ∆zV , a tedy V “ tx P ∆: fpxq ą 0u je otevřená
množina. Navíc také máme

χV “ f “ χV µ´ skoro všude.

Tedy µpV q “ µpV q.
(d) Je-li E P Bsp∆q, pro ε ą 0 nalezneme kompakt K a otevřenou množinu U takové, že K Ă E Ă U a

µpUzKq ă ε. Jelikož
µp∆zKq “ µp∆zKq “ µp∆z IntKq,

dostáváme µpKq “ µpIntKq. Pak máme

µpE Ă µpV q “ µpV q ď µpKq ` ε “ µpIntKq ` ε ď µpIntEq ` ε.

Tvrzení je tak dokázáno.
(e) Položme gi “ ΓχEi , i P I. Pak Ui “ tx P ∆: gipxq “ 1u je obojetná množina v ∆. Položíme U “

Ť

iPI Ui a
nechť f “ Γ´1χU . Pak essrng f “ RngχU Ă t0, 1u. Hledanou množinu definujme jako

E “ tx P r0, 1s : fpxq “ 1u.

Pak pro každé i P I platí ΓχEi ď ΓχE , a tedy χEi ď χE λ-skoro všude. Z toho plyne (e1).
Nechť nyní F Ă r0, 1s je libovolná množina splňující (e1). Pak pro každé i P I platí χEi ď χF λ-skoro všude,

a tedy ΓχEi ď ΓχF , i P I. Tedy množina V “ tx P ∆: ΓχF pxq “ 1u je obojetná množina splňující Ui Ă V , i P I.
Tedy U Ă V , z čehož plyne χE ď χF λ-skoro všude.

(f) Nejprve si povšimněme, že pro E Ă r0, 1s kladné míry λ je funkce γχE charakteristická funkce obojetn0
množiny v ∆. Předpokládejme nyní, že p P ∆ je izolovaný bod. Pak tpu je otevřená množina, a tedy µptxuq ą 0.
Nechť f “ Γ´1χtpu. Pak f “ χE pro nějakou množinu splňující λpEq ą 0. Rozdělme E na dvě disjunktní množiny
kladné míry. Pak gi “ ΓχEi , i “ 1, 2, jsou charakteristické funkce neprázdných otevřených množin Ui, kterí jsou
navíc disjunktní, neboť

0 “ ΓχH “ ΓpχE1
χE2

q “ ΓχE1
ΓχE2

“ χU1
χU2

.

Tedy tpu “ U1 Y U2, kde U1, U2 jsou disjunktní, neprázdné množiny. To je však zřejmý spor.
(g) Nechť tpnu je posloupnost navzájem různých elementů ∆ konvergující k p P ∆. Pro každé m P N je množina

tpuYtpn : n P Nztmuu uzavřená a neobsahuje pn. Existuje tak otevřené okolí Vn bodu pn, které neobsahuje ostatní
body posloupnosti. Uvažujme funkci

gpxq “

$

’

&

’

%

´1, x P Vn, n liché,
1 , x P Vn, n sudé,
0, jinak.
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Pak g je omezená, borelovská funkce, a tedy existuje f P Cp∆q splňující g “ f µ-skoro všude. Jako v bodu (c)
ukážeme, že f “ p´1qn na Vn, n P N, což znamená, že f není spojité v p.

Důsledek 3.3.84. Nechť λ je Lebesgueova míra na r0, 1s, Σ je systém všech λ-měřitelných množin v r0, 1s a N je
systém všech množin míry 0. Uvažujme Booleovu algebru

B “ Σ{N ,

tj. algebru vzniklou z Σ ztotožněním množin lišící se o míru 0. Pak B je úplná, tj. každý systém tBi : i P Iu v B má
supremum a infimum.

Důkaz. Nechť rAs značí třídu ekvivalence příslušnou množině A P Σ, tj. B P rAs, pokud A4B P N . Připomeňme,
že pro rA1s, rA2s P B jsou Booleovy operace definovány jako

rA1s ^ rA2s “ rA1 XA2s arA1s _ rA2s “ rA1 YA2s.

Je-li nyní trAis : i P Iu nějaký systém v B, nechť A je množina garantovaná Větou 3.3.83(e). Pak rAs je
požadované supremum daného systému. Infimum pak nalezneme přechodem k doplňkům.

3.3.9 Aplikace pro nekomutativní algebry

Definice 3.3.85. Nechť A je algebra s involucí a S Ă A je množina. Řekneme, že S je normální, pokud

• S komutuje, tj. ab “ ba pro každé a, b P S, a

• S˚ “ ta˚ : a P Su Ă S.

Tvrzení 3.3.86. Nechť A je algebra s involucí a S Ă A je normální množina. Pak existuje normální množina
obsahující S, která je maximální vzhledem k inkluzi.

Důkaz. Uvažujme systém
S “ tT Ă A : T Ą S je normální.u

uspořádaný inkluzí. Jelikož S P S, je S je neprázdný. Je-li R Ă S řetězec, je ihned vidět, že
Ť

R je horní závora R
v S. Aplikací Zornova lemmatu důkaz dokončíme.

Tvrzení 3.3.87. Nechť A je C˚-algebra a B je maximální normální množina v A. Pak platí následující tvrzení.

(a) Je-li x P A normální prvek, který komutuje s B, je již obsažen v B.

(b) Množina B je komutativní C˚-podalgebra A.

(c) Má-li A jednotku, σBpxq “ σApxq pro každé x P B. Nemá-li A jednotku, σBpxq se liší od σApxq nejvýše o 0.

Důkaz. (a) Nechť x splňuje předpoklady (a). Pak pro každé y P B platí xy˚ “ y˚x, tj. yx˚ “ x˚y. Tedy BYtx, x˚u
je normální množina obsahující B, a proto x, x˚ P B.

(b) Nyní ověříme, že B je ˚-podalgebra. Jsou-li x, y P B a λ P C, jsou x, y normální. Proto i prvky x` y, λx a
xy jsou normální. Navíc komutují s B, a tedy jsou v B podle prvního kroku. Množina B je uzavřená na involuci
dle definice.

Nechť txnu je posloupnost prvků z B, která konverguje k nějakému x P A. Pak také x˚n Ñ x˚. Díky spojitosti
násobení je x normální a komutuje s B. Tedy je prvekm B.

(c) Krok 1. Nechť nejprve A obsahuje jednotku e. Jelikož e je normální prvek komutující s B, platí e P B dle
(a). Je-li x P B a λ P ρApxq, pak pλe ´ xq´1 je normální a komutuje s B. Tedy λe ´ x P B dle (a) a λ P ρBpxq.
Proto ρApxq Ă ρBpxq. Jelikož obrácená inkluze je triviální, máme σApxq “ σBpxq.

Krok 2. Nechť A nemá jednotku.
Krok 2.1. Pak C “ B ‘ spanteu je maximální normální množina v Ae.
Máme-li totiž S Ă Ae normální množinu obsahující C, můžeme bez újmy na obecnosti předpokládat, že je

maximální. Pak S je C˚-podalgebra A a obsahuje e. Dále je SXA normální množina a obsahuje B, tedy SXA “ B.
Nechť pa, λq P S je libovolné. Pak λp0, 1q P S, a tedy

pa, 0q “ pa, λq ´ λp0, 1q P S XA “ B.

Proto pa, 0q P B. Proto platí pa, λq “ pa, 0q ` λp0, 1q P B ‘ spanteu.
Krok 2.2. Nechť B nemá jednotku. Označme v tomto případě algebru Be jako Bu, kde u značí jednotku v Be.

Pak zobrazení
I : Bu Ñ C,

pb, λq ÞÑ b` λe,
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je algebraický homomorfizmus jednotkových algeber Bu a C. Proto σBupxq “ σCpxq. Máme tedy díky prvnímu
kroku

σBpxq “ σBupxq “ σCpxq “ σAupxq “ σApxq.

Krok 2.3. Má-li B jednotku, pak máme z prvního kroku a Tvrzení 3.3.22(a3) rovnosti

σApxq “ σAepxq “ σCpxq “ σBupxq “ σBpxq Y t0u.

Tedy σApxq se liší od σBpxq nejvýše o 0.

Věta 3.3.88. Nechť A je C˚-algebra. Pak platí následující tvrzení.

(a) Pro hermitovský prvek x P A platí σpxq Ă R.

(b) Pro normální prvek x P A platí rpxq “ }x} a
›

›x2
›

› “ }x}
2.

(c) Pro každé x P A platí rpxx˚q “ }x}2.

(d) Má-li A jednotku a x P A je unitární, platí σpxq Ă T.

Důkaz. (a) Nechť B je maximální normální množina obsahující x. Pak B je komutativní C˚-podalgebra A, která
je pomocí Gelfandovy reprezentace Γ: B Ñ C0p∆pBqq ˚-izomorfní s C0p∆pBqq. Jelikož je px reálná funkce a podle
Věty 3.3.63 platí σBpxqzt0uRng px, dostáváme díky Tvrzení 3.3.87(c) inkluzi

σApxq Ă σBpxq Y t0u Ă Rng pxY t0u Ă R.

(b) Je-li x normální a B je maximální normální množina obsahující tx, x˚u, platí

}x}A “ }x}B “ }px}C0p∆pBqq
“ supt|pxpϕq| : ϕ P ∆pBqu

“ supt|λ| : λ P σBpxqu “ rBpxq “ rApxq.

Jelikož je x2 též normální a σpx2q “ pσpxqq2, máme
›

›x2
›

› “ rpx2q “ prpxqq2 “ }x}
2
.

(c) Dle (b) platí rpxx˚q “ }xx˚} “ }x}2.
(d) Jelikož 1 “ }e} “ }xx˚} “ }x}

2 a }x} “ }x˚} “
›

›x´1
›

›, platí dle Věty 3.3.25(c) inkluze σpxq Ă D a
σpx´1q Ă D. Jelikož pσpxqq´1 “ σpx´1q dle Věty 3.3.44(d), platí σpxq Ă T.

Věta 3.3.89. Nechť A je algebra s involucí a }¨}1, }¨}2 jsou takové normy, že A1 “ pA, }¨}1q i A2 “ pA, }¨}2q je
C˚-algebra. Pak }¨}1 “ }¨}2.

Důkaz. Pro každé x P A platí
}x}

2
1 “ rA1

pxx˚q “ rA2
pxx˚q “ }x}

2
2 .

Lemma 3.3.90. Nechť A je Banachova algebra s jednotkou e. Je-li x P A, platí exppxq “
ř8

n“0
xn

n! a pexppxqq´1 “

expp´xq. Pokud y komutuje s x, platí exppx` yq “ exppxq exppyq.

Důkaz. Uvědomme si nejprve, že
ř8

n“0
xn

n! je absolutně konvergentní. Navíc polynomy pkpλq “
řn
k“0

λn

n! , λ P C,
konvergují k exppλq lokálně stejnoměrně na C, a tedy exppxq “

ř8

n“0
xn

n! (viz Věta 3.3.44(b)).
Pokud y P A komutuje s x, pomocí důkazu Cauchyovy věty o součinu absolutně konvergentních řad dostaneme

exppx` yq “ exppxq exppyq.
Proto platí

exppxq expp´xq “ expp0q “ e “ expp´xq exppxq,

čímž je důkaz zakončen.

Lemma 3.3.91. Nechť A je C˚-algebra s jednotkou e a x P A. Nechť y “ x ´ x˚ a z “ exppyq. Pak }z} “ 1
(uvažujeme holomorfní kalkulus z Definice 3.3.41).

Důkaz. Díky spojitosti involuce máme pro z “ exppyq rovnost

z˚ “ exppy˚q “ expp´yq “ pexp yq´1 “ z´1.

Element z je tedy unitární, a proto σpzq P T. Máme tak }z} “ rpzq “ 1 (viz Věta 3.3.88).
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Lemma 3.3.92. Nechť A je Banachova algebra s jednotkou e. Nechť Ω Ă C je otevřená neprázdná a f : Ω Ñ A je
holomorfní. Pokud g : CÑ C je holomorfní, je funkce λ ÞÑ fpgpλqq holomorfní na Ω.

Důkaz. Odvoďme nejprve identitu

pµe´ aq´1 ´ pµe´ bq´1 “ pµe´ aq´1pa´ bqpµe´ bq´1, a, b P A,µ P ρpaq X ρpbq. (3.24)

To ověříme pomocí rovností

pµe´ bq ´ pµe´ aq “ a´ b ùñ e´ pµe´ aqpµe´ bq´1 “ pa´ bqpµe´ bq´1

ùñ pµe´ aq´1 ´ pµe´ bq´1 “ pµe´ aq´1pa´ bqpµe´ bq´1.

Nechť nyní λ0 P Ω je dáno. Nalezneme δ ą 0 takové, že Bpλ0, δq Ă Ω a na Bpλ0, δq je funkce λ ÞÑ }fpλq}
omezená konstantou C1 ą 0. Vezměme R ą C1 a položme Γptq “ Reit, t P r0, 2πs. Nechť C2 “ suptPr0,2πs

ˇ

ˇgpReitq
ˇ

ˇ.
Jelikož jsou funkce

µ ÞÑ pµe´ fpλ0 ` λqq
´1, µ ÞÑ pµe´ fpλ0qq

´1

spojité na Γ, existuje C3 ą 0, které je na Γ omezuje v normě.
Pak pro λ P Bp0, δq nenulové platí díky (3.24) odhad

›

›pµe´ fpλ0 ` λqq
´1 ´ pµe´ fpλ0qq

´1
›

› ď
›

›pµe´ fpλ0 ` λqq
´1

›

› }fpλ0 ` λq ´ fpλ0q}
›

›pµe´ fpλ0qq
´1

›

›

ď C2
3 }fpλ0 ` λq ´ fpλ0q} ,

a tedy
›

›

›

›

1

λ
pgpfpλ0 ` λqq ´ gpfpλ0qqq

›

›

›

›

“
1

|λ|

›

›

›

›

1

2πi

ż

Γ

gpµq
`

pµe´ fpλ0 ` λqq
´1 ´ pµe´ fpλ0qq

´1
˘

dµ

›

›

›

›

ď
1

2π |λ|

ż 2π

0

sup
tPr0,2πs

ˇ

ˇgpReitq
ˇ

ˇR
›

›pµe´ fpλ0 ` λqq
´1 ´ pµe´ fpλ0qq

´1
›

› dt

“
1

2π |λ|

ż 2π

0

sup
tPr0,2πs

ˇ

ˇgpReitq
ˇ

ˇRC2
3 }fpλ0 ` λq ´ fpλ0q} dt

ď
RC2pC3q

2

2π

ż 2π

0

›

›

›

›

1

λ
pfpλ0 ` λq ´ fpλ0qq

›

›

›

›

dt

“ RC2pC3q
2

›

›

›

›

1

λ
pfpλ0 ` λq ´ fpλ0qq

›

›

›

›

.

Jelikož je f holomorfní v λ0, tato limita konverguje pro λÑ 0 k 0. Tm je důkaz dokončen.

Věta 3.3.93 (Fuglede–Putnam–Rosenblum). Nechť A je C˚-algebra a nechť a, b, x P A takové, že a, b jsou normální
a platí ax “ xb. Pak a˚x “ xb˚.

Důkaz. Nechť nejprve A má jednotku e. Díky předpokladu pak platí anx “ xbn pro každé n P N. (To snadno
ověříme indukcí. Pro n “ 1 se jedná a předpoklad a platí-li tato rovnost pro n P N, máme

an`1x “ apanxq “ apxbnq “ paxqbn “ pxbqbn “ xbn`1.q

Díky Lemmatu 3.3.90 tak platí

exppaqx “ x exppbq, tj. x “ expp´aqx exppbq. (3.25)

Položme u1 “ exppa˚ ´ aq a u2 “ exppb´ b˚q. Protože a, b jsou normální, máme z (3.25) vzorec

exppa˚qx expp´b˚q “ exppa˚q expp´aqx exppbq expp´b˚q “ u1xu2.

Díky Lemmatu 3.3.91 platí }u1} “ }u2} “ 1, a tedy

}exppa˚qx expp´b˚q} ď }u1} }x} }u2} “ }x} . (3.26)

Položme
fpλq “ exppλa˚qx expp´λb˚q, λ P C. (3.27)

Aplikujeme-li výše uvedené úvahy na λa a λb, dostaneme z (3.26) odhad

}fpλq} ď }x} , λ P C.
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Jelikož je f holomorfní na C (viz Lemma 3.3.92), dle Liouvilleovy věty je konstantní. Tedy fpλq “ fp0q “ x pro
λ P C. Rovnost (3.27) tak přejde v

“

8
ÿ

n“0

pλa˚qn

n!
x “ exppλa˚qx “ x exppλb˚q “

8
ÿ

n“0

x
pλb˚qn

n!
, λ P C. (3.28)

Vezmeme-li nyní libovolné ϕ P A˚ a aplikujeme ho na tuto rovnost, dostaneme rovnost dvou mocninných řad.
Vzhledem k jednoznačnosti rozvoje mocninné řady, musí mít stejné koeficienty. Jelikož ϕ P A˚ je libovolné, musí
se koeficenty řad v (3.28) rovnost. Pro n “ 1 tak dostáváme

a˚x “ xb˚.

Tím je důkaz dokončen pro případ jednotkové C˚-algebry.
Nemá-li A jednotku, jsou a, b P Ae normální a platí pro ně ax “ xb. Předešlá část důkazu tak dává závěr v Ae,

a tedy i v A.

Věta 3.3.94. Nechť A je C˚-algebra s jednotkou e a x P A je unitární prvek. Pokud σpxq ‰ T, existuje hermitovský
prvek y P A splňující exppiyq “ x.

Důkaz. Nechť x je daný unitární prvek splňující σpxq ‰ T.
Krok 1. Předpokládejme nejprve, že 1 R σpxq. Nechť g : Cz pr0,8q ˆ t0uq značí funkci argumentu komplexního

číslo, tj.
gpzq “ arg z, z P Cz pr0,8q ˆ t0uq ,

kde arg z P p0, 2πq. Pak g P Cpσpxqq, což znamená, že y “ gpxq je dobře definovaný prvek A, který je dle
Věty 3.3.97(h) hermitovský (funkce g je reálná). Vzhledem k tomu, že

pexp ˝pigqqpλq “ pidqpzq, λ P σpxq,

Dále dle tvrzení (f) této Věty 3.3.97 dostáváme

exppiyq “ pexp ˝pigqqpxq “ pidqpxq “ x.

Krok 2. Pokud nějaké číslo λ0 P T splňuje λ0 R σpxq, pak je prvek u “ λ´1
0 x též unitární a přitom 1 R σpuq.

Dle prvního kroku existuje hermitovský prvek v P A splňující exppivq “ u. Označme t “ arg λ0. Pak λ0 “ exppitq
a λ0e “ exppiteq. Díky Lemmatu 3.3.90 pak dostáváme

exppipte` vqq “ exppiteq exppivq “ λ0ev “ λ0u “ x.

Tedy te` v je hledaný prvek y.

Věta 3.3.95. Nechť A je C˚-algebra se jednotkou e a B je její C˚-podalgebra e obsahující. Pak pro každé x P B
platí σBpxq “ σApxq.

Důkaz. Je třeba ověřit, že je-li x P B invertovatelné v A, je x´1 P B. Pro takové x je prvek y “ xx˚ hermitovský a
invertovatelný, tj. 0 R σApyq. Jelikož σBpyq Ă R, množina σBpyq má prázdný vnitřek (v C), a tedy dle Věty 3.3.31(d)
platí σBpyq “ σApyq. Tedy 0 R σBpyq, což znamená, že xx˚ P GpBq. Tedy x´1 “ x˚pxx˚q´1 P B.

3.3.10 Spojitý kalkulus pro normální prvky
Definice 3.3.96. Zobrazení p : CÑ C nazýváme polynomem v z a z, pokud

ppzq “
n
ÿ

i,j“0

cijz
ipzqj , z P C,

pro nějaké n P N a cij P C, i, j P t0, . . . , nu.

Věta 3.3.97. Nechť A je C˚-algebra s jednotkou e a x P A je normální prvek. Pak existuje zobrazení Φ: Cpσpxqq Ñ
A takové, že píšeme-li fpxq pro Φpfq, platí následující tvrzení.

(a) Zobrazení Φ je izometrický ˚-izomorfizmus.

(b) Platí Φp1q “ e a Φpidq “ x.

(c) Zobrazení Φ je vlastnostmi (a), (b) určeno jednoznačně.

(d) Platí σpfpxqq “ fpσpxqq.
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(e) Množina tfpxq : f P Cpσpxqqu se rovná a B a je to C˚-algebra generovaná x a e.
(f) Pokud f P Cpσpxqq a g P Cpσpfpxqqq, pak gpfpxqq “ pg ˝ fqpxq.
(g) Prvek fpxq je normální.
(h) Prvek fpxq je hermitovský právě tehdy, když f je reálná.
(i) Zobrazení Φ splývá s holomorfním kalkulem na Holpσpxqq.
(j) Pokud y komutuje s x a f P Cpσpxqq, pak y komutuje s fpxq.
Nemá-li A jednotku, uvažme kalkulus v Ae. Pokud f P Cpσpxqq splňuje fp0q “ 0, pak fpxq P A.

Důkaz. Nechť B “ tppxq : p polynom v z a z.u. Pak B je komutativní C˚-podalgebra A, která obsahuje e. Dle
předcházející Věty 3.3.95 platí σApxq “ σBpxq. (V dalším budeme psát pouze σpxq.) Jelikož má B jednotku, ∆pBq
je kompaktní, a tedy C0p∆pBqq “ Cp∆pBqq.

Nechť Γ: B Ñ Cp∆pBqq je Gelfandova transformace. Pak Rng Γx “ σBpxq “ σApxq. Lze tedy definovat zobrzení
Φ jako

Φpfq “ Γ´1pf ˝ Γxq, f P Cpσpxqq.
Ukažme, že Φ je hledané zobrazení. Zjevně se jedná o ˚-homomorfizmus a díky

}f}Cpσpxqq “ supt|fpλq| : λ P σpxqu “ supt|fpϕpxqq| : ϕ P ∆pBqu

“ supt|pf ˝ pxqpϕq| : ϕ P ∆pBqu “ }f ˝ px}Cp∆pBqq

“
›

›Γ´1pf ˝ pxq
›

›

B
“ }fpxq}B “ }fpxq}A

je Φ je izometrie.
Jelikož

p1qpxq “ Γ´1p1 ˝ pxq “ Γ´1p1q “ e a idpxq “ Γ´1pid ˝pxq “ Γ´1ppxq “ x,

platí (b).
(c) Je-li nyní Ψ jiné zobrazení splňující (a) a (b), shoduje se Ψ s Φ na polynomech v z a z. Jelikož jsou díky

Stoneově-Weierstrassově větě tyto polynomy husté v Cpσpxqq a Φ, Ψ jsou izometrie, platí Φ “ Ψ.
(d) Co se týče obrazu spektra, máme

σApfpxqq “ σBpfpxqq “ σBpΓ
´1pf ˝ pxqq “ Rngpf ˝ pxq “ fpRng pxq “ fpσBpxqq “ fpσApxqq.

(e) Nechť C je C˚-algebra generovaná x a e, tj. nejmenší C˚-algebra tyto prvky obsahující. Jelikož D “

tfpxq : f P Cpσpxqqu je C˚-algebra a obsahuje x a e, platí C Ă D. Na druhou stranu jsou v C všechny prvky ppxq
pro polynom v z a z, a tedy C Ą B. Jelikož dle Stoneovy–Weierstrassovy věty je systém těchto polynomů hustý v
Cpσpxqq, a Φ je izometrie, platí D Ă B.

(f) Nechť y “ fpxq a Ψ: Cpσpyqq Ñ A je funkční kalkulus pro prvek y. Pak Ψ splňuje (a) a (b). Jelikož y P B,
můžeme definovat Υ: Cpσpyqq jako Υpgq “ Γ´1pg ˝ Γyq, g P Cpσpyqq. Pak Υ je též kalkulus pro y splňující (a) a
(b), a tedy Ψ “ Υ podle (c). Je-li nyní g P Cpσpyqq libovolné, dostáváme pro h “ g ˝ f rovnosti

Ψg “ Υg “ Γ´1pg ˝ Γyq “ Γ´1pg ˝ ΓpΓ´1pf ˝ Γpxqqqq “ Γ´1pg ˝ f ˝ Γpxqq “ Γ´1ph ˝ Γpxqq,

z čehož tvrzení plyne.
(g) Jelikož f˚pxq “ fpxq P C, C “ B a B je komutativní, platí fpxqpfpxqq˚ “ pfpxqq˚fpxq.
(h) Tvrzení plyne z (a).
(i) Nechť pro f P Holpσpxqq značí symbol ΦHolpfq prvek vzniklý Definicí 3.3.41. Nechť f P Holpσpxqq je libovolná

funkce. Označme Ω “ Dompfq. Dle Rungeovy věty 3.3.45 existuje posloupnost racionálních funkcí tRnu s póly
mimo množinu Ω, která konverguje lokálně stejnoměrně k f na Ω. Speciálně tedy Rn Ñ f na σpxq. Jelikož Φ i
ΦHol je alegbraický homomorfizmus, platí ΦpRnq “ ΦHolpRnq. Použitím vlastnosti (a) a Věty 3.3.44(b) dostaneme
Φpfq “ ΦHolpfq.

(j) Nechť y komutuje s x. Věta 3.3.93 pak zaručuje komutaci y s x˚. Proto yppxq “ ppxqy pro každý polynom p
v z a z. Z tvrzení (a) a Stoneovy–Weierstrassovy tak dostáváme yfpxq “ fpxqy pro každé f P Cpσpxqq.

Nechť nyní A nemá jednotku. Nechť f P σApxq splňuje fp0q “ 0 (připomeňme, že 0 P σApxq “ σAepxq dle
Tvrzení 3.3.22(b)). Uvažujme polynom p bez nultého členu, tj. pp0q “ 0, pak ppxq P A. Jelikož dle Stoneovy-
Weierstrassovy věty platí

tp : p polynom splňující pp0q “ 0u
Cpσpxqq

“ tf P Cpσpxqq : fp0q “ 0u,

dostáváme fpxq P A. Tím je důkaz dokončen.

Poznámka 3.3.98. Nechť A, x a B jsou jako v předešlé větě. Pak zobrazení j : ∆pBq Ñ σpxq definované jako
jpϕq “ ϕpxq je homeomorfizmus těchto dvou množin. Předně je ϕpxq P σpxq, a tedy j je dobře definován. Zobrazení
j je prosté, neboť pro dva různé prvky ϕ1, ϕ2 P ∆pBq existuje polynom p, na kterém se tyto funkcionály liší.
Proto ϕ1pxq ‰ ϕ2pxq. Zjevně je j spojité zobrzení, a proto se jedná o homeomorfzimus. Jelikož σpxq “ Rng px, je j
surjektivní.

175



3.3.11 Komutátor
Definice 3.3.99. Nechť A je algebra a S Ă A. Pak S1 “ tx P A : xs “ sx, s P Su je komutátor množiny S.

Tvrzení 3.3.100. Nechť A je Banachova algebra a S Ă A. Pak platí následující tvrzení.

(a) Komutátor S1 je uzavřená podalgebra.

(b) Platí S Ă S2.

(c) Množina S1 X S2 komutuje a pokud S komutuje, pak S2 komutuje.

Důkaz. (a) Pokud x, y P S1 a λ P C, pak pro každé s P S platí

px` yqs “ spx` yq, pλxqs “ spλxq a pxyqs “ xsy “ spxyq,

a tedy S1 je podalgebra. Pokud xn Ñ x, kde xn, n P N, jsou v S1, pro libovolné s P S platí

xs “ lim
nÑ8

xns “ lim
nÑ8

sxn “ sx.

Tedy S1 je uzavřená množina.
(b) Pokud s P S a x P S1, platí xs “ sx, a tedy x P S2.
(c) Pokud x, y P S1 X S2, pak x P S2 a y P S1 znamená, že xy “ yx. Pokud S komutuje, platí S Ă S1, a tedy

S1 Ą S2. Proto S2 “ S2 X S1 komutuje.

Tvrzení 3.3.101. Nechť A je Banachova algebra s jednotkou e a S Ă A. Pokud S komutuje a B “ S2, pak B je
komutativní Banachova algebra, S Ă B a pro každé x P B platí σBpxq “ σApxq.

Důkaz. Pokud A má jednotku, platí e P B. Nechť x P B je invertovatelný v A. Pak platí xs “ sx pro každé
s P S1, a tedy sx´1 “ x´1s, tj. x´1 P S2. Proto je x invertovatelný v B. Z tohoto pozorování již plyne rovnost
σApxq “ σBpxq.

Věta 3.3.102. Nechť A je Banachova algebra a x, y P A komutují. Pak platí následující tvrzení.

(a) Platí σpx` yq Ă σpxq ` σpyq a σpxyq Ă σpxqσpyq.

(b) Platí rpx` yq ď rpxq ` rpyq a rpxyq ď rpxqrpyq.

Důkaz. Krok 1. Nechť A má jednotku e. Položme S “ tx, yu a B “ S2. Uvažujme Gelfandovu transformaci
Γ: B Ñ Cp∆pBqq. Pak dle Tvrzení 3.3.101 máme

σApx` yq “ σBpx` yq “ Rng zx` y “ Rngppx` pyq Ă Rng px` Rng py “ σBpxq ` σBpyq “ σApxq ` σApyq

a
σApxyq “ σBpxyq “ Rng xxy “ Rngppxpyq Ă pRng pxqpRng pyq “ σBpxq ¨ σBpyq “ σApxq ¨ σApyq.

Krok 2. Pokud A nemá jednotka, použijeme první krok pro algebru Ae a dostaneme tak

σApx` yq “ σAepx` yq Ă σAepxq ` σAepyq “ σApxq ` σApyq

a podobně
σApxyq Ă σApxqσApyq.

Věta 3.3.103. Nechť A je Banachova algebra a x, y P A, Pak σpxyq Y t0u “ σpyxq Y t0u a rpxyq “ rpyxq.

Důkaz. Nechť Amá jednotku e a λ P Czt0u je libovolné. Předpokládejme, že a je levá inverze λe´xy, tj. apλe´xyq “
e. Pak

pλ´1e` λ´1yaxqpλe´ yxq “ e´ λ´1yx` yax´ λ´1yaxyx “ e` yax´ λ´1pyx` yaxyxq

“ e` yax´ λ´1ype` axyqx “ e` yax´ λ´1ypλaqx “ e,

a tedy λ´1e´ λ´1yax je levá jednotka prvku λe´ yx.
Podobně máme pro prvek b P A splňující pλe´ xyqb “ e rovnosti

pλe´ yxqpλ´1e` λ´1ybxq “ e` ybx´ λ´1yx´ λ´1yxybx ““ e` ybx´ λ´1ype` xybqx

“ e` ybx´ λ´1ypλbqx “ e.

Tedy λe´ yx má levou i pravou jednotku, a tedy je invertovatelný. Proto je tvrzení dokázáno pro případ algbery s
jednotku.

Nemá-li A jednotku, použijeme již dokázáné pro Ae.
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3.3.12 Nezáporné prvky C˚-algeber
Věta 3.3.104. Nechť A je C˚-algebra. Pak pro každé x P A nezáporné existuje právě jeden prvek y ě 0 splňující
y2 “ x. Tento prvek navíc komutuje s x

Důkaz. Vezměme funkci gptq “
?
t, t P σpxq, a položme y “ gpxq. Pak y ě 0 a x “ idpxq “ pg2qpxq “ pgpxqq2 “ y2.

Je-li nyní z P A jiný nezáporný prvek, uvažujme funkční kalkulus Φ: Cpσpzqq Ñ A pro z. Uvažujme funkci
fptq “ t2, t P σpzq. Pak x “ fpzq a tedy dle Věty 3.3.97(f) platí

z “ idpzq “ pg ˝ fqpzq “ gpfpzqq “ gpxq “ y.

Tím je důkaz dokončen.

Definice 3.3.105. Nechť A je C˚-algebra a x P A.
(a) Pokud x ě 0, prvek garantovaný předcházející větou označíme jako

?
x.

(b) Je-li x hermitovský, je x2 ě 0 (viz Věta 3.3.97(d)). Označme |x| “
?
x2.

Věta 3.3.106. Nechť A je C˚-algebra, x, y P A jsou nezáporné a t ě 0. Pak x` y ě 0 i tx ě 0.

Důkaz. Krok 1. Předpokádejme nejprve, že A má jednotku e. Označme z “ x ` y a položme a “ }x}, b “ }y},
c “ a` b. Jelikož σpxq Ă r0, as, máme σpae´ xq Ă r0, as. Dle (b) platí }ae´ x} ď a.

Podobně dostáváme }be´ y} ď b. Proto platí

}ce´ z} “ }pae´ xq ` pbe´ yq} ď a` b “ c.

Jelikož je ce´ z hermitovský, platí dle (a) inkluze σpce´ zq Ă r´c, cs. Tedy

σpzq “ σppz ´ ceq ` ceq Ă r0, 2cs.

Tedy z ě 0.
Pro prvek z “ tx, kde t ą 0, máme pce´ zq “ tp ct e´ xq, a tedy σpzq “ tσpxq. Prot je i z ě 0.
Krok 2. Nemá-li A jednotku, provedeme přecházející úvahy v Ae. Jelikož σpuq “ σAepuq pro každé u P A, je tím

důkaz hotov.

Věta 3.3.107. Nechť A je C˚-algebra. Pak pro každé x P A hermitovské existuje právě jedna dvojice nezáporných
prvků x` a x´ taková, že

(1) x “ x` ´ x´ a

(2) x´x` “ x`x´ “ 0

Navíc pak platí

|x| “ x` ` x´ a tyto prvky spolu komutují.

Důkaz. Uvažujme na spektru x funkce f` : t ÞÑ maxtt, 0u a f´ : t ÞÑ maxt´t, 0u. Pak id “ f` ´ f´ a f`f´ “ 0.
Tedy prvky x` “ f`pxq a x´ “ f´pxq splňují

x` ´ x´ “ f`pxq ´ f´pxq “ pf` ´ f´qpxq “ idpxq “ x a x`x´ “ pf`f´qpxq “ 0 “ pf´f`qpxq “ x´x`.

Dále je prvek y “ x` ` x´ nezáporný, neboť

σpyq “ σpf` ` f´qpxq “ σp|¨|qpxq Ă r0,8q,

a platí pro něj
y2 “ px` ` x´q “ px`q2 ` px´q2 “ px` ´ x´q2 “ x2.

Tedy y “ |x| dle Věty 3.3.104.
Nechť nyní y1, y2 splňují (1) a (2). Pak y1 ` y2 ě 0 (viz Věta 3.3.106) a platí pro něj

py1 ` y
2q2 “ y2

1 ` y
2
2 “ py1 ´ y2q

2 “ px` ´ x´q2 “ px`q2 ` px´q2 “ px` ´ x´q2 “ x2.

Vzhledem k Větě 3.3.104 platí y1 ` y2 “ |x| “ x` ` x´. Sečtením rovnosti

y1 ´ y2 “ x` ´ x´ s y1 ` y2 “ x` ` x´

dostáváme y1 “ x`, odečtením pak y2 “ x´.

Věta 3.3.108. Nechť A je C˚-algebra. Pak platí následující tvrzení..

(a) Pokud x P A, pak xx˚ ě 0.
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(b) Pokud má A jednotku e, je pro každé x P A prvek e` xx˚ invertibilní.

Důkaz. (a) Krok 1. Nejprve ukážeme, že x “ 0, pokud ´x˚x ě 0. Mějme tedy takové x. Pak díky Větě 3.3.103
platí σp´xx˚q Ă σp´x˚xq Y t0u Ă r0,8q, takže i ´x˚x ě 0. Rozložme x “ u` iv, kde u, v P A jsou hermitovské.
Pak

x˚x` xx˚ “ pu´ ivqpu` ivq ` pu´ ivqpu` ivq “ 2u2 ` 2v2,

a tedy je prvek x˚x “ 2u2 ` 2v2 ´ xx˚ nezáporný. Tedy σpx˚xq Ă p´8, 0s X r0,8q “ t0u, což dle Věty 3.3.88(b)
znamená x˚x “ 0. Tedy }x}2 “ }x˚x} “ 0.

Krok 2. Nechť x P A je libovolné. Pak prvek y “ x˚x je hermitovský, takže ho můžeme psát jako y “ y` ´ y´,
kde y`, y´ jsou nezáporné prvky dané Větou 3.3.107. Pak pro z “ xy´ platí

´z˚z “ ´y´x˚xy´ “ ´y´py` ´ y´qy´ “ py´q3,

takže ´z˚z ě 0. Dle prvního kroku tak máme z “ 0. Proto y´ “ 0, a tedy x˚x “ y “ y` je nezáporný.
(b) Jelikož σpxx˚q Ă r0,8q a σpe` xx˚q “ t1u ` σpxx˚q, je důkaz hotov.

3.4 Základy harmonické analýzy

3.4.1 Topologické grupy
Definice 3.4.1. Nechť pG,`, q je komutativní grupa, kde 0 značí neutrální prvek. Je-li τ topologie na G, řekneme,
že pG, τq je topologická grupa, pokud jsou operace sčítání

px, yq ÞÑ x` y, px, yq P GˆG

a operace inverzního prvku
x ÞÑ ´x, x P G,

spojité.

dusledky o V ` tV Ă U

Úmluva 3.4.2. Nebude-li jinak řečeno, v této sekci bude symbol G značit lokálně kompaktní topologická komutativní
grupu. Grupovou operaci budeme většinou značit jako `. Systém všech okolí 0 značíme jako τp0q.

Tvrzení 3.4.3. Nechť G je komutativní, lokálně kompaktní topologická grupa. Pak platí následující tvrzení.

(a) Pro každé a P G je zobrazení x ÞÑ a` x homeomorfismus.

(b) Existuje báze okolí 0 tvořená relativně kompaktními symetrickými množinami. (Množina U P je symetrická,
pokud ´U “ U .)

(c) Pro každé U P τp0q existuje V P τp0q splňující V ` V Ă U .

(d) Pro každé x P G je tx` U : U P τp0qu systém všech okolí x.

Důkaz. (a) Ihned plyne ze spojitosti sčítání a invreze.
(b) Pro dané U P τp0q nalezneme relativně kompaktní V P τp0q splňující V Ă U . Pak W “ V Xp´V q je hledaná

množina.
(c) Jelikož 0` 0 “ 0, plyne tvrzení ze spojitosti sčítání.
(d) Tvrzení plyne z (a).

Tvrzení 3.4.4. Nechť G je komutativní, lokálně kompaktní topologická grupa a τp0q značí systém okolí 0. Pak platí
následující tvrzení.

(a) Je-li A Ă G libovolná množina a U Ă G otevřená, je A` U též otevřená.

(b) Jsou-li K,L Ă G kompakty, je K ` L též kompakt.

(c) Je-li K Ă G kompact a F Ă G je uzavřená množina disjunktní s K, existuje U P τp0q splňující pK ` Uq X
pF ` Uq “ H.

Důkaz. (a) Tvrzení plyne z Tvrzení 3.4.3(a) a identity

A` U “
ď

tA` u : u P Uu .

(b) Jelikož je K ˆ L Ă GˆG kompakt a zobrazení sčítání ϕ : K ˆ LÑ G je spojité, je

K ` L “ ϕpK ˆ Lq
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kompakt.
(c) Nechť K a F splňující předpoklady tvrzení jsou dány. Pro každé x P K nalezneme Ux P τp0q symetrické okolí

splňující px`Ux`Ux`UxqXF “ H. Pak px`Ux`UxqXpF`Uxq “ H. (Pokud by totiž platilo x`u1`u2 “ y`u3,
kde y P F a u1, u2, u3 P Ux, dostali bychom y “ x` u1 ` u2 ´ u3 P px` Ux ` Ux ` U ` xq X F .)

Díky kompaktnosti existuje konečná množina tx1 . . . , xnu Ă K splňující K Ă
Ťn
i“1pxi`Uxiq. Pak V “

Şn
i“1 Uxi

je prvkem τp0q a

K ` V Ă
n
ď

i“1

pxi ` Uxi ` V q Ă
n
ď

i“1

pxi ` Uxi ` Uxiq Ă GzpF ` V q..

Příklady 3.4.5. (a) Pro libovolné n P N je G “ t0, 1, . . . , n ´ 1u s grupovou operací definovanou jako sčítání
modulo n diskrétní kompaktní grupa.

(b) Pro každé d P N je Rd se sčítáním a eukleidovskou topologií nekompaktní grupa.
(c) Prostor T s násobením je kompaktní grupa.
(d) Prostor Z se sčítáním je diskrétní nekompaktní grupa.
(e) Prostor p0,8q s násobením je nekompaktní grupa.
(f) Součinová grupa t0, 1uN se součinovou topologií a sčítáním definovaným po souřadnicích je kompaktní.

Věta 3.4.6. Nechť G je komutativní, lokálně kompaktní topologická grupa. Pak existuje právě jedna (až na násobek)
translačně invariantní nenulová Radonova míra na G. Ta je kladná na neprázdných otevřených podmnožinách G.

Důkaz. Dokážeme pouze závěrečné tvrzení. Nechť m je zkonstruovaná míra. Nechť U Ă G je neprázdná otevřená
množina. Předpokládejme, že mpUq “ 0. Pak pro libovolný kompakt K Ă G existuje konečná množina F Ă K
taková, že K Ă F `U . Z translanční invariance m pak plyne mpKq “ 0. Díky regularitě míry m dostáváme m “ 0,
což je spor.

Úmluva 3.4.7. Míře garantované přecházející větou se říká Haarova míra. V dalším textu ji budeme značit sym-
bolem m.

Věta 3.4.8. Nechť G je komutativní, lokálně kompaktní topologická grupa. Pro f, g P L1pGq definujme

pf ˚ gqpxq “

ż

G

fpyqgpx´ yq dmpyq, x P G.

Dále položme
f˚pxq “ fp´xq, x P G, f P L1pGq.

Pak pL1pGq, ˚q je komutativní Banachova algebra s izometrickou involucí.

Důkaz. Důkaz je analogický důkazu Věty 1.5.19. Ověřme pouze vlastnosti involuce. Její komplexně sdružená linea-
rita je jasná. Pokud f, g P L1pGq jsou dány, pak

pg˚ ˚ f˚qpxq “ pf˚ ˚ g˚qpxq “

ż

G

f˚pyqg˚px´ yq dmpyq “

ż

G

fp´yqgpy ´ xq dmpyq

“

ż

G

fp´yqgpy ´ xq dmpyq “

ż

G

fpyqgp´y ´ xq dmpyq

“ pf ˚ gqp´xq “ pf ˚ gq˚pxq.

Konečně
}f˚} “

ż

G

ˇ

ˇ

ˇ
fp´xq

ˇ

ˇ

ˇ
dmpxq “

ż

G

|fpxq| dmpxq “ }f} ,

a tedy je ˚ izometrie.

Tvrzení 3.4.9. Nechť G je komutativní, lokálně kompaktní topologická grupa a p P r1,8q. Pak CcpGq je husté v
LppGq.

Důkaz. Nechť f P LppGq a ε ą 0 jsou dány. Pak existuje kompakt K Ă G takový, že
ş

GzK
|f |

p
dm ă ε.

Vskutku, uvažujme množiny

A “ tx P G : |fpxq|
p
ą 0u a An “ tx P G : |fpxq|

p
ě

1

n
u, n P N.

Pak mpAnq ă 8 a |f |p χAn Ñ |f |
p
χA. Dle Lebesgueovy věty máme
ż

G

|f |
p
χAn dmÑ

ż

G

|f |
p
χA dm “ }f}

p
p .

Vezmeme-li nyní dostatečně velký index n P N a použijeme regularitu míry m, dostaneme požadovaný kompakt.
Nyní již stačí použít metodu důkazu Důsledku 1.5.17.
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Definice 3.4.10. Nechť G je topologická grupa a pX, ρq metrický prostor. Zobrazení f : G Ñ X je stejnoměrně
spojité, pokud pro každé ε ą 0 existuje U okolí 0 takové, že ρpfpxq, fpyqq ă ε kdykoliv x´ y P U .

Lemma 3.4.11. Nechť G je topologická grupa a pP, ρq metrický prostor. Nechť p0 P X a f : G Ñ X je spojité
zobrazení takové, že množina K “ tx P G : fpxq ‰ p0u je kompaktní. Pak f je stejnoměrně spojité.

Speciálně je každý element CcpGq stejnoměrně spojitý.

Důkaz. Pro dané ε ą 0 a každé x P K nalezneme Ux okolí 0 takové, že ρpfpxq, fpyqq ă ε pro y P x`Ux. Nalezneme
Vx symetrické okolí 0 takové, že Vx ` Vx Ă Ux. Vybereme konečně mnoho prvků x1, . . . , xn z K takových, že
K Ă bigcupni“1pxi ` Vxiq. Položme V “

Şn
i“1 Vxi . Nechť x, y P G splňují x ´ y P V . Předpokládejme nejprve,

že tx, yu X K ‰ H. Nechť například x je obsažen v K. pak existuje i P t1, . . . , nu takové, že x P xi ` Vxi . Pak
x´y P xi`Vxi`Vxi Ă xi`Uxi , a tedy ρpfpxq, fpyqq ă ε. Pokud tx, yuXK “ H, máme ρpfpxq, fpyqq “ ρpp0, p0q “

0 ă ε.

Tvrzení 3.4.12. Nechť G je komutativní, lokálně kompaktní topologická grupa a p P r1,8q. Pak pro každou funkci
f P LppGq je zobrazení x ÞÑ fx, kde fxpyq “ fpy ´ xq pro y P G, stejnoměrně spojité z G do LppGq.

Důkaz. Nechť f P LppGq a ε ą 0 jsou dány. Nalezneme g P CcpGq takové, že }f ´ g}p ă ε. Označme K “ spt g
a nechť U je kompaktní okolí 0. Pak mpK ` Uq ă 8. Zvolme V okolí 0 takové, že V Ă U a |gpxq ´ gpyq| ă
εpmpK ` Uqq´1. Pak spt gx Ă K ` U a pro x P V platí

}g ´ gx}p “

ˆ
ż

G

|gpzq ´ gpz ´ xq|
p
dmpzq

˙
1
p

ď

ˆ
ż

K`U

εppmpK ` Uqq´p dm

˙
1
p

“ εpmpK ` Uqq´1mpK ` Uq “ ε.

Pak pro tato x máme
}f ´ fx}p ď }f ´ g}p ` }g ´ gx}p ` }gx ´ fx}p ď 3ε,

jelikož }gx ´ fx}p “ }pg ´ fqx}p “ }f ´ g}p.
Konečně pro x, y P G splňující x´ y P G platí

}fx ´ fy}p “ }pf ´ fy´xqx}p “ }f ´ fy´x}p ă ε.

Tvrzení 3.4.13. Nechť G je komutativní, lokálně kompaktní topologická grupa. Pak platí následující tvrzení.

(a) Systém

tgU “
1

mpUq
χU : U je relativně kompaktní okolí 0u

je aproximativní jednotka v L1pGq, tj. pro každé f P LpGq a ε ą 0 existuje U relativně kompaktní okolí 0
takové, že }f ´ f ˚ gV } ă ε pro každé V okolí 0 splňující V Ă U .

(b) Grupa G diskrétní právě tehdy, když L1pGq má jednotku. V takovém případě je pak jednotka L1pGq rovna χt0u.
(Předpokládáme, že m je normalizovaná tak, aby mpt0uq “ 1.)

Důkaz. (a) Nechť f P L1pGq a ε ą 0 jsou dány. Nalezneme g P CcpGq splňující }f ´ g} ă ε a zvolíme lokálně
kompaktní W P τp0q. Vezměme ε1 ą 0 splňující ε1pmpK `W qq

1
p ă ε. Nechť U Ă W je takové lokálně kompaktní

okolí 0, že |gpxq ´ gpyq| ă ε1 pro x, y P U splňující x´ y P G. Pak pro V okolí 0 splňující V Ă U platí

|gpxq ´ pg ˚ gV qpxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

G

gpxqgV pyq dmpyq ´

ż

G

gV pyqgpx´ yq dmpyq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

V

|gpxq ´ gpx´ yq| gV pyq dmpyq ď ε1.

Jelikož sptpg ˚ gV q Ă K ` V Ă K ` U , platí

}g ´ g ˚ gV }p “

ˆ
ż

G

|g ´ g ˚ gV |
p
dm

˙
1
p

ď ε1pmpK `W qq
1
p ă ε.

Pak pro V P τp0q splňující V Ă U platí

}f ´ f ˚ gV } ď }f ´ g} ` }g ´ g ˚ gV } ` }pg ´ fq ˚ gV } ď ε` ε` }g ´ f} }gV } ď 3ε.

(b) Pokud je G diskrétní, je zjevně χt0u jednotka L1pGq.
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Předpokládejme nyní, že h P L1pGq je jednotka. Vezměme libovolný kompakt K Ă G neobsahující 0. Pro dané
ε ą 0 nalezneme kompaktní U P τp0q takové, že U XK “ H a }h´ h ˚ gU } ă ε. Pak

ε ą }h´ h ˚ gU } “ }h´ gU } “

ż

G

|h´ gU | dm ě

ż

K

|h´ gU | dm “

ż

K

|h| dm.

Jelikož ε bylo libovolné, dostáváme
ş

K
|h| dm “ 0, a tedy h “ 0 na K. Proto h “ 0 na Gzt0u.

Protože h ‰ 0, nutně platí mpt0uq ą 0. Pak pro libovolný kompakt K Ă G platí

8 ą mpKq “
ÿ

xPK

mptxuq “
ÿ

xPK

mpt0uq,

a tedy K je konečný. Nechť U P τp0q je otevřené relativně kompaktní okolí. Pak U je konečná množina, a tedy i
t0u “ UzpUzt0uq je otevřená množina. Proto je G diskrétní.

3.4.2 Vztah ∆pL1pGqq a duální grupy
Definice 3.4.14. Nechť G je komutativní, lokálně kompaktní topologická grupa. Pak γ : G Ñ T je charakter,
pokud γ je grupový homomorfizmus, tj. γpx ` yqγpxqγpyq pro každé x, y P G. Symbolem pG rozumíme množinu
všech spojitých charakterů a této množině říkáme duální grupa. Uvažujme na pG bodové násobení, tj. pγ1`γ2qpxq “

γ1pxqγ2pxq, kde γ1, γ2 P pG a x P G.

Lemma 3.4.15. Nechť G je komutativní, lokálně kompaktní topologická grupa. Pak pG je též grupa, přičemž jed-
notková funkce je jednotka pG, γp0q “ 1 pro každé γ P pG a

γp´xq “ pγ´1qpxq “ pγpxqq´1 “ γpxq, x P G, γ P pG.

Dále je každý charakter stejnoměrně spojitý na G.

Důkaz. Jednotková funkce je zjevně jednotkou pG. Dále pγp0qq2 “ γp0 ` 0q “ γp0q, a tedy γp0q “ 1. Konečně
ověříme, že pro x P G a γ P pG platí

1 “ γp0q “ γpx´ xq “ γpxqγp´xq,

z čehož plyne požadovaný závěr.
Pro γ P pG a x, y P G dále platí

|γpxq ´ γpyq| “
ˇ

ˇγ´1pyq
ˇ

ˇ |γpx´ yq ´ 1| “ |γpx´ yq ´ 1| .

Zvolíme-li tedy pro dané ε ą 0 okolí U P τp0q takové, že |γpzq ´ 1| ă ε pro z P U , pro x, y P G splňující x´ y P U
platí |γpxq ´ γpyq| ă ε.

Věta 3.4.16. Nechť G je komutativní, lokálně kompaktní topologická grupa a A “ L1pGq. Pak platí následující
tvrzení.

(a) Pro každé ϕ P ∆pAq existuje právě jedno γ P pG takové, že ϕpfq “
ş

G
fpxqγpxq dmpxq, f P A.

(b) Je-li γ P pG, pak zobrazení f ÞÑ
ş

G
fpxqγpxq dmpxq je v ∆pAq.

Důkaz. (a) Nechť ϕ P ∆pAq je dáno. Jelikož je ϕ P BA˚ , existuje jednoznačně určený prvek φ P L8pGq splňující
ϕpfq “

ş

G
fφ dm a }φ}8 “ }ϕ}. Nechť f, g P A jsou libovolné. Pak

ż

G

ϕpfqgpyqφpyq dmpyq “ ϕpfqϕpgq “ ϕpf ˚ gq “ ϕpg ˚ fq “

ż

G

pf ˚ gqpxqφpxq dmpxq

“

ż

G

ˆ
ż

G

gpyqfpx´ yq dmpyq

˙

φpxq dmpxq “

ż

G

gpyq

ˆ
ż

G

fpx´ yqφpxq dmpxq

˙

dmpyq

“

ż

G

gpyqϕpfyq dmpyq.

Jelikož tato rovnost platí pro každé g P A, dostáváme pro každé f P A rovnost

ϕpfqφpyq “ ϕpfyq pro skoro všechna y. (3.29)

Zvolme f P AzKerϕ. Jelikož je dle Tvrzení 3.4.12 zobrazení y ÞÑ fy spojité, dostáváme, že φ má spojitého
reprezentanta. Lze tedy předpokládat, že φ je spojité, a že tedy (3.29) platí pro všechna y P G.

Z rovnosti 3.29 obdržíme

ϕpfqφpx` yq “ ϕpfx`yq “ ϕppfxqyq “ ϕpfxqφpyqϕpfqφpxqφpyq, x, y P G, f P A,
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z čehož plyne vztah φpx` yq “ φpxqφpyq, x, y P G. Jelikož }φ}8, podobně jako v Lemmatu 3.4.15 odvodíme, že že
φp´xq “ pφpxq´1, a že tedy Rng φ Ă T¨. Tedy φ P pG. Položíme-li nyní γpxq “ φpxq, x P G, obdržíme požadovaný
charakter.

(b) Nechť γ P pG je dáno. Nechť ϕ P A˚ je určeno funcí γ, tj. ϕpfq “
ş

G
fpxqγpxq dmpxq, f P A. Pak pro f, g P A

platí

ϕpf ˚ gq “

ż

G

pf ˚ gqpxqφpxq dmpxq “

ż

GˆG

fpyqgpx´ yqγpxq dpmˆmqpx, yq

“

ż

GˆG

fpyqgpx´ yqγpy ` px´ yqq dpmˆmqpx, yq

“

ż

G

fpyqγpyq

ˆ
ż

G

gpx´ yqγpx´ yq dmpxq

˙

dmpyq

“

ż

G

fpyqγpyq

ˆ
ż

G

gpxqγpxq dmpxq

˙

dmpyq

“

ˆ
ż

G

fpyqγpyq dmpyq

˙ˆ
ż

G

gpxqγpxq dmpxq

˙

“ ϕpfqϕpgq.

Jelikož γ je různá od 0 na G, je ϕ ‰ 0. Tedy ϕ P ∆pAq.

3.4.3 Fourierova transformace
Definice 3.4.17. Nechť G je komutativní, lokálně kompaktní topologická grupa. Pak Fourierova transformace
funkce f P L1pGq je funkce pf : pGÑ C definovaná jako

pfpγq “

ż

G

fpyqγpyq dmpyq, γ P pG.

Věta 3.4.18. Nechť G je komutativní, lokálně kompaktní topologická grupa a A “ L1pGq. Nechť Γ: AÑ C0p∆pAqq

a nechť F značí Fourierovu transformaci. Pro každé ϕ P ∆pAq označme γϕ jednoznačně určený prvek pG daný
Větou 3.4.16. Pak

pΓfqpϕq “ pFfqpγϕq, ϕ P ∆pAq, f P A.

Dále platí následující tvrzení.

(a) Zobrazení F je ˚-homomorfizmus A do `8p pG a normě nejvýše 1.

(b) Množina RngF je podalgebra `8pppGqq uzavřená na komplexní sdružení a oddělující body pG. Dále pro každé
f P A a γ0 P pG, x0 P G, platí

zf´x0pγq “ γpx0q pfpγq a yγ0fpγq “ pfpγγ´1
0 q, γ P pG.

Speciálně jsou funkce
γ ÞÑ pfpγγ´1

0 q a γ ÞÑ γpx0q pfpγq, γ P pG,

obsaženy v RngF .
(c) Pro f P A a γ P pG platí

pf ˚ γqpxq “ γpxq pfpγq a pfpγq “ pf ˚ γqp0q, x P G, γ P pG.

Důkaz. Rovnost Γ “ F je dokázána v Větě 3.4.16.
(a) Zachovávání algebraických operací a odhad normy F plyne z Věty 3.3.65. Dále pro f P A platí

pFf˚qpγq “

ż

G

f˚pxqγpxq dmpxq “

ż

G

fp´xqγpxq dmpxq “

ż

G

fp´xqγpxq dmpxq

“

ż

G

fpxqγpxq dmpxq “ Ffpγq,

a F tedy zachovává involuci.
(b) Zřejmě je RngF podalgebra `8p pGq oddělující body (opět viz Věta 3.3.65) a díky (a) je uzavřená na komplexní

sdružení. Nechť f P A, γ0 P pG a x0 P G jsou dány. Položme gpxq “ γ0pxqfpxq, x P G, a počítejme

pgpγq “

ż

G

fpxqγ0pxqγpxq dmpxq “

ż

G

fpxqpγγ´1
0 qpxq dmpxq

“ ppfqpγγ´1
0 q, γ P pG.
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Dále pro funkci g “ f´x0
platí

pgpγq “

ż

G

f´x0
pyqγpyq dmpyq “

ż

G

fpy ` x0qγp´yq dmpyq “

ż

G

fpzqγpx0 ´ zq dmpzq

“ γpx0q

ż

G

fpzqγpzq dmpzq “ γpx0q pfpγq, γ P pG.

(c) Pro f P A a γ P pG máme

pf ˚ γqpxq “

ż

G

fpyqγpx´ yq dmpxq “ γpxq

ż

G

fpyqγp´yq dmpyq “ γpxq pfpγq, x P G.

Druhá rovnost pak ihned plyne z první.

Tvrzení 3.4.19. Nechť G je komutativní, lokálně kompaktní topologická grupa a A “ L1pGq. Pak platí následující
tvrzení.

(a) Je-li G diskrétní, je ∆pAq je kompaktní.

(b) Je-li G kompaktní, je ∆pAq je diskrétní.

Důkaz. (a) Je-li G diskrétní, má A jednotku, a tedy je ∆pAq komapktní (viz Věta 3.3.61(b)).
(b) Nechť G je kompaktní. Předpokládejme, že m je normalizována tak, aby mpGq “ 1. Krok 1. Pak funkce

epxq “ 1, x P G, je v A a

pe ˚ eqpxq “

ż

G

epyqepx´ yq dmpyq “ mpGq “ 1 “ epxq, x P G.

Uvažujme libovolné ϕ P ∆pAq. Pak ϕpeq “ ϕpe ˚ eq “ ϕpeq2. Tedy ϕpeq P t0, 1u. Vezmeme charakter γ P pG
odpovídající ϕ, který je dán Větou 3.4.16. Předpokládejme, že ϕpeq “ 1. Pak pro každé x0 P G platí

1 “ ϕpeq “

ż

G

γp´xq dmpxq “

ż

G

γp´x´ x0 ` x0q dmpxq “ γpx0q

ż

G

γp´x´ x0q dmpxq

“ γpx0q

ż

G

γp´xq dmpxq “ γpx0qϕpeq “ γpx0q.

Tedy odpovídající charakter γ je roven e.
Krok 2. Je-li nyní ϕ0 P ∆pAq dáno, nechť γ0 je jemu odpovídající charakter. Nechť ϕ P ∆pAq je libovolné a

nechť γ je jemu odpovídající charakter. Položme δpxq “ γ0pxqγp´xq, x P G. Pak δ P pG a pro funkci γ0 P A platí

pγ0pϕq “ ϕpγ0q “

ż

G

γ0pxqγp´xq dmpxq “

ż

G

δpxq dmpxq.

Pokud ϕ “ ϕ0, tj. δ “ e, dostáváme pγ0pϕ0q “ 1. Pokud ϕ ‰ ϕ0, charakter δ není roven e, a tedy pγ0pϕq “ 0 dle
prvního kroku. Protože je funkce pγ0 spojitá na ∆pAq a tϕ0u “ tϕ P ∆pAq : | pγ0pϕq| ą 0u, je množina tϕ0u otevřená.
tedy je ∆pAq diskrétní.

3.4.4 Duální topologická grupa

Definice 3.4.20. Nechť G je komutativní, lokálně kompaktní topologická grupa. Uvažujme na pG topologii τK
lokálně stejnoměrné konvergence. Přesněji, uvažujme množiny

UK,ε “ tγ P pG : |γpxq ´ 1| ă ε, x P Ku, K Ă G kompaktní, ε ą 0. (3.30)

Množina V Ă pG je pak τK-otevřená, pokud pro každé γ P V existuje množina UK,ε výše uvedeného typu splňující
γUK,ε Ă V .

Tvrzení 3.4.21. Nechť G je komutativní, lokálně kompaktní topologická grupa. Pak p pG, τKq je topologická grupa.

Důkaz. Krok 1. Ukažme nejprve, že τK je topologie. K tomu stačí ověřit, že pro dvě množiny UK1,ε1 a UK2,ε2

typu (3.30) existuje množina UK,ε splňující UK,ε Ă UK1,ε1 X UK2,ε2 . Zjevně však stačí položit K “ K1 Y K2 a
ε “ mintε1, ε2u.

Krok 2. Ověříme, že grupové operace jsou na pG spojité. Nechť γ0 P pG je pevné a U “ γ´1
0 UK,ε je dané okolí γ´1

0 .
Uvažujme okolí γ0 tvaru γ0U´K,ε. Pak pro γ z tohoto okolí tvaru γ “ γ0δ, kde δ P UK ,ε, platí γ´1 “ γ´1

0 δ´1 P U .
To plyne z toho, že

ˇ

ˇδ´1pxq ´ 1
ˇ

ˇ “ |δp´xq ´ 1| ă ε, x P K.
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K ověření spojitosti násobení uvažujme charaktery γ1, γ2 P pG a okolí bodu γ1γ2 tvaru γ1γ2UK,ε. Ověříme, že

µ1µ2 P γ1γ2UK,ε, µ1 P γ1UK, ε2 , µ2 P γ2UK, ε2 .

Nechť tedy µi “ γiδi pro nějaké δi P UK, ε2 , i “ 1, 2. Pak pro x P K platí

|δ1pxqδ2pxq ´ 1| “ |pδ1pxq ´ 1qδ2pxq ` pδ2pxq ´ 1q| ď |δ1pxq ´ 1| |δ2pxq| ` |δ2pxq ´ 1| ă ε.

Tedy operace násobení ¨ : pGˆ pGÑ pG je spojitá.

Lemma 3.4.22. Nechť G je komutativní, lokálně kompaktní topologická grupa, A “ LpGq a f P A. Nechť
φ : ∆pAq Ñ pG je zobrazení dané Větou 3.4.16. Pak platí následující tvrzení.

(a) Zobrazení
px, ϕq ÞÑ pfxpφpϕqq, px, ϕq P Gˆ∆pAq,

spojité na Gˆ∆pAq.

(b) Zobrazení
px, ϕq ÞÑ pφpϕqqpxq, px, ϕq P Gˆ∆pAq,

je spojité na Gˆ∆pAq.

Důkaz. Nechť Γ: AÑ C0p∆pAqq značí Gelfandovu transformaci. Připomeňme, že

pfxpφpϕqq “

ż

G

fxpyqpφpϕqqp´yq dmpyq “ ϕpfxq “ pΓfxqpϕq, ϕ P ∆pAq.

(a) Nechť x0 P G a ϕ0 P ∆pAq jsou dány. Nechť ε ą 0 je libovolné. Díky Tvrzení 3.4.12 a spojitosti funkce Γfx0

na ∆pAq existuje okolí U bodu x0 a okolí V funkcionálu ϕ0 takové, že

}fx ´ fx0
}1 ε, x P U, a |pΓfx0

qpϕq ´ pΓfx0
qpϕ0q| ă ε, ϕ P V.

Pak
ˇ

ˇ

ˇ

pfxpφpϕqq ´ xfx0
pφpϕ0qq

ˇ

ˇ

ˇ
ď

ˇ

ˇ

ˇ

pfxpφpϕqq ´ xfx0
pφpϕqq

ˇ

ˇ

ˇ
`

ˇ

ˇ

ˇ

xfx0
pφpϕqq ´ xfx0

pφpϕ0qq

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

{fx ´ fx0
pφpϕqq

ˇ

ˇ

ˇ
`

ˇ

ˇ

ˇ

xfx0
pφpϕqq ´ xfx0

pφpϕ0qq

ˇ

ˇ

ˇ

“ |pΓpfx ´ fx0
qqpϕq| `

ˇ

ˇ

ˇ

xfx0
pφpϕqq ´ xfx0

pφpϕ0qq

ˇ

ˇ

ˇ

ď }fx ´ fx0
}A ` |Γfx0

pϕq ´ pΓfx0
qpϕ0q| ă 2ε.

(b) Nechť px0, ϕ0q P G ˆ ∆pAq je dáno. Nalezneme f P A takové, že pΓfqpϕ0q “ ϕ0pfq ‰ 0. Ze spojitosti Γf

plyne existence okolí U bodu ϕ0, na kterém je funkce Γf nenulová. Věta 3.4.18(b) dává pro px, γq P Gˆ pG rovnost

γpxq pfpγq “ yf´xpγq,

a tedy
pφpϕqqpxq “ yf´xpφpϕqqppΓfqpφpϕqqq

´1, px, ϕq P Gˆ U.

Jelikož je funkce px, ϕq ÞÑ ppΓfqpφpϕqqq´1 spojitá na G ˆ U , použitím (a) dostáváme spojitost funkce px, ϕq ÞÑ
pφpϕqqpxq v bodě px0, ϕ0q. Tím je důkaz dokončen.

Věta 3.4.23. Nechť G je komutativní, lokálně kompaktní topologická grupa a A “ L1pGq. Nechť φ : ∆pAq Ñ pG je
zobrazení dané Větou 3.4.16. Pak φ je homeomorfizmus.

Důkaz. Krok 1. Nechť ϕ0 P ∆pAq je dáno. Ozančíme γ0 “ φpϕ0q a pro ϕ P ∆pAq pišme γϕ “ φpϕq (tj. γ0 “ γϕ0).
Nechť φpϕ0qUK,ε je dané okolí φpϕ0q v p pG, τKq. Dle Lemmatu 3.4.22(b) pro každé y P K nalezneme okolí Uy body
y a okolí Vy bodu ϕ0 takové, že

|γϕpxq ´ γ0pyq| ă
ε

2
, px, ϕq P Uy ˆ Vy.

Vybereme konečně mnoho bodů y1, . . . , yn z K tak, že K Ă
Ťn
i“1 Uyi , a položíme V “

Şn
i“1 Vyi . Pak pro ϕ P V

platí φpϕq P γ0UK,ε.
Vskutku, nechť x P K je libovolné. Vybereme i P t1, . . . , nu takové, že x P Uyi . Jelikož je ϕ P V Ă Vyi , máme

|γϕpxq ´ γ0pxq| ď |γϕpxq ´ γ0pyq| ` |γ0pyq ´ γ0pxq| ă ε.

Tedy γϕ “ γ0pγ
´1
0 γϕq P γ0UK,ε.

Tím je ověřena spojitost φ.
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Krok 2. Abychom ukázali spojitost inverzního zobrazení, vezměme γ0 P pG a označme ϕ0 “ φ´1pγ0q. Nechť U je
dané okolí ϕ0. Pak lze předpokládat, že

U “ tϕ P ∆pAq : |ϕpfiq ´ ϕ0pfiq| ă ε, i “ 1, . . . , nu

pro nějaké ε ą 0 a funkce f1, . . . , fn P A. Nechť M P p0,8q splňuje M ą maxt}fi} : i “ 1, . . . , nu. Nalezneme
kompakt K Ă G takový, že

ż

GzK

|fi| dm ă
ε

4
, i “ 1, . . . , n.

Uvažujme okolí γ0UK, ε4 . Pak φ
´1pγq P U pro každé γ P γ0UK, ε4M .

Vskutku, je-li γ z této množiny, označme ϕ “ φ´1pγq. Pak pro každé i P t1, . . . , nu platí

|ϕpfiq ´ ϕ0pfiq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

G

fipxqpγpxq ´ γ0pxqq dmpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

GzK

2 |fipxq| dmpxq `

ż

K

|fipxq| |γpxq ´ γ0pxq| dmpxq

ď 2
ε

4
`M

ε

4M
ă ε.

Tedy i φ´1 je spojité a důkaz je tak dokončen.

Důsledek 3.4.24. Nechť G je komutativní, lokálně kompaktní topologická grupa a F : L1pGq Ñ `8p pGq je Fourierova
transformace. Pak platí následující tvrzení.
(a) Platí RngF Ă C0p pGq a RngF je podalgebra uzavřená na komplexní sdružení a oddělující body pG.
(b) Prostor RngF je hustý v C0p pGq.

(c) Pro každé γ P pG existuje f P CcpGq takové, že pfpγq ‰ 0.

Důkaz. Nechť A “ L1pGq a Γ: AÑ C0p∆pAqq značí Gelfandovu transformaci. Pak Rng Γ je podalgebra C0p∆pAqq
oddělující body ∆pAq a uzavřená na komplexní sdružení (viz Věta 3.4.18(b)). Dle Věty 3.4.23 je zobrazení φ : ∆pAq Ñ
pG surjektivní homeomorfizmus a navíc dle Věty 3.4.18 platí

pΓfqpϕq “ pFfqpφpϕqq, ϕ P ∆pAq.

Proto platí (a).
Tvrzení (b) pak plyne za pomoci Stoneovy–Weierstrassovy věty z (a).
(c) Nechť γ0 P pG je dáno. Nechť δ značí funkci δpxq “ 1, x P pG. Nalezneme funkci f P CcpGq takovou, že

ş

G
f dm ą 0. Pak

pfpδq “

ż

G

fpxqδpxq dmpxq “

ż

G

fpxq dmpxq ą 0.

Funkce g : x ÞÑ γ0pxqfpxq pak dle Věty 3.4.18(b) splňuje

pgpγ0q “ pfpγ0γ
´1
0 q “ pfpδq ą 0.

Tvrzení je tedy dokázáno.

Lemma 3.4.25. Nechť γ : r0,8q Ñ C je nenulová spojitá funkce splňující rovnici

γpx` yq “ γpxqγpyq, x, y P r0,8q. (3.31)

Pak existuje λ P C takové, že γpxq “ eλx, x P r0,8q.

Důkaz. Za prvé si povšimněme, že γp0q “ 1. Vskutku, z rovnosti γp0q “ γp0 ` 0q “ pγp0qq2 plyne γp0q P t0, 1u.
Kdyby γp0q “ 1, platí γpxq “ γpxqγp0q “ pro x P r0,8q, což by byl spor s předpokladem.

Položme nyní ωpxq “
şx

0
γptq dt, x P r0,8q. Pak ω je spojitě diferencovatelná funkce na r0,8q (v bodě 0

uvažujeme derivaci zprava), která není identicky rovna 0. (V tom případě by totiž γpxq “ ω1pxq “ 0 na r0,8q, což
by byl spor.) Existuje proto δ P R takové, že ωpδq ‰ 0. Z rovnosti (3.31) pak plyne vztah

ωpδqγpxq “ γpxq

ż δ

0

γptq dt “

ż δ

0

γpx` tq dt “

ż x`δ

x

γptq dt “ ωpx` δq ´ ωpxq, x P r0,8q.

Pravá strana této rovnosti je spojitě diferencovatelná funkce na r0,8q, a tedy i γ má spojitou derivaci na r0,8q.
Nechť x P r0,8q je pevné. Pak je funkce y ÞÑ γpx ` yq diferencovatelná na r0,8q a derivováním (3.31) podle y
dostaneme rovnici

γ1px` yq “ γpxqγ1pyq, y P r0,8q.

Dosazením y “ 0 dostáváme rovnost
γ1pxq “ γpxqγ1p0q, x P r0,8q.

Existují proto a, b P C takové, že γpxq “ aebx. Protože γp0q “ 1, platí γpxq “ ebx, x P R.
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Příklady 3.4.26. (a) Nechť n P Nzt1u a G “ t0, 1, . . . , n ´ 1u. Uvažujme grupu H “ tei
2πk
n : k “ 0, . . . , n ´ 1u

chápanou jako podgrupu T. Pak zobrazení φ : H Ñ pG definované pomocí rovnosti

φpei
2πk
n qpjq “ eij

2πk
n , j P G,

je grupový homomorfizmus a topologický homeomorfizmus.
(b) Nechť G “ Z. Uvažujme topologickou grupu T. Pak zobrazení φ : TÑ pG definované pomocí rovnosti

φpλqpjq “ λj , j P Z,

je grupový homomorfizmus a topologický homeomorfizmus.
(c) Nechť G “ R. Uvažujme topologickou grupu R s Haarovou mírou m1 (viz Definice 1.5.30). Pak zobrazení

φ : RÑ pG definované pomocí rovnosti
φptqpxq “ eitx, x P R,

je grupový homomorfizmus a topologický homeomorfizmus.
(d) Nechť G “ T. Uvažujme topologickou grupu Z. Pak zobrazení φ : ZÑ pG definované pomocí rovnosti

φpnqpxq “ xn, x P T,

je grupový homomorfizmus a topologický homeomorfizmus.

Důkaz. (a) Zřejmě je φpHq Ă pG. Nechť γ P pG je dáno. Položme λ “ γp1q, tj. λ “ eit pro nějaké t P r0, 2πq. Indukcí
ověříme rovnost γpjq “ λj , j P G, a tedy platí

1 “ γp0q “ γppn´ 1q ` 1q “ γpn´ 1qγp1q “ λn “ eint.

Tedy existuje k P t0, . . . , n´ 1u splňující t “ 2πk
n , tj. γ P φpHq.

Nechť k1, k2 P t0, . . . , n´ 1u jsou dány. Označme k “ pk1 ` k2q mod n. Pak

ei
2πk1
n ei

2πk2
n “ eipk1`k2q

2π
n “ ei

2πk
n .

Jelikož
φ
´

ei
2πk1
n ei

2πk2
n

¯

pjq “ φpei
2πk
n qpjq “ eij

2πk
n a

´

φpei
2πk
n qφpei

2πk1

n q

¯

pjq “ eij
2πk1
n eij

2πk2
n “ eij

2πk
n ,

je φ grupový homomorfizmus.
Zobrazení φ je homeomorfizmus, neboť obě grupy jsou diskrétní (viz Tvrzení 3.4.19).
(b) Zjevně platí φpTq Ă pZ. Nechť γ P pZ je dáno. Položme λ “ γp1q, tj. λ “ eit pro nějaké t P r0, 2πq. Indukcí se

snadno ověří, že γpjq “ λj , j P Z, a tedy φpλq “ γ.
Pro λ1, λ2 P T platí

φpλ1λ2qpjq “ pλ1λ2q
j “ pφpλ1qφpλ2qq j, j P Z,

je φ grupový homomorfizmus.
Zobrazení φ je spojité, neboť pro posloupnost tλnu v T konvergující k λ P T platí

φpλnqpjq “ λjn Ñ λj “ φpλqj , j P Z,

a tedy φpλnq Ñ φpλq bodově na Z. Jelikož Z je diskrétní, jsou jeho kompaktní podmnožine konečné, což dle
předchozího pozorování implikuje spojitost φ. Díky kompaktnosti T je proto φ homeomorfizmus.

(c) Zjevně je každé φptq prvkem pR. Předpokládejme tedy, že γ P pR je dáno. Pak γ : R Ñ T je spojitá funkce
splňující (3.31), a tedy γpxq “ ebx, x P r0,8q, pro nějaké b P C. Jelikož γ je omezená funkce, je b tvaru it pro nějaké
t P R. Protože pro x ă 0 platí γpxq “ pγp´xqq´1 “ pe´bxq´1 “ ebx, platí rovnost γpxq “ ebx na R. Tedy φptq “ γ.

Pro t1, t2 P R platí
φpt1 ` t2qpxq “ eipt1`t2qx “ pφpt1qφpt2qq pxq, x P R,

a tedy φ je grupový homomorfizmus.
Ověříme, že se jedná o homeomorfizmus. Nechť tn Ñ t v R. Nechť K Ă R je libovolný kompakt a ε ą 0 je dáno.

Nechť M ą 0 splňuje K Ă r´M,M s. Zvolíme δ ą 0 tak, aby
ˇ

ˇeiy ´ 1
ˇ

ˇ ă ε pro každé y P p´δ, δq. Nalezneme n0 P N
takové, že |tn ´ t| ă δ

M pro každé n ě n0. Pro tato n P N pak máme |ptn ´ tqx| ă δ pro libovolné x P K, a tedy

ˇ

ˇeitnx ´ eitx
ˇ

ˇ “
ˇ

ˇeitx
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ
eiptn´tqx ´ 1

ˇ

ˇ

ˇ
ε, x P K.

Proto φptnq Ñ φptq v pR.
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Ověřme nyní spojitost inverze. Jelikož je L1pRq separabilní, je ∆pL1pRqqmetrizovatelný prostor (viz Věta 3.1.95(b)),
což znamená, že pR je metrizovatelná množina (viz Věta 3.4.23). Stačí tedy ověřit sekvenciální spojitost φ´1. Nechť
ttnu je posloupnost v R a t P R je takové, že φptnq Ñ φptq v pR.

Pokud by ttnu nebyla omezená, měla by podposloupnost ttnku splňující |tnk | Ñ 8. Pak díky Větě 1.5.33(f) platí
ż

R
fpxqeitx dm1pxq “ lim

kÑ8

ż

R
fpxqeitnkx dm1pxq “ 0, f P L1pRq.

Z toho plyne eitx “ 0 na R, což je spor.
Posloupnost ttnu je proto omezená. Předpokládejme, že nekonverguje k t. Pak existuje její podposloupnost ttnku

konvergující k nějakému s P R různému od t. Ze spojitosti φ pak plyne

φptq “ lim
kÑ8

φptnkq “ φpsq,

což je spor. Tedy i φ´1 je spojité a důkaz je dokončen.
(d) Zobrazení φ zjevně splňuje φpZq P pT a jedná se o grupový homomorfizmus, neboť pro každé j1, j2 P Z platí

φpj1 ` j2qpλq “ λj1`j2 “ λj1λj2 “ pφpj1qφpj2qq pλq, λ P T.

Nechť γ P pte je dáno. Položme ωpxq “ γpeixq, x P R. Pak ω P pR, a tedy dle (c) existuje t P R splňující ωpxq “ eitx,
x P R. Jelikož

eitx “ ωpxq “ ωpx` 2πq “ eitpx`2πq, x P R,

existuje j P Z takové, že t “ j. Tedy γ “ φpjq.
Jelikož pT i Z jsou diskrétní prostory (viz Tvrzení 3.4.19), je φ homeomorfizmus.

Příklad 3.4.27. Nechť A “ L1pp0,8qq, kde uvažujeme násobení dané vzorcem

pf ˚ gqpxq “

ż x

0

fpyqgpx´ yq dy, x P p0,8q.

Pak platí následující tvrzení.

(a) Prostor A je komutativní Banachova algebra.
(b) Nechť C` “ tλ P C : Reλ ě 0u a φ : C` Ñ A˚ je dané jako

φpλqpfq “

ż 8

0

fpxqeλx dx, f P A.

Pak φ je homeomorfizmus C` a ∆pAq.

Důkaz. V následujících výpočtech budeme mlčky užívat Fubiniovu větu, jelikož ve všech případech je ověření jejích
předpokladů přímočaré.

V důkazu též uvažujeme zobrazení i : AÑ L1pRq dané jako

ipfqpxq “

#

fpxq, x P p0,8q,

0, jinak,
f P A.

(a) Zobrazení i je izometrický homomorfizmus A do do L1pGq. Vskutku, linearita a izometrie je jasná. Pro
f, g P A pak máme

pipfq ˚ ipgqqpxq “

ż 8

´8

ipfqpyqipgqpx´ yq dy “

ż 8

0

fpyqipgqpx´ yq dy

“

ż x

0

fpyqgpx´ yq dy “ pf ˚ gqpxq, x P p0,8q.

Tedy A je jakožto podalgebra L1pGq komutativní Banachova algebra.
(b) Krok 1. Pro dané λ P C` a f, g P A platí

φpλqpf ˚ gq “

ż 8

0

ˆ
ż x

0

fpyqgpx´ yq dy

˙

e´λx dx “

ż 8

0

fpyq

ˆ
ż 8

y

gpx´ yqe´λx dx

˙

dy

“

ż 8

0

fpyq

ˆ
ż 8

0

gpxqe´λpx`yq dx

˙

dy “

ˆ
ż 8

0

fpyqe´λy dy

˙ˆ
ż 8

0

gpxqe´λx dx

˙

“ φpλqpfqφpλqpgq.
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Tedy φpC`q Ă ∆pAq.
Krok 2. Nechť nyní ϕ P ∆pAq je dáno. Pak existuje γ P L8pp0,8qq splňující ϕpfq “

ş8

0
fpxqγpxq dx, f P A. Bez

újmy na obecnosti lze předpokládat, že γ je borelovská funkce. Definujme

hpx, yq “ γpxqγpyq ´ γpx` yq, px, yq P p0,8q ˆ p08q.

Pak h je omezená borelovská funkce na p0,8q2. Pak pro každé f, g P A platí

φpf ˚ gq “

ż 8

0

ˆ
ż x

0

fpyqgpx´ yq dy

˙

γpxq dx “

ż 8

0

fpyq

ˆ
ż 8

y

gpx´ yqγpxq dx

˙

dy

“

ż 8

0

fpyq

ˆ
ż 8

0

gpxqγpy ` xq dx

˙

dy “

ż

p0,8q2
fpyqgpxqγpy ` xq dx dy.

a
φpfqφpgq “

ˆ
ż 8

0

fpyqγpyq dy

˙

pgpxqγpxq dxq “

ż

p0,8q2
fpyqgpxqγpxqγpyq dx dy.

Tedy
ż

p0,8q2
fpyqgpxqhpx, yq dx dy “ 0, f, g P A,

z čehož plyne
γpx` yq “ γpxqγpyq skoro všude na p0,8q2. (3.32)

Jelikož je γ omezená funkce, je funkce

ωpxq “

ż x

0

γptq dt, x P r0,8q,

lokálně absolutně spojitá na r0,8q a platí ω1pxq “ γpxq skoro všude na p0,8q.
Existuje δ ą 0 takové, že ωpδq ‰ 0. (Vskutku, kdyby ω “ 0 na p0,8q, byla by i γ, jakožto derivace ω nulová

skoro všude. A to by byl spor.) Díky Fubiniově větě plyne z (3.32), že pro skoro všechna x P p0,8q máme

ωpδqγpxq “

ż x

0

γptqγpxq dt “

ż x

0

γpx` tq dt “

ż x`δ

x

γptq dt.

Jelikož je pravá strana spojitá funkce, má γ spojitého reprezentanta.
Zvolme y ą 0 takové, že γpyq ‰ 0. Pak

lim
xÑ0`

γpxq “ lim
xÑ0`

γpx` yq

γpyq
“ 1.

Tedy γ lze spojitě rozšířit na r0,8q dodefinováním γp0q “ 1. Dle Lemmatu 3.4.25 existuje b P C splňující γpxq “ ebx,
x P r0,8q. Jelikož γ je omezená na p0,8q, platí Re b ď 0. Číslo λ “ ´b tedy splňuje φpλq “ γ.

Krok 3. Nyní ověříme, že φ je homeomorfzimus. Pokud λn Ñ λ v C`, máme e´λnx Ñ eλx bodově na R,a tak
pro každou f P A díky Lebesgueově větě dostáváme

φpλqpfq “

ż 8

0

fpxqe´λx dx “ lim
nÑ8

fpxqe´λnx dx “ lim
nÑ8

φpλnqpfq.

Tedy φ je spojité.
K ověření spojitosti inverze stačí ověřit sekvenciální spojitost, neboť ∆pAq je metrizovatelný prostor. Nechť

tλnu je posloupnost v C` a λ je takový element C`, že φpλnq Ñ φpλq.
Ověříme nejprve, že tλnu je omezená posloupnost. Kdyby tomu tak nebylo, existovala by její podposloupnost

tλnku splňující |λnk | Ñ 8. Nechť f P Dpp0,8qq a nechť spt f Ă ra, bs Ă p0,8q. Pak pomocí integrace per partes
dostáváme

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 8

0

fpxqe´λnkx dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

fpxqe´λnkx dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

λnk

ż b

a

f 1pxqe´λnkx dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

,

což je výraz konvergující k 0. Tedy φpλnkqpfq Ñ 0 pro každou f P Dpp0,8qq. Jelikož je prostor Dpp0,8qq hustý v
L1pp0,8qq (viz Věta 1.5.23), platí

φpλqpfq “ lim
kÑ8

φpλnkqpfq “ 0, f P A,

tj. φpλq “ 0, což je spor. (Nechť f P L1pp0,8qq a ε ą 0 dáno. Nalezneme g P Dpp0,8qq takové, že }f ´ g} ă ε.
Nechť n0 P N splňuje |φpλnqpgq ´ φpλqpgq| ă ε pro n ě n0. Pak pro tato n platí

|φpλnqpfq ´ φpλqpfq| ď |φpλnqpfq ´ φpλnqpgq| ` |φpλnqpgq ´ φpλqpgq| ` |φpλqpgq ´ φpλqpfq|

ď }f ´ g} ` ε` }f ´ g} ă 3ε.q
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Tedy tλnu je omezená.
Pokud by nyní tλnu nekonvergovala k λ, existovala by vybraná podposloupnost tλnku konvergující k nějakému

µ P C` různému od λ. Pak ale díky spojitosti φ platí

φpλq “ lim
kÑ8

φpλnkq “ φpµq,

což je spor. Tím je důkaz dokončen.

Příklad 3.4.28 (Wiener). Nechť A je algebra ACpTq z Příkladu 3.3.14. Pak platí následující tvrzení..

(a) Zobrazení φ : `1pZq Ñ A definované jako

φpxqpzq “
ÿ

kPZ
xpkqzk, z P T, x P `1pZq,

je izometrický homomorfizmus `1pZq na A, jehož inverze je dána vzorcem

φ´1pfqpkq “
1

2π

ż 2π

0

fpeitqe´ikt dt, k P Z.

Algebra A je pak Banachova algebra s jednotkou.

(b) Pro každé λ P T uvažujme ψpλq P A˚ definované jako

ψpλqpfq “ fpλq, f P A.

Pak ψ : T∆pAq je homeomorfizmus.

(c) Je-li f P A, pak 1
f P A právě tehdy, když f ‰ 0 na T.

Důkaz. (a) Zobrazení φ je zjevně lineární izometrie. Pro f P A označíme xpkq “ 1
2π

ş2π

0
fpeitqe´ikt dt, k P Z. Položme

gpeitq “
ř

kPZ xpkqe
ikt, t P r0, 2πs. Pak g P CpTq a pro každé j P Z platí

1

2π

ż 2π

0

pgpeitq ´ fpeitqqe´ijt dt “ 0.

Funkce jsou trigonometrické polynomy husté v CpTq a f, g jsou spojité, g “ f . Tedy φpxq “ f a φ je surjektivní.
Pro x, y P `1pZq a z P T platí

φpx ˚ yqpzq “
ÿ

kPZ
px ˚ yqpkqzk “

ÿ

kPZ

˜

ÿ

jPZ
xpjqypk ´ jq

¸

zk “
ÿ

jPZ
xpjq

˜

ÿ

kPZ
ypk ´ jqzk

¸

“
ÿ

jPZ
xpjq

˜

ÿ

lPZ
yplqzj`l

¸

“

˜

ÿ

jPZ
xpjqzj

¸˜

ÿ

lPZ
yplqzl

¸

“ pφpxqφpyqqpzq.

Tedy φ zachovává násobení a φpχt0uq “ 1. Proto je A Banachova algebra a jelikož je `1pZq úplný prostor, je A také
úplná.

(b) Každý prvek ψpλq je zjevně element ∆pAq. Je-li ω P ∆pAq dáno, je x ÞÑ ω ˝φ prvek ∆p`1pZqq. Existuje proto
γ P pZ takové, že ωpφpxqq “

ř

kPZ xpkqγp´kq, x P `
1pZq. Dle Příkladu 3.4.26(b) existuje µ P T takové, že γpkq “ µk,

k P Z. Položme λµ. Pak dostáváme

ωpφpxqq “
ÿ

kPZ
xpkqµp´kq “

ÿ

kPZ
xpkqλk “ φpxqλq.

Jelikož je φ surjektivní, platí ωpfq “ fpλq, f P A.
Jelikož je T kompaktní a φ je zjevně spojité, jedná se o homeomorfizmus.
(c) Pokud 1

f P A, zjevně f ‰ 0 na T. Obráceně, pokud f je nenulové na T, dle bodu (b) platí ϕpfq ‰ 0 pro
každé ϕ P ∆pAq. Dle Věty 3.3.63 platí 0 R σApfq, tj. f invertovatelný prvek A. To znamená, že 1

f P A.
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3.4.5 Banachova algebra MpGq

Definice 3.4.29. Pro funkci f : GÑ C rozšiřme definice f˚ z Věty 3.4.8 vzorcem

f pxq “ fp´xq, x P G.

Definice 3.4.30. Nechť G je komutativní, lokálně kompaktní topologická grupa. Nechť A “ MpGq značí prostor
všech Radonových komplexních měr na G. Pro míry µ1, . . . , µn P A definujeme

µ1 ˚ µ2 ˚ ¨ ¨ ¨ ˚ µn “ ψpµ1 ˆ ¨ ¨ ¨µnq,

kde ψ : Gn Ñ G je definováno jako ψpx1, . . . , xnq “ x1 ` ¨ ¨ ¨ ` xn, px, 1 . . . , xnq P Gn.
(a) Na A definujeme násobení pomocí vzorce

pµ ˚ νq “ φpµˆ νq, µ, ν P A,

kde φ : GˆGÑ G značí zobrazení φpx, yq “ x` y, px, yq P GˆG.
(b) Nechť MacpGq značí prostor všech prvků A absolutně spojitých vůči m. Připomeňme, že McpGq a MdpGq

značí prostor všech spojitých, respektive diskrétních elemenů A (viz Definice ??).
(c) Na A definujeme operaci ˚ jako

µ˚pBq “ µp´Bq, B P BspGq, µ P A.

Věta 3.4.31. Nechť G je komutativní, lokálně kompaktní topologická grupa a A “MpGq. Pak pA, ˚q je komutativní
Banachova algebra s jednotkou a zobrazení ˚ : AÑ A izometrická involuce, pro kterou platí

ż

G

fpxq dµ˚pxq “

ż

G

f˚pxq dµpxq, f P BfbpGq, µ P A. (3.33)

Dále platí následující tvrzení.

(a) Pro každé µ, ν P A platí
ż

fpxq dmpµ ˚ νqpxq “

ż

G

ˆ
ż

G

fpx` yq dµpxq

˙

dνpyq, f P BfbpGq. (3.34)

] Nechť množiny A,B P BspGq splňují µpGzAq “ νpGzBq “ 0 a A`B P BspGq. Pak platí pµ˚νqpGzpA`Bqq “ 0.
Speciálně platí sptpµ ˚ νq Ă sptµ` spt ν.

(b) Pro každé f P L1pGq označme jako fm míru definovanou jako pfmqpBq “
ş

B
fpxq dmpxq, B P BspGq. Pak

zobrazení f ÞÑ mf je izometrický ˚-homomorfizmus L1pGq na Mac. Dále je MacpGq v A uzavřený ˚-ideál.

(c) Prostor McpGq a je v A uzavřený ˚-ideál a MdpGq je uzavřená ˚-podalgebra A.

(d) Zobrazení x ÞÑ εx je homomorfní a homeomorfní vnoření G do pA,w˚q, kde A je chápána jako duál k C0pGq.

Důkaz. Dle úvodní sekce je MpGq Banachův prostor. Nechť φ : G ˆG Ñ G je sčítání, tj. φpx, yq “ x ` y, px, yq P
G ˆ G. Jelikož je pro µ, ν P MpGq míra µ ˆ ν element MpG2q, je µ ˚ ν P MpGq. Dokážeme nejdříve (a). Nechť
f P BfbpGq je dáno. Pak f ˝ φ P BfbpG2q a

ż

G

fpxq dpµ ˚ νqpxq “

ż

G2

pf ˝ φqpx, yq dpµˆ νqpx, yq “

ż

G

ˆ
ż

G

fpx` yq dµpxq

˙

dνpyq.

Nechť nyní množiny A,B P BspGq splňují pro µ, ν P A rovnosti µpGzAq “ νpGzBq “ 0 a nechť A`B P BspGq. Pak
pro C “ GzpA`Bq platí

pµ ˚ νqpGzpA`Bqq “

ż

G

ż

G

χCpx` yq dmupxq dnupyq “

ż

B

ż

A

χCpx` yq dµpxq dνpyq “ 0.

Tím je (a) ověřeno.
Pro každou f P BfbpGq platí díky (3.34) rovnosti
ż

G

fpxq dpµ ˚ νqpxq “

ż

G

ˆ
ż

G

fpx` yq dµpxq

˙

dνpyq “

ż

G

ˆ
ż

G

fpy ` xq dνpyq

˙

dµpxq “

ż

G

fpyq dpν ˚ µqpyq,

a tedy je A komutativní.
Diracova míra ε0 je jednotka A, neboť

ż

G

gpxq dpε0 ˚ µqpxq “

ż

G

ż

G

gpx` yq dεt0upxq dµpyq “

ż

G

gpyq dµpyq, g P BfbpGq.
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Distributivita násobení plyne ze vztahu

µ ˚ pν ` ωq “ φpµˆ pν ` ωqq “ φpµˆ ν ` µˆ ωq “ φpµˆ νq ` φpµˆ ωq “ µ ˚ ν ` µ ˚ ω

a asociativita z rovností
ż

G

fpxq dpµ ˚ pν ˚ ωqqpxq “

ż

G

ż

G

fpx` yq dµpxq dpν ˚ ωqpyq

“

ż

G

ż

G

fpx` yq dpν ˚ ωqpyq dµpxq

“

ż

G

ż

G

fpx` y ` zq dνpyq dωpzq dµpxq

a
ż

G

fpxq dppµ ˚ νq ˚ ωqpxq “

ż

G

ż

G

fpx` zq dpµ ˚ νqpzq dωpyq

“

ż

G

ż

G

ż

G

fpx` z ` yq dµpxq dνpyq dωpzq

“

ż

G

ż

G

fpx` y ` zq dνpyq dωpzq dµpxq

platných pro každou f P BfbpGq.
Dále pro µ P A a jednoduchou borelovskou funkci f “

řn
i“1 ciχBi platí

f˚pxq “ fp´xq “
n
ÿ

i“1

ciχBp´xq “
n
ÿ

i“1

ciχ´Bpxq,

takže
ż

G

fpxq dµ˚pxq “
n
ÿ

i“1

ciµ
˚pBiq “

n
ÿ

i“1

ciµ´Bi “
n
ÿ

i“1

ciµp´Biq “

ż

G

f˚pxq dµpxq.

Proto (3.33) pro každou f P BfbpGq. Z ní též plyne její komplexně sdružená linearita a izometričnost.
Dále pro µ, ν P A a f P BfbpGq platí

ż

G

fpxq dpµ ˚ νq˚pxq “

ż

G

f˚pxq dpµ ˚ νqpxq “

ż

G

ż

G

f˚px` yq dµpxq dνpyq

“

ż

G

ż

G

fp´x´ yq dµpxq dνpyq “

ż

G

ż

G

fp´x´ yq dµpxq dνpyq

a
ż

G

fpxq dpµ˚ ˚ ν˚qpxq “

ż

G

ż

G

fpx` yq dµ ˚ pxq dν˚pyq “

ż

G

ż

G

fp´x` yq dµpxq dν˚pyq

“

ż

G

ż

G

fpx´ yq dν˚pyq dµpxq “

ż

G

ż

G

fp´x´ yq dνpyq dµpxq

“

ż

G

ż

G

fp´x´ yq dνpyq dµpxq,

a tedy pµ ˚ νq˚ “ µ˚ ˚ ν˚.
(b) Zjevně je fm P MacpGq pro každé f P L1pGq. Obráceně, pokud µ P MacpGq, je daná míra, existuje dle

Radonovy–Nikodýmovy věty f P L1pGq splňující µpBq “
ş

B
fpxq dmpxq, B P BspGq. Zobrazení ψ : f ÞÑ fm je tak

bijekce L1pGq na MacpGq.
Nechť f P L1pGq je dáno. Pak máme

}fm}A “ sup
gPB

BfbpGq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

G

gpxqfpxq dmpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ sup
gPBL8pGq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

G

gpxqfpxq dmpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ }f}L1pGq ,

tedy se jedná o izometrii.
Dále pro g P BfbpGq platí

ż

g

pxq dpfmq˚pxq “

ż

G

g˚pxq dpfmqpxq “

ż

G

gp´xqfpxq dmpxq

“

ż

G

gp´xqfpxq dmpxq “

ż

G

gpxqfp´xq dmpxq

“

ż

G

gpxq dpf˚mqpxq,
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čili ψ zachovává involuci.
Dále je zjevně ψ lineární. Konečně pro f1, f2 P L

1pGq platí pro každé g P BfbpGq rovnosti
ż

G

gpxq dppf1 ˚ f2qmqpxq “

ż

G

gpxqpf1 ˚ f2qpxq dmpxq “

ż

G

ż

G

gpxqf1pyqf2px´ yq dmpyq dmpxq

“

ż

G

f1pyq

ˆ
ż

G

gpxqf2px´ yq dmpxq

˙

dmpyq “

ż

G

gpy ` zqf1pyqf2pzq dmpzq dmpyq

“

ż

G

ż

G

gpy ` zq dpf1mqpyq dpf2mqpzq “

ż

G

gpyq dppf1mq ˚ pf2mqqpyq,

a tedy ψ zachovává násobení.
Je-li nyní µ PMpGq a f P L1pGq, pro množinu B P BspGq splňující mpBq “ 0 platí

ppfmq ˚ µqpBq “

ż

G

χBpxq dppfmq ˚ µqpxq “

ż

G

ˆ
ż

G

χBpx` yqfpxq dmpxq

˙

dµpyq

“

ż

G

ˆ
ż

G

χBpzqfpz ´ yq dmpzq

˙

dµpyq “ 0,

takže MacpGq je ideál.
(c) Prostor McpGq je uzavřený v A, viz Věta ??. Zjevně

pµ˚qptxuq “ µpt´xuq “ 0, x P G,µ PMcpGq,

takže McpGq je uzavřený na involuci.
Pro µ PMcpGq a ν P A platí

pµ ˚ νqptxuq “

ż

G

ż

G

µptx´ yuq dνpyq “ 0, x P G,

a McpGq je tedy ideál.
UzavřenostMdpGq je zaručena Větou ??. Nechť µ, ν PMdpGq jsou dány. Nechť A,B Ă G jsou spočetné množiny

takové, že µpGzAq “ νpGzBq “ 0. Pak je A` B spočetná, a tedy borelovská podmnožina G, a proto dle (a) platí
pµ ˚ νqpGzpA`Bqq “ 0. Tedy µ ˚ ν PMdpGq. Dále je µ ˚ pGzp´Aqq “ 0, a tedy i µ˚ PMdpGq.

(d) Pro a, b P G a g P BfbpGq platí
ż

G

gpxq dpεa ˚ εbqpxq “

ż

G

ż

G

gpx` yq dεapxq dεbpyq “

ż

G

gpa` yq dεbpyq “ gpa` bq “

ż

G

gpxq dεa`bpxq.

Tedy je zobrazení ε : GÑ A algebraický homomorfzimus.
Dále pro net taiu v G konvergující k a P G a f P C0pGq aplatí

ż

G

fpxq dεaipxq “ fpaiq Ñ fpaq “

ż

G

fpxqεapxq,

a tedy ε je spojité.
Nechť εai Ñ εa pro nějaký net taiu v G a a P G. Nechť U je dané okolí a, přičemž můžeme předpokládat, že U

je lokálně kompaktní. Nalezneme f P CcpGq s hodnotami v r0, 1s splňující fpaq “ 1 a f “ 0 na GzU . Protože

fpaiq “

ż

G

fpxq dεaipxq Ñ

ż

G

fpxq dεapxq “ fpaq “ 1,

existuje idnex i0 takový, že fpaiq ą 0 pro i ě i0. Pro tato i je pak ai P U , takže jsme ověřili ai Ñ a. Tedy ε je
homeomorfizmus.

Definice 3.4.32. Nechť G je komutativní, lokálně kompaktní topologická grupa. Pro µ P MpGq a f P L1pGq
borelovskou definujeme

pµ ˚ fqpxq “

ż

G

fpx´ yq dµpyq, x P G.

Tvrzení 3.4.33. Nechť G je alespoň dvoubodová komutativní, lokálně kompaktní topologická grupa. UvažujmeMpGq
s involucí definovanou ve Větě 3.4.31. Pak MpGq není C˚-algebra.

Důkaz. Nechť x P G je prvek různý od 0. Vezměme ryze imaginární nenulové číslo α P C a uvažujme míru

µ “ αε´x ` ε0 ` αεx.
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Pak µ˚ “ αεx ` ε0 ` αε´x a dle Věty 3.4.31(d) platí

µ ˚ µ˚ “
´

|α|
2
ε0 ` αε´x ` |α|

2
ε´2x

¯

` pαε´x ` ε0 ` αεxq `
´

|α|
2
ε2x ` αεx ` |α|

2
ε0

¯

“ p1` 2 |α|
2
qε0 ` pα` αqεx ` pα` αqε´x ` |α|

2
ε2x ` |α|

2
ε´2x

“ p1` 2 |α|
2
qε0 ` |α|

2
ε2x ` |α|

2
ε´2x.

Tedy
}µ ˚ µ˚} “ 1` 4 |α|

2
.

Na druhou stranu máme
}µ}

2
“ p1` 2 |α|q2 “ 1` 4 |α|

2
` 4 |α| ,

a tedy }µ}2 ą }µ ˚ µ˚}. Proto MpGq není C˚-algebra.

Věta 3.4.34. Nechť G je komutativní, lokálně kompaktní topologická grupa. Je-li µ P MpGq a f P L1pGq je
borelovská, pak µ ˚ f P L1pGq a platí µ ˚ fm “ pµ ˚ fqm.

Důkaz. Pro f P L1pGq borelovskou a µ PMpGq je funkce px, yq ÞÑ fpx´yq borelovská a z Fubiniovy věty aplikované
na |f | a mˆ |µ| se ověří, že je mˆ µ-integrovatelná. Dle Fubiniovy věty je tedy funkce pro m-skoro všechna x P G
je funkce y ÞÑ fpx´ yq v L1pµq a funkce x ÞÑ

ş

G
fpx´ yq dµpyq “ pµ ˚ fqpxq je v L1pGq.

Pro g P BfbpGq pak platí
ż

G

gpxq dpµ ˚ fqpmqpxq “

ż

G

gpxq

ˆ
ż

G

fpx´ yq dµpyq

˙

dmpxq “

ż

G

ż

G

gpxqfpx´ yq dmpxq dµpyq

“

ż

G

ż

G

gpy ` zqfpzq dmpzq dµpyq “

ż

G

ż

G

gpy ` zq dµpyq dpfmqpzq

“

ż

G

gpyq dpµ ˚ fmqpyq.

Tím je požadovaná rovnost ověřena.

3.4.6 Fourierova–Stieltjesova transformace
Definice 3.4.35. NechťG je komutativní, lokálně kompaktní topologická grupa. Definujeme Fourierovu–Stieltjesovu
transformaci F : MpGq Ñ `8p pGq jako

pFµqpγq “

ż

G

γpxq dµpxq, γ P pG,µ PMpGq

Někdy píšeme Fµ “ pµ.

Věta 3.4.36. Nechť G je komutativní, lokálně kompaktní topologická grupa a nechť F značí Fourierovu–Stieltjesovu
transformaci. Pak platí následující tvrzení.

(a) Každá funkce pµ je omezená a stejnoměrně spojitá na pG.

(b) Zobrazení F je ˚-homomorfizmus MpGq do Cbp pG zachovávající jednotku o normě nepřesahující 1 (prostor
Cbp pGq je uvažován s involucí f˚pγq “ fpγq). Navíc restrikce F na L1pGq je Fourierova transformace z Defi-
nice 3.4.17.

(c) Pro každé γ P pG je zobrazení ψpγq : µ ÞÑ pµpγq prvek ∆pMpGqq. Zobrazení γ ÞÑ ψγ je homeomorfní vnoření pG
do ∆pMpGqq.

(d) Nechť µ P MpGq , x0 P G a γ0 P pG jsou dány. Pak pro míry λ a ω definované jako λ “ γ0µ a ω “ φpµq, kde
φ : x ÞÑ x´ x0, x P G, platí

pλpγq “ pµpγγ´1
0 q a pωpγq “ γpx0qpµpγq, γ P pG.

Speciálně, platí, že funkce γ ÞÑ pµpγγ´1
0 q a γ ÞÑ γpx0qpµpγq jsou též v RngF .

Důkaz. Nechť A značí MpGq.
(a) Pro dané µ P A dané a libovolné γ P pG platí

|pµpγq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

G

γp´xq dµpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

G

1 d |µ| pxq “ }µ} .
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Tedy pµ je omezená a }F } ď 1.
Nechť ε ą 0 je dáno. Nalezneme kompaktK Ă G takový, že |µ| pGzKq ă ε

4 . Uvažujme množinu UK,ε tvaru(3.30).
pak pro γ1, γ2 P pG splňující γ1γ

´1
2 P UK, ε

2}µ}
platí

|pµpγ1q ´ pµpγ2q| ď

ˇ

ˇ

ˇ
γ1pxq ´ γ2pxq

ˇ

ˇ

ˇ
d |µ| pxq “

ż

G

ˇ

ˇγ1pxqγ2pxq
´1 ´ 1

ˇ

ˇ d |µ| pxq

ď

ż

K

ˇ

ˇγ1pxqγ2pxq
´1 ´ 1

ˇ

ˇ d |µ| pxq `

ż

GzK

ˇ

ˇγ1pxqγ2pxq
´1 ´ 1

ˇ

ˇ d |µ| pxq

ď
ε

2 }µ}
|µ| pKq ` 2 |µ| pGzKq ď ε.

Tedy pµ je stejnoměrně spojitá.
(b) Zobrazení F je zjevně lineární a dle odhadu v (a) platí }F } ď 1. Pro funkci f P L1pGq máme

yfmpγq “

ż

G

γp´xq dpfmqpxq “

ż

G

fpxqγp´xq dmpxq “ pfpγq, γ P pG,

a tedy F je rozšířením Fourierovy transformace.
Pro µ PMpGq máme

xµ˚pγq “

ż

G

γp´xq dµ˚pxq “

ż

G

γpxq dµpxq “ pµpγq “ ppµpγqq˚, γ P pG.

Tedy F zachovává involuci.
Pro µ, ν PMpGq dostáváme pro každé γ P pG rovnost

pzµ ˚ νqpγq “

ż

G

γp´xq dpµ ˚ νqpxq “

ż

G

ż

G

γp´x´ yq dµpxq dνpyq

“

ˆ
ż

G

γp´xq dµpxq

˙ˆ
ż

G

γp´yq dµpyq

˙

“ pµpγqpνpγq,

tj. F je homomorfismus.
Konečně pro ε0 máme

pε0pγq “

ż

G

γp´xq dε0pxq “ γp´0q “ 1, γ P pG.

(c) Inkluze ψp pGq Ă ∆pMpGqq plyne z (b). Nechť tγiu je net v pG konvergující ke γ P pG. Dle (a) platí

ψpγiqpµq “ pµpγiq Ñ pµpγq “ ψpγqpµq, µ PMpGq,

tj. ψpγiq
w˚
Ñ ψpγq. Tedy ψ je spojité.

Předpoikládejme nyní, že ψpγiq Ñ ψpγq pro nějaký net tγiu v pG a γ P pG. Uvažujme inverzi k zobrazení z
Věty 3.4.16, které každému prvku ω P pG přiřazuje element ϕω P ∆pL1pGqq. Pak zobrazení ω ÞÑ ϕω je homeo-
morfizmus pG a ∆pL1pGqq (viz Věta 3.4.23). Nechť f P L1pGq je libovolné. Pak fm P MpGq a dle předpokladu
platí

ϕγipfq “

ż

G

fpxqγip´xq dmpxq “yfmpγiq “ ψpγiqpµq Ñ ψpγqpµq “ pµpγq “ ϕγpfq.

Tedy ϕγi
w˚
Ñ ϕγ , což díky zmiňované Větě 3.4.23 implikuje γi Ñ γ v pG. Tedy ψ je homeomorfní vnoření.

(d) Pro γ P pG dostáváme

pλpγq “

ż

G

γp´xq dλpxq “

ż

G

γp´xqγ0pxq dµpxq “

ż

G

γγ0p´xq
´1 dµpxq

“

ż

G

pγγ´1
0 qp´xq dµpxq “ pµpγγ´1

0 q

a

pωpγq “

ż

G

γp´xq dωpxq “

ż

G

γp´x` x0q dµpxq “ γpx0q

ż

G

γp´xq dµpxq “ γpx0qpµpγq.

Tím je důkaz dokončen.
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Definice 3.4.37. Nechť G je komutativní, lokálně kompaktní topologická grupa. Definujme rF : Mp pGq Ñ `8pGq
pomocí vzorce

p rFµqpxq “

ż

pG

γpxq dµpγq, x P G.

Věta 3.4.38 (O jednoznačnosti). Nechť G je komutativní, lokálně kompaktní topologická grupa a µ PMp pGq. Pokud
ż

pG

γpxq dµpγq “ 0, x P G,

pak µ “ 0. Tedy rF je prosté zobrazení.

Důkaz. Nechť F : L1pGq Ñ C0p pGq značí Fourierovu transformaci. Pro každé f P L1pGq dle předpokladu platí
ż

pG

pfpγq dµpγq “

ż

pG

ż

G

fpxqγp´xq dmpxq dµpγq “

ż

G

fpxq

ˆ
ż

pG

γp´xq dµpγq

˙

dmpxq “ 0.

Jelikož RngF je hustý v C0p pGq dle Důsledku 3.4.24, platí µ “ 0.

3.4.7 Pozitivně definitní funkce a Bochnerova věta
Definice 3.4.39. Nechť G je komutativní, lokálně kompaktní topologická grupa a f : GÑ C je funkce. Řekneme,
že f je pozitivně definitní, pokud platí

n
ÿ

j,k“1

cjckfpxj ´ xkq ě 0, x1, . . . , xn P G, c1, . . . , cn P C, n P N. (3.35)

Lemma 3.4.40. Nechť G je komutativní, lokálně kompaktní topologická grupa a f : G Ñ C je pozitivně definitní
funkce. Pak platí následující tvrzení.
(a) Platí fp0q ě 0.
(b) Pro každé x P G platí fp´xq “ fpxq.
(c) Pro každé x P G platí |fpxq| ď fp0q, a tedy je f omezená funkce.
(d) Pro každé x, y P G platí

|fpxq ´ fpyq|
2
ď 2fp0qRepfp0q ´ fpx´ yqq.

(e) Pokud f je spojitá v 0, je stejnoměrně spojitá.

Důkaz. (a) Pro c1 “ 1 a x1 “ 0 plyne z (3.35) nerovnost 0 ď fp0q.
(b) Dosadíme do (3.35) pro n “ 2 body x1 “ 0 a x2 “ x a čísla c1 “ 1 a c2 “ c. Pak

0 ď
2
ÿ

j,k“1

cjckfpxj ´ xkq “ fp0q ` cfp´xq ` cfpxq ` |c|
2
fp0q. (3.36)

Pro c “ 1 dostáváme 0 ď p1 ` |c|
2
qfp0q ` fpxq ` fp´xq a pro c “ i máme 0 ď p1 ` |c|

2
qfp0q ` ipfpxq ´ fp´xqq.

Tedy fpxq ` fp´xq i ipfpxq ´ fp´xqq jsou reálně čísla. Proto pro fpxq “ a1 ` ia2, kde a1, a2 P R, platí

fpxq ` fp´xq “ pa1 ` b1q ` ipa2 ` b2q P R a ipfpxq ´ fp´xqq “ pb2 ´ a2q ` ipa1 ´ b1q P R.

Tedy b2 “ ´a2 a b1 “ a1, tj. fp´xq “ fpxq.
(c) Pro x P G předpokládejme, že fpxq ‰ 0. Nalezneme c P C takové, že cfpxq “ ´ |fpxq|. Pak |c| |fpxq| “ |fpxq|,

a tedy |c| “ 1. Z (3.36) tedy díky (a) dostáváme

0 ď fp0q ` cfp´xq ` cfpxq ` |c|
2
fp0q “ fp0q ` cfpxq ´ |fpxq| ` fp0q “ 2pfp0q ´ |fpxq|q.

Tím je (c) dokázáno.
(d) Nechť x, y P G jsou dány. Můžeme předpokládat, že fpxq ‰ fpyq. Nechť λ P R je libovolné. V (3.35)

uvažujeme n “ 3, x1 “ 0, x2 “ x, x3 “ y a c1 “ 1, c2 “ c “ λ|fpxq´fpyq|
fpxq´fpyq a c3 “ ´c2. Pak dostáváme

0 ď
n
ÿ

j,k“1

cjckfpxj ´ xkq “ pfp0q ` cfp´xq ´ cfp´yqq ` c
´

fpxq ` cfp0q ` p´cqfpx´ yq
¯

´ c
´

fpyq ` cfpy ´ xq ` p´cqfp0q
¯

“ p1` 2 |c|
2
qfp0q ` pcfpxq ` cfpxqq ´ pcfpyq ´ cfpyqq ´ |c|

2
pfpx´ yq ` fpy ´ xqq

“ p1` 2 |c|
2
qfp0q ` cpfpxq ´ fpyqq ` cpfpxq ´ fpyqq ´ |c|

2
2 Re fpx´ yq

“ p1` 2 |c|
2
qfp0q ` 2λ |fpxq ´ fpyq| ´ 2λ2 Re fpx´ yq

“ λ2p2pRepfp0q ´ fpx´ yqqq ` λp2 |fpxq ´ fpyq| ` fp0q.
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Diskriminant tohoto kvadratického polynomu v proměnné λ tak musí být nekladný, a tedy

0 ě 4 |fpxq ´ fpyq|
2
´ 4fp0q2 Repfp0q ´ fpx´ yqq,

což implikuje nerovnost v (d).
Tvrzení (e) nyní plyne z (d).

Tvrzení 3.4.41. Nechť G je komutativní, lokálně kompaktní topologická grupa. Pokud p P p1,8q a q je sdružený
exponent k p, pro každé funkce f P LppGq a g P LqpGq je funkce f ˚ g P C0pGq.

Důkaz. Nechť f, g P CcpGq, pro x, y P G máme

|pf ˚ gqpxq ´ pf ˚ gqpyq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

G

pfpzqgpx´ zq ´ fpzqgpy ´ zqq dmpzq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

G

|fpzq| |gpx´ zq ´ gpy ´ zq| dmpzq

ď }f}8 }g´x ´ g´y}1 .

Dle Tvrzení 3.4.12 je zobrazení x ÞÑ gx stejnoměrně spojité na G, a tedy je funkce f ˚ g stejnoměrně spojitá na G.
Pro f P LppGq a g P LqpGq obecné nalezneme posloupnost tfnu v LppGq a tgnu v LqpGq takové, že }fn ´ f}p `

}gn ´ g}q Ñ 0. Pak pro x P G platí díky Hölderově nerovnosti

|pfn ˚ gnqpxq ´ pf ˚ gqpxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

G

pfnpyqgnpx´ yq ´ fpyqgpx´ yqq dmpyq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

G

|fnpyq ´ fpyq| |gnpx´ yq| dmpyq `

ż

G

|fpyq| |gnpx´ yq ´ gpx´ yq| dmpyq

ď }fn ´ f}p }gn}q ` }f}p }gn ´ g}q Ñ 0,

tj. fn ˚ gn Ñ f ˚ g.
Jelikož fn ˚ gn P CcpGq dle první části důkazu a Věty 3.4.31(a), dostáváme f ˚ g P C0pGq.

Lemma 3.4.42. Nechť G je komutativní, lokálně kompaktní topologická grupa. Pak platí následující tvrzení.

(a) Součet dvou pozitivně definitních funkcí a nezáporný násobek pozitivně definitní funkce je definitně pozitivní
funkce.

(b) Každý element γ P pG je pozitivně definitní funkce.
(c) Pokud f P L1pGq, pak f ˚f˚ je pozitivně definitní funkce. Pokud f P L2pGq, je f ˚f˚ spojitá, pozitivně definitní

funkce.
(d) Pokud µ PMp pGq je nezáporná, je funkce

fpxq “

ż

pG

γpxq dµpγq, x P G,

spojitá, pozitivně definitní funkce na G.

Důkaz. Tvrzení (a) je zřejmé.
(b) Pro γ P pG a sumu tvaru (3.35) platí

n
ÿ

j,k“1

cjckγpxj ´ xkq “
n
ÿ

j,k“1

cjckγpxjqγpxkq “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

l“1

clγpxlq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

ě 0.

(c) Označme h “ f ˚ f˚. Pro libovolnou sumu z (3.35) platí

n
ÿ

j,k“1

cjckhpxj ´ xkq “
n
ÿ

j,k“1

cjck

ż

G

fpyqf˚pxj ´ xk ´ yq dmpyq

“

n
ÿ

j,k“1

cjck

ż

G

fpyqfpy ´ xj ` xkq dmpyq

“

n
ÿ

j,k“1

cjck

ż

G

fpz ´ xkqfpz ´ xjq dmpzq

“

ż

G

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

l“1

clfpz ´ xlq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

dmpzq ě 0.
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Pokud 4fin L6ě9G04, je dle Lemmatu 3.4.41 funkce f ˚ f˚ P C0pGq.
(d) Je-li µ P MpGq dáno, k ověření spojitosti funkce fpxq “

ş

pG
γpxq dµpγq, x P G, lze zopakovat důkaz tvrzení

(a) Věty 3.4.36. Podrobněji, pro x, y P G platí

|fpxq ´ fpyq| ď

ż

pG

|γpxq ´ γpyq| d |µ| pγq “

ż

pG

ˇ

ˇγpyq´1
ˇ

ˇ |γpx´ yq ´ 1| d |µ| pγq.

Nalezneme-li tedy pro dané ε ą 0 okolí U P τp0q takové, že |γpx´ yq ´ 1| ă ε pro x, y P G splňující x´ y P U (viz
Lemma 3.4.15), dostáváme odhad

|fpxq ´ fpyq| ď ε |µ| pGq,

z čehož plyne stejnoměrná spojitost f .
Pro každou sumu tvaru (3.35) pak platí

n
ÿ

j,k“1

cjckfpxj ´ xkq “
ÿ

pG

n
ÿ

j,k“1

cjck pγpx1 ´ xkqq dµpγq “

ż

pG

n
ÿ

j,k“1

cjckγpx1qγpxkq dµpγq

“

ż

pG

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

l“1

clγpxlq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

dµpγq ě 0.

Věta 3.4.43. Nechť G je komutativní, lokálně kompaktní topologická grupa a f : GÑ C je spojitá pozitivně definitní
funkce na G. Pak existuje µ PMpGq nezáporná taková, že fpxq “

ş

pG
γpxq dµpγq.

Důkaz. Díky Lemmatu 3.4.40(c) a Lemmatu 3.4.40(a) lze předpokládat, že fp0q “ 1.
Krok 1. Ukážeme, že

ż

G

ż

G

gpxqgpx´ yqfpx´ yqdpxq dmpyq ě 0, g P L1pGq.

Jelikož je prostor CcpGq hustý v L1pGq a f je omezená, stačí ověřit tuto nerovnost na CcpGq. Nechť tedy g P CcpGq
je dána. Zvolme ε ą 0 a označme K “ spt g. Položíme µ “ m|K ˆm|K a nechť a “ µpK ˆKq. Definujme spojitou
funkci h na K ˆK jako

hpx, yq “ gpxqgpyqfpx´ yq, px, yq P K ˆK.

Z Lemmatu 9.2.22 odvodíme existenci míry ν PMmolpKˆKq splňující
ˇ

ˇ

ˇ

ş

KˆK
hpx, yq dµpx, yq ´ a

ş

K
hpx, yq dνpx, yq

ˇ

ˇ

ˇ
ă

ε. Pak ν je tvaru ν “
řn
j,k“1 cjckεpxj ,xkq pro nějaké body pxj , xkq P K ˆK a nezáporná čísla cj , ck, j, k “ 1, . . . , n,

splňující
řn
j,k“1 cjck ě 0. Protože

ż

KˆK

hpx, yq dνpx, yq “
n
ÿ

j,k“1

gpxjqgpxkqfpxj ´ xkqcjck “
n
ÿ

i,j“1

cjgpxjqckgpxkqfpxj ´ xkq ě 0.

Tedy
ş

KˆK
hpx, yq dµpx, yq ě ´ε. Protože ε ą 0 bylo libovolné, dostáváme nerovnost Tg ě 0.

Krok 2. Jelikož je f P CbpGq, můžeme definovat

Tg “

ż

G

gpxqfpxq dmpxq, g P L1pGq.

Protože }f}8 ď 1, platí }T } ď 1.
Položme dále

xg1, g2y “ T pg1 ˚ g
˚
2 q, g1, g2 P L

1pGq.

Jelikož

xg1, g2y “

ż

G

ˆ
ż

G

g1pyqg
˚
2 px´ yq dmpyq

˙

fpxq dmpxq “

ż

G

g1pyq

ˆ
ż

G

g2py ´ xqfpxq dmpxq

˙

dmpyq

“

ż

G

ż

G

g1pyqg2pzqfpy ´ zq dmpzq dmpyq,

(3.37)

je zobrazení pg1, g2q ÞÑ xg1, g2y lineární v první souřadnici a sdruženě lineární v druhé. Navíc díky prvnímu kroku
platí xg, gy ě 0.

Analogicky jako v Tvrzení 1.1.11 odvodíme Cauchyovu–Scwarzovu nerovnost

|xg1, g2y|
2
ď xg1, g1yxg2, g2y, g1, g2 P L

1pGq.
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Krok 3. Ukážeme, že pro g P L1pGq platí

|Tg|
2
ď T pg ˚ g˚q, g P L1pGq. (3.38)

Nechť V P τp0q je relativně kompaktní a nechť h “ 1
mpUqχU . Pak pro každé g P L1pGq díky (3.37) platí

xg, hy ´ Tg “

ż

G

ˆ
ż

G

gpxqhpyqfpx´ yq dmpyq

˙

dmpxq ´

ż

G

gpxqfpxq dmpxq

“

ż

G

gpxq

ˆ

1

mpV q

ż

V

pfpx´ yq ´ fpxqq dmpyq

˙

dmpxq

a
xh, hy ´ 1 “

1

mpV q2

ż

V

ż

V

pfpx´ yq ´ fpxqq dmpxq dmpyq.

Nechť nyní g P L1pGq je dána a ε ą 0 je libovolné. Jelikož je f stejnoměrně spojitá (viz Lemma 3.4.42(e)),
existuje V P τp0q relativně kompaktní okolí 0 takové, že |fpx´ yq ´ 1| ă ε pro x, y P V . Pak pro h “ 1

mpV qχV
máme

|xg, hy ´ Tg| ď

ż

G

|gpxq|
1

mpV q

ż

V

|fpx´ yq ´ fpyq| dmpyq dmpxq ď ε }g}

a
|xh, hy ´ 1| ď

1

mpV q2

ż

V

ż

V

ε dmpxq dmpyq “ ε.

Tedy
|Tg| “ |Tg ´ xg, hy ` xg, hy| ď ε }g} ` |xg, hy| ,

a proto
|Tg|

2
ď εpε }g}

2
` 2 |xg, hy|q ` |xg, hy|

2
ď εpε }g}

2
` 2 |xg, hy|q ` xg, gyxh, hy

ď εpε }g}
2
` 2 |xg, hy|q ` xg, gy |xh, hy ´ 1| ` xg, gy

ď εpε }g}
2
` 2 |xg, hy| ` xg, gyq ` xg, gy.

Tím je nerovnost (3.38) ověřena.
Krok 4. Ověříme, že

|Tg| ď }pg}8 , g P L1pGq. (3.39)

Nechť g P L1pGq je dáno. Položíme h1 “ g ˚ g˚ a pro každé n P Nzt1u induktivně definujeme hn “ hn´1 ˚ h.
Jelikož je h pozitivně definitní (viz Lemma 3.4.42(c)), platí h˚ “ h. Z (3.38) platí |Tg|2 ď T pg ˚ g˚q “ Th.
Dosazením h2n´1

pro n P N do (3.38) dostáváme
ˇ

ˇ

ˇ
T ph2n´1

q

ˇ

ˇ

ˇ

2

ď T ph2n´1

˚ ph2n´1

q˚q “ T ph2nq.

Tedy

|Tg|
2
ď Th ď pT ph2qq

1
2 ď pT ph4qq

1
4 ď ¨ ¨ ¨ ď pT ph2nqq

1
2n ď

›

›

›
h2n

›

›

›

1
2n

, n P N.

Jelikož }T } ď 1 a limnÑ8

›

›h2n
›

›

2´n

“ rL1pGqphq , dostáváme z Věty 3.3.65(a) a Věty 3.4.18(a) nerovnost

|Tg|
2
ď

›

›

›

ph
›

›

›

8
“ }pg}

2
8 .

Tedy (3.39) je ověřeno.
Krok 5. Nechť F : L1pGq Ñ C0p pGq značí Fourierovu transformaci. Definujme

rLh “ Tg, g P F´1phq, h P RngF.

Díky odhadu (3.39) je L dobře definované lineární zobrazení RngF do C. Navíc platí
ˇ

ˇ

ˇ

rLh
ˇ

ˇ

ˇ
“ |Tg| ď }pg} “ }h} , g P F´1phq, h P RngF.

Tedy rL je spojitý funkcionál na RngF o normě nepřevyšující 1. Jelikož je RngF hustý v C0p pGq (viz Důsledek 3.4.24),
má rL jednoznačné rozšíření L P C0p pGq

˚ s normou }L} “
›

›

›

rL
›

›

›
. Dle Rieszovy věty o reprezentaci (viz Věta ??) existuje

rµ PMp pGq splňující }µ} “ }L} ď 1 a

Lh “

ż

pG

hpγq drµpγq, h P C0p pGq.
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Definujme míru µ PMp pGq jako φprµq, kde φ : GÑ G je definováno jako φpxq “ ´x, x P G.
Položme

rfpxq “

ż

pG

γpxq dµpγq, x P G. (3.40)

Nechť nyní g P L1pGq je libovolné. Pak
ż

G

gpxqfpxq dmpxq “ Tg “

ż

pG

pgpγq drµpγq “

ż

pG

pgp´γq dµpγq “

ż

pG

ż

G

gpxqγpxq dmpxq dµpγq

“

ż

G

gpxq

ˆ
ż

pG

γpxq dµpγq

˙

dmpxq “

ż

G

gpxq rfpxq dmpxq.

Tedy f “ rf m-skoro všude. Jelikož f i rf je spojitá funkce, platí f “ rf .
Zbývá ukázat, že µ ě 0. Dosazením x “ 0 do (3.40) dostáváme

1 “ rfp0q “ fp0q “

ż

pG

1 dµpγq “ µp pGq ď }µ} “ }rµ} ď 1.

Díky Lemmatu 9.2.23 je µ nezáporná.

3.4.8 Věta o inverzi

Lemma 3.4.44. Nechť G je komutativní, lokálně kompaktní topologická grupa. Pak rF je prostý operátor z LpMp pGq, `8pGqq
splňující

›

›

›

rF
›

›

›
ď 1 a každý prvek f P Rng rF je omezená, stejnoměrně spojitá funkce na G.

Důkaz. Zjevně pro µ PMpGq platí

ˇ

ˇ

ˇ
p rFµqpxq

ˇ

ˇ

ˇ
“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

pG

γpxq dµpγq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

pG

1 d |µ| “ }µ} , x P G,

a tedy
›

›

›

rF
›

›

›
ď 1.

Pokud rFµ “ 0, z Věty 3.4.38 plyne µ “ 0, tj. rF je prostý.
Nechť nyní µ P MpGq je dána. Pišme µ “

ř3
k“0 i

kµk, kde µk P MpGq, k “ 0, . . . , 3, jsou nezáporné. Pak pro
každé k P t0, . . . , 3u je funkce rFµk spojitá a pozitivně definitní (viz Lemma 3.4.40(d)), a tedy je stejnoměrně spojitá
(viz Lemma 3.4.40(e)). Tedy i rFµ “

ř3
k“0 i

k
rFµk je stejnoměrně spojitá.

Věta 3.4.45 (Věta o inverzi). Nechť G je komutativní, lokálně kompaktní topologická grupa. Pak platí následující
tvrzení.

(a) Pokud f P L1pGq X Rng rF , pak platí pf P L1p pGq.

(b) Nechť je Haarova míra m na G fixována. Pak Haarovu míru pm na pG lze volit tak, že rovnost

fpxq “

ż

pG

pfpγqγpxqdpmpγq, x P G, (3.41)

platí pro každou f P L1pGq X Rng rF .

Důkaz. (a) Označme B “ L1pGq X Rng rF a pro f P B označme µf “ rF´1pfq.
Krok 1. Ukážeme, že platí

pgµf “ pfµg, f, g P B. (3.42)

Nechť tedy f, g P B jsou dány. Pak pro libovolnou h P L1pGq máme
ż

pG

phpγq dµf pγq “

ż

pG

ˆ
ż

G

hpxqγp´xq dmpxq

˙

dµf pγq

ż

pG

ˆ
ż

G

hp´xqγpxq dmpxq

˙

dµf pγq

“

ż

G

hp´xq

ˆ
ż

pG

γpxq dµf pγq

˙

dmpxq

“

ż

G

hp´xqfpxq dmpxq “ pf ˚ hqp0q “ ph ˚ fqp0q.
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Použijeme-li tuto rovnost postupně pro h ˚ f a h ˚ g, dostaneme
ż

pG

ph pf dµg “

ż

pG

zh ˚ f dµg “ pph ˚ fq ˚ gqp0q

“ pph ˚ gq ˚ fqp0q “

ż

pG

zh ˚ g dµf “

ż

pG

ph pf dµg.

Jelikož je RngF hustý v C0p pGq (viz Důsledek 3.4.24), (3.42) platí.
Krok 2. Definujeme nyní funkcionál T na Ccp pGq následujícím způsobem.
Nechť g P Ccp pGq je libovolná. Označme

Bg “ tv P CcpGq : v pozitivně definitní, pv ě 0 a pg ą 0 na spt gu.

Díky Větě 3.4.43 platí Bg Ă B. Položíme

Tg “

ż

pG

g

pv
dµv,

kde v P Bg je libovolná.
Všimněme si, že T je nezáporný a nezávisí na volbě v. Díky pozitivní definitnosti je totiž µv nezáporná, takže

pro g ě 0 je Tg ě 0.
Dále, je-li w P Bg libovolná, platí díky (3.42) rovnost

ż

pG

g

pw
dµw “

ż

pG

g

pwpv
pv dµw “

ż

pG

g

pwpv
pw dµv “

ż

pG

g

pv
dµv “ Tg.

Ověříme nyní, že požadovaná funkce v existuje. Pro každé γ P spt g nalezneme díky Důsledku 3.4.24(c) funkci
fγ P CcpGq takovou, že pfpγq ‰ 0. Funkce vγ “ uγ ˚ u

˚
γ má pak kompaktní nosič a pvγpγq ą 0. Pro každé γ P

spt g nalezneme okolí Uγ , na kterém je funkce pvγ kladná. Díky kompaktnosti vybereme konečně mnoho bodů
γ1, . . . , γn P K takových, že spt g Ăni“1 Uγi . Pak funkce v “

řn
i“1 vγi je element CcpGq, pv ě 0 na pG a pv ą 0 na

spt g. Dle Lemmatu 3.4.40(c) je pozitivně definitní.
Je třeba nyní ověřit linearitu T . Nechť g1, g2 P Ccp pGq a a1, a2 P C. Nechť v1, v2 a v3 jsou funkce požadované

definicí T pro funkce g1, g2 a a1g1 ` a2 ` g2. Pak je funkce v1 ` v2 též pozitivně definitní, pv1 ` pv2 ě 0 na pG a je
kladná na spt g1 Y spt g2. Tedy je kladná i na sptpa1g1 ` a2g2q. Proto

a1Tg1 ` a2Tg2 “ a1

ż

pG

g1

{v1 ` v2

dµv1`v2 ` a2

ż

pG

g2

{v1 ` v2

dµv1`v2

“

ż

pG

a1g1 ` a2g2

{v1 ` v2

dµv1`v2 “ T pa1g1 ` a2g2q.

Tedy je T lineární.
Krok 3. Funcionál T je nenulový a translačně invariantní.
Zvolme totiž v P B nenulovou, pak i µv ‰ 0, neboť rF je prostý. Nechť g P Ccp pGq je funkce splňující

ş

pG
g dµv ‰ 0.

Nechť w je funkce z definice T pgpvq. Díky (3.42) pak dostáváme

T pgpvq “

ż

pG

hpv

pw
dµw “

ż

pG

g

pw
dppvµwq “

ż

pG

g

pw
dp pwµvq “

ż

pG

g dµv ‰ 0.

Funkcionál T je tedy nenulový.
Abychom ukázali jeho translanční invariantnost, vezměme γ0 P pG a g P Ccp pGq. Položme

fpγq “ gpγ´1
0 γq, γ P pG.

Pak spt f “ γ0 spt g.
Stejným postupem jako v druhém kroku nalezneme v P Bg takovou, že pv ą 0 i na γ0 spt g. Pak také platí v P Bf .

Nechť φ : pGÑ pG je definováno jako
φpγq “ γ´1

0 γ, γ P pG.

Položme µ “ φpµvq a w “ rFµ. Pak w je spojitá pozitivně definitní funkce na G (viz Lemma 3.4.40(d)) a wpxq “
γ´1

0 pxqvpxq, x P G. Vskutku, pro x P G máme

wpxq “

ż

pG

γpxq dµpγq “

ż

pG

γpxq dφpµqpγq “

ż

pG

pγ´1
0 γqpxq dµvpγq

“ γ0p´xq

ż

pG

γpxq dµvpxq “ γ0p´xqp rFµvqpxq “ γ0p´xqvpxq.
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Proto w P CcpGq a dle Věty 3.4.18(b) máme

pwpγq “ pvpγ0γq, γ P pG.

Platí tak w P Bg. Jelikož v P Bf , dostáváme

Tg “

ż

pG

g

pw
dµw “

ż

pG

gpγq

pwpγq
dφpµgqpγq “

ż

pG

gpγ´1
0 γq

pwpγ´1
0 γq

dµvpγq “

ż

pG

fpγq

pvpγq
dµvpγq “ Tf.

Tedy T je translačně invariantní.
Krok 4. Nechť pm značí Haarovu míry na pG. Dle Rieszovy věty o reprezentaci existuje nezáporná, nenulová míra

µ PMp pGq splňující Tg “
ş

pG
g dµ, g P Ccp pGq. Díky jednoznačnosti Haarovy míry existuje c ą 0 takové, že µ “ cpm.

Nechť f P B a g P Ccp pGq jsou dány. Vezměme libovolné v P Bg pf . Pak díky (3.42) máme

ż

pG

g dµf “

ż

pG

gpv

pv
dµf “

ż

pG

g pf

pv
dµv “ T pg pfq “ c

ż

pG

g pf dpm.

Tedy pro každé f P B platí
ż

pG

g dµf “ c

ż

pG

g pf dpm, g P Ccp pGq.

Protože je prostor Ccp pGq hustý v C0p pGq, platí µf “ pfcpm. Jelikož je µf konečná míra, je pf P L1p pGq. Tedy platí (a).
Z máme

fpxq “ p rFµf qpxq “

ż

pG

γpxq dµf pγq “

ż

pG

γpxq pfpγq dpcpmqpxq.

Tedy formule (3.41) platí pro f P B, kde uvažujeme míru cpm.

Příklad 3.4.46. Nechť G je komutativní, lokálně kompaktní topologická grupa. Pak platí následující tvrzení.
(a) Pokud G je diskrétní a mpt0uq “ 1, pak Haarova míra pm na pG vyhovující (3.41) je pravděpodobnostní.

(b) Pokud G je kompaktní a mpGq “ 1, pak Haarova míra pm na pG vyhovující (3.41) splňuje pmptγuq “ 1, γ P pG.
(c) Pokud G “ Rd, pak míra md z Definice 1.5.30 splňuje (3.41).

Důkaz. (a) Uvažujme funkci f “ χt0u. Pak

pfpγq “

ż

G

fpxqγp´xq mpxq “ fp0qγp0q “ 1, γ P pG.

Tedy platí

pmp pGq “

ż

pG

1 dpmpγq “

ż

pG

pfpγq dpmpγq “ fp0q “ 1,

tj. pm je pravděpodobnostní.
(b) Uvažujme funkci epxq “ 1, x P G. Pak e P L1pGq X Rng rF , neboť f je spojitá a pozitivně definitní. (Pro

funkci e je totiž suma typu (3.35) rovna |
řn
l“1 cl|

2.) V důkazu Tvrzení 3.4.19(b) jsme odvodili, že

pepγq “

#

1, γ “ e,

0, γ P pGzteu.

Tedy

1 “ ep0q “

ż

pG

pepγq dpmpγq “ pmpteuq.

(c) Nechť f P L1pR,mdq X Rng rF je dáno. Pak rf P L1pR,mdq a z Věty 1.5.37(d) víme, že

fpxq “

ż

R
rfptqeixt dmdptq, x P R.

Tedy míra md na R a md na pR “ R splňují (3.41).

Věta 3.4.47. Nechť G je komutativní, lokálně kompaktní topologická grupa. Uvažujme na G topologii τ
xK

stejno-
měrně konvergence na kompaktních podmnožinách pG, tj. množina U Ă G1 je τ

xK
-otevřená, pokud pro každé x P U

existuje kompakt K Ă pG a ε ą 0 takové, že množina

UK,ε “ ty P G : |γpyq ´ 1| ă ε, γ P Ku (3.43)

splňuje x` UK,ε Ă U .
Pak τ

xK
je topologie, která splývá s původní topologií.
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Důkaz. Je třeba ukázat, že průnik dvou τ
xK
-otevřených množin U1, U2 Ă G je τ

xK
-otevřená. Nechť tedy x P U1XU2

je dáno a UK1,ε1 a UK2,ε2 jsou množiny tvaru (3.43) splňující x ` UKi,εi Ă Ui, i “ 1, 2. Uvažujme množinu
V “ UK1YK2,min ε1,ε2 . Pak pro y P V platí

|γpyq ´ 1| ă εi, γ P Ki, i “ 1, 2,

a tedy x` V Ă U1 X U2. Vskutku je tedy τ
xK

topologie.
Nechť τ je topologie G. Ukážeme, že τ splývá s τ

xK
. Zřejmě stačí ukázat, že množiny tvaru (3.43) jsou τ -otevřené

a že pro každé U P τp0q existuje množina V tvaru (3.43) splňující V Ă U .
Krok 1. Nechť nejprve K Ă pG a ε ą 0 jsou dány. Nechť x P UK,ε je dáno. Pro každé γ P K existuje τ -otevřená

množina Uγ Ă G a otevřená množina V Ă pG takové, že px, γq P Uγ ˆ Vγ a
ˇ

ˇγ1px1q ´ γpxq
ˇ

ˇ ă
ε

2
, px,1 , γ1q P Uγ ˆ Vγ .

(Zde používáme Lemma 3.4.22(b).) Díky kompaktnosti K existuje konečně mnoho prvků γ1, . . . , γn P K takových,
že K Ă

Ťn
i“1 Vγi . Položme U “

Şn
i“1 Uγi . Pak U Ă UK,ε. Vskutku, nechť y P U je dáno. Vezmeme libovolné γ P K

a nalezneme i P t1, . . . , nu takové, že γ P Vγi . Pak

|γpyq ´ 1| ď |γpyq ´ γpxq| ` |γpxq ´ 1| ă
ε

2
`
ε

2
“ ε.

Tedy U Ă UK,ε, takže jsme ověřili, že každá množina tvaru (3.43) je τ -otevřená.
Krok 2. Nechť U Ă G je τ -okolí 0. Nalezneme kompaktní, symetrické V P τp0q splňující V ´ V Ă U . Položme

f “ mpV q´
1
2χV a g “ f ˚ f˚. Pak g je spojitá, pozitivně definitní funkce na G1 (viz Lemma 3.4.40(c)) a

spt g Ă spt f ` spt f Ă V ` V Ă U.

Tedy pro g platí (3.41). Speciálně máme
ż

pG

pg dpm “ gp0q “

ż

G

fpxqfp´xq dmpxq “

ż

G

mpV q´1χV pxqχV p´xq dmpxq dmpxq

“ mpV q´1

ż

V

χV pxqχ´V pxq dmpxq “ 1.

Jelikož pg “
ˇ

ˇ

ˇ

pf
ˇ

ˇ

ˇ

2

ě 0, existuje kompakt K Ă pG takový, že
ş

K
pg dpm ą 2

3 .
Takovýto kompakt nalezneme následovně. Položme

A “ tγ P pG : pg ą 0u a An “ tγ P pG : pg ě
1

n
u, n P N.

Pak pmpAnq ă 8, n P N, a díky Lebesgueově větě pak dostáváme
ż

pG

pg dpm “

ż

pG

χApg dpm “ lim
nÑ8

ż

pG

χAnpg dpm.

Existuje tedy n P N takové, že
ş

An
pg dpm ą 2

3 . Za pomoci regularity míry pm nyní nalezneme požadovaný kompakt.
Uvažujme nyní množinu UK, 13 (viz (3.43)). Pak UK, 13 Ă U .
Nechť totiž x P UK, 13 je libovolné. Pak pro γ P K platí |γpxq ´ 1| ă 1

3 , a tedy Re γpxq ą 2
3 . Dále

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

pGzK

pgpγqγpxq dpmpγq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

pGzK

pg dpm “

ż

pG

pg dpm´

ż

K

pg dpm ď 1´
2

3
“

1

3
,

a
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

K

pgpγqγpxq dpmpγq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

K

pgpγqRe γpxq dpmpγq ` i

ż

K

pgpγq Im γpxq dpmpγq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

K

pgpγqRe γpxq dpmpγq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ż

K

pgpγqRe γpxq dpmpγq

ě
2

3

ż

K

pg dpm ě
4

9
.

a proto

|gpxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

pG

pgpγqγpxq dpmpγq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

K

pgpγqγpxq dpmpγq `

ż

pGzK

pgpγqγpxq dpmpγq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

K

pgpγqγpxq dpmpγq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

´

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

pGzK

pgpγqγpxq dpmpγq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě
4

9
´

1

3
“

1

9
.

Jelikož g “ 0 na G1zpV ´ V q, dostáváme x P V ´ V Ă U .
Tedy UK, 13 Ă U , a tedy množiny tvaru (3.43) tvoří bázi okolí 0.
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Věta 3.4.48. Nechť G je komutativní, lokálně kompaktní topologická grupa. Pak platí následující tvrzení.

(a) Grupa pG odděluje body G.
(b) Je-li G kompaktní, je systém funkcí

F “ t
n
ÿ

i“1

ajγj : a1, . . . , an P C, γ1, . . . , γn P pGu

hustý v CpGq.

Důkaz. (a) Nechť bod x P Gzt0u je dán. Zvolíme okolí U P τp0q splňující x R U a nechť UK,ε je množina tvaru
(3.43) splňující UK,ε Ă U . Pak γpxq ‰ 1 pro nějaké γ P K. V opačném případě by totiž platilo |γpxq ´ 1| “ 0 ă ε
pro každé γ P K, a tedy x P UK,ε Ă U , což by byl spor.

Jsou-li nyní body x1, x2 P G různé, nalezneme γ P pG splňující γpx1 ´ x2q ‰ 1. Pak γpx1q ‰ γpx2q.
(b) Systém F je zjevně vektorový prostor uzavřený na komplexní sdružení. Jelikož je pG grupa, je F i algebra.

Dle (a) odděluje body, takže tvrzení plyne ze Stoneovy-Weierstrassovy věty.

Úmluva 3.4.49. Nechť G je komutativní, lokálně kompaktní topologická grupa. Dále budeme předpokládat, že m i
pm jsou normalizovány tak, že platí (3.41).

3.4.9 Plancherelova věta
Věta 3.4.50 (Plancherelova věta). Nechť G je komutativní, lokálně kompaktní topologická grupa a F značí Fou-
rierovu transformaci. Pak existuje právě jeden izometrický, surjektivní operátor P : L2pGq Ñ L2p pGq, který splňuje
P “ F na L1pGq X L2pGq.

Důkaz. Nechť f P L1pGq X L2pGq je libovolné. Pak funkce g “ f ˚ f˚ je v L1pGq, je spojitá a pozitivně definitní

(viz Lemma 3.4.40(c)), tj. g P L1pGq X Rng rF . Jelikož pg “
ˇ

ˇ

ˇ

pf
ˇ

ˇ

ˇ

2

, z Věty 3.4.45 dostáváme

ż

G

|fpxq|
2
dmpxq “

ż

G

fpxqf˚p´xq dmpxq “ gp0q “

ż

pG

pgpγq dpmpγq “

ż

pG

ˇ

ˇ

ˇ

pfpγ
ˇ

ˇ

ˇ

2

dpmpγq.

Tedy F je izometrie na L1pGq X L2pGq do L2pGq.
Označme A “ F pL1pGq X L2pGqq. Nechť g P L2p pGq splňuje

ż

pG

fpγqgpγq dpmpγq “ 0, f P A.

Pak pro každé f P L1pGq X L2pGq a x0 P G platí zf´x0 P L
1pGq X L2pGq a dle Věty 3.4.18(c) máme zf´x0pγq “

γpx0q pfpγq. Tedy
ż

pG

γpx0qfpγqgpγq dpmpγq “ 0, f P A, x0 P G.

Pro f P A je f P L2p pGq, a tedy díky Hölderově nerovnosti platí fg P L1p pGq. Máme tedy rF pfg pmq “ 0, a tedy fg “ 0
pm-skoro všude (viz Věta 3.4.38).

Nechť γ0 P pG je dáno. Nalezneme f P CcpGq takovou, že pfpγ0q ‰ 0 (viz Důsledek 3.4.24(c)). Ze spojitosti pf

plyne, že pf ‰ 0 na nějakém okolí U bodu γ0. Tedy gχU “ 0 pm-skoro všude. Ukázali jsme, že pro každý bod γ0 P pG
existuje okolí U takové, že pmptγ P U : |gpγq| ą 0uq “ 0.

Položme
L “ tγ P pG : |gpγq| ą 0u.

Jelikož je g P L2p pGq, je pmpLq ă 8, a tedy existuje neklesající posloupnost tLnu kompaktních podmnožin pG
splňující Ln Ă L, n P N, a pmpLnq Ñ pmpLq. Nechť n P N je pevné. Pro každý bod γ P Ln nalezneme okolí Uγ
takové, že pmpUγq “ 0. Díky kompaktnosti existuje konečná množina γ1, . . . , γm P Ln taková, že Ln Ă

Ťm
i“1 Uγi .

Tedy pmpLnq “ 0. Proto i pmpLq “ 0 a g je nulová funkce.
Díky Větě 1.2.8 je tedy A hustý podprostor L2p pGq. Proto má F z L1pGq X L2pGq právě jedno izometrické

rozšíření na P : L2pGq Ñ L2p pGq (viz Věta 1.1.37).

Definice 3.4.51. Zobrazení P z předchozí Věty 3.4.50 se nazývá Plancherelovou transformací.

Lemma 3.4.52 (Parsevalova rovnost). Nechť G je komutativní, lokálně kompaktní topologická grupa a P je Plan-
cherelova transformace. Pak platí

ż

G

fpxqgpxq dmpxq “

ż

pG

PfpγqPgpγq dpmpγq, f, g P L2pGq.
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Důkaz. Požadovaná rovnost plyne z Věty 3.5.10.

Věta 3.4.53. Nechť G je komutativní, lokálně kompaktní topologická grupa. Pak

RngF “ tg1 ˚ g2 : g1, g2 P L
2p pGqu.

Důkaz. Nechť F je Fourierova a P Plancherelova transformace.
Krok 1. Ukážeme, že pro f, g P L2pGq platí

F pfgq “ Pf ˚ Pg. (3.44)

Nechť tedy f, g P L2pGq jsou dány. Abychom toto ukázali, vezměme posloupnost tfnu a tgnu v CcpGq splňující
}fn ´ f}2 ` }gn ´ g}2 Ñ 0.

Nechť n P N je pevné a nechť γ0 P pG je dáno. Položíme upxq “ gnp´xqγ0pxq, x P G. Pak

u˚pxq “ up´xq “ gnpxqγ0p´xq, x P G.

Pak
pupγq “

ż

G

gnpxqγ0pxqγp´xq dmpxq “

ż

G

gnp´xqpγ0γ
´1p´xq dmpxq “xgnpγ0γ

´1q, γ P pG.

Dle Parsevalovy rovnosti tak máme

P pfngnqpγ0q “ zfngnpγ0q “

ż

G

fnpxqgnpxqγ0p´xq dmpxq “

ż

G

fpxqgnpxqγ0p´xq dmpxq

“

ż

G

fnpxqu˚pxq dmpxq “

ż

pG

xfnpγqxu˚pγq dpmpγq “

ż

pG

xfnpγqpupγq dpmpγq

“

ż

pG

xfnpγqxgnpγ0γ
´1q dpmpγq “ pxfn ˚xgnqpγ0q.

(3.45)

Jelikož díky Hölderově nerovnosti platí

}fngn ´ fg}1 ď }fnpgn ´ gq} ` }pfn ´ fqg}1 ď }fn}2 }gn ´ g}2 ` }fn ´ f}2 }g}2 ,

dostáváme F pfngnq Ñ F pfgq.
Dále Ffn “ Pfn Ñ Pf a Fgn “ Pgn Ñ Pg v L2p pGq. Tedy pro γ0 P pG platí

|pPfn ˚ Pgnqpγ0q ´ pPf ˚ Pgqpγq| ď

ż

pG

|Pfnpγq ´ Pfpγq|
ˇ

ˇPgnpγ0γ
´1q ´ Pgpγ0γ

´1q
ˇ

ˇ dpmpγq

ď }Pfn ´ Pf}2 }Pgn ´ Pg}2 .

Jelikož
ˇ

ˇ

ˇ

xfgpγ0q ´ pPf ˚ Pgqpγ0q

ˇ

ˇ

ˇ
ď

ˇ

ˇ

ˇ

xfgpγ0q ´zfngnpγ0q

ˇ

ˇ

ˇ
`

ˇ

ˇ

ˇ

zfngnpγ0q ´ pPfn ˚ Pgnqpγ0q

ˇ

ˇ

ˇ

` |pPfn ˚ Pgnqpγ0q ´ pPf ˚ Pgqpγ0q|

a
{pfngnqpγ0q ´ pPfn ˚ Pgnqpγ0q “ 0

dle (3.45), máme xfgpγ0q “ pPf ˚ Pgqpγ0q.
Krok 2. Dokažme nyní požadovanou rovnost. K důkazu inkluze „Ă“ vezměme libovolné f P L1pGq. Položíme-li

f1 “
a

|f | sgn f a f2 “
a

|f |,

platí f1, f2 P L
2pGq a f “ f1f2. Rovnost(3.45) ukazuje, že Ff “ Pf1 ˚ Pf2.

Pokud g1, g2 P L
2p pGq jsou dány, nechť f1, f2 P L

2pGq splňují Pfi “ gi, i “ 1, 2. Dle (3.45) pak Pg1 ˚ Pg2 “

F pf1f2q P RngF . Tím je důkaz ukončen.

Věta 3.4.54. Nechť G je komutativní, lokálně kompaktní topologická grupa nechť U Ă pG je neprázdná otevřená
množina. Pak existuje f P L1pGq takové, že pf ‰ 0 a pf “ na pGzU .

Důkaz. Nechť K je kompaktní podmnožina U splňující pmpKq ą 0 a nechť V P τp0q je kompaktní okolí splňující
K ` V Ă U . Dle Věty 3.4.53 existuje f P L1pGq takové, že pf “ χK ˚ χV . Pak spt pf Ă K ` V Ă U a

ż

pG

pfpγ0q dpmpγ0q “

ż

pG

pχK ˚ χV qpγ0q dpmpγ0q “

ż

pG

ż

pG

χKpγqχV pγ0γ
´1q dpmpγq dpmpγ0q

“

ż

pG

χKpγq

ˆ
ż

pG

χV pγ0γ
´1q dpmpγ0q

˙

dpmpγq “

ż

pG

χKpγqpmpV q dpmpγq

“ pmpKqpmpV q ą 0

Tedy pf ‰ 0 a důkaz je hotov.
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3.4.10 Pontrjaginova dualita
Definice 3.4.55 (Kanonické vnoření). Nechť G je komutativní, lokálně kompaktní topologická grupa. Definujme
zobrazení φ : GÑ `8p pGq jako

φpxqpγq “ γpxq, γ P pG, x P G.

Lemma 3.4.56. Nechť G1 je komutativní, lokálně kompaktní topologická grupa, G2 “ xG1 a G3 “ xG2. Pak Rng φ Ă
G3 a φ je grupový homomorfizmus.

Důkaz. Nechť x P G1 je dáno. Pak
φp0qpγq “ γpxq “ 1, γ P G2,

a
φpxqpγ1γ2q “ pγ1γ2qpxq “ pγ1pxqqpγ2pxqq “ pφpxqpγ1qqpφpxqpγ2q, γ1, γ2 P G2,

tedy φpxq : G2 Ñ T je grupový homomorfzimus.
Dle Lemmatu 3.4.22(b) a Věty 3.4.23 je φpxq spojitá funkce na G2, a tedy je Rng φ Ă G3.

Věta 3.4.57 (Pontrjaginova dualita). Nechť G1 je komutativní, lokálně kompaktní topologická grupa, G2 “ xG1 a
G3 “ xG2. Pak je kanonické vnoření homeomorfizmus G1 na G3.

Důkaz. Nechť τ značí topologii G1 a nechť g0 značí neutrální prvek G3, tj. φp0q “ g0.
Krok 1. Ukážeme, že φ je spojité zobrazení z G1 do G3. Nechť V Ă G3 je otevřená množina a nechť x P G1

splňuje φpxq P V . Dle Definice 3.4.20 existuje K Ă G2 kompakt a ε ą 0 takové, že φpxqVK,ε Ă V (zde VK,ε je
množina tvaru (3.30)). Pak je množina

UK,ε “ tx P G1 : |γpxq ´ 1| ă ε, γ P Ku

prvkem τp0q (viz Věta 3.4.47) a splňuje φpx ` UK,εq Ă φpxqVK,ε. Tedy φ´1pV q je otevřená množina a φ je tak
spojité.

Krok 2. Nechť nyní U Ă G1 je τ -otevřená množina a φpxq P φpUq je dáno. Chceme ukázat, že existuje množina
VK,ε tvaru (3.43) splňující

φpxqpVK,ε X φpG1qq Ă φpUq. (3.46)
Nalezneme K Ă G2 kompakt a ε ą 0 takové, že množina UK,ε tvaru (3.30) splňuje x` UK,ε Ă U . Nechť

VK,ε “ tg P G3 : |gpγq ´ 1| ă ε, γ P Ku.

Pak V je otevřená množina v G3 a navíc pro ni platí (3.46). Je-li totiž y P G1 splňující φpyq P VK,ε, pak y P UK,ε.
Pak x` y P U , a tedy

φpxqφpyq “ φpx` yq P φpUq.

Krok 3. V tomto kroku ověříme, že φpG1q je uzavřená podmnožina G3 Nechť g P φpG1q je dáno. Nalezneme net
txiuiPI v G1 takový, že φpxiq Ñ g. Pak txiu splňuje následující fakt:

@U P τp0q Di0 P I @i, j P I, i, j ě i0 : xi ´ xj P U. (3.47)

Mějme totiž U P τp0q dáno. Pak φpUq je otevřené okolí g0 v φpG1q, a tedy existuje V P τpg0q takové, že V XφpG1q Ă

φpUq. Nechť W P τpg0q splňuje WW´1 Ă V . Jelikož je gW okolí g, existuje i0 P I takové, že φpxiq P gW pro i ě i0.
Pro i P I označme symbolem wi PW splňující φpxiq “ gwi. Pak pro i, j ě i0 platí

φpxi ´ xjq “ φpxiqφpxjq
´1 “ gwig

´1w´1
j wiw

´1
j PWW´1 Ă V.

Tedy máme φpxi ´ xjq P V X φpUq, a tedy xi ´ xj P U . Tím je (3.47) ověřeno.
Zvolme nyní kompaktní množinu U P τp0q. Nechť i0 P I je index daný (3.47). Pak pro i ě i0 platí xi ´ xi0 P U ,

tj. xi P xi0 ` U . Net txiuiěi0 je tak obsažen v kompaktní množině xi0 ` U , a tedy má podnet tyju konvergující k
y P G1.

Vzhledem k tomu, že txiuiěi0 je podnet txiuiPI , je i tyju podnet txiuiPI . Ze spojitosti φ tak dostáváme

φpyq “ lim
j
φpyjq “ g,

a tedy g P φpG1q.
Krok 4. Nyní stačí ukázat, že φpG1q je hustá podmnožina G3. Předpokládejme, že tomu tak není, a že tedy

existuje neprázdná, otevřená množina V Ă G3 splňující φpG1q X V “ H. Dle Věty 3.4.54 existuje ϕ P L1pG2q

taková, že pϕ ‰ 0, ale pϕ “ 0 na G3zV . Jelikož pϕpφpxqq “ 0 pro každé x P G1, máme

pϕpφpxqq “

ż

G2

ϕpγqpφpxqqpγ´1q dpmpγq “

ż

G2

ϕpγqγp´xq dpmpγq, x P G1.

Díky Větě 3.4.38 dostáváme ϕ “ 0, což je spor. Proto platí

G3 “ φpG1q “ φpG1q,

a důkaz je tak hotov.
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3.4.11 Důsledky Pontrjaginovy duality

Věta 3.4.58. Nechť G1 je komutativní, lokálně kompaktní topologická grupa, G2 “ xG1 a G3 “ xG2. Nechť φ : G1 Ñ

G3 je kanonické vnoření. Nechť dále

• F1 : L1pG1q Ñ C0pG2q, respektive F2 : L1pG2q Ñ C0pG3q, je Fourierova transformace na G1, respektive G2,

• symbol F 11, respektive F 12, značí duální operátor k F1, respektive k F2,

• H1 : L1pG1q Ñ CbpG2q, respektive H2 : L1pG2q Ñ CbpG3q, je Fourierova–Stieltjesova transformace na G1,
respektive G2.

• Nechť rF1 : MpG2q Ñ CbpG1q, respektive rF2 : MpG3q Ñ CbpG2q, je zobrazení z Definice 3.4.37. Položme

pT1µqpxq “ p rF1µqp´xq, x P G1, µ PMpG2q,

a
pT2µqpγq “ p rF2µqpγ

´1q, γ P G2, µ PMpG3q,

Pak platí následující tvrzení.

(a) Platí F 1i “ Ti, i “ 1, 2.

(b) Pro µ PMpG2q položme ν “ ipµq, kde i : G2 Ñ G2 je definováno jako ipγq “ γ´1, γ P G2. Pak

p rF1νqpxq “ pH2µqpφpxqq, x P G1.

(c) Pro µ PMpG1q položme ν “ ipµq, kde i : G1 Ñ G1 je definováno jako ipxq “ ´x, x P G1. Pak platí

pH1µqpγq “ p rF2φpνqqpγq, γ P G2.

Důkaz. (a) Nechť µ PMpG2q je dáno. Pak
ż

G1

pT1µqpxqfpxq dmpxq “

ż

G1

ż

G2

fpxqγp´xq dµpγq dmpxq “

ż

G2

ż

G1

fpxqγp´xq dmpxq dµpγq

“

ż

G2

F1f dµ, f P L1pG1q,

a tedy F 11 “ T1.
Podobně pro µ PMpG3q a f P L1pG2q platí

ż

G2

pT2µqpγqfpγq dpmpγq “

ż

G2

ż

G3

fpγqgpγ´1 dµpgq dpmpγq “

ż

G3

ż

G2

fpγqgpγ´1q dpmpγq dµpgq

“

ż

G3

F2f dµ.

Tvrzení (a) je tak ověřeno.
(b) Nechť µ PMpG2q je dáno. Položme ν “ ipµq. Pak pro x P G platí

p rF1νqpxq “ p rF1ipµqqpxq “

ż

G2

γpxq dipµqpγq “

ż

G2

γ´1pxq dµpγq

“

ż

G2

φpxqpγ´1q dµpγq “ pH2µqpφpxqq.

(c) Podobně jako v (b) definujme pro µ PMpG1q míru ν “ ipµq. Pak dostáváme pro γ P G2 rovnosti

pĂF2φpνqqpγq “

ż

G3

gpγq dφpνqpgq “

ż

G1

φpxqpγq dνpxq

“

ż

G1

γp´xq dµpxq “ pH1µqpγq.

Důsledek 3.4.59. Nechť G je komutativní, lokálně kompaktní topologická grupa. Pak je Fourierova–Stieltjesova
transformace prostá.

Důkaz. Tvrzení plyne z Věty 3.4.58(c), neboť zobrazení rF2 je prosté dle Věty 3.4.38, což implikuje injektivitu
T2.
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Věta 3.4.60. Nechť G je komutativní, lokálně kompaktní topologická grupa. PakMpGq a L1pGq jsou polojednoduché
algebry.

Důkaz. Dle Věty 3.4.36(c) je pro každé γ P pG zobrazení µ ÞÑ pµpγq prvek ∆pMpGqq. Pokud je tedy pro nějakou
míru µ P MpGq její Gelfandova transformace nulová, speciálně platí pµpγq “ 0 na pG. Vzhledem k Důsledku 3.4.59
je µ “ 0. Algebra MpGq je tak polojednoduchá.

Co se týč polojednoduchosti L1pGq, je třeba dle Věty 3.4.16 ověřit, že pokud pf “ 0 pro nějakou f P L1pGq,
je již nutně f “ 0. Položíme-li však µ “ fm, platí pµ “ pf dle Věty 3.4.36(b). Fakt f “ 0 tedy opět plyne z
Důsledku 3.4.59.

Lemma 3.4.61. Nechť Gi, i “ 1, 2, 3, a φ jsou jako ve Větě 3.4.58. Nechť m1 je Haarova míra na G1 a nechť m2

a m3 jsou Haarovy míry na G2 a G3 normalizované tak, že jak pro dvojici pG1, G2q, tak pro dvojici pG2, G3q platí
věta o inverzi. Pak m3 “ φpm1q.

Důkaz. Uvažujme stejné značení operátorů jako ve Větě 3.4.58. Jelikož je φpm1q nenulová Haarova míra na G3,
existuje c ą 0 takové, že m3 “ cφpm1q.

Nechť g P CcpG1q je nenulová funkce a nechť g “ f˚f˚. Pak f je spojitá, pozitivně definitní (viz Lemma 3.4.40(c)),
a tedy pro ni platí (3.41). Proto pf ‰ 0. Definujme ψ : G3 Ñ C jako

ψpφpxqq “ fp´xq, x P G1.

Položme ϕ “ rF2pψφpm1qq. Pak

ϕpγq “

ż

G3

gpγq dψφpm1qpgq “

ż

G1

γpxqfp´xq dm1pxq “ pfpγq, γ P G2.

Tedy ϕ P L1pG2q dle Věty 3.4.45(a). Proto i pro ϕ platí (3.41).
Povšimněme si dále, že pro x P G1 platí

ϕpφpxqq “

ż

G2

ϕpγqφpxqpγ´1q dm2pγq “

ż

G2

pfpγqγp´xq dm2pγq “ fp´xq.

Složením těchto faktů pro každé γ P G2 máme

pfpγq “ ϕpγq “

ż

G3

pϕpgqgpγq dm3pgq “ c

ż

G3

pϕpgqgpγq dφpm1qpgq

“ c

ż

G1

pϕpφpxqqφpxqpγq dm1pxq “ c

ż

G1

fp´xqγpxq dm1pxq “ c pfpγq.

Jelikož je pf nenulové, platí c “ 1 a důkaz je dokončen.

Věta 3.4.62 (O inverzi pro MpGq). Nechť G je komutativní, lokálně kompaktní topologická grupa. Pak platí
následující tvrzení.

(a) Nechť µ PMpGq splňuje pµ P L1p pGq. Pak existuje f P L1pGq taková, že µ “ fm a platí

fpxq “

ż

pG

pµpγq dpmpγq, x P G.

(b) Nechť f P L1pGq splňuje pf P L1p pGq. Položme

gpxq “

ż

pG

pfpγqγpxq dpmpγq, x P G.

Pak f “ g m-skoro všude.

Důkaz. Budeme používat značení z Věty 3.4.58.
(a) Označme

ϕpγq “ pH1µqpγq “

ż

G1

γp´xq dµpxq, γ P G2.

Dle Věty 3.4.58(c) je ϕ P Rng rF2. Tedy je ϕ P L1pG2q XRng rF2, což znamená, že pϕ P L1pG3q a platí pro něj (3.41).
Položme

fpxq “

ż

G2

γpxqϕpγq dm2pγq, x P G1.
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Pak
pϕpφpxqq “

ż

G2

ϕpγqφpxqpγ´1 dm2pγq “

ż

G2

ϕpγqγp´xq dm2pγq “ fp´xq, x P G1.

Tedy f P L1pG1q.
Díky (3.41) pro ϕ dostáváme

ϕpγq “

ż

G3

pϕpgqgpγq dm3pgq “

ż

G1

pϕpφpxqqpγq dm1pxq “

ż

G1

fp´xqγpxq dmpxq “ pfpγq.

Označme ν “ fm1. Pak

pH1νqpγq “

ż

G1

γp´xqfpxq dm1pxq “ pfpγq “ ϕpγq, γ P G2.

Tedy H1µ “ H1ν, z čehož pomocí Věty 3.4.38 plyne rovnost µ “ fm1.
(b) Nechť f P L1pG1q je dáno. Pak míra µ “ fm1 leží vMpG1q a H1µ “ pf . Dle předpokladu tedy H1µ P L

1pG2q,
což díky (a) znamená, že funkce

gpxq “

ż

G2

pfpγqγpxq dm2pγq, x P G1,

leží v L1pG1q a fm1 “ gm1. Tedy f “ g m1-skoro všude.

Příklad 3.4.63. Nechť G je Z, T nebo R. Pak Fourierova transformace F : GÑ C0p pGq není surjektivní.

Důkaz. „G “ Z“

Tvrzení 3.4.64. Nechť G je komutativní, lokálně kompaktní topologická grupa taková, že Fourierova transformace
není surjektivní. Pak na L1pGq nelze zavést involuci a ekvivalentní normu, ve které by L1pGq byla C˚-algebra.

Příklad 3.4.65. Nechť G je konečná, komutativní, lokálně kompaktní topologická grupa. Pak na L1pGq nelze
zavést involuci a ekvivalentní normu, ve které by L1pGq byla C˚-algebra.

3.5 Operátory na Hilbertových prostorech
Úmluva 3.5.1. V této sekci budeme opět uvažovat pouze komplexní prostory.

3.5.1 Operátory na Hilbertových prostorech
Lemma 3.5.2 (Polarizační identita). Nechť H je Hilbertův prostor. Pak platí

xx, yy “
1

4

´

}x` y}
2
´ }x´ y}

2
` i }x` iy}

2
´ i }x´ iy}

2
¯

, x, y P H.

Důkaz. Rovnost plyne přímým ověřením (viz Věta 1.1.13).

Věta 3.5.3. Nechť H je Hilbertův prostor a T P LpHq. Pak následující tvrzení jsou ekvivalentní.
(i) Operátor T je nulový.
(ii) Pro každé x P H platí xTx, xy “ 0.

Důkaz. (i) ùñ (ii) platí zjevně. Předpokládejme nyní platnost tvrzení (ii). Pak

0 “ xT px` yq, x` yy “ xTx, xy ` xTx, yy ` xTy, xy ` xTy, yy “ xTx, yy ` xTy, xy, x, y P H. (3.48)

Záměnou y za iy obdržíme

0 “ xTx, iyy ` xT piyq, xy “ ´ixTx, yy ` ixTy, xy, x, y P H.

Přenásobením této rovnice číslem i dostaneme

0 “ xTx, yy ´ xTy, xy, x, y P H. (3.49)

Setením (3.48) a (3.49) dostaneme
0 “ xTx, yy, x, y P H.

Pro každé x P H tak platí
}Tx}

2
“ xTx, Txy “ 0,

a tedy je T nulový.
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Důsledek 3.5.4. Nechť H he Hilbertův prostor a S, T P LpHq splňují

xSx, xy “ xTx, xy, x P H.

Pak T “ S.

Důkaz. Aplikujeme předchozí větu na operátor S ´ T .

Definice 3.5.5. Nechť H je Hilbertův prostor a T P LpHq. Pak T je

• kvazinilpotentní, pokud rpT q “ 0,
• ortogonální projekce, pokud T je projekce Rng T K KerT .

Definice 3.5.6. Nechť H,G jsou Hilbertovy prostory a U P LpH,Gq. Pak U se nazývá unitárním operátorem,
pokud U˚U “ IH a UU˚ “ IG.

Poznámka 3.5.7. V případě H “ G se jedná o definici unitárního prvku z Definice 3.3.70.

Věta 3.5.8 (Struktura normálních operátorů). Nechť H je Hilbertův prostor a T P LpHq. Pak platí následující
tvrzení.

(a) Operátor T je normální právě tehdy, když }Tx} “ }T˚x} pro každé x P H.
(b) Nechť T je normální. Pak platí následující tvrzení.

(b1) Platí KerT “ KerT˚.
(b2) Prostor Rng T hustý právě tehdy, když T je prostý.
(b3) Operátor T je invertovatelný právě tehdy, když T je zdola omezený (Weylova věta).
(b4) Pokud distptxTx, xy : x P SHu, 0q ą 0, pak T je invertovatelný.
(b5) Pro x P H a λ P C platí Tx “ λx právě tehdy, když T˚x “ λx.
(b6) Pokud λ1, λ2 jsou různá vlastní čísla T , pak KerpT ´ λ1Iq K KerpT ´ λ2Iq.

Důkaz. (a) „ ùñ “ Pro x P H máme

}Tx}
2
“ xTx, Txy “ xx, T˚Txy “ xx, TT˚xy “ xT˚x, T˚xy “ }T˚x}

2
.

„ðù“ Z předpokladu dostáváme pro každé x P H vztah

xT˚Tx, xy “ xTx, Txy “ xT˚x, T˚xy “ xTT˚x, xy.

Dle Důsledku 3.5.4 platí T˚T “ TT˚.
(b1) Podle (a) platí }Tx} “ }T˚x}, c čehož tvrzení plyne.
(b2) Díky Větě 1.4.9 a (b1) máme

Rng T “ pKerT˚qK “ pKerT qK,

což dokazuje (b2).
(b3) Implikace „ ùñ “ plyne z Lemmatu 1.4.10.
Pro ověřená obrácené implikace máme z Lemmatu 1.4.10 informaci, že Rng T je uzavřený a T je prostý. Z (b2)

tak plyne surjektivita T , a ten je tedy invertovatelný.
(b4) Dle (b3) stačí dokázat, že T je zdola omezený. Označme d “ distptxTx, xy : x P SHu, 0q. Pak pro x P SH

platí
}Tx} “ }Tx} }x} ě |xTx, xy| ě d

a jsme hotovi.
(b5) Jelikož je pro každé λ P C operátor λI ´ T normální a pλI ´ T q˚ “ λI ´ T˚, tvrzení plyne z (b1).
(b6) Vezměme libovolné nenulové x1 P Kerpλ1I ´ T q a x2 P Kerpλ2I ´ T q. Pak díky (b5) dostáváme

λ1xx1, x2y “ xλ1x1, x2y “ xTx1, x2y “ xx1, T
˚x2y “ xx1, λ2x2y “ λ2xx1, x2y.

Tedy xx1, x2y “ 0.

Věta 3.5.9. Nechť H je Hilbertův prostor a T P LpHq. Pak T je samoadjungovaný (tj. hermitovský) právě tehdy,
když xTx, xy P R pro každé x P H.

Důkaz. „ ùñ “ Pro x P H máme

xTx, xy “ xx, T˚xy “ xx, Txy “ xTx, xy,

„ðù“ Jelikož je xTx, xy P R, máme xTx, xy “ xx, T˚xy “ xT˚x, xy. Dle Důsledku 3.5.4 je T “ T˚.
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Věta 3.5.10. Nechť H,G jsou Hilbertovy prostory a U P LpH,Gq. Pak následující tvrzení jsou ekvivalentní.

(i) Operátor U je unitární.

(ii) Platí RngU “ G a xUx,Uyy “ xx, yy pro každé x, y P H.

(iii) Platí RngU “ G a U je izometrie.

Důkaz. (i) ùñ (ii) Jelikož UU˚ “ IG, pro každé y P G platí y “ UU˚y, a tedy RngU “ G. Dále platí

xUx,Uyy “ xU˚Ux, yy “ xx, yy, x, y P H.

(ii) ùñ (iii) Zřejmé.
(iii) ùñ (i) Pro x P H máme

xU˚Ux, xy “ xUx,Uxy “ xx, xy “ xIHx, xy,

a tedy U˚U “ IH .
Je-li y P G dáno, nechť x P H splňuje Ux “ y. Pak dle předešlého výpočtu máme

xUU˚y, yy “ xUU˚Ux,Uxy “ xUx,Uxy “ xy, yy “ xIGy, yy.

Tedy UU˚ “ IG a U je unitární.

Věta 3.5.11. Nechť H je Hilbertův prostor P P LpHq je projekce. Pak následující tvrzení jsou ekvivalentní.

(i) Projekce P samoadjungovaná.

(ii) Projekce P je normální.

(iii) Projekce P je ortogonální.

(iv) Pro každé x P H platí xPx, xy “ }Px}2.

(v) Pro každé x P H platí pPx, xq ě 0.

(vi) Platí }P } ď 1.

Navíc, jsou-li P,Q samoadjungované projekce, pak RngP K RngQ právě tehdy, když PQ “ 0.

Důkaz. (i) ùñ (ii) zjevně.
(ii) ùñ (iii) Nechť y P RngP a x P KerP . Pak P˚x “ 0 dle Věty 3.5.8(b1), a tedy

xx, yy “ xx, Pyy “ xP˚x, yy “ 0.

Tedy RngP K KerP .
(iii) ùñ (iv) Jelikož x´ Px K Px, platí xPx, Px´ xy “ 0, a tedy xPx, xy “ }Px}2.
(iv) ùñ (v) zřejmě.
(v) ùñ (i) plyne z Věty 3.5.9.
(iv) ùñ (vi) Pro x P H máme }Px}2 “ xPx, xy ď }Px} }x}, a tedy }Px} ď }x}. Z toho nerovnost }P } ď 1

plyne.
(vi) ùñ (iii) Ukážeme nejprve, že pKerP qK Ă RngP . Nechť tedy x P pKerP qK je dáno. Pak 0 “ xx´ Px, xy,

tj.
}x}

2
“ xPx, xy ď }Px} }x} ď }x}

2
.

Tedy
}x´ Px}

2
“ }x}

2
` }Px}

2
´ xx, Pxy ´ xPx, xy ď 2 }x}

2
´ 2xPx, xy “ 2

›

›x2
›

›´ 2 }x}
2
“ 0,

a tedy x “ Px.
Pro důkaz obrácené inkluze vezměme x P RngP . Rozložme x “ x1 ` x2, kde x1 P KerP a x2 P pKerP qK. Pak

x2 P RngP dle první části, a proto

Px “ Px1 ` Px2 “ Px2 “ x2 P pKerP qK.

Tedy RngP K KerP a P je ortogonální.
Poslední část tvrzení pak plyne z rovnosti

xPx,Qyy “ xx, P˚Qyy “ xx, PQyy, x, y P H.

Poznámka 3.5.12. Nechť H je Hilbertův prostor a T P LpHq. Množina NT “ txTx, xy : x P SHu se nazývá
numerický range. (Povšimněme si, že je to díky souvislosti SH souvislá množina.)
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Věta 3.5.13. Nechť H je Hilbertův prostor a T P LpHq.

(a) Je-li T normální, pak σpT q Ă NT .

(b) Nechť T je samoadjungovaný. Pak platí následující tvrzení.

(b1) Množina NT je podmnožinou R.
(b2) Označme a “ inf NT , b “ supNT . Pak platí σpT q Ă ra, bs, a, b P σpT q a }T } “ maxt|a| , |b|u.
(b3) Číslo }T } nebo ´}T } leží v σpT q.

Důkaz. (a) Nechť λ R NT a Nechť d “ distpλ,NT q. pak pro x P SH platí

|xpλI ´ T qx, xy| “
ˇ

ˇ

ˇ
λ }x}

2
´ xTx, xy

ˇ

ˇ

ˇ
“ |λ´ xTx, xy| ě d ą 0.

Operátor λI ´ T je tedy zdola omezený, což dle Věty 3.5.8(b4) zaručuje jeho invertovatelnost.
(b1) Inkluze NT Ă R plyne z Věty 3.5.9.
(b2) Inkluze σpT q Ă ra, bs plyne z (a). Dále máme NT Ă ra, bs Ă r´ }T } , }T }s. Jelikož }T } “ rpT q, existuje

λ P σpT q splňující |λ| “ }T }. Tedy λ se rovná buď a nebo b. Tedy }T } “ maxt|a| , |b|u.
Předpokládejme, že λ “ b. Pokud b “ a, jsou zbývající tvrzení v (b2) zřejmá. Předpokládejme tedy, že a ă b.

Uvažujme operátor S “ bI ´ T . Pak

σpSq “ b´ σpT q, NS “ b´NT , 0 “ inf NS a b´ a “ supNS .

Aplikujeme předcházející úvahy na operátor S a dostaneme tak µ P σpSq, které splňuje }S} “ |µ|, přičemž |mu| “
b ´ a, nebo |µ| “ 0. Pokud µ “ 0, je S “ 0, a tedy NS “ t0u, což je spor s nerovností supNS “ b ´ a ą 0. Tedy
µ “ b´ a. existuje tak λ P σpT q splňující b´ a “ b´ λ, a tedy a P σpT q.

Konečně (b3) plyne z (b2).

Věta 3.5.14 (Hilbert–Schmidt). Nechť H je Hilbertův prostor a T P LpHq je kompaktní a normální. Pak existuje
ortonormální báze H tvořená vlastními vektory T . Dále existuje N P N Y t8u, nenulová vlastní čísla tλnuNn“1 a
ortonormální báze tenu prostoru Rng T tak, že

Tx “
N
ÿ

n“1

λnxx, enyen, x P H.

Důkaz. Krok 1. Pro každé nenulové číslo λ P σppT q vezmeme nějakou ortonormální bázi konečně dimenzionálního
prostoru KerpλI ´ T q. Pro různá vlastní čísla jsou na sebe příslušné vlastní podprostory kolmé dle Věty 3.5.8(b6).
Jelikož má T pouze spočetně mnoho nenulových vlastních čísel, existujeN P NYt8u takové, že vzniklé ortonormální
systémy lze uspořádat do jednoho ortonormálního systému tenuNn“1. Nechť λn P Czt0u je vlastní číslo příslušné
vektoru en. Položme Y “ spanten : n P t1, . . . , Nuu. Pak ten : n P t1, . . . , Nuu je ortonormální báze prostoru Y (viz
Věta 1.1.52).

Krok 2. Díky Větě 3.5.8(b5) platí T pY q Ă Y a T˚pY q Ă Y .
Je-li x P Y K, platí pro každé n P N

xTx, eny “ xx, T
˚eny “ λxx, eny “ 0 a xT˚x, eny “ xx, Teny “ λnxx, eny “ 0.

Tedy dostáváme inkluze T pY Kq Ă Y K a T˚pY Kq Ă Y K.
Krok 3. Ukažme nyní, že Y K “ KerT . Uvažujme operátor S P LpY Kq vzniklý restrikcí T , tj. Sx “ Tx pro

x P Y K. Pak S je díky druhému kroku dobře definovaný prvek LpY Kq, který je normální (v LpY Kq. Operátor
V “ T˚|Y K je totiž též dobře definovaný a pro x, y P Y K splňuje rovnosti

xSx, yy “ xTx, yy “ xx, T˚yy “ xx, V yy.

Operátor V je tedy adjunkce S v prostoru LpY Kq. Jelikož T˚ komutuje s T , komutuje V s S, a tedy S je normální.
Dále je S kompaktní. Pokud by S měl nenulové vlastní číslo λ, bylo by λ prvkem σppT q. Jemu příslušné vlastní

vektory však v Y K neleží, a tedy σpSq Ă t0u Y σppSq “ t0u. Proto }S} “ rpSq “ 0 a S “ 0. Tedy i T “ 0 ne Y K,
tj. Y K Ă KerT .

K důkazu obrácené inkluze vezměme x P KerT a pišme x “ a ` b, kde a “
řN
n“1xa, enyen P Y a b P Y K. Pak

díky první části máme Tb “ 0, a tedy

0 “ Tx “ Ta` Tb “
N
ÿ

n“1

xa, enyTen ` 0 “
N
ÿ

n“1

xa, enyλnen.

Proto platí xa, eny “ 0 pro každé n P N a x “ b P Y K.
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Krok 4. Ukázali jsme tedy, že H “ KerT ‘K Y . Vezměme nyní libovolnou ortonormální bázi B prostoru KerT .
Pak B Y ten : n P t1, . . . , Nuu je ortonormální báze prostoru H, která je tvořena vlastním vektory T . Libovolné
x P H rozložme jako x “ a`

řN
n“1xx, enyen, kde a P KerT (viz Lemma 1.1.45). Pak

Tx “
N
ÿ

n“1

xx, enyTen “
N
ÿ

n“1

λnxx, enyen.

Tím je důkaz dokončen.

Věta 3.5.15. Nechť H je Hilbertův prostor. Pak KpHq “ F pHq.

Důkaz. Zvolme ortonormální bázi tei : i P Iu prostoru H a pro každou F P FpIq uvažujme ortogonální projekci
PFx “

ř

iPF xx, eiyei, x P H. Jelikož x “
ř

iPIxx, eiyei, x P H, pro každé x P H a ε ą 0 existuje F P FpIq splňující
}x´ PFx} ă ε.

Nechť K P KpHq je dán. Pro dané ε ą 0 nalezneme kone4nou ε-síť tx1, . . . , xnu množiny BH . Nechť F P FpIq
je zvoleno tak, že }Kxi ´ PFxi} ă ε pro každé i P t1, . . . , nu. Pak operátor PF ˝ K je element F pHq a platí
}K ´ PFK} ă ε.

Vskutku, nechť x P BH je dáno. Nechť i P t1, . . . , nu je zvoleno tak, aby }Kx´Kxi} ă ε. Pak

}Kx´ PFx} ď }Kx ´Kxi} ` }Kxi ´ PFKxi} ` }PFKxi ´ PF kx} ď ε` ε` }PF } }Kxi ´Kx} ď 3ε.

Tíme je důkaz dokončen.

3.5.2 Borelovský kalkulus pro normální operátory
Značení 3.5.16. Nechť K je topologický prostor. Symbol BspKq značí σ-algebru všech borelovských podmnožin
K a BfbpKq značí systém všech omezených borelovských funkcí na K.

Lemma 3.5.17. Nechť K je metrický prostor. Nechť F je systém v BfbpKq, který obsahuje CbpKq a je uzavřený
vhledem k bodovým limitám omezených posloupností. Pak F “ BfbpKq.

Důkaz. Krok 1. Položme F0 “ CbpKq a pro každé α P p0, ω1q definujme induktivně

Fα “

#

f P : K Ñ C : existuje omezená posloupnost tfnu v
ď

βăα

Fb splňující fn Ñ f

+

.

Přímočaře se ověří, že každý systém Fα je podalgebra F . Položíme-li Fω1
“

Ť

αăω1
Fα, dostaneme podalgebru F

uzavřenou na bodové limity omezených posloupností. Vskutku, je-li tfnu omezená posloupnost v Fω1
konvergující

k f , pak každé fn je v Fαn pro nějaké αn ă ω1. Pak α “ supnPN αn ă ω1, a tedy f P Fα`1 Ă Fω1
.

Krok 2. Nechť
S “ tS P BspKq : χB P Fω1u.

Pak S je σ-algebra obsahující otevřené množiny K.
Abychom toto ukázali, nechť U Ă K je otevřená množina. Nalezneme rostoucí posloupnost tFnu uzavřený

množin v K splňující
Ť8

n“1 Fn “ U . Pomocí Urysohnova lemmatu sestrojíme spojité funkce fn : K Ñ r0, 1s splňující
fn “ 1 na Fn a fn “ 0 na KzFn. Pak fn Ñ χU , a tedy χU P F . Proto U P S.

Pro dvě množiny S1, S2 P S máme

χS1YS2 “ χS1 ` χS2 ` χS1χS2 P Fω1 ,

a tedy S je uzavřený na konečná sjednocení.
Jsou-li nyní Sn, n P N, elementy v S a S “

Ť8

n“1 Sn, jsou množiny Tn “
Ťn
k“1 Sk, n P N, v S a přitom

χTn Ñ χS . Vzhledem k uzavřenosti Fω1
na bodové limity omezených posloupností platí χS P Fω1

, tj. S P S.
Tedy S “ BspKq.
Krok 3. Nechť f P BfbpKq je dáno. Nechť ε ą 0 je libovolné. Pokryjeme Rng f konečnou ε-sítí ty1, . . . , ynu Ă

Rng f a pro každé i P t1, . . . , nu položme Si “ f´1pBpyi, εqq. Pak Si jsou borelovské množiny v K, a tedy χSi P Fω1 ,
i P t1, . . . , nu. Nechť S0 “ H a Ti “ Siz

Ťi´1
j“0 Sj . Pak funkce

g “
n
ÿ

i“1

yiχTi P Fω1

a }f ´ g}8 ď ε.
Pro ε “ 1

n tak dostaneme posloupnost tgnu v Fω1 stejnoměrně konvergující k f . Tedy tgnu je omezená, a proto
f P Fω1 .

Tedy
BfbpKq Ă Fω1

Ă F Ă BfbpKq,

a důkaz je tak hotov.
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Lemma 3.5.18 (Lax–Milgram). Nechť H he Hilbertův prostor. Nechť B : H ˆ H Ñ C je v první souřadnici
lineární a v druhé sdruženě lineární. Pokud }B} “ supx,yPBH |Bpx, yq| ă 8, existuje právě jeden T P LpHq takový,
že }T } “ }B} a Bpx, yq “ xTx, yy, x, y P H.

Důkaz. Pro pevné y P H je zobrazení x ÞÑ Bpx, yq prvek duálního prostoru H˚. Existuje tak právě jedno Sy P H
splňující Bpx, yq “ xx, Syy, x P H. Pak S je lineární operátor, neboť pro y1, y2 P H a α P C platí

xx, Spαy1qy “ Bpx, αy1q “ αxx, Sy1y “ xx, αSy1y, x P H,

a
xx, Spy1 ` y2qy “ Bpx, y1 ` y2q “ Bpx, y1q `Bpx, y2q “ xx, Sy1y ` xx, Sy2y “ xx, Sy1 ` Sy2y, x P H.

Dále
}Sy}

2
“ xSy, Syy “ BpSy, yq ď }B} }Sy} }y} , y P H,

což implikuje nerovnost }S} ď }B}.
Abychom dokázali obrácenou nerovnost, vezměme posloupnosti txnu a tynu v BH , které splňující |Bxn, ynq| Ñ

}B}. Pak
}B} “ lim

nÑ8
|Bpxn, ynq| “ lim

nÑ8
|xxn, Syny| ď lim sup

nÑ8
}xn} }Syn} ď lim sup

nÑ8
}Syn} .

Tedy }Syn} Ñ }B}, a tedy }S} “ }B}.
Operátor T “ S˚ pak pro každé x, y P H splňuje

Bpx, yq “ xx, Syy “ xS˚x, yy “ xTx, yy

a
}T } “ }S˚} “ }S} “ }B} .

Důkaz je tak hotov.

Poznámka 3.5.19. Povšimněme si, že množina všech zobrazení B : H ˆ H Ñ C splňujících předpoklady Lem-
matu 3.5.18 tvoří vektorový prostor, uvažujeme-li na této množině vektorové operace bodově.

Věta 3.5.20. Nechť H he Hilbertův prostor a T P LpHq je normální operátor. Nechť Φ značí spojitý kalkulus pro
T z Věty 3.3.97. Pak existuje zobrazení Ψ: BfbpσpT qq Ñ LpHq s následujícími vlastnostmi.
(a) Platí Ψ “ Φ na CpσpT qq.
(b) Pokud tfnu je omezená posloupnost v BfbpσpT qq, která konverguje k f , pak pro každé x, y P H platí xΨpfnqx, yy Ñ

xΨpfqx, yy.
(c) Zobrazení Φ je algebraický ˚-homorfismus a }Ψpfq} ď }f}8.
(d) Zobrazení Ψ je vlastnostmi (a),(b) a (c) určeno jednoznačně.
(e) Pokud g : CÑ C je spojitá a f P BfbpσpT qq, pak gpΨpfqq “ Ψpg ˝ fq.
(f) Operátor Ψpfq je normální pro každé f P BfbpσpT qq.
(g) Operátor Ψpfq je samoadjungovaný, pokud f P BfbpσpT qq je reálná.
(h) Pokud S P LpHq komutuje s T , potom S komutuje s Ψpfq pro každou f P BfbpσpT qq.

Důkaz. Krok 1. Hledané zobrazení Ψ nejprve zkonstruujme. Pro každou dvojici x, y P H uvažujme zobrazení
Rx,y : CpσpT qq Ñ C definované jako

Rx,ypfq “ xΦpfqx, yy, f P CpσpT qq.

Pak
|Rx,y| ď }Φpfq} }x} }y} “ }f} }x} }y} , f P CpσpT qq.

Dle Rieszovy věty 1.2.24 existuje komplexní borelovská míra µx,y na σpT q splňující

Rx,ypfq “

ż

σpT q

fpλq dµx,ypλq, f P CpσpT qq.

Navíc platí }µx,y} “ }Rx,y} ď }x} }y}.
Pro libovolné f P CpσpT qq, α1, α2 P C a x1, x2, y P H máme

ż

σpT q

fpλq dµα1x1`α2x2,ypλq “ Rα1x1`α2x2,ypfq “ xΦpfqpα1x1 ` α2x2q, yy

“ α1xΦpfqx1, yy ` α2xΦpfqx2, yy

“ α1

ż

σpT q

fpλq dµx1,ypλq ` α2

ż

σpT q

fpλq dµx2,ypλq

“

ż

σpT q

fpλq dpα1µx1,y ` α2µx2,yqpλq,
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a tedy µα1x1`α2x2,y “ α1µx1,y ` α2µx2,y. Podobně odvodíme µx,α1y1`α2y2 “ α1µx,y1 ` α2µx,y2 .
Položme

Bgpx, yq “

ż

σpT q

gpλq dµx,ypλq, g P BfbpσpT qq.

Pak B splňuje předpoklady Lemmatu 3.5.18 s odhadem

|Bgpx, yq| ď }g} }µx,y} ď }g} }x} }y} , x, y P H.

(Všimněme si, že Bα1g1`α2g2 “ α1Bg1 ` α2Bg2 pro α1, α2 P C a g1, g2 P BfbpσpT qq.)
Dle Lemmatu 3.5.18 tedy existuje jednoznačně určený operátor Ψpgq P LpHq, který vyhovuje rovnici

Bgpx, yq “ xΨpgqx, yy, x, y P H.

Tím je konstrukce zobrazení Ψ ukončena.
Krok 2. Ověřme nyní vlastnosti (a)-(h) pro toto zobrazení.
(a) Dle definice platí pro f P CpσpT qq rovnost

xΨpfqx, yy “ Bf px, yq “

ż

σpT q

fpλq dµx,ypλq “ Rx,ypfq “ xΦpfqx, yy, x, y P H.

Dle Věty 3.5.3 máme Ψpfq “ Φpfq.
(b) Vezměme omezenou posloupnost tfnu v BfbpσpT qq konvergující k f a x, y P H. Pak díky Lebesgueově větě

platí

xΨpfqx, yy “ lim
nÑ8

ż

σpT q

fnpλq dµx,y “ lim
nÑ8

xΨpfnqx, yy.

(c) Pro α P C a g1, g2 P BfbpσpT qq platí

xΨpαg1 ` g2qx, yy “ Bαg1`g2px, yq “ pα1Bg1 ` α2Bg2qpx, yq “ α1Bg1px, yq ` α2Bg2px, yq

“ xpα1Ψpg1q ` α2Ψpg2qqx, yy, x, y P H.

Proto je Ψ lineární.
Ukažme nyní multiplikativitu. Položme

F “ tg P BfbpσpT qq : @f P CpσpT qq : Ψpgfq “ ΨpgqΨpfqu.

Pak F splňuje předpoklady Lemmatu 3.5.17. Zjevně totiž CpσpT qq Ă F a je-li tgnu omezená posloupnost v F
konvergující ke g, platí pro každou f P CpσpT qq rovnosti

xΨpgfqx, yy “ lim
nÑ8

xΨpgnfqx, yy “ lim
nÑ8

xΨpgnqΨpfqx, yy “ xΨpgqΨpfqx, yy, x, y P H.

Tedy g P F . Proto F “ BfbpσpT qq.
Uvažujme nyní systém

H “ th P BfbpσpT qq : @g P BfbpσpT qq : Ψpghq “ ΨpgqΨphqu.

Podle předcházející úvahy je CpσpT qq Ă H a pro omezenou posloupnost thnu v H konvergující k h platí pro
libovolnou g P BfbpσpT qq rovnosti

xΨpghqx, yy “ lim
nÑ8

xΨpghnqx, yy “ lim
nÑ8

xΨpgqΨphnqx, yy

“ lim
nÑ8

xΨphnqx, pΨpgqq
˚yy “ xΨphqx, pΨqgq˚yy

“ xΨpgqΨphqx, yy, x, y P H.

Tedy F “ BfbpσpT qq a Ψ je multiplikativní.
Položme nyní

F “ tf P BfbpσpT qq : pΨpfqq˚ “ Ψpfqu.

Pak CpσpT qq Ă F . Nechť tfnu je omezená posloupnost v F konvergující k f . Pak pro každé x, y P H platí

xΨpfqx, yy “ lim
nÑ8

xΨpfnqx, yy “ lim
nÑ8

xx, pΨpfnqq
˚yy “ lim

nÑ8
xx,Ψpfnqyy

“ xx,Ψpfqyy “ xpΨpfqq˚x, yy.

Tedy i f P F . Proto Ψ zachovává involuci.
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Co se týče normy, povšimněme si, že pro x P H platí

}Ψpfqpxq}
2
“ xΨpfqx,Ψpfqxy “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

σpT q

fpλq dµx,Ψpfqxpλq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď }f} }x} }Ψpfqpxq} .

Tedy }Ψpfq} ď }f}.
(d) Nechť rΨ: BfbpσpT qq Ñ LpHq je zobrazení splňující (a), (b) a (c). Položme

F “ tf P BfbpσpT qq : Ψpfq “ rΨpfqu.

Pak CpσpT qq Ă F dle (a). Nechť tfnu je omezená posloupnost v F konvergující k f . Pak pro každé x, y P H platí

xΨpfqx, yy “ lim
nÑ8

xΨpfnqx, yy “ lim
nÑ8

xrΨpfnqx, yy “ xrΨpfnqx, yy “ xrΨpfqx, yy.

Tedy F “ BfbpσpT qq a důkaz je hotov.
(e) Nechť nejprve g je polynom tvaru gpzq “

řn
i,j“0 cijz

ipzqj , z P C. Pak

Ψpg ˝ fq “ Ψ

˜

n
ÿ

i,j“0

cijf
ipfqj

¸

“

n
ÿ

i,j“0

cijΨpf
ipfqjq

“

n
ÿ

i,j“0

cij pΨpfqq
i
pΨpfq˚q

j
“ gpΨpfqq

Je-li g obecná spojitá funkce, lze ji na σpΨpfqq stejnoměrně aproximovat posloupností polynomy tgnu. Pak
gn ˝ f Ñ g ˝ f , z čehož plyne

gpΨpfqq “ lim
nÑ8

gnpΨpfqq “ lim
nÑ8

Ψpgn ˝ fq “ Ψpg ˝ fq.

(f) Platí
ΨpfqpΨpfqq˚ “ ΨpfqΨpfq “ Ψpffq “ Ψpffq “ ΨpfqΨpfq “ pΨpfqq˚Ψpfq.

(g) Pokud f P BfpσpT q je reálná, platí pΨpfqq˚ “ Ψpfq “ Ψpfq.
(h) Položme

F “ tf P BfbpσpT qq : SΨpfq “ ΨpfqSu.

Pak CpσpT qq Ă F dle Věty 3.3.97(j). Nechť tfnu je omezená posloupnost v F konvergující k f . Pak pro každé
x, y P H platí

xSΨpfqx, yy “ xΨpfqx, S˚yy “ lim
nÑ8

xΨpfnqx, S
˚yy “ lim

nÑ8
xSΨpfnqx, yy

“ lim
nÑ8

xΨpfnqSx, yy “ xΨpfqSx, yy.

Opět dle Lemmatu 3.5.17 usoudíme, že F “ BfbpσpT qq.

3.6 Spektrální rozklad

3.6.1 Rozklad jednotky

Definice 3.6.1. Nechť pΩ,Σq je měřitelný prostor, tj. Σ je σ-algebra na množině Ω. Nechť H je Hilbertův prostor.
Rozklad jednotky je zobrazení E : Σ Ñ LpHq s následujícím vlastnostmi.

(a) Platí EpHq “ 0 a EpΩq “ I.

(b) Každé EpAq je samodajungovaná projekce.

(c) Pro každé A1, A2 P Σ platí EpA1qEpA2q “ EpA1 XA2q.

(d) Pokud A1, A2 P Σ jsou disjunktní, platí EpA1q ` EpA2q “ EpA1 YA2q.

(e) Pro každé x, y P H je funkce Ex,y : A ÞÑ xEpAqx, yy komplexní míra na Σ.

Pokud Σ je σ-algebra BspKq nějakého lokálně kompaktního topologického prostoru K, požaduje se navíc, že

(f) každá míra Ex,y je regulární.

Úmluva 3.6.2. Nebude-li řečeno přesněji, v dalším textu budeme uvažovat rozklad identity na prostoru pΩ,Σq s
hodnotami v LpHq.
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Poznámky 3.6.3. Rozklad jednotky E splňuje následující vlastnosti.
(g) Pro každé x P H a A P Σ platí

Ex,xpAq “ xEpAqx, xy “ xEpAqx,EpAqxy “ }EpAqx}
2
.

Tedy totální variace Ex,x je rovna }Ex,x} “ Ex,xpΩq “ }x}
2.

(h) Díky (c) spolu operátory EpA1q a EpA2q pro každé A1, A2 P Σ komutují.
(i) Z vlastností (a) a (c) plyne, že pro disjunktní A1, A2 P Σ platí RngEpA1q K RngEpA2q (viz Věta 3.5.11).

Tvrzení 3.6.4. Nechť E je rozklad identity. Nechť An P Σ, n P N, a A “
Ť8

n“1An. Pokud EpAnq “ 0 pro každé
n P N, platí EpAq “ 0.

Důkaz. Pro každé x P H platí

Ex,xpAq “ Ex,x

˜

8
ď

n“1

An

¸

“

8
ÿ

n“1

Ex,xpAnq “
8
ÿ

n“1

xEpAnqx, xy “ 0.

Jelikož }EpAqx}2 “ Ex,xpAq “ 0, je projekce EpAq nulová.

Definice 3.6.5. Nechť E je rozklad jednotky.
(a) Nechť f : Ω Ñ C je měřitelná funkce. Nechť

U “
ď

 

U Ă C otevřená : Epf´1pUqq “ 0
(

.

Položme V “
Ť

U . Pak Epf´1pV qq “ 0, neboť V lze napsat jako spočetné sjednocení množin z U (viz Tvrzení 3.6.4).
Esenciálním oborem hodnot f se nazývá množina essrng f “ CzV . Funkce f je esenciálně omezená, pokud

essrng f je omezená množina. Pak
}f}8 “ supt|λ| : λ P essrng fu.

Symbolem L8pEq značíme algebru všech esenciálně omezených funkcí na Ω. Řekneme, že f “ g E-skoro všude
(či jenom skoro všude), pokud pro množinu N “ tω P Ω: fpωq ‰ gpωqu platí EpNq “ 0.

Tvrzení 3.6.6. Nechť E je rozklad jednotky a L8pEq je jako výše. Pak platí následující tvrzení.

(a) Uvažujme algebru L pEq8 s involucí danou komplexním sdružením. Nechť

N “ tf P L8pEq : }f}8 “ 0u.

Pak algebra L8pEq “ L8pEq{N s normou }¨}8 a involucí zděděnou z L8pEq, (tj.

rf s˚ “ rf s, f P L8pEq, q

je komutativní C˚-algebra s jednotkou.

(c) Pro f P L8pEq platí σpfq “ essrng f (prvek rf s obvykle ztotožňujeme s funkcí f).

Důkaz. (a) Zjevně je L8pEq komutativní algebra s involucí a pseudonormou }¨}8, která pro f, g P L8pEq splňuje
}fg}8 ď }f}8 }g}8 a }f}2 “ }ff˚}. Snadno se ověří, že po faktorizaci pomocí N vznikne požadovaná struktura
(jednotka odpovidá funkci f “ 1 na Ω).

(b) Pokud λ R essrng f , pak je funkce g “ pλ´ fq´1 inverzí k λ´ f . Tedy σpfq Ă essrng f .
Nechť λ P essrng f je dáno. Předpokládejme, že λ R σpfq, tj. existuje inverze g P L8pEq prvku λ ´ f . Pak

g “ pλ´ fq´1 E-skoro všude, tj. množina

A “ tω P Ω: gpωq “
1

λ´ fpωq
u

splňuje EpAq “ I. Nechť C ą 0 splňuje C ą }g}8. Zvolme n P N, které je větší než C, a uvažujme množinu
An “ f´1pBpλ, 1

n qq. Pak EpAnq ‰ 0 a pro ω P An platí |fpωq ´ λ| ă 1
n . Tedy |gpωq| ą n na An X I, což je

E-nenulová množina. To je však spor s nerovností }g} ď C.

Věta 3.6.7. Nechť E je rozklad identity. Pak existuje izometrický ˚-izomorfizmus Ψ: L8pEq Ñ LpHq takový, že
platí následující tvrzení.

(a) Množina ΨpL8pEqq je komutativní C˚-podalgebra LpHq obsahující I.

(b) Platí

xΨpfqx, yy “

ż

Ω

f dEx,y, f P L8pEq, x, y P H.
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(c) Platí

}Ψpfqx}
2
“

ż

Ω

|f |
2
dEx,x, f P L8pEq, x P H.

(d) Operátor Q P LpHq komutuje s každou projekcí EpAq právě tehdy, když Q komutuje se ΨpL8pEqq.

Důkaz. Krok 1. Nechť S označuje jednoduché funkce z L8pEq. Položme

Ψpfq “
n
ÿ

i“1

ciEpAiq, f “
n
ÿ

i“1

ciχAi P S.

Stejně jako ve Větě 3.2.11(a) se ukáže, že Ψpfq nezáleží na vyjádření funkce f a že Ψ je lineární zobrazení.
Dále pro f, g P S tvaru f “

řn
i“1 ciχAi a g “

řm
j“1 djχBj , kde tA1, . . . , Anu a tB1, . . . , Bmu jsou měřitelné

rozklady Ω, platí

ΨpfqΨpgq “

˜

n
ÿ

i“1

ciEpAiq

¸˜

m
ÿ

j“1

djEpBjq

¸

“

n
ÿ

i“1

m
ÿ

j“1

cidjEpAiqEpBjq “
n
ÿ

i“1

m
ÿ

j“1

cidjEpAi XBjq “ Ψpfgq,

jelikož fg “
řn
i“1

řm
j“1 cidjχAiXBj .

Dále

pΨpfqq˚ “

˜

n
ÿ

i“1

ciEpAiq

¸˚ n
ÿ

i“1

ciEpAiq “ Ψpfq “ Ψpf˚q

a

xΨpfqx, yy “
n
ÿ

i“1

cixEpAiqx, yy “
n
ÿ

i“1

ciEx,ypAiq “

ż

Ω

f dEx,y, x, y P H.

Krok 2. Předpokládejme, že f je vyjádřeno pomocí rozkladu tA1, . . . , Anu množiny Ω. Pak z odhadu

}Ψpfqx}
2
“ xΨpfqx,Ψpfqxy “ xpΨpfqq˚Ψpfqx, xy “ xΨpf˚fqx, xy

“ xΨp|f |
2
qx, xy “

ż

Ω

|f |
2
dEx,x, x P H,

plyne }Ψpfqx} ď }f}8 }x}, x P H, tj. }Ψ} ď }f}8.
Na druhou stranu zvolme i P t1, . . . , nu takové, že |ci| “ }f}8. Jelikož mají projekce EpA1q, . . . , EpAnq navzájem

kolmé obory hodnot, pro x P RngEpAiq platí

Ψpfqx “
n
ÿ

j“1

cjEpAjqx “ ciEpAiqx “ cix.

Tedy }Ψpfq} “ |ci| “ }f}8. Dohromady tedy máme }Ψpfq} “ }f}8.
Krok 3. Zobrazení Ψ: S Ñ LpHq tedy splňuje všechny vlastnosti (a), (b) a (c) na prostoru S. Jelikož je S

hustá podalgebra L8pEq, lze Ψ jednoznačně izometricky rozšířit na celou algebru L8pEq. Díky spojitosti involuce
a násobení je pak Ψ ˚-izomorfizmus. Množina ΨpL8pEqq je pak komutativní ˚-podalgebra LpHq obsahující I (neboť
Ψp1q “ I). Díky úplnosti L8pEq se jedná o C˚-podalgebru. Vlastnosti (b) a (c) plynou z platnosti těchto vztahů
pro zobrazení Ψ na S. Je-li Q P LpHq operátor komutující s každým EpAq, A P Σ, komutuje Q s každým operátorem
z ΨpSq. Ze spojitosti tedy Q komutuje s ΨpL8pEqq. Tím je důkaz ukončen.

Značení 3.6.8. Prvek Ψpfq z Věty 3.6.7 značíme Ψpfq “
ş

Ω
f dE.

3.6.2 Spektrální rozklad normálního operátoru
Věta 3.6.9. Nechť H je Hilbertův prostor a T P LpHq je normální operátor. Nechť K “ σpT q a pΩ,Σq “
pK,BspKqq. Pak existuje právě jeden rozklad identity E : BspKq Ñ LpHq, pro který platí

T “

ż

K

λ dE.

Dále platí následující výroky.

(a) Nechť Φ je borelovský kalkulus z Věty 3.5.20 a Ψ: L8pEq Ñ LpHq je zobrazení z Věty 3.6.7 dané rozkladem
jednotky E. Pak Ψprf sq “ Φpfq pro f P BfbpKq.

(b) Platí ΨpL8pEqq “ spantEpAq : A P BspKqu.
(c) Je-li A P BspKq, označme TA “ T |RngEpAq. Pak TA P LpRngEpAqq a σpTAq Ă A (spektrum uvažujeme

vzhledem k LpRngEpAqq.)
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(d) Pokud A Ă K je neprázdná otevřená množina, je P pAq nenulová.

Důkaz. Krok 1. Nechť Φ je borelovský kalkulus z Věty 3.5.20. Položme

EpAq “ ΨpχAq, A P BspKq.

Ověříme nyní vlastnosti požadované Definicí 3.6.1. Zjevně platí EpHq “ Φp0q “q a EpKq “ Ep1q “ I.
Dále pro A P BspKq platí

pEpAqq2 “ EpAqEpAq “ ΦpχAqΦpχAq “ ΦppχAq
2q “ ΦpχAq

a
pEpAqq˚ “ pΦpχAqq

˚ “ ΦpχAq “ ΦpχAq “ EpAq,

a tedy EpAq je samodajungovaná projekce.
Pro A1, A2 P BspKq máme díky multiplikativitě Φ rovnost

EpA1 XA2q “ ΦpχA1XA2q “ ΦpχA1χA2q “ ΦpχA1qΦpχA2q “ EpA1qEpA2q.

Tedy E má i vlastnost (c). Podobně pro A1, A2 P BspKq disjunktní platí

EpA1 YA2q “ ΦpχA1YA2q “ ΦpχA1 ` χA2q “ ΦpχA1q ` ΦpχA2q “ EpA1q ` EpA2q.

Ohledně vlastnosti (e) a (f) si připomeňme, že pro každé x, y P H byla nalezena za pomoci Riezovy věty
komplexní borelovská (regulární) míra µx,y na K splňující

xΦpfqx, yy “

ż

σpT q

fpλq dµx,ypλq, f P BfbpKq.

Tedy je zobrazení

Ex,ypAq “ xEpAqx, yy “ xΦpχAqx, yy “

ż

K

χA dµx,y “ µx,ypAq, A P BspKq,

požadovaná míra.
Tím je konstrukce E ukončena.
Krok 2. Nechť E : BspKq Ñ LpHq je rozklad jednotky splňující T “

ş

K
λ dE1. Dle algebraických vlastností

popsaných ve Větě 3.6.7 dostáváme rovnost
ş

K
p dE “

ş

K
p dE1 pro každý polynom p v proměnných z a z. Ze

spojitosti pak tato rovnost platí pro každou spojitou funkci f na K. Položme

F “ tf P BfbpKq :

ż

K

f dE “

ż

K

f dE1u.

Pak F Ą CpKq a pokud fn Ñ f , kde tfnu je omezená posloupnost v F , platí pro každé x, y P H rovnost
ż

K

f dEx,y “ lim
nÑ8

ż

K

fndEx,y “ lim
nÑ8

ż

K

fnd
1Ex,y “

ż

K

f dE1.

Dle Lemmatu 3.5.17 je F “ BfbpKq. Speciálně tedy EpAq “ E1pAq a první část tvrzení je dokázána.
Krok 3. Tvrzení(a) plyne přímo z konstrukce E a tvrzení (b) je důsledkem konstrukce Ψ popsané v důkazu

Věty 3.6.7. Uvažujme P BspKq a TA “ T |RngEpAq. Pak pro každé x P RngEpAq platí

TAEpAqx “ TEpAqx “ EpAqTx P RngEpAq,

a tedy TA je vskutku element LpRngEpAqq.
Vezměme λ P CzA a položme

fpzq “

#

1
λ´z , z P A,

0, jinak.

Pak f P BfbpKq. Dále je funkce gpzq “ pλ´ zqχApzq též prvkem BfbpKq a platá pro ni rovnost gf “ χA. Pro každé
x P H tak dostáváme

xEpAqx, xy “ xΨpχAqx, xy “ xΨpfpλ´ idqχAqx, xy “ xΨpfqΨpλ´ idqΨpχAqx, xy “ xΨpfqpλI ´ T qEpAqx, xy.

Pro x P RngEpAq máme proto
xx, xy “ xΨpfqpλI ´ T qx, xy,
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a tedy
I|RngEpAq “ ΨpfqpλI ´ T q.

Dostali jsem, že Ψpfq je levá inverze operátoru λIRngEpAq ´ TA. Obdobně se ukáže, že Ψpfq je též pravá inverze, a
tedy λ R σpTAq.

(d) Nechť A Ă K je neprázdná otevřená podmnožina K. Pokud by platilo EpAq “ 0, platí I “ EpKzAq, takže
RngEpKzAq “ H. Potom TKzA “ T , a tedy

K “ σpT q “ σpTKzAq Ă KzA,

ož je spor.

Věta 3.6.10. Nechť H he Hilbertův prostor a T P LpHq je normální operátor. Nechť λ P σpT q a E je rozklad
jednotky daný Větou 3.6.9. Pak platí následující tvrzení.
(a) Platí λ P σppT q právě tehdy, když Eptλuq ‰ 0.
(b) Je-li λ P σppT q, pak Eptλuq je projekce na KerpλI ´ T q.
(c) Je-li λ izolovaný bod σpT q, je v σppT q.

Důkaz. (a) Máme pλ´ idqχtλu “ 0, takže pλI ´ T qEptλuq “ 0. Proto RngEptλuq Ă KerpλI ´ T q.
Dokažme nyní obrácenou inkluzi. Pro každé n P N označme

Bn “ tz P σpT q : |z ´ λ| ě
1

n
u

a položme

fnpzq “

#

1
λ´z , z P Bn,

0, z P σpT q ´Bn.

Nechť fpT q značí
ş

σpT q
f dE, f P BfbpσpT qq. Pro x P KerpλI ´ T q máme fnpT qpλI ´ T qx “ fnpT q0 “ 0, a tedy

χBnpT qx “ fnpT qpλI ´ T qx “ 0, n P N.

Proto pro každé y P H platí

xx, yy “ lim
nÑ8

xp1´ χBnqpT qx, yy lim
nÑ8

ż

σpT q

p1´ χBnq dEx,y “

ż

σpT q

χtλu dEx,y “ xEptλuqx, yy.

Proto x “ Eptλuqx P RngEptλuq.
(b) Platí

λ P σppT q ðñ KerpλI ´ T q ‰ t0u ðñ Eptλuq ‰ 0.

(c) Množina tλu je otevřená v σpT q, a tedy Eptλuq ‰ 0 dle Věty 3.6.9(d). Díky (a) je λ P σppT q.

Věta 3.6.11. Nechť H je Hilbertův prostor a T P LpHq je normální operátor se spektrem K “ σpT q. Nechť E je
rozklad identity jemu příslušející. Pro danou rf s P L8pEq označme L “ essrng f . Definujme F : BspLq Ñ LpHq
jako

F pBq “ Epf´1pBq, B P BspLq.

Pak pro operátor S “
ş

K
f dE platí σpSq “ L a F je rozklad identity pro S.

Důkaz. Vlastnosti (a)–(d) z Definice 3.6.1 snadno plynou z definice díky tomu, že f´1 zachovává množinové operace.
Pro x, y P H platí

xF pAqx, yy “ xEpf´1pAqqx, yy “ Ex,ypf
´1pAqqfpEx,yqpAq, A P BspLq.

Tedy Fx,y “ fpEx,yq je komplexní míra na BspLq. Je tedy regulární dle Věty ??.
Zobrazení g ÞÑ

ş

K
g dE je ˚-izomorfizmus L8pEq do LpHq, a tedy zachovává spektra. Proto σpSq “ σprf sq “

essrng f “ L (viz Tvrzení 3.6.6(c)).
K dokončení důkazu stačí ukázat, že S “

ş

L
id dF . Nechť x, y P H jsou libovolné. Protože pro funkci id : LÑ C

platí id ˝f “ f , máme

xSx, yy “ x

ˆ
ż

K

fpλq dEpλq

˙

x, yy “

ż

K

fpλq dEx,ypλq “

ż

K

pid ˝fqpλq dEx,ypλq

“

ż

L

id dfpEx,yq “

ż

L

µdFx,ypµq “ x

ˆ
ż

L

id dF

˙

x, yy.

Tedy S “
ş

L
id dF a důkaz je dokončen.
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Příklad 3.6.12. Nechť H “ L2pµq pro nějakou σ-konečnou míru µ na měřitelném prostoru pΩ,Σq. Nechť m P

L8pµq a M je operátor definovaný jako
Mf “ mf, f P H.

Pak platí následující tvrzení.
(a) Operátor M je dobře definovaný normální operátor na H a platí }M} “ }m}8.
(b) Platí

σppMq “ tλ P C : µpm´1pλqq ą 0u a σpMq “ essrngm.

(c) PlatíM˚g “ mg, g P H, a operátorM je samoadjungovaný právě tehdy, když m je reálná. Dále jeM pozitivní
právě tehdy, když m ě 0.

(d) Rezolventní funkce je dána vzorcem

pλI ´Mq´1g “
g

λ´m
, g P H, λ P ρpMq.

(e) Rozklad jednotky E pro operátor M je dán jako

EpAqf “ χm´1pBqf, f P H, B P BspσpMqq.

(f) Pro každou h P L8pEq platí
˜

ż

σpMq

h dE

¸

f “ ph ˝mqf, f P H.

Důkaz. (a) Platí
ż

Ω

|mf |
2
dµ ď }m}

2
8

ż

Ω

|f |
2
dµ, f P H,

a tedy M P LpHq a }M} ď }m}8.
Pro dané ε ą 0 položme A1 “ tω P Ω: |mpωq| ą }m}8 ´ εu. Pak µpAq ą 0, a tedy existuje množina A Ă A1

konečné kladné míry. Pak }χA}
2
H “

ş

Ω
χA dµ “ µpAq. Položme

f “
χA

}χA}
2 .

Pak f P SH a

}Mf}
2
“

1

}χA}
2

ż

A

|m|
2
dµ ě

1

}χA}
2

ż

A

p}m}8 ´ εq
2 dµ “ p}m}8 ´ εq

2 µpAq

}χA}
2 “ p}m}8 ´ εq

2.

Tedy }M} “ }m}8.
(b) Pokud λ P C je takové, že µpm´1pλqq ą 0, vezmeme A Ă m´1pλq kladné konečné míry. Pak χA P H a platí

mf “ λf . Tedy λ P σppT q.
Nechť λ P σppMq a f P KerpλI ´Mq je nenulový. Pak fpm ´ λq “ 0. Pokud µpm´1pλqq “ 0, je f “ 0 skoro

všude, tj. f “ 0. Proto µpm´1pλqq ą 0.
Pokud λ R essrngm, je operátor g ÞÑ g

λ´m inverzní k λI ´M .
Nechť λ P essrngm. Chceme ukázat, že λ P σpMq. Díky popisu σppMq můžeme předpokládat, že µpm´1pλqq “ 0.

Předpokládejme, že N “ pλI ´Mq´1.
Pro n P N uvažujme množiny A1n “ m´1pBpλ, 1

n qq. Pak µpA
1
nq ą 0, takže lze nalézt množiny An Ă A1n kladné

míry. Položme gn “ χAn , n P N. Pak gn P H a pro fn “ Ngn platí fnpλ´mq “ gn. Tedy fn “ gn
λ´m na Ωzm´1pλq.

Pak ale

}fn}
2
“

ż

Ωzm´1pλq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

χAn
1

λ´m

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

dµ “

ż

Anzm´1pλq

1

|λ´m|
2 dµ ě

“

ż

Anzm´1pλq

n2 dµ “ n2µpAnq “ n2 }gn}
2
.

Tedy }N} ě n pro každé n P N, což je spor. Proto λ P σpMq.
(c) Položme M 1f “ mf , f P H. Pak

xMf, gy “

ż

Ω

mfg dµ “

ż

Ω

fmg dµ “ xf,M 1gy, f, g P H.

Tedy M 1 “ M˚. Druhé tvrzení je pak okamžitým důsledkem. Je-li totiž M samoadjungovaný, pak mf “ mf pro
každé f P H. což implikuje m “ m. Podobně nezápornost m implikuje pozitivitu M . Obráceně, pokud

ż

Ω

mff dµ “ xMf, fy ě 0, f P H,
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je m ě 0 skoro všude.
Tvrzení (d) bylo právě dokázáno během důkazu (b).
(e) Ukážeme, že zobrazení E je rozklad jednotky. Dle (c) je každý operátor EpBq samoadjungovaná projekce.

Zjevně EpσpMqq “ I a EpHq “ 0. Pro B1, B2 P BspσpMqq platí

EpB1qEpB2qf “ EpB1qpχm´1pB2qfq “ χm´1pB1qχA2
f “ χm´1pB1qXm´1pB2qf

“ χm´1pB1XB2qf “ EpB1 XB2qf, f P H.

Tedy vlastnost (c) Defince 3.6.1 je splněna. Pokud A1, A2 P BspΣpMqq jsou disjunktní, platí

EpB1qf ` EpB2qf “ χm´1pB1qf ` χm´1pB2qf “ pχm´1pB1q ` χm´1pB2qqf “ χm´1pB1qYm´1pB2qf

“ χm´1pB1YB2qf “ EpB1 YB2qf, f P H.

Tedy i (d) z Definice 3.6.1 je splněno. Konečně pro f, g P H položme

µf,gpAq “

ż

A

fg dµ, A P Σ.

Jelikož fg P L1pµq, je µf,g dobře definovaná komplexní míra na Σ. Tedy míra νf,g “ mpµf,gq je komplexní míra na
BspσpMqq.

Pro každé B P BspσpMqq pak platí

Ef,gpBq “ xEpBqf, gy “

ż

Ω

χm´1pBqfg dµ “ µf,gpm
´1pBqq “ νf,gpBq,

a tedy i (e) Definice 3.6.1 je splněno.Vzhledem k Větě ?? je Ef,g regulární míra.
Ukažme, že M “

ş

σpMq
id dE. Pro libovolnou dvojici f, g P H totiž máme

ď

˜

ż

σpMq

id dE

¸

f, gy “

ż

σpMq

id dEf,g “

ż

σpMq

id dνf,g “

ż

Ω

mdµf,g “

ż

Ω

mfg dµ “ xMf, fy.

Tím je tvrzení (e) dokázáno.
(f) Nechť h P L8pEq je dáno. Pak pro libovolnou dvojici f, g P H platí

x

˜

ż

σpMq

h dE

¸

f, gy “

ż

σpMq

h dEf,g “

ż

Ω

ph ˝mq dµf,g “

ż

Ω

ph ˝mqfg dµ “ xph ˝mqf, gy.

Tím je důkaz dokončen.

3.6.3 Aplikace spektrálního rozkladu
Věta 3.6.13. Nechť H je Hilbertův prostor a T P LpHq. Pak následující tvrzení jsou ekvivalentní.

(i) Platí xTx, xy ě 0 pro každé x P H.

(ii) Platí T˚ “ T a σpT q Ă r0,8q.

Důkaz. (i) ùñ (ii) Dle Věty 3.5.9 je T samoadjungovaný. Podle Věty 3.5.13 je

σpT q Ă txTx, xy : x P SHu Ă r0,8q.

(ii) ùñ (i) Nechť E je rozklad jednotky příslušný T . Pak pro každé x P H platí

xTx, xy “

ż

σpT q

λ dEx,xpλq ě 0.

Definice 3.6.14. Nechť H je Hilbertův prostor a T P LpHq splňuje (i) Věty 3.6.13. Pak T se nazývá pozitivní
operátor (značíme T ě 0). Všimněme se, že tato definice pozitivnosti souhlasí s Definicí 3.3.77.

Věta 3.6.15. Nechť H je Hilbertův prostor a T P LpHq.
(a) Je-li T ě 0, pak existuje právě jeden S ě 0 takový, že S2 “ T . (značíme S “

?
T ).

(b) Je-li T invertovatelný a pozitivní,
?
S je též invertovatelný.
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Důkaz. (a) Nechť E je rozklad jednotky pro T . Protože σpT q Ă r0,8q, je operátor S “
ş

σpT q

?
λ dEpλq dobře

definovaný a z vlastností rozkladu jednotky splňuje S2 “ T . Dále je S pozitivní, neboť

xSx, xy “ x

ż

σpT q

?
λ dEx,xpλq ě 0, x P H.

Nechť S1, S2 jsou pozitivní operátory splňující S2
1 “ S2

2 “ T . Jelikož σpS1q “
a

σpT q “ σpS2q dle Věty 3.3.97(d),
jsou rozklady jednotky E1 a E ´ 2 příslušné S1 a S2 definované na jedné kompaktní množině L Ă r0,8q, přičemž
}S1} “ }S2} “

a

}T } (viz Věta 3.3.88(b)). Nechť M “ }S1}. Jelikož
ż

σpS1q

λ2 dE1pλq “ T “

ż

σpS2q

λ2 dE2pλq,

platí
ż

L

ppλ2q dE1pλq “

ż

L

ppλ2q dE2pλq, p polynom na R.

Pomocí Stoneovy–Weierstrassovy věty odvodíme, že platí
ż

L

fpλ2q dE1pλq “

ż

L

fpλ2q dE2pλq, f P Cpr0,M2sq.

Je-li g P Cpr0,M sq libovolná, je funkce fpλq “ gp
?
λq prvek Cpr0,M2sq, a tedy

ż

L

gpλq dE1pλq “

ż

L

fpλ2q dE1pλq “

ż

Lq

fpλ2q dE2pλq “

ż

L

gpλq dE2pλq.

Standardní aplikací Lemmatu 3.5.17 odvodíme rovnost
ş

L
g dE1 “

ş

L
g dE2 pro každou g P BfbpLq. Tedy E1 “ E2

, z čehož plyne rovnost S1 “ S2.
Pokud je T navíc invertovatelný, je díky Větě 3.3.97(d) invertovatelný i operátor

?
T .

Definice 3.6.16. Nechť H,G jsou Hilbertovy prostory a U P LpH,Gq je operátor. Řekneme, že U je částečná
izometrie, pokud existují uzavřené podprostory H1 ĂĂ H a G1 ĂĂ G takové, že U je izometrie H1 na G1 a U “ 0
na pH1q

K.

Lemma 3.6.17. Nechť H,G jsou Hilbertovy prostory a U P LpH,Gq je operátor. Je-li U částečná izometrie,
přičemž H1 a G1 jsou příslušné podprostory z Definice 3.6.16, nechť Q P LpHq ortogonální projekce na H1. Pak
platí následující tvrzení.

(a) Platí UU˚ “ Q.

(b) Operátor U˚ izometricky zobrazuje G1 na H1.

(c) Platí U˚|G1
“ pU |H1

q´1.

Důkaz. (a) Pišme H “ H1 ‘ HK1 . Pak U : H1 Ñ G1 je unitární operátor (viz Věta 3.5.10). Pro x “ x1 “ x2 a
y “ y2 ` y2, kde x1, y1 P H1 a x2, y2 P H

K
1 , tak platí

xU˚Ux, yy “ xUx,Uyy “ xUx1, Uy1y “ xx1, y1y a
xQx, yy “ xx1, y1 ` y2y “ xx1, y1y.

Dle Důsledku 3.5.4 platí U˚U “ Q.
Tvrzení (b) a (c) nyní plynou z (a).

Věta 3.6.18 (Polární rozklad). Nechť H,G jsou Hilbertovy prostory a T P LpH,Gq je operátor.

(a) Pak existuje právě jedna dvojice operátorů P P LpHq a U P LpH,Gq s následujícími vlastnostmi.

(a1) Platí T “ UP .
(a2) Operátor P je pozitivní a U je částečná izometrie, přičemž prostory H1 a G1 z Definice 3.6.16 jsou

H1 “ RngP a G1 “ Rng T .

Navíc platí P 2 “ T˚T a P “ U˚T .

(b) Je-li T navíc invertovatelný, lze T jednoznačně rozložit jako T “ UP , kde P P LpHq je pozitivní a invertova-
telný a U P LpH,Gq je unitární.
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Důkaz. (a) Položme P “
?
T˚T . (Definice je korektní, neboť T˚T je pozitivní operátor na H, což plyne z výpočtu

xT˚Tx, xy “ xTx, pT˚q˚xy “ xTx, Txy ě 0, x P H.q

Pro x P H pak platí
}Px}

2
“ xPx, Pxy “ xP 2x, xy “ xT˚Tx, xy “ xTx, Txy “ }Tx}

2
.

Operátor rU : RngP Ñ Rng T definovaný jako

rUy “ Tx, x P P´1pyq, y P RngP,

je proto dobře definovaná izometrie RngP na Rng T . Lze ji proto jednoznačně rozšířit na izometrii U : RngP Ñ
Rng T . Tu dodefinujeme na celé H pomocí složení s ortogonální projekcí Q prostoru H na RngP .

Přím z definice pak dostáváme T “ UP . Stejně tak máme ihned vlastnost (a2).
Pokud T “ U 1P 1 je jiný rozklad splňující (a1) a (a2), máme dle Lemmatu 3.6.17

T˚T “ pU 1P 1q˚pU 1P 1q “ P 1pU 1q˚U 1P “ P 1QP 1 “ pP 1q2,

a tedy P 1 “ P dle Věty 3.6.15. Protože UPx “ Tx “ U 1P 1x “ U 1Px pro x P H, platí i U “ U 1. Rozklad je tedy
jednoznačný.

Konečně platí
U˚T “ U˚UP “ QP “ P.

(b) Je-li T navíc invertovatelný, je invertovatelný i operátor T˚T , a potažmo i P “
?
T˚T . Tedy RngP “ H a

Rng T “ G, z čehož plyne, že U je unitární operátor (viz Věta 3.5.10).

Příklad 3.6.19. Nechť H,G jsou Hilbertovy prostory, tei : i P Iu je ortonormální systém v H a tfi : i P Iu
je ortonormální systém v G. Nechť m “ tmi : i P Iu je omezená posloupnost. Uvažujme operátor T P LpH,Gq
definovaný jako

Mx “
ÿ

iPI

mixx, eiyfi, x P H.

Pak platí následující tvrzení.

(a) Operátor M je dobře definovaný, }M} “ }λ}8 a

M˚y “
ÿ

iPI

mixy, fiyei, y P G.

(b) Operátor M je kompaktní právě tehdy, když m P c0pIq.

(c) Nechť G “ H a fi “ ei pro i P I. Pak platí následující tvrzení.

(c1) Operátor M je normální, přičemž je samoadjungovaný právě tehdy, když mi, i P I, jsou reálná.
(c2) Operátor M je pozitivní právě tehdy, když mi, i P I, jsou nezáporná.
(c3) Platí

σppMq “ tmi : i P Iu a σpMq “ tmi : i P Iu.

(c4) Rozklad jednotky E pro M je dán jako

EpBq “
ÿ

iPm´1pBq

mixx, eiyei, B P BspσpMqq,

a pro každou h P L8pEq platí
˜

ż

σpMq

h dE

¸

x “
ÿ

iPI

hpmiqxx, eiyei, x P H.

Důkaz. (a) Pro x P H platí
}Mx}

2
“

ÿ

iPI

|mi|
2
|xx, eiy| ď }λ}

2
8 }x}

2
.

Tedy }M} ď }m}8.
Pro dané ε ą 0 nechť j P I je zvolena tak, že |mj | ě }m}8 ´ ε. Pak ej P SH a platí

}Mx} “ }mjfj} “ |mj | ě }m}8 ´ ε.

Tedy }M} “ }m}8.
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Označme
M 1y “

ÿ

iPI

mixy, fiyei, y P G.

Pro x P H a y P G platí

xMx, yy “ x
ÿ

iPI

mixx, eiyfi,
ÿ

jPJ

xy, fjyfjy “
ÿ

iPI

mixx, eiyxy, fiy,

xx,M 1yy “ x
ÿ

iPI

xx, eiyei,
ÿ

jPJ

mjxy, fjyejy “
ÿ

iPI

mixx, eiyxy, fiy,

a tedy M˚ “M 1.
(b) Pokud m P c0pIq, pro každé ε ą 0 je množina F “ ti P I : |mi| ą εu konečná. Položme

MFx “
ÿ

iPF

mixx, eiyfi, x P H.

Pak
}Mx´MFx}

2
“ x

ÿ

iPIzF

mixx, eiyfi,
ÿ

jPIzF

mjxx, ejyfjy “
ÿ

iPIzF

|mi|
2
|xx, eiy|

2
ď ε2 }x}

2
.

Tedy M P F pH,Gq, a tedy je kompaktní.
Nechť nyní existuje ε ą 0 takové, že F “ ti P I : |mi| ě εu je nekonečná. Uvažujme vektory ej , j P F . Pak pro

různé indexy j, j1 P J platí

}Mej ´Mej1}
2
“ xmjfj ´mj1fj1 ,mjfj ´mj1fj1y “ |mj |

2
` |mj1 |

2
ě 2ε2.

Tedy množina tMej : j P F u není relativně kompaktní, což znamená, že M není kompaktní.
(c) V tomto případě uvažujme měřitelný prostor pI,PpIqq s diskrétní mírou. Pak zobrazení φ : H Ñ `2pIq

definované jako φpxq “ txx, eiyuiPI je izometrický izomorfizmus a platí

Mx “ pφ´1 ˝N ˝ φqx, x P H,

kde N P Lp`2pIqq je definováno jako

pNyqi “ miyi, i P I, y P `2pIq.

Vlastnosti operátoru M nyní snadno plynou z Příkladu 3.6.12.

Věta 3.6.20 (Schmidtova reprezentace). Nechť H,G jsou Hilbertovy prostory a T P KpH,Gq. Pak existuje N P

NYt8u a nerostoucí posloupnost kladných čísel tλnuNn“1 obsažená v c0pt1, . . . , Nuq,, ortonormální systém tenu
N
n“1

v H a ortonormální systém tfnu
N
n“1 v G takové, že

Tx “
N
ÿ

n“1

λnxx, enyfn, x P H.

Posloupnost tλnuNn“1 je přitom určena jednoznačně.

Důkaz. Krok 1. Nechť T “ UP je polární rozklad T . Jelikož P “
?
T˚T , je P kompaktní, pozitivní operátor.

Vskutku, T˚T je kompaktní a funkce f : λ ÞÑ
?
λ je nezáporná funkce s hodnotou 0 v 0. Lze ji proto na σpT˚T q

stejnoměrně aproximovat polynomy tpnu, pro které též platí pp0q “ 0. Proto pnpT˚T q, n P N, jsou kompaktní
operátory a konvergují k P . Proot je P kompaktní. Pozitivnost P pak plyne z vlastností spojitého kalkulu, viz
Věta 3.3.97.

Pomocí Věty 3.5.14 nalezneme N P N Y t8u, posloupnost tλnu8n“1 nenulových prvků σpP q a ortonormální
systém tenu

N
n“1 v H takový, že

Px “
N
ÿ

n“1

λnxx, enyen, x P H.

Pak tλnuNn“1 sestává z kladných čísel, přičemž předpokládáme, že se jedná o nerostoucí posloupnost. Jelikož σpP q “
a

σpT˚T q, konvergují λn k 0, pokud N “ 8 (viz Věta 1.4.31). Dále jsou vektory en obsaženy v RngP . Jelikož
U : RngP Ñ Rng T je unitární operátor, tvoří vektory fn “ Uen ortonormální systém v G. Pak máme hledaný
rozklad, neboť

Tx “ UPx “
N
ÿ

n“1

λnxx, enyfn, x P H.
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Krok 2. Předpokládejme, že

Tx “
N 1
ÿ

n“1

λ1nxx, e
1
nyf

1
n, x P H,

pro nějaký rozklad splňující požadavky tvrzení. Označme H1 “ spante1n : n “ 1, . . . N 1u a G1 “ spantf 1n : n “
1, . . . , N 1u. Položme

P 1x “
N 1
ÿ

n“1

λ1nxx, e
1
nye

1
n, x P H.

Pak P 1 ě 0. Je-li totiž x P H libovolné, platí x “ px´
řN 1

n“1xx, e
1
nye

1
nq`

řN 1

n“1xx, e
1
nye

1
n, přičemž x´

řN 1

n“1xx, e
1
nye

1
n P

HK1 . Pak

xP 1x, xy “ x
N 1
ÿ

n“1

λ1nxx, e
1
nye

1
n,

N 1
ÿ

k“1

xx, e1kye
1
ky “

N 1
ÿ

n“1

λ1n
ˇ

ˇxx, e1ny
ˇ

ˇ

2
ě 0.

Definujeme-li U 1 : H1 Ñ G1 jako

U 1x “
N 1
ÿ

n“1

xx, e1nyf
1
n, x P H,

dostaneme částečnou izometrii H do G, přičemž U “ 0 na HK1 a U : H1 Ñ G1 je izometrie. Navíc H1 “ RngP 1,
G1 “ Rng T a T “ U 1P 1. Dle Věty 3.6.18 platí P 1 “ P a U 1 “ U . Speciálně platí σpP q “ σpP 1q. Vzhledem k tomu,
že limnÑ8 λn “ limnÑÑinfty λ

1
n “ 0, platí

tλn : n “ 1, . . . , N P Nu “ tλ1n : n “ 1, . . . N 1u.

Nechť λ P σpP qzt0u. Pak λ má stejný počet výskytů v posloupnosti tλnuNn“1 jako v posloupnosti tλ1nuN
1

n“1, neboť
tento počet je roven dimenzi prostoru Kerpλ´P q. Proto N “ N 1 a tλnuNn“1 “ tλ

1
nu
N 1

n“1. Tím je důkaz dokončen.

Věta 3.6.21. Nechť H je Hilbertův prostor a T P LpHq je unitární operátor. Pak existuje samodajungovaný
operátor S P LpHq takový, že T “ exppiSq.

Důkaz. Uvažujme spojitou funkci h : CÑ C danou předpisem fptq “ eiλ, λ P C, a její restrikci f “ h|r0,2πq. Pak f
je spojitá bijekce r0, 2πq na T. Její inverze g “ f´1 : TÑ r0, 2πq je pak bodovou limitou spojitou funkcí, a speciálně
je tedy borelovská.

Vkutku, pro každé n P N uvažujeme funkci

gnpλq “

#

t, λ “ eit, t P r0, 2π ´ 1
n s,

2π ´ 1
n , λ “ eit, t P r2π ´ 1

n , 2πq.

Tyto funkce jsou zjevně spojité a splňují gn Ñ g.
Položme nyní S “ gpT q “ Ψpgq, kde Ψ je zobrazení z Věty 3.5.20. Díky vlastnosti (f) této věty je S samoda-

jungovaný operátor. Dále platí h ˝ g “ id na T, a tedy díky Větě 3.5.20(e) máme

T “ pidqpT q “ ph ˝ gqpT q “ hpgpT qq “ hpSq “ exppiSq.

Tím je důkaz dokončen.
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Kapitola 4

Funkcionální analýza I. - příklady

4.1 Topologické vektorové prostory

4.1.1 Příklady a elementární vlastnosti
Příklad 4.1.1. Ukažte, že CpΩq, HpΩq, DpKq, C8pΩq jsou Fréchetovy prostory.

Příklad 4.1.2. Prozkoumejte vlastnosti následujících prostorů: pRγ , τpq, pCpXq, τKq, slabou topologii na Banachově
prostoru, slabou* topologii na duálu, měřitelné funkce na r0, 1s na konveregencí v míře

Příklad 4.1.3. Uvažujte Lpp0, 1q pro 0 ă p ă 1. Ukažte, že

• je to lokálně omezený F -prostor,

• neobsahuje netriviální otevřené konvexní množiny,

• jeho duál je triviální.

Příklad 4.1.4. Ve vektorovém prostoru X platí následující:

• 2A Ă A`A a rovnost obecně neplatí,

• A je konvexní právě tehdy, když ps` tqA “ sA` tA pro každé s, t ě 0,

• vyvážené množiny jsou stabilní vzhledem ke sjednocením a průnikům,

• konvexní množiny jsou stabilní vzhledem k průnikům a nahoru usměrněným sjednocením,

• A`B je konvexní, pokud A,B jsou konvexní,

• A`B je vyvážené, pokud A,B jsou vyvážené.

Příklad 4.1.5. Ve TVS X platí následující:

• konvexní obal otevřené množiny je otevřená,

• konvexní obal omezené množiny je omezená, pokud X je LCS,

• předchozí tvrzení neplatí v TVS,

• konvexní obal totálně omezené množiny je totálně omezená, pokud X je LCS,

• A`B je omezená, pokud A,B jsou omezené,

• A`B je kompaktní, pokud A,B jsou kompaktní,

• A`B je uzavřená, pokud A uzavřená a B kompaktní.

Příklad 4.1.6. Najděte vyváženou B Ă C2, jejíž vnitřek není vyvážený.

Příklad 4.1.7. Nechť txnu ve LCS X konverguje k 0. Pak
řn
i“1

1
nxi Ñ 0.

Příklad 4.1.8. NechťX je Banachův nekonečné dimenze. Ukažte, žeX lze napsat jako sjednocení dvou disjunktních
hustých konvexních množin.

Příklad 4.1.9. Ukažte, že

• konvexní obal kompaktních konvexních množin je kompaktní,

• konvexní obal kompaktní množiny je kompaktní v konečně dimenzionálních prostorech,

• konvexní obal kompaktní množiny nemusí být kompaktní ani v Hilbertově prostoru,

• uzavřený konvexní obal kompaktní množiny je kompaktní ve Fréchetově prostoru,
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• vyvážený obal kompaktní množiny je kompaktní.

Příklad 4.1.10. Ukažte, že A v TVS je omezená, pokud každá její spočetná podmnožina je omezená.

Příklad 4.1.11. Uvažujte X “ Cppr0, 1sq. Najděte tfnu v X konvergující k 0 takovou, že tγnfnu nekonverguje k 0
pro každou posloupnost tγnu jdoucí k 8.

Příklad 4.1.12. Nechť X,Y jsou TVS, přičemž Y je konečně-dimenzionální, T : X Ñ Y lineární surjekce. Ukažte,
že T je otevřené. Navíc, T je spojité, pokud jeho jádro je uzavřené.

Příklad 4.1.13. Ukažte, že každé prostor konečné kodimenze v Lp pro 0 ă p ă 1 je hustý.

Příklad 4.1.14. Uvažujte X “ Cpr0, 1sq s metrikou dpf, gq “
ş1

0
|f´g|

1`|f´g| . Nechť σ značí topologii definovanou d a
τ značí bodovou topologii. Pak:

• každá τ -omezená množina je i σ-omezená,

• I : pX, τq Ñ pX,σq je omezené nespojité sekvenciálně spojité zobrazení,

• τ není metrizovatelná,

• τ nemá spočetnou bázi,

• každý spojitý funkcionál na pX, τq je tvaru f ÞÑ
řn
i“1 cifpxiq.

• pX,σq má pouze triviální otevřené konvexní množiny,

• I : pX,σq Ñ pX, τq není spojité,

• konvergence v σ odpovídá konvergenci v míře.

Příklad 4.1.15. Ukažte, že topologie CpΩq (respektive HpΩq) nezávisí na volbě kompaktů.

Příklad 4.1.16. Ukažte, že lineární operátor z hustého podprostoru TVS X do F -prostoru Y lze jednoznačně
rozšířit.

Příklad 4.1.17. Uvažujte bázi X “ `2pZq a vektory fn “ e´n ` nen. Nechť X1 je uzavřený lineární obal vektorů
te0, e1, . . . u a X2 je uzavřený lineární obal tf1, f2 . . . u. Pak X1 `X2 je hustý v X, ale neobsahuje

ř8

n“1
1
ne´n.

Příklad 4.1.18. Uvažujte X “ Cp0, 1q s topologií generovanou koulemi ve stejnoměrné metrice. Ukažte, že X není
TVS.

Příklad 4.1.19. Uvažujte X “ L2pr´1, 1sq a Xα “ tf P Cpr´1, 1sq : fp0q “ αu, α P R. Pak Xα jsou disjunktní
husté prostory, které tedy nemohou být odděleny spojtým funkcionálem.

Příklad 4.1.20. Jsou-li Xi TVS, pak
ś

Xi se součinovou topologií je TVS, stejně jako
ř

Xi “ tx P
ś

Xi :
sptx konečnýu. Ukažte, že:

• součin i suma jsou LCS, pokud Xi jsou LCS,

• p
ś

Xiq
˚ “

ř

X˚i .

• p
ř

Xiq
˚ “

ś

X˚i .

Příklad 4.1.21. Ukažte, že pCNq˚ “ pc00, τpq.

4.1.2 Slabé topologie
Příklad 4.1.22. Uvažujte X “ `p pro 0 ă p ă 8. Pak

• pro 1 ă p ă 8 prostor X obsahuje slabě konvergentí posloupnost, která nekonverguje v normě,

• pro p “ 1 normově konvergentní posloupnosti splývají se slabě konvergentními,

• pro 0 ă p ă 1 je X lokálně omezený F -prostor splňující X˚ “ `8,

• pro 0 ă p ă r ď 1 uvažujte na `8 slabou* topologie τp a τr indukované `p a `r a ukažte, že jsou různé na
celém prostoru a splývají na normově omezených množinách `8.

Příklad 4.1.23. Ukažte, že en “ eint konvergují v Lpp´π, πq slabě k 0 pro 1 ď p ă 8.

Příklad 4.1.24. Ukažte, že Cpr0, 1sq je slabě* husté v L8pr0, 1sq.

Příklad 4.1.25. Uvažujte komplexní prostor X “ Cpr0, 1sq. Najděte f P X˚ zobrazující BX na otevřenou pod-
množinu C.

Příklad 4.1.26. Uvažujte prostor X “ `2 a E sestává z prvků em,n “ em`men. Nechť E1 značí slabý sekvenciální
uzávěr E.
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• Najděte E1.
• Najděte slabý uzávěr E.
• Ukažte, že 0 P E

w
zE1.

Příklad 4.1.27. Nechť X je vektorový prostor,M ĂĂ X#, pak pX,σpX,Mqq je metrizovatelný právě tehdy, když
M má spočetnou bázi.

Příklad 4.1.28. • Slabá topologie na NLP X nekonečné dimenze není metrizovatelná.
• Slabá* topologie na duálním X˚ je metrizovatelná právě tehdy, když X má spočetnou bázi (tj. pro nekonečně

dimenzionální Banachův X není slabá* topologie metrizovatelná).

Příklad 4.1.29. • pBX , wq je metrizovatelná právě tehdy, když X˚ separabilní.
• pBX˚ , w˚q je metrizovatelná právě tehdy, když X separabilní.

Příklad 4.1.30. Nechť dimX “ 8, pak SX
w
“ BX .

Příklad 4.1.31 (Helly). Nechť X Banachův, f P X˚˚ a F ĂĂ X˚ konečné dimenze a ε ą 0. Pak existuje x P X
takové, že }x} ď p1` εq}f} a x “ f na F .

Příklad 4.1.32. Nechť X je Banachův. Ukažte, že normová a slabá topologie splývá na BX právě tehdy, když X
je konečně dimenzionální.

Příklad 4.1.33. Nechť X je LCS. Ukažte, že pX,wq má omezené okolí právě tehdy, když X je konečně dimenzio-
nální.

Příklad 4.1.34. Na X je } ¨ } slabě zdola polospojitá, na X˚ je slabě* zdola polospojitá.

Příklad 4.1.35. Pro X Banachův je SX Gδ v BX ve slabé topologii, SX˚ je slabě* Gδ v BX˚ .

Příklad 4.1.36. Nechť X je Banachův. Ukažte, že A Ă X˚ je slabě* omezená právě tehdy, když A je normově
omezená.

Příklad 4.1.37. Norma není pro dimX “ 8 slabě spojitá, ani není slabě* spojitá na duálu.

Příklad 4.1.38. Je-li X Banach a K Ă X slabě kompaktní, pak pro každé x P X existuje v K k němu nejbližší
prvek. Podobně pro slabě* kompaktní podmnožinu duálu.

Příklad 4.1.39. Nechť K je kompakt. Ukažte, že CpKq je separabilní právě tehdy, když K je metrizovatelný.

Příklad 4.1.40. Nechť X je Banachův a Y ĂĂ X je hustý. Ukažte, že X˚ je izometricky izomorfní s Y ˚, přičemž
tento izomorfizmus je homeomorfizmus mezi w* topologiemi právě tehdy, když Y “ X.

Příklad 4.1.41. Uvažujte `1 jako
• duál k c0 (pomocí duality x ÞÑ

ř8

i“1 xiyi, x P c0, y P `1) s topologií σ1 “ σp`1, c0q,
• duál k c00 (pomocí duality x ÞÑ

ř8

i“1 xiyi, x P c0, y P `1) s topologií σ2 “ σp`1, c00q,
• duál k c (pomocí duality x ÞÑ plimxqy1 `

ř8

i“1 xiyi`1, x P c0, y P `1) s topologií σ3 “ σp`1, cq.
Rozmyslete si,
• pro jaké topologie je identické zobrazení na `1 spojité či homeomorfní,
• pro jaké topologie je identické zobrazení na B`1 spojité či homeomorfní,
• stejné otázky pro pravý a levý shift T a S, tj. T py1, y2, . . . q “ p0, y1, y2, . . . q a Spy1, y2, . . . q “ py2, y3, . . . q.

Příklad 4.1.42. Nechť T : X Ñ Y je operátor mezi normovanými lineárními prostory. Ukažte, že následující
výroky jsou ekvivalentní:
(i) T : pX, } ¨ }q Ñ pY, } ¨ }q je spojitý,
(ii) T : pX, } ¨ }q Ñ pY,wq je spojitý,
(iii) T : pX,wq Ñ pY,wq je spojitý,
(iv) T : pX,wq Ñ pY, } ¨ }q je spojitý.

Příklad 4.1.43. Nechť T : pX, τq Ñ pY, σq je operátor mezi lokálně kovexními prostory. Rozmyslete si implikace
mezi následujícími výroky:
(i) T : pX, τq Ñ pY, σq je spojitý,
(ii) T : pX,wq Ñ pY,wq je spojitý,
(iii) T : pX, τ1q Ñ pY, σ1q je spojitý pro nějaké přípustné topologie τ1 na X a σ1 na Y ,
(iv) T : pX, τq Ñ pY,wq je spojitý,
(v) T : pX,wq Ñ pY, σ1q je spojitý.

Příklad 4.1.44. Nechť X je komplexní normovaný lineární prostor a XR je reálná verze X. Ukažte, že I : X˚ Ñ
pXRq

˚, x˚ ÞÑ Rex˚, je izometrický w˚-w˚ homeomorfizmus.
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4.1.3 Poláry a extremální body
Příklad 4.1.45. Najděte poláry množin A v prostoru X:

• X “ R2, A “ tp1, 1qu,

• X “ C3, A “ tp1, i,´iqu,

• X “ R2, A “ tpx, yq P X : 4x2 ` y2 ď 1u,

• X “ C, A “ ttp1, 1q : t P r0, 1su,

• X “ C2, A “ tz pp1, 0q, p0, 1qq : |z| ď 1u.

Příklad 4.1.46. Nechť X je NLP a A Ă X. Ukažte, že pA0q0 “ bco
w˚

pεpAqq.

Příklad 4.1.47. Najděte kompaktní konvexní množinu K Ă `2 tak, že K ‰ co extK.

Příklad 4.1.48. Najděte extremální body jednotkové koule prostoru c0, CpKq, L1pr0, 1sq, `p pro p P r1,8s a
MpKq.

Příklad 4.1.49. Nechť X je Banachův nekonečné dimenze a extBX je konečná. Ukažte, že X není izometricky
izomorfní žádnému duálnímu prostoru.

Příklad 4.1.50. Najděte extM1pKq, cow
˚

extM1pKq a co}¨} extM1pKq pro kompaktní prostor K.

Příklad 4.1.51. Najděte X “ `1, pak BX “ co}¨} extBX .

Příklad 4.1.52. Nechť X je Banachův a x P X. Pak existuje x˚ P extBX˚ , že }x˚} “ |x˚pxq|.

4.1.4 Slabá a slabá* separabilita, slabá kompaktnost
Příklad 4.1.53. Ověřte následující pro topologický prostor X:

• relativně kompaktní je relativně spočetně kompaktní a kompaktní je spočetně kompaktní,

• relativně sekvenciálně kompaktní je relativně spočetně kompaktní a sekvenciálně kompaktní je spočetně kom-
paktní,

Příklad 4.1.54. Ověřte následující příklady:

• Nechť X “ r0, 1sR, A “ tx P X : sptx spočetný u. Pak A je sekvenciálně kompaktní a A “ X.

• Nechť X “ βNztuu pro nějaké u P βNzN. Pak X je spočetně kompaktní a není kompaktní.

• Nechť X “ βN. Pak X je kompaktní a není sekvenciálně kompaktní.

• Nechť X “ r0, ω1q. Pak X je sekevenciálně kompaktní a nekompaktní.

Příklad 4.1.55. • Nechť X “ c0pΓq a A “ teγ : γ P Γu Y t0u. Pak A je slabě kompaktní.

• Nechť X “ `1pΓq a A “ teγ : γ P Γu Y t0u. Pak A je slabě* kompaktní a není slabě kompaktní.

• Nechť X “ `2pΓq a A “ teγ : γ P Γu Y t0u. Pak A je slabě kompaktní.

• Nechť X “ Cpr0, 1sq. Najděte posloupnost pfnq v X konvergující k 0 v τp a nekonvergující slabě.

• Nechť X “ Lppr0, 1sq, 1 ď p ă 8, a A “ teint : n P Zu Y t0u. Pak A je slabě kompaktní.

Příklad 4.1.56. Nechť X je separabilní NLP a A Ă X relativně slabě spočetně kompaktní. Pak A je relativně
slabě kompaktní.

Příklad 4.1.57. Rozmyslete si Eberlein-Šmuljanovu větu pro normované lineární prostory.

Příklad 4.1.58. Nechť ϕ : K Ñ L je spojitá surjekce kompaktu K na L a g : LÑM je zobrazení do topologického
prostoru M . Pak g je spojité právě tehdy, když g ˝ ϕ je spojité.

Příklad 4.1.59. Nechť A Ă pCpKq, τpq je separabilní relativně spočetně kompaktní. Pak A je metrizovatelná.

Příklad 4.1.60. Nechť A Ă pCpKq, τpq. Pak A je τp-separabilní právě tehdy, když A je slabě separabilní právě
tehdy, když A je } ¨ }-separabilní.

Příklad 4.1.61. Nechť X je Banachův a A Ă X. Ukažte, že A je slabě kompaktní právě tehdy, když A X Y je
slabě kompaktní pro každý uzavřený separabilní Y ĂĂ X.

Příklad 4.1.62. Nechť A Ă X, kde X je NLP. Pak A je slabě separabilní právě tehdy, když A je } ¨ }-separabilní.

Příklad 4.1.63. Je-li X separabilní, pak X˚ je slabě* separabilní. (Obrácená implikace obecně neplatí.)
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Příklad 4.1.64. Nechť X je Banachův a K Ă X je slabě kompaktní a separabilní. Pak pK,wq je metrizovatelný.

Příklad 4.1.65. Nechť K je separabilní kompaktní prostor, A Ă CpKq je slabě kompaktní. Pak je metrizovatelná
ve slabé topologii a normově separabilní.

Příklad 4.1.66. Banachův prostor X ve slabé topologii není úplný.

Příklad 4.1.67. NechťX je Banachův prostor. Pak BX˚ je w˚ separabilní právě tehdy, když SX˚ je w˚ separabilní.
Pokud BX˚ je w˚ separabilní, je i X˚ w˚ separabilní (obráceně neplatí).

Příklad 4.1.68. Nechť X je Banachův. Pak následující tvrzení jsou ekvivalentní.
(i) X˚ je w˚ separabilní.
(ii) Existuje spojité prosté zobrazení X do separabilního reflexivního prostoru.
(iii) Existuje spojité prosté zobrazení X do separabilního prostoru.

Příklad 4.1.69. Nechť K je kompakt. Pak K je separabilní právě tehdy, když BMpKq je w˚ separabilní.

Příklad 4.1.70. Nechť X je separabilní Banachův prostor. Pak X˚˚ je w˚ separabilní.

Příklad 4.1.71. Ukažte, že p`8q˚ je slabě* separabilní.

Příklad 4.1.72. Ukažte, že CpKq je reflexivní právě tehdy, když K je konečný.

Příklad 4.1.73. Ukažte, že slabě kompaktní operátory tvoří levý i pravý ideál.

4.2 Matice a operátory
1. Nechť A,B P LpCnq a AB “ I. Ukažte, že B “ A´1. Platí to i v nekonečně rozměrných prostorech?
2. Pokud A P LpRnq, n ě 3, pak má invariantní podprostor. Ukažte, že pro n “ 2 to neplatí.
3. Pokud A P LpCnq, pak existuje polynom pptq “ tn ` an´1t

n´1 ` ¨ ¨ ¨ ` a0 tak, že ppAq “ 0.
4. Ať T P LpHq, H komplexní Hilbertův prostor, splňuje pTx, xq “ 0 pro každé x P H. Pak T “ 0. Ukažte, že

pro reálné prostory to neplatí.
5. Ukažte, že KerT “ KerTn, n P N, pro T P LpHq normální.
6. Ať A P LpCnq je normální. Ukažte, že A je unitárně diagonizovatelný, tj. existuje ortonormální báze tvořená

vlastními vektory A.
7. Najděte všechna řešení A rovnice

A3 “

ˆ

1 0
0 1

˙

.

8. Najděte všechna řešení A P LpC2q rovnice

A2 ` 2A “

ˆ

´1 ´1
´1 0

˙

.

9. Najděte T˚, pokud T : L2p0, 1q Ñ L2p0, 1q je definováno jako Tfpxq “
şx

0
kpx´ tqfptqdt, kde k je 1–periodická

funkce z L2p0, 1q.
10. Najděte T˚, pokud T : `2 Ñ `2 je definováno jako

T ptxnuq “
 

p´
1

2
qn

8
ÿ

j“1

xj
22j

(

n
.

11. Ukažte, že T P LpHq je kompaktní právě tehdy, když je kompaktní T˚T .
12. Najděte nekompaktní operátor T P LpHq takový, že T 2 “ 0.
13. Ať T : L1r0, 1s Ñ Cr0, 1s je dán jako Tfpxq “

şx

0
fptq dt. Ukažte, že T není kompaktní a najděte T 1.

14. Ať T : L2r0, 1s Ñ L2r0, 1s je dán jako Tfpxq “
şx

0
fptq dt. Ukažte, že T je kompaktní, určete σpT q a najděte

T˚. Je T samoadjungovaný?
15. Ať P P LpHq je projekce. Najděte σpP q.
16. Nechť α1, . . . , αk jsou po dvou různá komplexní čísla, β1, . . . , βk jsou komplexní čísla. Najděte polynom p tak,

že ppαiq “ βi, i “ 1, . . . , k.
17. Nechť T “ A` iB, A,B samoadjungované. Ukažte, že

(a) T je normální právě tehdy, když A,B komutují,
(b) T kompaktní právě tehdy, když A,B kompaktní.

18. T P LpHq splňuje }T }2 “ }T˚T }.
19. Ukažte, že Věta ?? neplatí pro obecné operátory. Platí v (a) σpT q “ N?
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4.3 Kalkulus s normálními maticemi

1. Ať A P LpCnq je normální a A “
řk
i“1 λiPi je její spektrální rozklad. Ukažte, že ppAq “

ř

ppλiqPi pro
každý polynom p. Definujme pro libovolnou funkce f : tλ1, . . . , λku Ñ C operátor fpAq jako

ř

fpλiqPi. Pro
invertibilní normální operátor A najděte A´1. Ukažte, že fpAq je normální pro libovolnou funkci f .

2. Řekneme, že A P LpCnq je pozitivní, pokud A je samoadjungovaný a pAx, xq ě 0 pro každé x P Cn. Ukažte,
že samoadjungovaný A je pozitivní právě tehdy, když σpAq Ă r0,8q.

3. Ať A P LpCnqje samoadjungovaný, f P `8pσpAqq je reálná funkce. Pak fpAq je samoadjungovaný.

4. (Polární rozklad) Ať A P LpCnq. Pak existuje právě jeden pozitivní operátor T a nějaký unitární U tak, že
A “ TU . Pokud A je invertibilní, je U také určen jednoznačně.

5. Ať A P LpCnq. Pak existuje právě jeden pozitivní operátor T a nějaký samoadjungovaný U tak, že A “ TeiU .

6. Ukažte, že normální A je unitární právě tehdy, když všechna vlastní čísla A leží na jednotkové kružnicic.

7. Ukažte, že pro normální A existuje polynom p tak, že ppAq “ A˚.

8. Dokažte: A je normální právě tehdy, když pro libovolný A-invariantní podprostor S je SK také A–invariantní.

9. Ukažte, že pro pozitivní A je
?
A jednoznačně určena.

10. Najděte
?
A, pokud

A “

ˆ ?
2 1´ i

1` i
?

2

˙

.

11. Najděte diagonalizaci matice

A “

¨

˝

1` a2 a 0
a 1` a2 a
0 a 1` a2

˛

‚.

12. Najděte polární rozklad matice

T “
1

2

ˆ

1 3
´3 ´1

˙

.

4.4 Vektorová integrace

1. Je–li f : r0, 1s Ñ X spojitá a λ PM1pr0, 1sq je Lebesgueova míra, pak pro každé ε ą 0 existuje δ ą 0, že pro
každou volbu tξiu z dělení o normě menší jak δ platí

}

ż

r0,1s

f dλptq ´
n
ÿ

i“0

fpξiqpxi`1 ´ xiq} ă ε.

4.5 Analytický kalkulus

1. Nechť T : L2pRq Ñ L2pRq je definováno jako

Tfpxq “

ż 8

´8

e´|x|´|t|fptqdt .

Najděte bodové spektrum, spektrum a normu operátoru T . Zjistěte, zda je samoadjungovaný a najděte fpT q
pro libovolnou spojitou funkci f na σpT q.

2. Zkoumejte úkoly z předešlého příkladu pro operátor T : L2p0,8q Ñ L2p0,8q, který je definován vztahem

Tfpxq “

ż 8

0

e´|x|´|t|fptqdt .

3. Pro libovolnou funkci f na σpAq spočtěte fpAq, je–li

A “

ˆ

1 2` 4i
2´ 4i 9

˙

.

232



4. Spočtěte fpAq, kde

A “

¨

˝

2 1 0
0 2 0
0 1 2

˛

‚, fpzq “ cos z,

A “

¨

˝

1 2 0
0 1 0
3 2 2

˛

‚, fpzq “ sin z,

A “

ˆ

3 2´ 4i
2` 4i 3

˙

, fpzq : CÑ C,

A “

¨

˝

i 2 0
0 i 0
0 2 i

˛

‚, fpzq “ exp z,

A “

ˆ

1 2` 5i
2´ 5i 1

˙

, fpzq “
?
z.

5. Najděte A tak, aby expA “ B, kde

B “

¨

˝

0 0 2
2 1 2
1 0 3

˛

‚.

6. Najděte všechna řešení rovnice A3 “ B4, kde

B “

¨

˝

1 2 0
0 1 0
3 2 2

˛

‚.

7. Najděte všechna řešení rovnice A5 “ B, kde

B “

¨

˚

˚

˝

i 1 0 0
0 i 1 0
0 0 i 1
0 0 0 i

˛

‹

‹

‚

.

8. Definujme operátor A : L2pp1,8qq Ñ L2pp1,8qq předpisem

`

Aϕ
˘

pxq :“

ż 8

1

ϕptq

x2t
dt .

Najděte ||A||, σppAq, σpAq a rozmyslete, zda je A kompaktní či samoadjungovaný. Dále najděte, pokud existuje,
fpAq pro fpλq “ e´λ

4λ`1 .

9. Nechť f : CÑ C je libovolná funkce. Nalezněte fpAq, jestliže A P L
`

L2pr0, 1sq
˘

je definován předpisem

Afpxq :“

ż 1

0

xfptq dt

či

Afpxq :“

ż 1

0

px´ tq2fptq dt .

10. Nechť

T “

¨

˝

1 0 3
2 1 2
0 0 2

˛

‚ .

Nalezněte matice A,B, pro něž A4 “ T 3 či eB “ T . Kolik takových matic existuje?

11. Najděte, pokud existuje, pozitivní matici A, pro niž platí

A2 “

¨

˝

5 2 4
2 8 ´2
4 ´2 5

˛

‚“: B .
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4.6 Kalkulus s normálními operátory

1. Ať T : L2r0, 1s Ñ L2r0, 1s je dán jako

Tfpxq “

ż x

0

fptq dt.

Najděte TT˚, spektrální rozklad TT˚,
?
TT˚ a polární rozklad T , tj., pozitivní P a unitární U tak, že T “ PU .

Jak vypadá samoadjungovaný S splňující eiS “ U?

2. Nechť T P LpHq je normální. Ukažte, že existuje unitární U tak, že T˚ “ UT . Kdy je U určen jednoznačně?

3. Ukažte, že T P LpHq je kompaktní právě tehdy, když je kompaktní T˚T .

4. Najděte
?
A, kde operátor A : l2 Ñ l2, Atxnu “ tynu je dán rovnostmi:

9y1 “ 5x1 ` 2x2 ` 4x3

9y2 “ 2x1 ` 8x2 ´ 2x3

9y3 “ 4x1 ´ 2x2 ` 5x3

y4 “ 3x4 ` p2´ iqx5

y5 “ p2` iqx4 ` 7x5

y5`k “
1

k
x5`k pro k “ 1, 2, . . . .

5. Nechť A je pozitivní operátor na Hilbertově prostoru H, ||A|| ď 1. Definujte rekurentní posloupnost tBnu Ă
LpHq předpisem

B0 “ 0 a Bn`1 “ Bn `
1

2
pA´B2

nq .

Dokažte, že Bn Ñ
?
A.

6. Definujme operátor T na l2 předpisem

T : px1, x2, x3, . . . q ÞÑ p0, 0, x3, x4, . . . q .

Ukažte, že ||T || “ 1, že T je hermiteovskě a pozitivní, a že
?
T “ T .

7. Nechť H je Hilbertův prostor a A P LpHq. Nalezněte adjungovaný operátor
`

eA
˘˚. Je-li A hermiteovský,

ukažte, že eA je pozitivní a nalezněte
?
eA.

8. Nechť A,B jsou pozitivní operátory. Ukažte, že prvky A ` B a AA˚ jsou také pozitivní, zatímco prvek AB
pozitivní být nemusí. Pokud ovšem A a B komutují, je AB také pozitivní.
Pro součin zkuste vynásobit matice

A “

ˆ

1 0
0 0

˙

a B “

ˆ

1 1
1 1

˙

.

9. Nechť T je pozitivní operátor na Hilbertově prostoru H. Potom T je invertibilní, právě když existuje takové
η ą 0, že T ě ηI. V tomto případě pak T´1 je též pozitivní operátor.
Návod Nechť T ě ηI. Potom operátory T ´ηI a T `ηI jsou pozitivní a komutují spolu. Jejich součin T 2´η2I
též pozitivní. Odtud plyne, že T je omezené zdola, neboť pro každé‚ x P H máme

||Tx||2 “ pTx, Txq “ pT 2x, xq ě pη2x, xq “ η2||x||2 ,

a tedy T je invertibilní.
Je-li T invertibilní, je zdola omezené - existuje β ą 0 tak, že ||Tx|| ě β||x|| pro každ‚ x P H. Protože tak‚
Rng T “ H a pT´1Tx, Txq “ px, Txq “ pTx, xq ě 0, je T´1 pozitivní. Dále pro každé x P H máme

pT 2x, xq “ pTx, Txq “ ||Tx||2 ě β2||x||2 “ pβ2x, xq ,

což není nic jiného než T 2 ě β2I. Potřebujeme však dok zat, že T ě βI. Ale to je již snadné. Operátor
T ` βI je invertibilní a jeho inverze pT ` βIq´1 je pozitivní (to plyne z předchozích řádků). Protože pozitivní
operátory T 2 ´ β2I a pT ` βIq´1 komutují, je i jejich součin

pT 2 ´ β2IqpT ` βIq´1 “ pT ´ βIqpT ` βIqpT ` βIq´1 “ T ´ βI

pozitivní.
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4.7 Spektrální rozklad normálního operátoru
1. Najděte spektrální míry operátorů (tj. míry E a Ex,x splńující pfpT qx, xq “

ş

σpT q
fpλqdEx,xpλq:

(a) Tfptq “ tfptq pro f P L2r´1, 1s,
(b) T je ortogonální projekce na H,
(c) T je levý shift na `2pZq,
(d) T px1, x2, x3, x4, . . . q “ px2, x1, x4, x3, . . . q, px1, x2, . . . q P `

2pZq,
(e) Tfptq “ fpt` 1q, f P L2pRq,
(f)

B “

¨

˝

0 a 0
a 0 0
0 0 a

˛

‚.

(g) T ptxnuq “ txnn u, txnu P `
2.

2. Pro ϕ P L8pµq položme Mϕf “ ϕf , f P L2pµq. Najděte σpMϕq a vlastní čísla Mϕ. Ukažte, že zobrazení
ϕ ÞÑMϕ je izomorfizmus (zachovává všechno) L8pµq do LpL2pµqq.

3. Ukažte, že Fourierova transformace F na L2pRq je unitární operátor, platí F 4 “ I, σpF q “ σppF q “
t1,´1, i,´iu. (Vyzkoušejte funkce

expp
1

2
x2qp

d

dx
qn exp p´x2q.q

Což takhle zkusit najít spektrální rozklad F?

4. Je–li H separabilní a T P LpHq normální, pak existuje nejvýše spočetně mnoho λ P σpT q tak, že Eptλnuq ‰ 0.

5. Je–li T P LpHq normální, pak T je samoadjungovaný (pozitivní, unitární) právě tehdy, když σpT q Ă R
(σpT q Ă r0,8q, σpT q Ă tλ : |λ| “ 1u).

6. Nechť T P LpHq normální a σppT q je borelovská. Pak EpσpT qzσppT qq “ 0 právě tehdy, když existuje ortonor-
mální báze vlastních vektorů.
Najděte T normální, že σppT q je neborelovská.

7. Je–li T P LpHq normální a T “ U |T | jeho polární rozklad, pak U “ fpT q pro nějakou f P BbpσpT qq. Tedy
U |T | “ |T |U .

8. Je–li T P LpHq samoadjungovaný, pak eiT je unitární. Platí to i naopak?

9. Je–li T P LpHq unitární, pak existuje spojitá křivka γ : r0, 1s Ñ LpHq tak, že γptq je unitární pro t P r0, 1s,
γp0q “ T a γp1q “ 1.
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Kapitola 5

Funkcionální analýza II.

5.1 Neomezené operátory

Úmluva 5.1.1. V této části budeme pracovat s komplexními Hilbertovými prostory a lineárními operátory defino-
vanými na jejich podprostorech. Jsiu-li tedy H1, H2 Hilbertovy prostory, značení T : H1 Ñ H2 znamená, že T je
lineární zobrazení definované na prostoru DompT q ĂĂ H1 s hodnotami v H2.

Poznámka 5.1.2. Připomeňme, že jsou-li H1, H2 Hilbertovy prostory, je i prostor H1ˆH2 se skalárním součinem

xpx1, y1q, px2, y2qyH1ˆH2
“ xx1, x2yH1

` xy1, y2yH2
, px1, y1q, px2, y2q P H1 ˆH2,

též Hilbertův.

5.1.1 Základní vlastnosti

Definice 5.1.3. Nechť H1, H2 jsou Hilbertovy prostory a T, S : H1 Ñ H2 jsou operátory s definičními obory DomT
a DomS.

(a) Symbolem grafpT q rozumíme množinu

grafpT q “ tpx, yq P H ˆH : x P DomT, y “ Txu.

Pokud grafpT q Ă grafpSq, značíme teto fakt jako T Ă S.
(b) Řekneme, že T je uzavřený, pokud grafpT q je uzavřená množina v H1 ˆH2.
(c) O operátoru T řekneme, že ho lze uzavřít, pokud existuje uzavřený operátor V : H1 Ñ H2 splňující T Ă V .

Lemma 5.1.4. Nechť S, T jsou operátory na Hilbertově prostoru H, přičemž T je uzavřený a S P LpHq. Pak S`T
je uzavřený.

Důkaz. Důkaz plyne z definic.

Definice 5.1.5. Nechť H1, H2, H3 jsou Hilbertovy prostory.
(a) Nechť T, S : H1 Ñ H2 jsou operátory s definičními obory DomT a DomS. Pak operátor T ` S je definován

jako
pT ` Sqpxq “ Tx` Sx, x P DomT XDomS.

(b) Je-li T : H1 Ñ H2 operátor a λ P F, položíme λT “ 0 v případě λ “ 0 a jinak

pλT qpxq “ λTx, x P DomT.

(c) Jsou-li T : H1 Ñ H2 a S : H2 Ñ H3 operátory, operátor S ˝ T definujeme jako

pS ˝ T qx “ SpTxq, x P DomT X T´1pDomSq.

Věta 5.1.6. Nechť H je Hilbertův prostor a R,S, T jsou operátory na H. Pak platí

pR` Sq ` T “ R` pS ` T q pRSqT “ RpST q pR` SqT “ RT ` ST T pR` Sq Ą TR` TS.
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Důkaz. Pro důkaz první rovnosti stačí ověřit následující sérii ekvivalencí:

x P DompR` pS ` T qq ðñ x P DomR & x P DompS ` T q ðñ x P DomRX pDomS XDomT q

ðñ x P pDomRXDomSq XDomT ðñ x P DompR` Sq & x P DomT

ðñ x P DomppR` Sq ` T q.

Druhá rovnost se dokáže podobně:

x P DomppRSqT q ðñ x P DomT & Tx P DompRSq ðñ x P DomT & Tx P DomS & STx P DomR

ðñ x P DompST q & STx P DomRðñ x P DompRpST qq.

Třetí rovnost plyne z ekvivalencí

x P DomppR` SqT q ðñ x P DomT& Tx P DompR` Sq ðñ x P DomT & Tx P DomRXDomS

ðñ x P DompRT q XDompST q ðñ x P DompRT ` ST q.

Čtvrtý fakt se ověří též snadno. Pokud x P DompTR` TSq, pak x P DompTRq XDompTSq. Tedy x P DomRX
DomS a Rx, Sx P DomT . Proto platí x P DompR` Sq, a tedy máme x P DompT pR` Sqq.

Definice 5.1.7. Nechť H1, H2, H3 jsou Hilbertovy prostory a nechť T : H1 Ñ H2 je operátor. Uvažujeme takové
z P H2, že zobrazení

φpxq “ xTx, zyH2 , x P DomT,

má právě jedno rozšíření na prvek ϕ P pH1q
˚. Nechť y P H1 je prvek daný Větou ??, tj. prvek splňující ϕpxq “

xx, yyH1
, x P H1.

Elementy z P H2 vyhovující této podmínce tvoří pak definiční obor adjungovaného operátoru T˚, přičemž prvek
y je pak hodnota T˚z.

Poznámka 5.1.8. (a) Povšimněme si, že jednoznačnost rozšíření ϕ z Definice 5.1.7 požaduje hustotu DomT v H1.
(b) Z definice T˚ ihned máme, že

xTx, yy “ xx, T˚yy, x P DomT, y P DomT˚.

(c) Pokud S je operátor splňující T Ă S, pak S˚ Ă T˚.

Věta 5.1.9. Nechť S, T a ST jsou hustě definované operátory na Hilbertově prostoru H. Pak platí následující
tvrzení.

(a) Definiční obor adjunkce T˚ je podprostor H a T˚ je na něm lineární.

(b) Je-li T P LpHq, je jeho adjunkce T˚ souhlasná s definicí z Věty ??.

(c) Platí inkluze T˚S˚ Ă pST q˚.

(d) Je-li navíc S P LpHq, platí dokonce T˚S˚ “ pST q˚.

(e) Je-li S P LpHq, platí pT ` Sq˚ “ T˚ ` S˚.

Důkaz. Tvrzení (a) a (b) jsou zřejmá.
(c) Uvažujme x P DompST q a y P DompT˚S˚q. Jelikož platí y P DomS˚, Tx P DomS a S˚y P DomT˚,

dostáváme
xSTx, yy “ xTx, S˚yy “ xx, T˚S˚yy.

Proto je y P DomppST q˚q a pST q˚y “ T˚S˚y.
(d) Pokud je navíc S P LpHq, uvažujeme x P DompST q a y P DomppST q˚q. Protože platí DomS˚ “ H, máme

xTx, S˚yy “ xSTx, yy “ xx, pST q˚yy.

Tedy S˚y P DomT˚ a y tak leží v DompT˚S˚q. Proto platí inkluze pST q˚ Ă T˚S˚.
(e) Dokážeme nejprve inkluzi „Ă“ . Nechť tedy y P DomppT ` Sq˚q je dáno. Pak pro každé x P DomT platí

xTx, yy “ xpT ` Sqx, yy ´ xSx, yy “ xx, pT ` Sq˚y ´ S˚yy.

Tedy y P DomT˚ a T˚y “ pT ` Sq˚y ´ S˚y.
Pro důkaz obrácené inkluze vezmeme y P DompT˚ ` S˚q “ DomT˚. Pak pro každé x P DompT ` Sq “ DomT

platí
xpT ` Sqx, yy “ xTx, yy ` xSx, yy “ xx, T˚y ` S˚yy.

Proto je y obsaženo v DomppT ` Sq˚q a platí pT ` Sq˚y “ T˚y ` S˚y. Tím je důkaz dokončen.
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Definice 5.1.10. Nechť H je Hilbertův prostor a T : H Ñ H je operátor.
(a) Řekneme, že T je symetrický, pokud platí

xTx, yy “ xx, Tyy, x, y P DomT.

(b) Operátor T je samoadjungovaný, pokud T “ T˚, tj. pokud T je symetrický a DomT “ DomT˚.

Tvrzení 5.1.11. Nechť H je Hilbertův prostor a T : H Ñ H je operátor. Pak platí následující tvrzení.

(a) Je-li T hustě definovaný, je T symetrický právě tehdy, když T Ă T˚.

(b) Je-li T P LpHq, je T symetrický právě tehdy, když T je samoadjungovaný.

(c) Je-li T hustě definovaný a S je operátor na H splňující xTx, yy “ xx, Syy, x P DomT , y P DomS, pak S Ă T˚.

Důkaz. Tvrzení (a) plyne z definic, tvrzení (b) pak z (a).
(c) Pro dané y P DomS platí xTx, yy “ xx, Syy, xß DomT , což implikuje y P DomT˚ a rovnost Sy “ T˚y.

Definice 5.1.12. Pro daný Hilbertův prostor H definujeme operátor V P LpH ˆHq předpisem

V px, yq “ p´y, xq, px, yq P H ˆH.

Lemma 5.1.13. Nechť H je Hilbertův prostor a V je jako v Definici 5.1.12. Pak platí následující tvrzení.

(a) Operátor V je unitární, tj. jedná se o surjektivní izometrii.

(b) Inverze k V je dána vzorcem V ´1px, yq “ py,´xq, px, yq P H ˆH.

(c) Platí V ´1 “ ´V .

(d) Platí V 2 “ ´I.

Důkaz. Důkaz plyne ihned z definice.

Tvrzení 5.1.14. Nechť T je hustě definovaný operátor na Hilbertově prostoru H. Pak grafpT˚q “ pV pgraf T qq
K.

Důkaz. Tvrzení plyne z následující série ekvivalentních tvrzení:

py, zq P graf T˚ ðñ @x P DomT : xTx, yyH “ xx, zyH ðñ @x P DomT : xp´Tx, xq, py, zqyHˆH “ 0

ðñ py, zq P pV pgraf T qq
K
.

Věta 5.1.15. Nechť T je hustě definovaný operátor na Hilbertově prostoru H. Pak T˚ je uzavřený operátor.

Důkaz. Tvrzení plyne z Lemmatu 5.1.13.

Důsledek 5.1.16. Nechť T je hustě definovaný uzavřený operátor na Hilbertově prostoru H. Pak platí následující
tvrzení.

(a) Platí H ˆH “ V pgrafpT qq ‘K grafpT˚q.

(b) Pro dané pa, bq P H ˆH má systém rovnic
´Tx` y “ a

x` T˚y “ b

právě jedno řešení splňující x P DomT a y P DomT˚.

Důkaz. (a) Jelikož je T uzavřený operátor a V je homeomorfizmus, je množina V pgrafpT qq uzavřená. Tedy díky
Tvrzení 5.1.14 dostáváme

H ˆH “ V pgrafpT qq ‘K pV pgrafpT qq
K
“ V pgrafpT qq ‘K grafpT˚q.

(b) Je-li pa, bq P H ˆ H dáno, nalezneme díky (a) jednoznačně určené prvky pc1, d1q P V pgrafpT qq, pc2, d2q P

grafpT˚q splňující pa, bq “ pc1, d1q ` pc2, d2q. Existuje tak x P DomT a y P DomT˚ splňující pc1, d1q “ p´Tx, xq a
pc2, d2q “ py, T

˚yq. Zjevně pak platí a “ c1 ` c2 “ ´Tx` y a b “ d1 ` d2 “ x` T˚y.
Jednoznačnot tohto řešení plyne z jednoznačnosti rozkladu daného vzorcem z (a).

Lemma 5.1.17. Nechť H je Hilbertův prostor. Pak platí následující tvrzení.

(a) Je-li M ĂĂ H ˆ H, pak M je graf operátoru na H právě tehdy, když platí rovnost tpx, yq P M : x “ 0u “
tp0, 0qu.

(b) Je-li T operátor na H, pak T lze uzavřít právě tehdy, když graf T je graf operátoru.
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Důkaz. (a) Implikace „ ùñ “ je zjevná. Obráceně, pokud podmínka platí a px, y1q, px, y2q jsou prvky M , pak
p0, y1 ´ y2q PM . Tedy y1 “ y2 a M je grafem zobrazení.

(b) Je-li S uzavřený operátor na H, který splňuje T Ă S, pak platí graf T Ă graf S. Tedy graf T je grafem
operátoru. Obrácená implikace je zřejmá.

Definice 5.1.18. Nechť T je operátor na Hilbertově prostoru H. Pokud lze T uzavřít, definujeme T jako operátor,
jehož graf je roven graf T .

Tvrzení 5.1.19. Nechť T je hustě definovaný operátor na Hilbertově prostoru H. Pak platí následující tvrzení.

(a) Operátor T˚ je uzavřený a KerT˚ “ pRng T qK.

(b) Operátor T˚ je hustě definovaný právě tehdy, když T lze uzavřít.

(c) Operátor T lze uzavřít právě tehdy, když T “ T˚˚.

(d) Je-li T uzavřený, pak T˚ je hustě definovaný a uzavřený operátor a navíc platí T˚˚ “ T .

(e) Je-li T prostý a Rng T hustý, pak T˚ je prostý a pT˚q´1 “ pT´1q˚.

Důkaz. (a) Uzavřenost množiny graf T˚ plyne z Tvrzení 5.1.14, neboť AK je uzavřený podprostor pro libovolnou
množinu A. Dále pro y P H máme:

y P DomT˚ & T˚y “ 0 ðñ @x P DomT : xTx, yy “ 0 ðñ y P pRng T qK.

(b) Nejprve si uvědomíme, že díky unitaritě V dostáváme z Tvrzení 5.1.14 rovnosti

pgraf T˚qK “ V pgraf T q “ V pgraf T q,

což implikuje vztah
graf T “ V ´1ppgraf T˚qKq “ pV ´1pgraf T˚qqK.

Tedy pro y P H platí

p0, yq P graf T ðñ @pv, zq P graf T˚ : xp0, yq, pz,´vqyHˆH “ 0

ðñ @v P DomT˚ : xy, vyH “ 0 ðñ y P pDomT˚qK.

Nyní použijeme Lemma 5.1.17(a). Z předchozí rovnosti vidíme, že DomT˚ je hustý právě tehdy, když pouze prvek
y “ 0 splňuje p0, yq P graf T .

(c) Lze-li T uzavřít, pak pomocí důkazu tvrzení (b), faktu V ´1 “ ´V a Tvrzení 5.1.14 máme

graf T “ graf T “
`

V ´1pgraf T˚q
˘K
“ pV pgraf T˚q

K
“ graf T˚˚.

Obrácená implikace je pak jasná.
Tvrzení (d) plyne z (a), (b) a (c).
(e) Jelikož KerT˚ “ pRng T qK “ t0u, je T˚ prostý.
K důkazu druhé části tvrzení si rozmyslíme, že pro každé prosté zobrazení f platí

graf f´1 “ tpy, f´1pyqq : y P Dom f´1u “ tpy, f´1pyqq : y P Rng fu “ tpfpxq, xq : x P Dom fu.

Dále z Tvrzení 5.1.14víme, že

grafpT´1q˚ “
`

V pgraf T´1q
˘K
“ pV ptpTx, xq : x P DomT uqq

K
“ ptp´x, Txq : x P DomT uq

K
.

Označíme A “ tp´x, Txq : x P DomT u a ukážeme, že grafpT˚q´1 “ AK.
Nechť nejprve y P DomT˚ je dáno. Pak pro každé x P DomT platí

xpT˚y, yq, p´x, TxqyHˆH “ ´xT
˚y, xy ` xy, Txy “ 0.

Tedy pT˚y, yq P AK.
Obráceně, nechť pa, bq P AK je dáno. Pak

0 “ xpa, bq, p´x, TxqyHˆH “ ´xa, xy ` xb, Txy, x P DomT.

Tedy
xa, xy “ xb, Txy, x P DomT,

z čehož plyne, že b P DomT˚ a a “ T˚b. Proto pa, bq “ pT˚b, bq P grafpT˚q´1. Tím je důkaz dokončen.
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Věta 5.1.20. Nechť T je symetrický hustě definovaný operátor na Hilbertově prostoru H. Pak platí následující
tvrzení.

(a) Je-li DomT “ H, je T˚ “ T a T je spojitý.

(b) Je-li T˚ “ T a T je prostý, pak Rng T je hustý a T´1 je samoadjungovaný.

(c) Je-li Rng T “ H a T je prostý, pak T˚ “ T a T´1 P LpHq.

Důkaz. (a) Jelikož je T symetrický a hustě definovaný, platí T Ă T˚. Dle předpokladu však máme DomT “ H, a
tedy T “ T˚. Jelikož je T˚ uzavřená dle Tvrzení 5.1.19(a), je i operátor T “ T˚ uzavřený. Navíc je T spojitý díky
Větě ??.

(b) Jelikož T˚ “ T a T je prostý, máme díky Tvrzení 5.1.19(a)

pRng T qK “ KerT˚ “ KerT “ t0u.

Tedy je Rng T hustý v H. Navíc dle Tvrzení 5.1.19(e) platí pT´1q˚ “ pT˚q´1 “ T´1, tj. T´1 je samoadjungovaný.
(c) Jelikož Rng T “ H, je dle Tvrzení 5.1.19(a) operátor T˚ prostý. Dále je T´1 symetrický, neboť pro x, y P

DomT´1 platí při označení a “ T´1x, b “ T´1y rovnosti

xT´1x, yy “ xa, Tby “ xTa, by “ xx, T´1yy.

Díky tvrzení (a) je tak T´1 samoadjungovaný a spojitý. Z tvrzení (b) tak plyne, že T “ pT´1q´1 je též samoad-
jungovaný.

Věta 5.1.21. Nechť T je hustě definovaný uzavřený operátor na Hilbertově prostoru H. Označme Q “ I ` T˚T .
Pak platí následující tvrzení.

(a) Existují operátory B,C P LpHq takové, že

(a1) Q je prostý a na,
(a2) maxt}B} , }C}u ď 1,
(a3) platí C “ TB,
(a4) platí BQ Ă QB “ I,
(a5) B je pozitivní,
(a6) operátor T˚T je samoadjungovaný.

(b) Pro operátor T 1 “ T |DompT˚T q platí, že jeho graf je hustý v grafu T .

Důkaz. (a) Ukážeme nejprve prostoru Q. Je-li x P DomQ, pak nutně x P DomT a Tx P DomT˚. Dále máme

}x}
2
` }Tx}

2
“ xx, xy ` xTx, Txy “ xx, xy ` xx, T˚Txy “ xx,Qxy ď }x} }Qx} ,

a tedy }Qx} ě }x}. Operátor Q je tak prostý.
Použijeme nyní Důsledek 5.1.16 k tomu, abychom pro dané p0, yq P H ˆ H nalezli jednoznačně dané vektory

By P DomT a Cy P DomT˚ takové, že

p0, yq “ p´T pByq, Byq ` pCy, T˚pCyqq, (5.1)

přičemž p´T pByq, Byq K pCy, T˚pCyqq v H ˆ H. Díky jednoznačnosti tohoto řešení jsou zobrazení y ÞÑ By a
y ÞÑ Cy lineární a navíc splňují

}y}
2
H “ }p0, yq}

2
HˆH “ }p´T pByq, Byq ` pCy, T

˚pCyqq}
2
HˆH “ }p´T pByq, Byq}

2
HˆH ` }pCy, T

˚pCyqq}
2
HˆH

ě }By}
2
H ` }Cy}

2
H .

Proto mají obě normu shora odhadnutou číslem 1.
Z (5.1) plyne 0 “ ´TBy ` Cy, tj. C “ TB. Dále máme z (5.1) rovnosti

y “ By ` T˚Cy “ By ` T˚TBy “ QBy.

Tedy QB “ I, z čehož dostáváme inkluzi RngB Ă DomQ, prostotu B a surjektivitu Q.
Pro libovolné y P DomQ dále platí

QBQy “ Qy,

což vzhledem k prostotě Q znamená rovnost BQy “ y. Tedy BQ Ă I.
Pro libovolné y P H nyní nalezneme x P H splňující Qx “ y a dostaneme

xBy, yy “ xBQx,Qxy “ xx,Qxy “ xx, x` T˚Txy “ }x}
2
` }Tx}

2
ě 0.
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Operátor B je tak pozitivní.
Jelikož je B samoadjungovaný a prostý, je RngB hustý a Q “ B´1 je samoadjungovaný (viz Věta 5.1.20(b)).

Proto i T˚T “ Q´ I je samoadjungovaný (viz Věta 5.1.9(e)).
(b) Uvažujme Hilbertův prostor graf T a jeho podprostor graf T 1 ĂĂ graf T . Předpokládejme, že prvek pz, Tzq

leží v graf T X pgraf T 1qK. Pak pro každé x P DompT˚T q “ DomQ platí

0 “ xpz, Tzq, pz, Txqy “ xz, xy ` xTz, Txy “ xz, xy ` xz, T˚Txy “ xz,Qxy.

Tedy
@x P DomQ : xz,Qxy “ 0.

Jelikož RngQ “ H, platí z “ 0. Proto je graf T 1 je hustý v grafu T .

5.1.2 Spektrum

Definice 5.1.22. Nechť T je operátor na Hilbertově prostoru H. O čísle λ P C řekneme, že je v rezolventní množině
ρpT q, pokud λI ´ T je prostý, na a pλI ´ T q´1 P LpHq. Množina σpT q “ CzρpT q se zove spektrum T , přičemž
bodové spektrum σppT q tvoří ta čísla λ P σpT q, pro která je KerpλI ´ T q ‰ t0u.

Lemma 5.1.23. Nechť T je operátor na Hilbertově prostoru H. Pak platí následující tvrzení.

(a) Pro každé λ P C platí DomT “ DompλI ´ T q.

(b) Pro číslo λ P C platí, že λ P ρpT q právě tehdy, když existuje S P LpHq splňující SpλI´T q Ă I a pλI´T qS “ I.

Důkaz. Tvrzení (a) je zřejmé.
Předpokládejme, že λ P ρpT q je dáno. Pak je S “ plambdaI ´ T q´1 požadovaný operátor. Obráceně, pokud S

splňuje požadované podmínky, pak z vlastnosti SpλI ´ T q Ă I plyne prostota λI ´ T a z rovnosti pλI ´ T qS “ I
surketivita λI ´ T . Zjevně je pak pλI ´ T q´1 “ S P LpHq, takže λ P ρpT q.

Věta 5.1.24. Nechť T je operátor na Hilbertově prostoru H. Pak platí následující tvrzení.

(a) Je-li T uzavřený a λ P C, pak λ P ρpT q právě tehdy, když λI ´ T : DomT Ñ H je prostý a na.

(b) Spektrum σpT q je uzavřené v C.
(c) Je-li T uzavřený a σpT q “ H, je T´1 P LpHq a σpT´1q “ t0u.

(d) Pokud ρpT q ‰ H, je T uzavřený.

Důkaz. (a) Implikace „ ùñ “ je jasná. Předpokládejme nyní platnost podmínky na λI ´ T . Pak je operátor
pλI ´ T q´1 : H Ñ DompλI ´ T q lineární, prostý a na. Navíc z uzavřenosti grafu T plyne uzavřenost grafu λI ´ T ,
což však implikuje uzařenost grafu pλI´T q´1. Z Věty ?? plyne spojitost operátoru pλI´T q´1, takže λ leží v ρpT q.

(b) Nechť λ0 P ρpT q je dáno. Nechť λ P C splňuje |λ´ λ0| ă
›

›pλ0I ´ T q
´1

›

›

´1. Pak má operátor

S “ pλ´ λ0qpλ0I ´ T q
´1

normu menší než 1, a tedy je I ` S invertovatelný. Proto je i operátor

λI ´ T “
`

pλ´ λ0qpλ0I ´ T q
´1 ` I

˘

pλ0I ´ T q

invertovatelný, neboť jeho inverze je dána jako pλ0I ´ T q
´1pS ` Iq´1.

(c) Jelikož je 0 P ρpT q, je T prostý a na. Tedy T´1 P LpHq a dle Věty ?? je σpT´1q ‰ H.
Nechť λ P σpT´1qzt0u. Ukážme, že pak λI ´ T´1 je prostý a na.
Nechť pλI ´ T´1qx “ 0. Pak

0 “ T´1x´ λx “ p
1

λ
I ´ T qλT´1x,

což díky faktu λ´1 P ρpT q znamená, že λT´1x “ 0. Tedy i x “ 0 a λI ´ T´1 je tak prostý.
Ukážeme, že je λI ´ T´1 surjektivní. Pro dané y P H existuje z P H splňující pλ´1I ´ T qz “ ´λ´1y. Pak pro

x “ Tz platí
pλI ´ T´1qpxq “ λTz ´ z “ λpT ´ λ´1Iqz “ y.

Tedy je operátor λI ´ T´1 invertovatelný, což je spor. Proto σpT´1q “ tHu.
(d) Nebyl-li by T uzavřený, pak pro vybrané λ P ρpT q platí, že ani λI´T není uzavřený. Avšak fakt pλI´T q´1 P

LpHq znamená, že grafpλI ´ T q´1 uzavřený je, což je spor.
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5.1.3 Cayleyova transformace

Definice 5.1.25. Symetrický operátor T na Hilbertově prostoru H se nazývá maximálním symnetrickým, pokud
pro každý symetrický operátor S na H splňující T Ă S platí T “ S.

Věta 5.1.26. Nechť T je hustě definovaný operátor na Hilbertově prostoru H. Pak platí následující tvrzení.

(a) Pokud T je samoadjungovaný, je T maximální symetrický.

(b) Pokud T je symetrický, lze T uzavřít, přičemž platí, že T je symetrický.

Důkaz. (a) Pokud T Ă S, kde S je symetrický operátor na H, pak zjevně platí S˚ Ă T˚. Ze symetrie S dostáváme
inkluze S Ă S˚ Ă T˚ “ T , což znamená, že T je maximální.

(b) Jelikož T Ă T˚ a DomT je hustý, lze T uzavřít dle Tvrzení 5.1.19(b). Dle Tvrzení 5.1.14 platí

grafpT q˚ “
`

V pgraf T
˘K
“
`

V pgraf T q
˘K
“

´

V pgraf T q
¯K

“ pV pgraf T qq
K
“ graf T˚,

tj. T
˚
“ T˚. Z Tvrzení 5.1.19(d) máme T “ T

˚˚
. Ze symetrie T platí T Ă T˚, což implikuje T˚˚ Ă T˚. Dohromady

pak platí

T “ T
˚˚
“

´

T
˚
¯˚

“ pT˚q˚ Ă T˚ “
`

T
˘˚
.

Tedy T Ă T
˚
a T je tak symetrický.

Lemma 5.1.27. Nechť X,Y jsou úplné metrické prostory, A Ă X a φ : A Ñ Y je bilipschitzovské zobrazení. Pak
A je uzavřená v X právě tehdy, když φpAq je uzavřená v Y .

Důkaz. Je-li A uzavřená v X, je A úplný metrický prostor. Tedy i φpAq je úplný metrický prostor, což implikuje
uzavřenost φpAq v Y . Obrácená implikace se ukáže obdobně.

Věta 5.1.28. Nechť T je symetrický operátor na Hilbertově prostoru H. Pak platí následující tvrzení.

(a) Pro každé x P DomT platí }Tx` ix}2 “ }x}2 ` }Tx}2.

(b) Operátor T je uzavřený právě tehdy, když RngpT ` iIq je uzavřený.

(c) Operátor T ` iI je prostý.

(d) Pokud RngpT ` iIq “ H, je T maximální symetrický.

(e) Tvrzení (a)–(d) platí i pro číslo ´i.

Důkaz. (a) Pro x P DomT máme díky rovnosti

xTx, ixy ` xix, Txy “ ixx, Txy ` ixx, Txy “ 0

vztah
}Tx` ix}

2
“ }Tx}

2
` }x}

2
` xTx, ixy ` xix, Txy “ }Tx}

2
` }x}

2
.

(b) Zobrazení φ : graf T Ñ H definované jako φpx, Txq “ pT ` iIqx, px, Txq P graf T , je dle (a) izometrie. Z
tohoto faktu již tvrzení (b) za použití úplnosti prostorů H a H ˆH přímočaře plyne (viz Lemma 5.1.27).

Tvrzení (c) plyne z (a).
(d) Nechť S je symetrický operátor na H splňující S Ą T . Pak také S ` iI Ą T ` iI a díky (c) jsou oba

injektivní. Je-li x P DompS ` iIq, pak existuje y P DompT ` iIq takové, že pT ` iIqy “ pS ` iIqx. Jelikož
DompT ` iIq Ă DompS ` iIq, máme

pS ` iIqy “ pT ` iIqy “ pS ` iIqx.

Z injektivity S ` iI pak máme y “ x, tj. x P DompT ` iIq. Proto DompT ` iIq “ DompS ` iIq, a tedy i
DomT “ DomS. Proto T “ S a T je maximální symetrický.

Věta 5.1.29. Nechť T je operátor na Hilbertově prostoru H. Pak platí následující tvrzení.

(a) Pokud je T uzavřený, symetrický a λ P CzR, pak λI ´ T je prostý a RngpλI ´ T q je uzavřený.

(b) Pokud je T samoadjungovaný, pak σpT q ‰ H a σpT q Ă R.
(c) Je-li T hustě definovaný, jsou následující tvrzení ekvivalentní.

(i) Platí T˚ “ T .
(ii) Operátor T je symetrický a σpT q Ă R.
(iii) Operátor T je symetrický a existuje λ P CzR takové, že λ, λ P ρpT q.
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Důkaz. (a) Pišme λ “ α` iβ, kde α P R a β P Rzt0u. Aplikací Věty 5.1.28(a) obdržíme

}pλI ´ T qx}
2
“ β2

›

›x2
›

›` }pT ´ αIqx}
2
ě β2 }x}

2
, x P DomT,

a tedy je λI ´ T prostý. Díky tomuto odhadu však dokonce máme i uzavřenost RngpλI ´ T q (viz Věta ??).
(b) Pokud σpT q “ H, je T´1 P LpHq a σpT´1q “ t0u (viz Věta 5.1.24(c)). Jelikož T “ T˚ a T je prostý, je

samoadjungovaný i operátor T´1 (viz Věta 5.1.19(e)). Jelikož spektrální poloměr T´1 je 0, je nulový i T´1, což je
spor. Tedy σpT q ‰ H.

Nechť λ P CzR je libovolné. Dle (a) stačí ukázat, že RngpλI´T q “ H (viz též Větu 5.1.24(a)). Máme však díky
Tvrzení 5.1.19(a) a (a)

pλI ´ T q
K
“ KerpλI ´ T q˚ “ KerpλI ´ T q “ t0u.

Tedy RngpλI ´ T q “ RngpλI ´ T q “ H a důkaz je dokončen.
(c) Stačí již jen dokázat (iii) ùñ (i). Nejprve si rozmyslíme, že z Tvrzení 5.1.19(a) platí

KerpλI ´ T˚q “ KerpλI ´ T q˚ “ pRngpλI ´ T qqK “ HK “ t0u,

a tedy je λI ´ T˚ prostý.
Víme z předpokladu, že T Ă T˚. Nechť x P DomT˚ je dáno. Položme

y “ pλI ´ T q´1pλI ´ T˚qx.

Pak y P DomT , což díky inkluzi
λI ´ T Ă λI ´ T˚ “ pλI ´ T q˚

implikuje
pλI ´ T˚qy “ pλI ´ T q˚y “ pλI ´ T qy “ pλI ´ T˚qx.

Jelikož je λI ´ T˚ prostý, je x “ y P DomT , a tedy T˚ Ă T .

Definice 5.1.30. Nechť T je symetrický operátor na Hilbertově prostoru H. Definujeme zobrazení U : RngpT `
iIq Ñ RngpT ´ iIq předpisem

UppT ` iIqxq “ pT ´ iIqx, x P DomT.

Toto zobrazení se nazývá Cayleyova transformace T .

Tvrzení 5.1.31. Nechť U je izometrický operátor na Hilbertově prostoru H definičním oborem DomU . Pak platí
následující tvrzení.

(a) Pro každé x, y P DomU platí xUx,Uyy “ xx, yy.

(b) Je-li RngpI ´ Uq hustý, je I ´ U prostý.

(c) Pak následující tvrzení jsou ekvivalentní.

(i) Prostor DomU je uzavřený.
(ii) Prostor RngU je uzavřený.
(iii) Prostor graf U je uzavřený.

Důkaz. Tvrzení (a) plyne z polarizační identity (viz Věta ??).
(b) Nechť pI ´ Uqx “ 0 pro nějaké x P DomU . Pak pro každé y P DomU platí

xx, pI ´ Uqyy “ xx, yy ´ xx, Uyy “ xUx,Uyy ´ xx, Uyy “ xpU ´ Iqx, Uyy “ x0, Uyy “ 0.

Z hustoty RngpI ´ Uq tak plyne x “ 0.
(c) K důkazu stačí použít úplnost prostorů H a H ˆ H spolu s (a) následující identitou platnou pro každé

x, y P DomU (viz Lemma 5.1.27):

}px, Uxq ´ py, Uyq}HˆH “ }px´ y, Ux´ Uyq}HˆH “
a

xx´ y, x´ yyH ` xUx´ Uy,Ux´ UyyH

“
a

2xx´ y, x´ yyH “
?

2 }x´ y}H .

Věta 5.1.32. Nechť H je Hilbertův prostor. Pak platí následující tvrzení.

(a) Nechť T je symetrický operátor na Hilbertově prostoru H a U je jeho Cayleyova transformace. Pak platí
následující tvrzení.

(a1) Operátor U je izometrie, která je uzavřená právě tehdy, když T je uzavřený.
(a2) Platí RngpI ´ Uq “ DomT , I ´ U je prostý a T “ ipI ` UqpI ´ Uq´1.
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(a3) Operátor U je unitární právě tehdy, když T je samoadjungovaný.
(b) Je-li V izometrie na H s definičním oborem DomV taková, že I ´ V je prostý, pak existuje právě jeden

symetrický operátor T na H takový, že V j jeho Cayleyova transformace.

Důkaz. (a1) Dle Věty 5.1.28(a),(e) je U izometrie.
Dle Vět 5.1.28(b) a 5.1.31(c) pak platí

T uzavřený ðñ RngpT ` iIq uzavřený ðñ DomU “ RngpT ` iIq uzavřený ðñ U uzavřený.

(a2) Předpokládejme nyní, že pI ´ Uqz “ 0 pro nějaké z P DomU “ RngpT ` iIq. Nechť x P DomT splňuje
pT ` iIqx “ z. Pak

0 “ z ´ Uz “ Tx` ix´ pT ´ iIqx “ 2ix, (5.2)

a tedy x “ 0. Proto z “ 0 a I ´ U je prostý. Navíc z tohoto výpočtu dostáváme, že RngpI ´ Uq “ DomT .
Uvažujme pI ´ Uq´1 : DomT Ñ DompI ´ Uq. Nechť z P RngpT ` iI a x P DomT splňují pT ` iIqx “ z. Pak z

(5.2) máme z “ 2ipI ´ Uq´1x, což implikuje

2Tx “ pTx` ixq ` pTx´ ixq “ z ` Uz “ pI ` Uqz “ pI ` UqpI ´ Uq´12ix.

Rovnost T “ ipI ` UqpI ´ Uq´1 je tak ověřena.
(a3) Nechť nejprve T “ T˚. Z Věty 5.1.21(a4) plyne, že Rng T 2 “ RngpI ` T 2q “ H. Dále máme

pT ` iIqpT ´ iIqx “ pI ` T 2qx “ pT ´ iIqpT ` iIqx, x P DompT 2q.

Tedy
DomU “ RngpT ` iIq “ H “ RngpT ´ iIq “ RngU.

Operátor U je tak unitární.
Nechť nyní U je unitární. Pak I ´ U je normální, a proto dle Věty ?? platí

pRngpI ´ Uqq
K
“ KerpI ´ U˚q “ KerpI ´ Uq “ t0u.

Proto je DomT “ RngpI ´ Uq hustý,a tedy T˚ je dobře definovaný. Jelikož je T symetrický, je T Ă T˚.
Uvažujme nyní libovolný prvek y P DomT˚. Jelikož RngpT ` iIq “ DomU “ H, existuje y0 P DomT splňující

pT˚ ` iIqy0 “ pT ` iIqy. Díky symetrii T platí pT˚ ` iIqy0 “ pT ` iIqy0.
Položme y1 “ y ´ y0. Pak

@x P DomT : xpT ´ iIqx, y1y “ xx, pT
˚ ` iIqy1y “ xx, 0y “ 0,

tj.
y1 P pRngpT ´ iIqq

K
“ pRngUq

K
“ HK “ t0u.

Tedy y “ y0 P DomT .
(b)Nechť V je daná izometrie a I ´ V : DomV Ñ RngpI ´ V q. Definujeme S : RngpI ´ V q Ñ H jako

Sx “ ipI ` V qz, z “ pI ´ V q´1x, x P RngpI ´ V q.

Pak pro x, y P DomS označme z “ pI ´ V q´1x a u “ pI ´ V q´1y. Dostáváme pak díky rovnosti xV z, V uy “ xz, yy

xSx, yy “ xipz ` V zq, u´ V uy “ ixz ` V z, u´ V uy “ i pxV z, uy ´ xz, V uyq “ ixV z, uy ´ ixz, V uy

“ ¨ ¨ ¨ “ xz ´ V z, iu` iV uy “ xx, Syy.

Operátor S je tak symetrický.
Dále pro x P DomS nalezneme z P DomV splňující x “ z ´ V z. Pak

Sx´ ix “ iz ` iV z ´ iz ` iV z “ 2iV z,

Sx` ix “ iz ` iV z ` iz ´ iV z “ 2iz.

Tedy
V pSx` ixq “ 2iV z “ Sx´ ix.

Tedy V “ pS ´ iIqpS ` iIq´1 na DomV “ RngpS ` iIq.
Jednoznačnost operátoru S pak plyne z (a2).

Definice 5.1.33. Nechť T je uzavřený symetrický operátor na Hilbertově prostoru H. Pak čísla

n`pT“ dim pRngpT ` iIqq
K a n´pT“ dim pRngpT ´ iIqq

K

nazveme indexy defektu operátoru T .
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Věta 5.1.34. Nechť T je uzavřený symetrický hustě definovaný operátor na Hilbertově prostoru H. Pak platí
následující tvrzení.

(a) Operátor T je samoadjungovaný právě tehdy, když n`pT q “ n´pT q “ 0.

(b) Operátor T je maximální symetrický právě tehdy, když mintn`pT q, n´pT qu “ 0.

(c) Operátor T má samoadjungovanou extenzi právě tehdy, když n`pT q “ n´pT q.

Důkaz. Tvrzení (a) plyne z Věty 5.1.32(a3).
(b) Nejprve uvažujme dva symetrické operátory T1, T2 naH a jejich Cayleyovy transformace U1, U2. Z Věty 5.1.32(a2)

a Definice 5.1.30 platí, že T1 Ă T2 právě tehdy, když U1 Ă U2.
Nechť nyní UT je Cayleyova transformace T . Předpokládejme nejprve, že mintn`pT q, n´pT qu ą 0. Pak existuje

izometrie V Ą UT různá od UT . Jelikož

RngpI ´ V q Ą RngpI ´ UT q “ DomT

je hustý v H, dle Věty 5.1.31(b) je I ´ V prostý. Existuje tak dle Věty 5.1.32(b) symetrický operátor S, jehož je V
Cayleyova transformace. Pak T Ă S, ale T ‰ S. Operátor T tak není maximální symetrický.

Obráceně, pokud T není maximální symetrický, existuje symetrický S Ą T různý od T . Pak je US ‰ UT , takže

mintn`pT q, n´pT qu “ mintdimpDomUT q
K,dimpRngUT q

Ku ą 0

(c) Nechť má T samoadjungovanou extenzi S. Pak UT Ă US a US je unitární operátor, který izoemtricky
zobrazuje pDomUT q

K na pRngUT q
K. Tedy se jejich dimenze rovnají.

Pokud T más stejné indexy defektu, lze UT rozšířit na unitární zobrazení V , které zobrazuje pDomUT q
K na

pRngUT q
K. Ukážeme, že je I ´ V prostý operátor. Vskutku,

RngpI ´ V q Ą RngpI ´ UT q “ DomT

je hustý v H, a tedy je I ´ V prostý (viz Věta 5.1.31). Operátor S odpovídající V dle Věty 5.1.32(b) je pak
samoadjungovaný operátor splňující T Ă S.

5.1.4 Spektrální rozklad
Úmluva 5.1.35. V této sekci budeme pracovat se spektrální mírou E : Σ Ñ LpHq na měřitelném prostoru pΩ,Σq
s hodnotmai v Hilbertově prostoru H (viz Definice 3.6.1). Zobrazení Ψ: L8pEq Ñ LpHq je pak měřitelný kalkulus
z Věty ??.

Lemma 5.1.36. Nechť f : Ω Ñ C je měřitelná. Pak je množina

Domf “ tx P H :

ż

Ω

|f |
2
dEx,x ă 8u

hustý podprostor H.

Důkaz. Pokud x, y P H a z “ x` y, máme pro A P Σ odhad

}EpAqz}
2
ď p}EpAqx} ` }EpAqy}q

2
ď 2 }EpAqx}

2
` 2 }EpAqy}

2
.

Tedy Ez,z ď 2Ex,x` 2Ey,y, z čehož plyne uzavřenost Domf na součet. Uzavřenost na násobená skalárem je zjevná.
Uvažujme nyní množiny An “ f´1pBp0, nqq, n P N. Pro x P RngEpAnq pak platí

EpAqx “ EpAqEpAnqx “ EpAXAnqx, A P Σ,

a tedy
Ex,xpAq “ Ex,xpAXAnq, A P Σ.

Proto platí
ż

Ω

|f |
2
dEx,x “

ż

An

|f |
2
dEx,x ď n2 }x}

2
ă 8.

Tedy RngEpAnq Ă Domf pro každé n P N.
Jelikož Ω “

Ť8

n“1An a tAnu je neklesající posloupnost, dostáváme pro každé y P H

lim
nÑ8

}y ´ EpAnqy}
2
“ lim
nÑ8

}EpΩzAnqy}
2
“ lim
nÑ8

Ex,xpΩzAnq “ 0.

Tedy Domf g je hustý v H.
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Věta 5.1.37. Nechť E je rozklad jednotky na měřitelném prostoru pΩ,Σq s hodnotami v Hilbertově prostoru H a
f : Ω Ñ C je měřitelná. Pak platí následující tvrzení.

(a) Existuje právě jeden operátor Tf na H takový, že platí následující tvrzení.

(a1) Platí DomTf “ Domf .
(a2) Operátor Tf je hustě definovaný.
(a3) Je-li tfnu posloupnost omezených měřitelných funkcí konvergující k f v L2pΩ, Ex,xq pro každé x P Domf ,

pak platí
lim
nÑ8

Ψpfnqx “ Tfx, x P Domf .

(b) Posloupnost popsaná v (a3) existuje.

(c) Platí xTfx, xy “
ş

Ω
f dEx,x pro každé x P DomTf .

(d) Platí }Tfx}
2
“
ş

Ω
|f |

2
dEx,x pro každé x P DomTf .

(e) Pokud je f omezená, splývá operátor Tf s operátorem Ψpfq z Věty ??.

Důkaz. (a) Již vím z Lemmatu 5.1.36, že Domf je hustý podprostor H. Vezmeme libovolnou posloupnost tfnu
omezených měřitelných funkcí, která splňuje

ż

Ω

|f ´ fn|
2
dEx,x Ñ 0, x P Domf . (5.3)

(Takovou posloupnost sestrojíme snadno. Nechť An “ f´1Bp0, nq, n P N, a nechť fn “ fχAn , n P N. Pak tfnu je
požadovaná posloupnost díky Lebesgueově větě.)

Pro x P Domf a indexy n,m P N pak máme

}Ψpfnqx´Ψpfmqx}
2
“ }Ψpfn ´ fmqx}

2
“

ż

Ω

|fn ´ fm|
2
dEx,x.

Jelikož
ş

Ω
|f ´ fn|

2
dEx,x Ñ 0 pro x P Domf , posloupnost tΨpfnqxu je cauchyovská (použijeme odhad pa ` bq2 ď

2pa2 ` b2q, a, b P r0,8q), a tudíž konvergentní. Její limitu pak označíme jako Tf .
Pokud tgnu je libovolná jiná posloupnost omezených měřitelných funkcí splňující

ş

Ω
|f ´ gn|

2
dEx,x Ñ 0, x P

Domf , pak posloupnost pf1, g1, f2, g2, . . . q též splňuje (5.3). Proto lim Ψpgnq “ lim Ψpfnq. Linearita Tf plyne z
konstrukce a jednoznačnost z vlastnosti (a3)

Tvrzení (b) jsme již ověřili.
Tvrzení (c) plyne z výpočtu

xTfx, xy “ lim
nÑ8

xΨpfnqx, xy “ lim
nÑ8

ż

Ω

fn dEx,x “

ż

Ω

f dEx,x,

kde tfnu je jako v (a), x P Domf (užili jsme faktu, že f P L1pΩ, Ex,xq).
(d) Obdobně jako výše obdržíme

}Tfx}
2
“ lim
nÑ8

xΨpfnqx,Ψpfnqxy “ lim
nÑ8

ż

Ω

|fn|
2
dEx,x “

ż

Ω

|f |
2
dEx,x, x P Domf .

(e) Pro omezenou funkci f pak lze za aproximující posloupnost tfnu volit fn “ f , n P N. Proto (e) platí.

Věta 5.1.38. Nechť f, g jsou měřitelné funkce na Ω. Pak platí následující tvrzení.

(a) Platí Tf ` Tg Ă Tf`g.

(b) Platí TfTg Ă Tfg a DomTfTg “ DomTg XDomTfg.

(c) Platí T˚f “ Tf a TfT˚f “ T|f |2 “ T˚f Tf .

(d) Operátor Tf je uzavřený.

Důkaz. (a) Je-li x P DomTf ` Tg “ DomTf XDomTg, je díky odhadu
ż

Ω

|f ` g|
2
dEx,x ď 2

ż

Ω

|f |
2
dEx,x ` 2

ż

Ω

|g|
2
dEx,x

i v DomTf`g. Rovnost Tfx` Tgx “ pTf`gqx pak plyne z konstrukce zobrazení Ψ.
(b) Krok 1. Nechť nejprve f je omezená. Pak Tf “ Ψpfq a

DomTfTg “ DomTg “ Domg Ă Domfg “ DomTfg.
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Uvažujme posloupnost tgnu konvergující ke g v prostorech L2pΩ, Ey,yq, kde y P Domg. Pak tfgnu aproximuje fg a
pro x P Domg “ Domfg platí

Tfgx lim
nÑ8

Ψpfgnqx “ lim
nÑ8

ΨpfqΨpgnqx “ Ψpfq
´

lim
nÑ8

Ψpgnqx
¯

“ ΨpfqΨpgqx.

Krok 2. Dokážeme nyní, že pro každou dvojici měřitelných funkcí f, g platí
ż

Ω

|f |
2
dETgx,Tgx “

ż

Ω

|fg|
2
dEx,x, x P DomTg. (5.4)

K tomuto účelu uvažujme funkce fn “ fχAn , kde An “ f´1pBp0, nqq, n P N. Díky prvnímu kroku pak pro
x P DomTg díky faktu x P DomTfng platí

ż

Ω

|fn|
2
dETgx,Tgx “ }TfnTgx}

2
“ }Tfngx}

2
“

ż

Ω

|fng|
2
dEx,x.

Má-li tedy jedna strana limitu, má ji i druhá strana a vice versa. Limitním přechodem pak za pomoci Leviho věty
obdržíme platnost (5.4).

Krok 3. Ukážeme nyní platnost rovnosti DomTfTg “ DomTg X DomTfg. Ohledně inkluze „Ă“ , nechť x P
DomTfTg je dáno. Dle definice je pak x P DomTg a Tgx P DomTf “ Domf . Dle (5.4) je x P Domfg “ DomTfg.

Obráceně, nechť x P DomTg X DomTfg je dáno. Opět díky (5.4) dostáváme Tgx P Domf “ DomTf , a tedy
x P DomTfTg.

Krok 4. Ukážeme rovnost Tfgx “ TfTgx pro x P DomTfTg, kde f, g jsou libovolné měřitelné funkce. Nechť
x P DomTfTg je dáno. Pak Tgx P DomTf . Vezměme aproximující posloupnost tfnu pro f . Pak díky prvnímu kroku
máme

TfTgx “ lim
nÑ8

ΨpfnqTgx “ lim
nÑ8

Tfngx.

Jelikož dle (a), Věty 5.1.37(d) a druhému kroku platí

}Tfgx´ Tfngx}
2
“
›

›Tpf´fnqgx
›

›

2
“

ż

Ω

|pf ´ fnqg|
2
dEx,x “

ż

Ω

|f ´ fn|
2
dETgx,Tgx,

dostáváme
Tfgx “ TfTgx.

(c) Krok 1. Ukážeme, že Tf Ă T˚f . Předně je zřejmé, že

DomTf “ Domf “ Domf “ DomTf .

Nechť tfnu je aproximující posloupnost pro f . Pak pro x, y P Domf “ Domf platí

xTfx, yy “ lim
nÑ8

Ψpfnqx, yy “ lim
nÑ8

xx,Ψpfnq
˚yy “ lim

nÑ8
xx,Ψpfnqyy “ xx, Tfyy.

Tedy Tf Ă T˚f .
Krok 2. Nyní ukážeme, že DomT˚f Ă DomTf .
Nechť y P DomT˚f je dáno. Položíme An “ f´1pBp0, nq, n P N, a fn “ fχAn , n P N. Pak pro každé x P DomTf

máme z “ EpAnqx P DomTf . Vskutku, platí

xEpΩzAnqz, zy “ xEpΩzAnqEpAnqz, zy “ xEpHqz, zy “ 0,

a tedy
ż

Ω

|f |
2
dEy,y “

ż

An

ˇ

ˇf2
ˇ

ˇ dEy,y ă 8,

tj. y P Domf . Dostáváme proto z tvrzení (b) a Věty ??

xx,EpAnqT
˚
f yy “ xTfEpAnqx, yy “ xTfχAnx, yy “ xx, T

˚
fχAn

y “ xx, TfχAn
y, x P Domf .

Z tohoto výpočtu nyní díku hustotě DomTf v H máme rovnost

EpAnqT
˚
f y “ Tfny “ Ψpfnq.

Tedy
ż

Ω

|f |
2
dEy,y “ lim

nÑ8

ż

Ω

|fn|
2
dEy,y “ lim

nÑ8
}Ψpfnqy}

2
“ lim
nÑ8

›

›EpAnqT
˚
f y

›

›

2
ď
›

›T˚f y
›

›

2
.

Tedy y P Domf “ DomTf “ DomTf .
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Tedy T˚f Ă Tf .
Krok 3. Ověříme nyní rovnost TfT˚f “ T|f |2 “ T˚f Tf . Již víme, že

DomT˚f “ DomTf “ DomTf .

Z Hölderovy nerovnosti plyne vztah DomT|f |2 Ă DomTf (použijeme odhad

ż

Ω

|f |
2
dEx,x ď

ˆ
ż

Ω

|f |
4
dEx,x

˙
1
4
ˆ
ż

Ω

1 dEx,x

˙
1
4

, x P DomT|f |2 .q

Pomocí tvrzení (b) tak dostáváme

DomTfT
˚
f “ DomT˚f XDomTff “ DomTf XDomT|f |2 “ DomTf XDomT|f |2 “ DomT|f |2

a rovnost
TfT

˚
f “ TfTf “ T|f |2 “ Tff “ TfTf “ T˚f Tf .

(d) Jelikož
Tf “ T

f
“ T˚

f
,

je dle Tvrzení 5.1.19(a) operátor Tf uzavřený.

Značení 5.1.39. Operátor Tf zkonstruovaný ve Větě 5.1.37 označíme symbolem Ψpfq.

Věta 5.1.40. Nechť f : Ω Ñ C je měřitelná funkce. Pak σpΨpfqq “ essrng f .

Důkaz. Ověříme „Ą“ . Nechť λ P essrng f je dáno. Pro n P N položíme

An “ tω P Ω: |fpωq ´ λ| ă
1

n
u.

Pak EpAnq ‰ 0, a tedy existují jednotkové vektory xn P RngEpAnq. Pak platí

}λxn ´Ψpfqxn} “ }λΨpχAnqxn ´ΨpfqΨpχAnqxn} “ }Ψppλ´ fqχAnqxn} ď }xn} }pλ´ fqχAn}8 “
xn
n
.

Tedy pλI ´Ψpfqq není invertovatelný, jelikož není zdola omezený.
Ukážeme nyní inkluzi „Ă“ . Nechť λ P Cz essrng f je dáno. Položíme

gpωq “ pλ´ fpωqq´1, ω P Ω.

Jelikož existuje δ ą 0 takové, že Bpλ, δq X essrng f “ H, je g omezená měřitelná funkce na Ω. Dále platí

gpλ´ fq “ χΩ “ pλ´ fqg.

Použitím tohoto faktu a Věty 5.1.38(b) tak máme

ΨpgqpλI ´Ψpfqq “ TgTλ´f Ă Tgpλ´fq “ ΨpχΩq “ I

a
pλI ´ΨpfqqΨpgq “ Tλ´fTg “ Tpλ´fqg “ ΨpχΩq “ I.

Tedy Ψpgq je spojitá inverze k λI ´Ψpfq, což znmená, že λ R σpΨpfqq.

Lemma 5.1.41. Nechť H je Hilbertův prostor a E je rozklad jednotky na pΩ,Σq s hodnotmai v LpHq. Pak platí
následující tvrzení.

(a) Nechť pΩ1,Σ1q je měřitelný prostor a φ : Ω Ñ Ω1 je měřitelné zobrazení. Pak je zobrazení E1 : Σ1 Ñ LpHq
definované jako

E1pA1q “ Epφ´1pA1qq, A1 P Σ1,

rozklad jednotky na pΩ1,Σ1q, který splňuje pro každou měřitelnou f 1 : Ω1 Ñ C rovnost
ż

Ω1
f 1 dE1 “

ż

Ω

f 1 ˝ φdE.

(b) Nechť jsou navíc prostory pΩ,Σq a pΩ1,Σ1q lokoálně kompaktní a φ je spojité. Pak platí týž závěr jako v (a).
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Důkaz. (a) Pro E1 ověříme vlastnosti (a)–(e) z Definice 3.6.1. Všechny požadované vlastnosti však ihned plynou z
definic. Navíc vidíme, že E1x,y “ φpEx,yq, x, y P H.

Nechť f 1 je E1-měřitelná funkce na Ω1. Uvažujme nejprve případ, že je omezená. Pak pro x, y P H platí

x

ˆ
ż

Ω1
f 1 dE1

˙

x, yy “

ż

Ω1
f 1 dE1x,y “

ż

Ω

f 1 ˝ φdEx,y “ x

ˆ
ż

Ω

f 1 ˝ φ

˙

x, yy,

a tedy máme rovnost
ş

Ω1
f 1 dE1 “

ş

Ω
f 1 ˝ φdE.

Nechť nyní f je obecná. Jelikož φpEx,xq “ E1x,x, platí Domf 1 “ Domf 1˝φ. Pak pro An “ f 1´1pBp0, nqq, n P N,
platí, že f 1n “ f 1χAn konvergují k f 1 v prostorech L2pΩ1, E1x,xq, x P Domf 1 , a tedy f 1n ˝ φ Ñ f 1 ˝ φ v prostorech
L2pΩ, Ex,xq, x P Domf 1˝φ. Tedy pro x P Domf 1 máme

ˆ
ż

Ω1
f 1 dE1

˙

x “ lim
nÑ8

ˆ
ż

Ω1
f 1n dE

1
x,x

˙

x “ lim
nÑ8

ˆ
ż

Ω

f 1n ˝ φdE

˙

x “

ˆ
ż

Ω

f 1 ˝ φdE

˙

x.

Tím je důkaz tvrzení (a) proveden.
(b) V tomto případě je třeba ověřit požadavek (f) Definice 3.6.1. Ten je však zaručen Tvrzením ??.

Věta 5.1.42. Nechť T je samoadjungovaný operátor na Hilbertově prostoru H. Pak existuje právě jeden rozklad
jednotky E na pσpT q,BorelpσpT qqq takový, že T “ Ψpidq.

Důkaz. Existence. Uvažujme Cayleyovu transformaci UT operátoru T . Obdržíme tak unitární operátor takový, že
I ´ UT je prostý (viz Věta 5.1.32(a2)). Jelikož je UT unitární, platí σpUT q Ă T. Nechť F 1 je spektrální míra na
pσpUT q,BorelpσpUT qqq splňující UT “

ş

σpUT q
id dF 1. Jelikož KerpI ´ UT q “ t0u, je F 1pχt1uq “ 0 (viz Věta ??).

Restringujeme nyní F 1 na σpUT qzt1u, tj. položíme

F pAq “ F 1pAq, A P BorelpσpUT qzt1uq.

Pak též platí UT “
ş

σpUT qzt1u
id dF .

Povšimněme si, že funkce ψ : R Ñ Tzt1u definovaná jako ψptq “ t´i
t`i má inverzi φ : Tzt1u Ñ R danou vzorcem

φpλq “ i 1`λ
1´λ . Speciálně též vidíme, že se jedná o borelovské funkce.

Položme
S “

ż

σpUT qzt1u

φdF.

Jelikož je φ reálná, je S samoadjungovaný operátor (viz Věta 5.1.38(c)). Protože φpλqp1 ´ λq “ ip1 ` λq, platí
SpI ´ UT q “ ipI ` UT q. (Vskutku, při označení f “ φ a g “ p1´ λq stačí použít Větu 5.1.38(b).) Z tohoto vztahu
vidíme inkluzi

DomS Ą RngpI ´ UT q “ DomT,

(viz Věta 5.1.32(a2)). Tedy S Ą T . To ale znamená inkluze

T “ T˚ Ă S˚ “ S,

a tedy T “ S.
Z Věty 5.1.40 a (5.1.24)(b) máme, že

σpT q “ σpSq “ essrng φ|UT zt1u

je uzavřené v R.
Uvažujme E obraz rozkladu jednotku F při zobrazení φ, tj.

EpAq “ F pφ´1pAqq, A Ă BorelpσpT qq.

Pak E je hledaná spektrální míra, neboť dle Lemmatu 5.1.41 platí
ż

σpT q

id dE “

ż

σUT zt1u

φdF “ S “ T.

Jednoznačnost. Předpokládejme, že E1 je též rozklad jednotky na pσpT q,BorelpσpT qqq splňující T “
ş

σpT q
id dE1.

Uvažujme funkci ψptq “ t´i
t`i , t P σpT q, a operátor

U 1 “

ż

σpT q

ψ dE1.
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Pak U 1 plňuje U 1pT ` iIq “ T ´ iI díky Větě 5.1.38(b). (Máme totiž ψptqpt` iq “ pt´ iq, a tedy UpT ` iT q Ă TiI.
Navíc DomUpT ` iIq “ DomT .) Tedy U 1 “ UT (zde UT je opět Cayleyova transformace T ). Nechť F 1 je rozklad
jednotky daný jako obraz E1 při zobrazení ψ, tj. F 1 je rozklad na

pσpU 1q,BorelpσpU 1qqq “ pessrngψ,Borelpessrngψqq “ pσpUT q,BorelpσpUT qqq.

Jelikož
ż

σpUT q

id dE “ UT “ U 1 “

ż

σpT q

ψdE1 “

ż

essrngψq

id dF 1 “

ż

σpUT q

id dF 1,

z jednoznačnosti rozkladu jednotky pro normální operátory (viz Věta ??) plyne vztah F 1 “ F . Tedy

E1 “ φpF 1q “ φpF q “ E.

Tím je dokázána jednoznačnost.

Definice 5.1.43. Nechť T je samoadjungovaný operátor na Hilbertově prostoru H a E je jeho rozklad jednotky
na σpT q. Pro každé λ P R uvažujme operátor Eλ “ EσpT qXp´8,λs. Pak se systému

tEλ : λ P Ru

říká spektrální rozklad T .

Věta 5.1.44. Nechť T je samoadjungovaný operátor na Hilbertově prostoru H a tEλuλPR je jeho spektrální rozklad
T . Pak platí následující tvrzení.

(a) Operátory Eλ mají následující vlastnosti.

(a1) Každý operátor Eλ je ortogonální projekce na H.
(a2) Pro každé µ, ν P R platí EµEν “ EνEµ “ Emintµ,νu.
(a3) Platí limµÑλ` Eµx “ Eλx, x P H, λ P R.
(a4) Platí limµÑ8Eµx “ x a limµÑ´8Eµx “ 0, x P H.

(b) Platí následující výroky o číslu λ0 P C.
(b1) Číslo λ0 leží v σppT q právě tehdy, když existuje x P H splňující limλÑλ0´

Eλx ‰ Eλ0
x.

(b2) Pokud číslo λ0 leží v σppT q, pak Eptλ0uq “ Eλ0
´ Eµ je ortogonální projekce na Kerpλ0I ´ T q.

(b3) Číslo λ0 leží v ρpT q právě tehdy, když funkce λ ÞÑ Eλ je konstantní na nějakém okolí λ0.

Důkaz. Nechť E je rozklad jednotky na σpT q příslušný T . Během důkazu budeme pro množinu A Ă R psát pouze
EpAq místo EpAX σpT qq.

Tvrzení (a1) a (a2) plynou z definice.
(a3) Pokud µ ą λ a x P H, máme

}Eµx´ Eλx}
2
“ }Eppλ, µsqx}

2
“ xEppλ, µsqx, xy “ Ex,xppλ, µsq.

Jelikož poslední člen konverguje k 0 pro µ jdoucí k λ zprava, platí

lim
µÑλ`

Eµx “ Eλx.

(a4) Jako výše máme

}x´ Eµx}
2
“ }pI ´ Epp´8, µsqqx}

2
“ }Eppµ,8qqx}

2
“ Ex,x ppµ,8qq ,

což je výraz konvergující k 0 pro µ jdoucí do nekonečna.
Podobně

}Eµx}
2
“ }Epp´8, µsqx}

2
“ Ex,xpp´8, µsq

konverguje k 0 pro µ jdoucí do ´8.
(b) Nejprve si povšimneme, že limλÑλ0´

Eλx existuje vždy. To plyne z odhadu

}Epp´8, λ0qqx´ Eλx}
2
“ }Eppλ, λ0qqx}

2
“ Ex,x ppλ, λ0qq

platného pro každé λ ă λ0. Z něho totiž plyne, že

lim
λÑλ0´

Eλx “ Epp´8, λ0qqx.
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Proto též máme

Eλ0
x “ Epp´8, λ0sqx “ Epp´8, λ0qqx` Eptλ0uqx “ lim

λÑλ0´

Eλx` Eptλ0uqx, x P H. (5.5)

(b1) Nechť λ0 P σppT q. Ukážeme, že RngEptλ0uq “ Kerpλ0I ´ T q.
„Ă“ Nechť Eptλ0uqx “ x. Ukážeme nejprve, že x P DomT . Jelikož ale

DomT “ tx P H :

ż

σpT q

|id|
2
dEx,x ă 8u,

stačí si uvědomit, že pro A P BorelpσpT qq platí

Ex,xpAq “ xEpAqx, xy “ xEpAqEptλ0uqx, xy “ xEpAX tλ0uqx, xy “

#

xEptλ0uqx, xy, λ0 P A,

0, λ0 R A.

Tedy x P DomT . Pomocí Věty 5.1.38(b) pak

Tx “ TEptλ0uqx “

˜

ż

σpT q

id dE

¸˜

ż

σpT q

χtλ0u dE

¸

x “

˜

ż

σpT q

λ0χtλ0u

¸

x “ λ0

˜

ż

σpT q

χtλ0u dE

¸

x

“ λ0Eptλ0uqx “ λ0x.

Tedy x P Kerpλ0I ´ T q.
„Ą“ Nechť x P Kerpλ0I ´ T q. Položme pro n P N

An “ tt P σpT q : |t´ λ0| ě
1

n
u a fnptq “

1

t´ λ0
χAnptq, t P σpT q.

Pak pro funkci f “ id´λ0 platí fnf “ χAn . Pro x tak dostáváme díky Větě 5.1.38(b)

EpAnqx “

˜

ż

σpT q

χAn dE

¸

x “

˜

ż

σpT q

fnf dE

¸

x “

˜

ż

σpT q

fn dE

¸˜

ż

σpT q

f dE

¸

x

“

˜

ż

σpT q

fn dE

¸

pT ´ λ0Iqx “ 0.

Z tohoto výpočtu máme

}EpσpT qztλ0uqx}
2
“ xEpσpT qztλ0uqx, xy “ Ex,xpσpT qztλ0uq “ lim

nÑ8
Ex,xpAnq “ lim

nÑ8
xEpAnqx, xy “ 0,

takže
x “ Eptλ0uqx` EpσpT qztλ0uqx “ Eptλ0uqx.

Nyní již snadno ověříme (b1) a (b2). Pokud λ0 P σppT q, pak pro x P Kerpλ0I´T0 nenulové je Eptλ0uqx “ x ‰ 0,
což ale dle (5.5) znamená, že v (b1) neplatí na pravé straně rovnost.

Na druhou stranu, pokud v (b1) neplatí na pravé straně rovnost, tak díky (5.5) víme nenulovost Eptλ0uq. To
však znamená nenulovost Kerpλ0I ´ T q.

(b3) Nechť λ0 leží v ρpT q. Pak existuje interval ra, bs Ă R takový, že λ0 Ă pa, bq Ă ra, bs Ă ρpT q. Pak ovšem

Ea “ EpσpT q X p´8, asq “ Eλ “ EpσpT q X p´infty, λsq “ Eb “ EpσpT q X p´infty, bsq, λ P pa, bq,

tj. funkce λ ÞÑ Eλ je konstantní na pa, bq.
Předpokládejme nyní, že Eb “ Ea pro nějaký interval pa, bq takový, že a ă λ0 ă b. Pak Eppa, bsq “ 0. Položíme

fptq “ pλ0 ´ tq
´1χRzpa,bsptq, t P σpT q. Pak

gptqpλ0 ´ tq “ χRzpa,bs “ pλ0 ´ tqgptq, t P σpT q.

Dle Věty 5.1.38(b) máme
˜

ż

σpT q

g dE

¸˜

ż

σpT q

λ0 ´ idq dE

¸

Ă

ż

σpT q

gpλ0 ´ idq dE “

ż

σpT q

χRzpa,bs dE “

ż

σpT q

χR dE “ I,

přičemž

Dom

˜

ż

σpT q

dE

¸˜

ż

σpT q

λ0 ´ idq dE

¸

Ă Dom

˜

ż

σpT q

g dE

¸

XDom

˜

ż

σpT q

gpλ0 ´ idq dE

¸

“ H XDompλ0I ´ T q “ DomT
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Tedy
˜

ż

σpT q

dEg

¸

pλ0I ´ T q Ă I.

Podobně máme

I “

˜

ż

σpT q

χR dE

¸

“

ż

σpT q

χRzpa,bs dE “ pλ0I ´ T q

˜

ż

σpT q

g dE

¸

.

Tedy je operátor
ş

σpT q
g dE inverzí operátoru λ0I ´ T .

5.2 Lokálně konvexní topologie a slabá kompaktnost

5.2.1 Kreinova–Milmanova věta

Definice 5.2.1. Nechť A je konvexní množina ve vektorovém prostoru X. Řekneme, že B Ă A je extremální,
pokud je neprázdná a platí následující výrok:

@x, y P A @λ P p0, 1q : λx` p1´ λqy P B ùñ x, y P B.

Bod x P A je extremální, pokud množina txu je extremální. Množinu všech extremálních bodů A značíme jako
extA.

Lemma 5.2.2. Nechť A je podmnožina vektorového prostoru X. Pak platí následující tvrzení.

(a) Systém extremálních podmnožin A je uzavřený na neprázdné průniky a libovolná sjednocení.

(b) Je-li X topologický vektorový prostor a A je kompaktní, je systém uzavřených extremálních množin A uzavřený
na neprázdné průniky a libovolná sjednocení.

Důkaz. Důkaz ihned plyne z definic.

Věta 5.2.3 (Krein–Milman). Nechť A je kompaktní konvexní podmnožina lokálně konvexního prostoru X. Pak
A “ co extA.

Důkaz. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že X je reálný prostor.
Krok 1. Ukážeme nejprve, že každá uzavřená extremální množina v A obsahuje extremální bod A. Nechť tedy

F Ă A je uzavřená a extremální. Uvažujme částečně uspořádanou množinu

pF ,ďq “ ptH Ă F : H uzavřená extremální u,Ąq.

Pak pF ,ďq splňuje předpoklady Zornova lemmatu.
Vskutku, je-li R Ă F řetězec, jedná se o systém kompaktních množin s konečnou průnikovou vlastností, což

znamená, že R “
Ş

R je neprázdná uzavřená množina. Navíc je dle Lemmatu 5.2.2 extremální. Množina R je pak
zjevně horní závora pro řetězec R.

Nechť G P F je ď-maximální prvek. Tvrdíme, že G je jednobodová množina. Kdyby totiž G obsahovala dva
body, řekněme a a b, zvolili bychom funkci f P X˚ splňující fpaq ą fpbq. Uvažujme množinu

H “ tz P G : fpzq “ max fpGqu.

Pak H je neprázdná uzavřená podmnožina G. Je navíc extremální. Vskutku, pokud x, y P A a λ P p0, 1q splńují
λx ` p1 ´ λqy P H, pak x extremality G platí x, y P G. Z linearity f pak dostáváme fpxq “ fpyq “ max fpGq, tj.
x, y P H.

Obdrželi jsme tak spor s maximalitou G v pF ,ďq. Proto je F jednobodová množina. Dle definice tak F protíná
extA.

Krok 2. Dle prvního kroku víme, že extA je neprázdná množina. Zjevně platí co extA Ă A. Předpokládejme,
že existuje x P Azco extA. Dle Hahnovy–Banachovy věty existuje f P X˚ splňující fpxq ą max fpcoAq. Množina

F “ ty P A : fpyq “ max fpAqu

je pak uzavřená a extremální, ale neobsahuje dle předpokladu žádný extremální bod. To je však v rozporu s prvním
krokem. Tedy A “ co extA.
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5.2.2 Přípustné topologie
Definice 5.2.4. Nechť pX, τq je lokálně konvexní prostor. Řekneme, že lokálně konvexní toplogie σ na X je
přípustná, pokud pX,σq˚ “ pX, τq˚.

Příklad 5.2.5. Nechť X je lokálně konvexní prostor. Pak slabá topologie τw “ σpX,X˚q je přípustná topologie a
každá přípustná topologie σ splňuje τw Ă σ.

Věta 5.2.6. Nechť pX, τq je lokálně konvexní prostor, σ je přípoustná topologie na X a A Ă X. Pak následující
tvrzení jsou ekvivalentní.
(i) A je τ -omezená,
(ii) A je σ-omezená,
(iii) A je slabě omezená.

Důkaz. Z Věty ?? víme, že (i)ðñ(iii). Stačí si však uvědomit, že jelikož slabá topologie τw splňuje τw Ă σ, důkaz
této věty funguje i pro důkaz ekvivalence (ii)ðñ(iii).

Definice 5.2.7. Nechť X je lokálně konvexní prostor. Pro každou konvexní, vyváženou w˚-kompaktní množinu
B Ă X˚ uvažujme pseudonormu

pBpxq “ sup
x˚PB

|x˚pxq| , x P X.

Pak Mackeyova-Arensova topologie µpX,X˚q je topologie generovaná systémem

tpB : B Ă X˚ vyvážená, konvexní a w˚-kompaktníu.

Věta 5.2.8 (Mackey–Arens). Nechť pX, τq je lokálně konvexní prostor a σ je přípustná topologie na X. Pak
σpX,X˚q Ă σ Ă µpX,X˚q.

Důkaz. Nechť τw značí slabou topologii σpX,X˚q.
Krok 1. Inkluze τw Ă σ plyne z přípustnosti σ a definice τw (viz Definice ??).
Krok 2. Inkluze τw Ă µpX,X˚q plyne snadno z definic obou topologií. Vskutku, konverguje-li net txiu v

µpX,X˚q, konverguje i v σpX,X˚q.
Krok 3. Ukážeme σ Ă µpX,X˚q. Nechť tedy U je σ-okolí 0. Bez újmy na obecnosti předpokládejme, že U je

τ -uzavřené, konvexní vyvážené okolí 0. Pak U˝ je σpX˚, Xq-kompaktní množina. Tedy je

V “ tx P X : sup
x˚PU˝

|x˚pxq| ď 1u

µpX,X˚q-okolí 0. Proto dle Mazurovy věty ?? platí

V “ pU˝q˝ “ bcoU
σpX,X˚q

“ U
σpX,X˚q

“ U
σ
“ U.

Tedy U je µpX,X˚q-okolí 0, takže σ Ă µpX,X˚q.
Krok 4. Ověříme, že µpX,X˚q je přípustná. Označíme Y “ pX,µpX,X˚qq a nechť Y ˚ je duál k Y . Nechť tedy

f P Y ˚ Ă X#, tj. f je µpX,X˚q-spojitý. Pak existují vyvážené, konvexní a w˚-kompaktní množiny B1, . . . , Bn v X˚
takové, že |fpxq| ď 1 pro každé x P X splňující pBipxq ď 1, i “ 1, . . . , n. Uvažujme množinu B “ bcopB1Y¨ ¨ ¨YBnq.
Pak Bn je konvexní, vyvážená a w˚-kompaktní (viz Věta ??) a navíc platí

U “ tx P X : pBipxq ď 1, i “ 1, . . . , nu “ B˝.

Nyní pooužijeme Větu ?? pro duální pár pY ˚, Y q a obdržíme

f P U˝pB˝q
˝ “ bcoB

σpY ˚,Y q
“ B

σpY,Y ˚q
.

Existuje tak net tfiu v B takový, že fi Ñ f v σpY ˚, Y q. Zároveň je však B σpX˚, Xq-kompaktní, a tedy lze
přechodem k podnetu předpokládat, že net tfiu konverguje k nějakému g P B v topologii σpX˚, Xq. To ale znamená,
že f “ g P B Ă X˚. Tím je důkaz dokončen.

Věta 5.2.9. Nechť pX, τq je metrizovatelný lokálně konvexní prostor. Pak τ “ µpX,X˚q.

Důkaz. Z Věty 5.2.8 víme, že τ Ă µpX,X˚q.
Pro důkaz obrácené inkluze uvažujme V konvexní µpX,X˚q-okolí 0. Je-li nyní A Ă X τ -omezená, je i µpX,X˚q-

omezená, a proto nějaký násobek V ji pohltí.
Nechť tUn : n P Nu je báze τp0q, přičemž předpokládáme, že U1 Ą u2 Ą ¨ ¨ ¨ . Pak existuje n P N takové, že

1
nUn Ă V . Kdyby tomu totiž tak nebylo, máme elementy xn P 1

nUnzV . Pak xn Ñ 0 v τ , a tedy je A “ txn : n P Nu
τ -omezená. Z výše uvedeného plyne, že existuje t ą 0 splňující A Ă tV . Pak pro index n0 ą t platí díky konvexitě
V inkluze A Ă n0V . To ale implikuje fakt xn0

P n0V , což je spor.
Proto máme n P N splňující 1

nUn Ă V . Tedy V P τ a důkaz je dokončen.
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5.2.3 bw˚-topologie
Definice 5.2.10. Nechť X je normovaný lineární prostor. Řekneme, že množin a U Ă X˚ je bw˚-otevřená, pokud
U X rBX˚ je w˚-otevřená v rBX˚ pro každé r ą 0.

Lemma 5.2.11. Nechť X je normovaný lineární prostor. Pak platí následující tvrzení.
(a) Systém bw˚-otevřených množin tvoří topologii.
(b) Každá w˚-otevřená množina je je bw˚-otevřená.
(c) Je-li U Ă X˚ bw˚-otevřená a y˚ P X˚ je libovolné, pak y˚ ` U je též bw˚-otevřená.

Důkaz. Tvrzení (a) a (b) jsou zřejmá.
Tvrzení (c) plyne z faktu, že U je bw˚-otevřená právě tehdy, když U X B je w˚-otevřená v B pro každou

uzavřenou kouli B Ă X˚. (Je-li totiž U bw˚-otevřená a B Ă X˚ je libovolná uzavřená koule, vezmeme r ą 0
takové, že B Ă rBX˚ . Pak je

U XB “ pU X rBX˚q XB

w˚-otevřená v U XB.)
Nechť nyní U Ă X˚ bw˚-otevřená množina a y˚ P X˚ jsou dány. Nechť B je libovolná uzavřená koule v X˚. Pak

existuje w˚-otevřená množin a G Ă X˚ taková, že UXp´y˚`Bq “ GXp´y˚`Bq. Pak py˚`UqXB “ py˚`GqXB
je w˚-otevřená v B. Tedy posunutí jsou vzhledem k bw˚-topologii homeomorfizmy.

Tvrzení 5.2.12. Nechť X je normovaný lineární prostor. Pak báze okolí 0 v bw˚-topologii je dána systémem

A˛ “ tx˚ P X˚ : sup
nPN

|x˚pxnq| ă 1u,

kde A “ txn : n P Nu a txnu je posloupnost v X konvergující k 0.

Důkaz. Krok 1. Nejprve ukážeme, že každá množina A˛ je bw˚-okolí 0. Nechť r ą 0 je dáno. Pak je množina

A˛ X rBX˚ “ tx
˚ P rBX˚ : |x˚pxnq| ă 1 pro ta n P N splňující }xn} ě

1

r
u

w˚-otevřená v rBX˚.
Krok 2. Ukážeme, že je-li U bw˚-okolí 0 a A Ă X splňuje A˝ X nBX˚ Ă U , pak existuje B Ă 1

nBX komnečná
taková, že pAYBq˝ X pn` 1qBX˚ Ă U .

Mějme tedy takové U a A dány. Kdyby požadované B neexistovalo, pro každou B Ă 1
nBX konečnou platí

FB “ pAYBq
˝ X pn` 1qBX˚ X pX

˚zUq ‰ H.

Systém

tFB : B Ă
1

n
BX konečnáu

pak sestává z w˚-uzavřených podmnožin pn ` 1qBX˚ a má konečnou průnikovou vlastnost. Díky kompaktnosti
pn` 1qBX˚ tak existuje

x˚ P
č

tFB : B Ă
1

n
BX konečnáu.

Pro každé x P 1
nBX pak platí |x˚pxq| ď 1, tj. }x˚} ď 1. Tedy }x˚} ď n. Dostáváme tak

x˚ P nBX˚ X pX
˚zUq XA˝,

což je spor.
Krok 3. Nechť U je bw˚-okolí 0. Nalezneme vhodnou množinu A sestávající z členů posloupnosti konvergující k

0 takovou, že A˛ Ă U . Konstrukce bude probíhat indukcí tak, že pro n ě 2 platí An Ă 1
n´1BX a pro n P N platí

pA1 Y ¨ ¨ ¨ YAnq
˝ X nBX˚ Ă U .

V prvním kroce indukce vuyžijeme w˚-otevřenosti množiny U X BX˚ k naleznení konečné množiny A1 Ă X
takové, že A˝1 XBX˚ Ă U .

Předpokládejme nyní, že máme nalezeny množiny A1, . . . An pro nějaké n P N, které splňují pA1 Y ¨ ¨ ¨ YAnq
˝ X

nBX˚ Ă U a Ai Ă 1
i´1BX , i “ 2, . . . , n. Dle třetího kroku pak existuje An`1 Ă

1
nBX takové, že

pA1 Y ¨ ¨ ¨ YAn YAn`1q
˝ X pn` 1qBX˚ Ă U.

Tím je konstrukce ukončena.
Položme A “

Ť8

n“1An. Pak A sestává z členů posloupnosti konvergující k 0 a navíc platí A˝ Ă U . Vskutku,
nechť x˚ P A˝ je libovolné. Nalezneme n P N splňující x˚ P nBX˚ . Pak

x˚ P A˝ X nBX˚ Ă pA1 Y ¨ ¨ ¨ YAnq
˝ X nBX˚ Ă U.

Tím je důkaz dokončen.
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Důsledek 5.2.13. Nechť X je normovaný lineární prostor. Pak pX˚, bw˚q je lokálně konvexní prostor, který je
generován pseudonormami pA : x˚ ÞÑ supnPN |x

˚pxnq|, kde A “ txn : n P Nu pro nějakou posloupnost txnu prvků X
konvergující k 0.

Lemma 5.2.14. Nechť X je vektorový prostor, p pseudonorma na X a f funkcionál na X. Nechť f je omezený
na množině tx P X : ppxq ď 1u a nechť txnu je posloupnost v X splňující ppxnq Ñ 0. Pak fpxnq Ñ 0.

Důkaz. Předpokládejme, že tvrzení neplatí. NechťM je konstanta, kterou je f omezeno na množině tx P X : ppxq ď
1u. Pak můžeme předpokládat, že existuje δ ą 0 takové, že pro každé n P N platí |fpxnq| ě δ a ppxqnq ă 2´n. Nechť
αn P T jsou vybrány tak, že fpαnxnq “ |fpxnq|. Pak pro každé k P N platí

p

˜

k
ÿ

n“1

αnxn

¸

ď 1,

a tedy

M ě

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f

˜

k
ÿ

n“1

αnxn

¸
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

k
ÿ

n“1

|fpxnq| ě kδ.

Tento odhad však zjevně nemůže platit pro všechna k P N.

Věta 5.2.15. Nechť X je Banachův prostor. Pak pX˚, w˚q˚ “ pX˚, bw˚q˚.

Důkaz. Stačí dokázat, že každý bw˚-spojitý funkcionál f na X˚ je w˚-spojitý. Nechť tedy f P pX˚, bw˚q˚ je dán.
Pak existuje posloupnost txnu v X konvergující k 0 taková, že |f | ď 1 na A˝, kde A “ txn : n P Nu. Definujeme
spojitý operátor T : X˚ Ñ c0 jako

Tx˚ “ tx˚pxnqu
8
n“1, x˚ P X˚.

Ukážeme, že pokud Tx˚ “ 0, pak také platí fpx˚q “ 0. Vskutku, pokud x˚pxnq “ 0 pro každé n P N, pak
spantx˚u Ă Ker pA, z čehož již rovnost fpxq “ 0 plyne. Existuje tak funcionál ϕ : Rng T Ñ F takový, že f “ ϕ ˝T .
Ten je navíc spojitý na Rng T . (Vskutku, pokud Tx˚k Ñ 0, pak limkÑ8 supnPN |x

˚
kpxnq| “ 0, tj. pApx˚kq Ñ 0. Dle

Lemmatu 5.2.14 tak fpx˚nq Ñ 0, což implikuje spojitost ϕ.
Rozšíříme ϕ na prvek c˚0 “ `1 (budeme ho značit též ϕ). Existuje tak α P `1 takové, že

ϕptznuq “
8
ÿ

n“1

znαn, tznu P c0.

Položme x “
ř8

n“1 αnxn (to je dobře definovaný prvek díky úplnosti X). Pro x˚ P X˚ pak platí

fpx˚q “ ϕpTx˚q “
8
ÿ

n“1

αnx
˚pxnq “ x˚pxq,

tj. f “ εx je w˚-spojitý.

Věta 5.2.16. Nechť X je Banachův prostor a A Ă X˚ je konvexní. Pak A je w˚-uzavřená právě tehdy, když pro
každé r ą 0 je AX rBX˚ w˚-uzavřená v rBX˚ .

Důkaz. Tvrzení plyne z faktu, že dvě lokálně konvexní topologie, které mají stejný duál, mají i stejné uzavřené
konvexní množiny.

Věta 5.2.17. Nechť X,Y jsou Banachovy prostory a S P LpY ˚, X˚q. Pak následující tvrzení jsou ekvivalentní.

(i) Existuje T P LpX,Y q takový, že S “ T 1.

(ii) Operátor S je w˚-w˚ spojitý.

(iii) Platí S1pεpXqq Ă εpY q.

Důkaz. (i) ùñ (ii) Pokud S “ T 1 a y˚i
w˚
Ñ 0 v prostoru Y ˚, pak pro x P X platí

Sy˚i pxq “ T 1y˚i pxq “ y˚i pTxq Ñ 0.

Tedy Sy˚i
w˚

to 0.

(ii) ùñ (iii) Nechť x P X je dáno. Pak je zobrazení S1εx : Y ˚ Ñ F w˚-spojité. Vskutku, pokud y˚i
w˚
Ñ 0 v

prostoru Y ˚, pak
pS1εxqpy

˚
i q “ pSy

˚
i qpxq Ñ 0

díky předpokladu. Jelikož pY ˚, w˚q˚ “ Y , je S1εx P εY .
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(iii) ùñ (i) Položme
Tx “ ε´1pS1pεxqq, x P X.

Pak T P LpX,Y q a pro x P X a y˚ P Y ˚ platí

pT 1y˚qpxq “ y˚pTxq “ y˚pε´1pS1pεxqqq “ pS
1pεxqqpy

˚q “ εxpSy
˚q “ pSy˚qpxq.

Tedy T 1y˚ “ S a důkaz je hotov.

Lemma 5.2.18. Nechť X jenormovaný lineární prostorf : BX Ñ F splňuje:

• f je konvexní,

• fp0q “ 0,

• je-li X nad C, platí fpix˚q “ ifpx˚q, x˚ P BX˚ .

Pak existuje g P X# takové, že f “ g na X.

Důkaz. Krok 1. Nechť nejprve X je reálný prostor. Definujeme funkci g : X Ñ R jako

gpxq “

#

}x} f
´

x
}x}

¯

, x ‰ 0,

0, x “ 0.

Jelikož pro x P BX nenulové platí

fpxq “ f

ˆ

p1´ }x}q0` }x}
x

}x}

˙

“ }x} f

ˆ

x

}x}

˙

“ gpxq,

máme f “ g na BX .
Pro x P Xzt0u a λ ą 0 platí

gpλxq “ λ }x} f

ˆ

λx

}λx}

˙

“ λgpxq.

Pro λ “ ´1 uvažujeme y “ x
}x} . Protože

0 “ fp0q “ f
´y

2
´
y

2

¯

“
1

2
fpyq `

1

2
fp´yq,

máme
gp´xq “ f

ˆ

´x

}x}

˙

“ ´f

ˆ

x

}x}

˙

“ ´gpxq.

Funkce g tak splňuje gpλxq “ λgpxq kdykoliv x P X a λ P R.
Ukážeme nyní aditivitu g. Nechť x, y P X jsou dány. Zjevně lze předpokládat, že x, y, x ` y ‰ 0. Pokud

}x` y} “ 1, platí

gpx` yq “ fpx` yq “ }x} f

ˆ

x

}x}

˙

` }y} f

ˆ

y

}y}

˙

“ gpxq ` gpyq.

Pokud }x` y} ‰ 1, pak z právě dokázané rovnosti plyne

gpx` yq “ g

ˆ

}x` y}
x` y

}x` y}

˙

“ }x` y} g

ˆ

x

}x` y}
`

y

}x` y}

˙

“ }x` y}

ˆ

g

ˆ

x

}x` y}

˙

` gp

ˆ

y

}x` y}

˙˙

“ gpxq ` gpyq.

Krok 2. Nechť je nyní X nad C. Pišme f “ u ` iv, kde u “ Re f a v “ Im f . Pak u, v jsou konvexní reálné
funkce splňující up0q “ vp0q “ 0. Rozšíříme je pomocí prvního kroku na reálně lineární funkce u1 a v1 definované na
X. pak g “ u1 ` iv1 splývá s f na BX a je navíc lineární. K tomu stačí ověřit rovnost gpixq “ igpxq, x P X. Jelikož
ale fpixq “ ifpxq, x P BX , platí vpxq “ ´upixq, x P BX . Tedy i v1pxq “ ´u1pixq pro x P X. Z toho již máme

gpixq “ u1pixq ` iv1pixq “ iu1pxq ´ v1pxq “ igpxq.

Tvrzení 5.2.19. Nechť X je Banachův prostor a f : BX˚ Ñ F splňuje:

• f je konvexní,

• fp0q “ 0,

• je-li X nad C, platí fpix˚q “ ifpx˚q, x˚ P BX˚m
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• f je w˚-spojitá.
Pak existuje x P X takové, že f “ εx.

Důkaz. Dle předpokladu existuje díky Lemmatu 5.2.18 ϕ : pX˚q# rozšiřující f . Ukážeme, že ϕ je bw˚-spojité. K
tomu stačí ověřit dle Věty ??, že Kerϕ je bw˚-uzavřené, tj. že KerϕX rBX˚ je w˚-uzavřená množina v rBX˚ pro
každé r ą 0. To je však již zřejmé ze spojitosti ϕ na každé kouli. Vskutku, uvažujeme-li net txiu˚ v nějaké kouli

rBX˚ konvergující k x˚, pak 1
rx
˚
i
w˚
Ñ 1

rxi. Tedy

ϕpx˚i q “ rϕ

ˆ

x˚i
r

˙

“ rf

ˆ

x˚i
r

˙

Ñ rf

ˆ

x˚

r

˙

“ gpx˚q

Proto je g P pX˚, bw˚q˚ “ pX˚, w˚q˚ “ X. Tím je důkaz dokončen.

5.2.4 Slabá kompaktnost
Definice 5.2.20. Nechť X je úplně regulární topologický prostor a A Ă X.
• Pak A je kompaktní, pokud každé otevřené pokrytí má konečné podpokrytí. To je ekvivalentní s tím, že každý

net v A má podnet konvergující v A.
• Množina A je spočetně kompaktní, pokud každé otevřené spočetné pokrytí má konečné podpodpokrytí. To je

ekvivalentní s tím, že každá posloupnost v A má podnet konvergující v A (tj. má v A hromadný bod).
• Množina A je sekvenciálně kompaktní, pokud každá posloupnost v A má podposloupnost konvergující v A.
• Dále je A je relativně kompaktní, pokud každý net v A má podnet konvergující v X.
• Množina A je relativně spočetně kompaktní, pokud každá posloupnost v A má podnet konvergující v X (tj.

má v X hromadný bod).
• Množina A je relativně sekvenciálně kompaktní, pokud každá posloupnost v Amá podposloupnost konvergující

v X.

Tvrzení 5.2.21. Nechť K je kompaktní prostor a A Ă pCpKq, τpq je relativně spočetně kompaktní. Pak A je
relativně kompaktní.

Důkaz. Krok 1. Nejprve ukážeme, že pro každé x P K je množina čísel tfpxq : f P Au omezená v F. Kdyby tomu
tak nebylo, existuje x P K rostoucí posloupnost indexů tnku taková, že |fnkpxq| Ñ 8. Posloupnost tfnku však pak
nemůže mít hromadný bod v CpKq.

Krok 2. Pro každé x P K vezměme γx ą 0 takové, že |fpxq| ď γx, f P A. Pak A Ă
ś

xPK Bp0, γxq, přičemž
ś

xPK Bp0, γxq je kompaktní množina v pFK , τpq. Tedy τp-uzávěr A v FK je kompaktní podmnožina
ś

xPK Bp0, γxq.
K důkazu relativní kompaktnosti A v CpKq tak stačí ověřit, že τp-uzávěr A v FK leží v CpKq.

Nechť tedy f P A
τp je dáno. Pro spor předpokládejme, že f není spojitá v bodě x P K. Nechť τpxq značí systém

otevřených okolí x. Existuje η ą 0 takové, že pro každé U P τpxq existuje y P U splňující |fpyq ´ fpxq| ě η.
Zvolíme posloupnost η ą ε1 ą ε2 ą ¨ ¨ ¨ ą 0, přičemž εn Ñ 0, a zkonstruujeme množiny Un P τpxq, body xn a

funkce fn P A tak, že pro každé n P N platí následující výroky
(1) Platí Un Ą Un`1, Un P τpxq a xn P Un.
(2) Platí |fpxq ´ fpxnq| ě η.
(3) Pro k P t1, . . . , nu a z P tx, x1, . . . , xnu platí |fkpzq ´ fpzq| ă εk.
(4) Platí diam fkpUn`1q ă εn`1, k P t1, . . . , nu.

V prvním kroku konstrukce vezmeme libovolné okolí U1 P τpxq a zvolíme x1 P Ux1 . Zvolíme f1 P A aproximující
f v bodech množiny tx, x1u s přesností ε1. Nechť U2 P τpxq je takové, že diam f1pU2q ă ε2.

Předpokládejme nyní, že máme nalezeny objekty x1, . . . , xn, f1, . . . , fn a U1, . . . , Un`1. Pak zvolíme xn`1 P Un`1

tak, aby platila (2). Aproximujeme f pomocí fn`1 P A v bodech množiny tx, x1, . . . , xn`1u tak, že platí (3). Nakonec
zvolíme Un`1 dle (1) a (4). Konstrukce je tak dokončena.

Nechť g P CpKq je hromadný bod tfnu a nechť y je hromadný bod txnu. Nechť F “
Ş8

n“1 Un “
Ş8

n“1 Un. Pak
x, y P F . Vskutku, x P F zjevně. Jelikož pro pevné k P N je xn P Uk, n ě k, je y P Uk. Tedy i y P F . Z vlastnosti
(4) vidíme, že fn, a tedy i g jsou vše konstantní funkce na F .

Nyní odvodíme spor. Pro k P N pevné máme z (3) limnÑ8 fnpxkq “ fpxkq. Jelikož je g hromadný bod tfnu,
platí fpxkq “ gpxkq. Dle (3) dále platí fnpxq Ñ fpxq, a tedy fpxq “ gpxq.

Jelikož je g spojitá a y je hromadný bod txnu, je gpyq hromadná hodnota tgpxnqu. Existuje tak rostoucí
posloupnost indexů tnju taková, že gpxnj q Ñ gpyq. Z toho však dostáváme

lim
jÑ8

fpxnj q “ lim
jÑ8

gpxnj q “ gpyq “ gpxq “ fpxq,

tedy spor s vlastností (2).
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Tvrzení 5.2.22. Nechť K je kompaktní prostor, A Ă pCpKq, τpq je relativně spočetně kompaktní a f P CpKq je v
τp-uzávěru A. Pak existuje posloupnost tfnu v A taková, že fn Ñ f .

Důkaz. Zvolíme posloupnost kladných čísel tεnu takovou, že εn Œ 0. Induktivně nalezneme otevřená konečná
pokrytí Un prostoru K, konečné množiny Dn Ă K a funkce fn P A takové, že pro každé n P N platí následující
výroky.

(1) Platí diamφpUq ă εn pro každé U P Un a φ P tf1, . . . , fn´1, fu.

(2) Pokud U1 P U1, . . . , Un P Un splňují U1 X ¨ ¨ ¨ X Un ‰ H, pak Dn X
Şn
i“1 Ui ‰ H.

(3) Pro každé x P D1 Y ¨ ¨ ¨ YDn platí |fnpxq ´ fpxq| ă εn.

V prvním kroku vezmeme U1 dle požadavku (1) a nalezneme D1 dle (2). Nakonec zvolíme f1 P A splňující (3)
Předpokládejme, že již máme objekty U1, . . . ,Un, D1, . . . , Dn a f1 . . . , fn zkosntruovány. Pak zvolíme Un`1 dle

(1), Dn`1 dle (2) a fn`1 P A dle požadavku (3). Tím je konstrukce ukončena.
Položíme D “

Ť8

n“1Dn. Chceme ukázat, že fn Ñ f . Předpokládejme pro spor opak, tj. existenci x P K, η ą 0
a rostoucí posloupnosti indexů tnku takové, že |fnkpxq ´ fpxq| ě η, k P N. Nechť g je hromadný bod tfnku. Pak
také |fpxq ´ gpxq| ě η.

Zvolíme Unk P Unk obsahující x a položíme Vk “ Un1X¨ ¨ ¨XUnk , k P N. Pak dle (2) existuje xk P VkXD. Položíme-
li F “

Ş8

k“1 Vk, obdržíme množinu, na které jsou funkce fn, f i g díky bodu (1) konstatní. Nechť y je hromadný
bod txku. Pak y P F , a tedy gpyq “ gpxq a fpyq “ fpxq. Zvolme U bodu y takové, že diam fpUq ` diam gpUq ă η

3 .
Nechť j P N splňuje xj P U . Jelikož fnkpxjq Ñ fpxjq, máme gpxjq “ gpxq. Z toho ale již máme díky

η ď |fpxq ´ gpxq| ď |fpxq ´ fpxjq| ` |fpxjq ´ gpxjq| ` |gpxjq ´ gpxq| ď
2

3
η

spor.
Proto fn Ñ f a důkaz je dokončen.

Definice 5.2.23. Nechť K je úplně regulární topologický prostor. Řekneme, že K je andělský, pokud jeho každá
relativně spočetně kompaktní podmnožina A Ă K je relativně kompaktní a pro každé x P A existuje txnu v A
splňující xn Ñ x.

Věta 5.2.24. Nechť K je kompaktní topologický prostor. Pak pCpKq, τpq je andělský.

Důkaz. Důkaz plyne z Tvrzení 5.2.21 a 5.2.22.

Věta 5.2.25. Nechť K je kompaktní prostor a A Ă pCpKq, τpq. Pak následující tvrzení jsou ekvivalentní.

(i) Množina A je relativně spočetně kompaktní.

(ii) Množina A je relativně kompaktní.

(iii) Množina A je relativně sekvenciálně kompaktní.

Pododobně jsou ekvivalentní následující tvrzení.

(i’) Množina A je spočetně kompaktní.

(ii’) Množina A je kompaktní.

(iii’) Množina A je sekvenciálně kompaktní.

Důkaz. Implikace (iii) ùñ (i) platí vždy a (i) ùñ (ii) plyne z Tvrzení 5.2.21.
(ii) ùñ (iii) Nechť tfnu je posloupnost v A. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že tfnu je prostá

posloupnost (tj., že každé fn se v ní vyskytuje právě jednou). Množina B “ tfn : n P Nu je relativně spočetně
kompaktní, a tedy existuje její hromadný bod f P CpKq. Dále díky Tvrzení 5.2.22 existuje posloupnost tgku v
množině tfn : n P Nu taková, že gk Ñ f . Pokud lze vybrat z tgku prostou posloupnost, lze vybrat i podposloupnost z
tfnu konvergující k f . Pokud je tgku od jistého indexu konstantní, lze z tfnu též vybrat podposloupnost konvergující
k f . Buď jak buď, A je relativně sekvenciálně kompaktní.

V druhé části důkazu vidíme, že implikace (iii’) ùñ (i’) je zjevná.
(i’) ùñ (ii’) Nechť A je spočetně kompaktní. Pak A je relativně kompaktní, tj. A je kompaktní. Stačí nyní

ukázat, že A “ A. Nechť f P A. Dle Tvrzení 5.2.22 existuje posloupnost tfnu v A splňující fn Ñ f . Nechť g P A je
hromadný bod tfnu. Pak f “ g P A a důkaz je hotov.

(ii’) ùñ (iii’) Nechť A je kompaktní a tfnu je posloupnost v A. Pak A je relativně sekvenciálně kompaktní,
a tedy existuje rostoucí posloupnost indexů tnku a f P CpKq taková, že fnk Ñ f . Pak f P A “ A, a tedy A je
sekvenciálně kompaktní.

Věta 5.2.26 (Eberlein–Šmuljan). Nechť X je Banachův prostor a A Ă X je množina. Pak následující tvrzení jsou
ekvivalentní.

(i) Množina A je relativně slabě spočetně kompaktní.
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(ii) Množina A je relativně slabě kompaktní.

(iii) Množina A je relativně slabě sekvenciálně kompaktní.

Pododobně jsou ekvivalentní následující tvrzení.

(i’) Množina A je slabě spočetně kompaktní.

(ii’) Množina A je slabě kompaktní.

(iii’) Množina A je slabě sekvenciálně kompaktní.

Důkaz. Implikace (iii) ùñ (i) a (iii’) ùñ (i’) platí vždy.
(i) ùñ (ii) Nechť A je relativně slabě spočetně kompaktní. Pak je εpAq|BX˚ Ă pCpBX˚q, τpq relativně τp-

spočetně kompaktní. tedy je relativně τp-kompaktní. Nechť txiu je net v A. Pak existuje f P CpBX˚q a podnet
tyju netu txiu takový, že εpyjq Ñ f v τp-topologii. Pak f splňuje předpoklady Tvrzení 5.2.19, a tedy f “ εpxq pro
nějaké x P X. Tedy yj Ñ x slabě a A je relativně kompaktní.

(ii) ùñ (iii) Je-li A relativně slabě kompaktní, je εpAq relativně τp-kompaktní v CpBX˚q. Nechť txnu je po-
sloupnost v A. Dle Věty 5.2.25 tak existuje f P CpBX˚q a rostouc9 posloupnost indexů tnku takové, že εpxnkq

τp
Ñ f .

Jako výše odvodíme, že existuje x P X splňující f “ εpxq. Tedy xnk Ñ x slabě a A je relativně slabě sekvenciálně
kompaktní.

Implikace (i’) ùñ (ii’) se dokáže stejně jako (i) ùñ (ii), pouze nalezená funkce f bude ležet v A.
(ii’) ùñ (iii’) Je-li A slabě kompaktní a txnu v A je dána, je εpAq τp kompaktní v CpBX˚q. Množina εpAq je

tak τp-sekvenciálně kompaktní, a tedy má tεpxnqu τp-konvergentní podposloupnost s limitou v εpAq. Tedy je tato
podposloupnost slabě konvergentní.

Věta 5.2.27 (Grothendieck). Nechť K je kompaktní topologický prostor a A Ă CpKq je normově omezená. Pak
platí následující tvrzení.

(a) Je-li A relativně τp-kompaktní, je A relativně slabě kompaktní.

(b) Je-li A τp-kompaktní, je A slabě kompaktní.

Důkaz. (a) Nechť tfnu v A je dána. Dle Věty 5.2.25 existuje podposloupnost tfnku a f P CpKq taková, že fnk Ñ f
bodově. Pro libovolnou míru µ P pCpKqq˚ pak z Lebesgueovy věty platí

ş

K
fnk dµÑ

ş

K
f dµ, a tedy fnk Ñ f slabě.

Množina A je tak relativně slabě sekvenciálně kompaktní, a tedy i relativně slabě kompaktní.
Tvrzení (b) se dokáže analogicky.

Definice 5.2.28. Nechť X,Y jsou Banachovy prostory a T : X Ñ Y je lineární. Pak T je slabě kompaktní, pokud
T pBXq je slabě kompaktní.

Tvrzení 5.2.29. Nechť X,Y jsou Banachovy prostory a T : X Ñ Y je lineární. Pak platí následující tvrzení.

(a) Je-li T slabě kompaktní, je omezený.

(b) Operátor T je slabě kompaktní právě tehdy, když T pAq
w
je slabě kompaktní pro každou A Ă X omezenou.

(c) Je-li T kompaktní, je i slabě kompaktní.

(d) Je-li T omezený a X nebo Y je reflexivní, je T slabě kompaktní.

Důkaz. Tvrzení (a) plyne z faktu, že každá slabě omezená množina je normově omezená. Zbývající jsou pak zřejmá.

Věta 5.2.30 (Gantmacher). Nechť X,Y jsou Banachovy prostory a T P LpX,Y q. Pak následující tvrzení jsou
ekvivalentní.

(i) Operátor T je slabě kompaktní.

(ii) Operátor T 1 je slabě kompaktní.

(iii) Platí T 2pX˚˚q Ă εpY q.

Důkaz. (i) ùñ (ii) Bez újmy na obecnosti předpokládejme že }T } ď 1. Ukážeme, že z dané posloupnosti ty˚nu v
BY ˚ lze vybrat podposloupnost ty˚nku takovou, že konverguje slabě k nějakému prvku y˚ P BY ˚ .

Z předpokladu víme, že K “ T pBXq
w
je slabý kompakt v Y . Jelikož je zobrazení

r : pBY ˚ , w
˚q Ñ pCpKq, τpq,

y˚ ÞÑ y˚|K

spojité, je rpBY ˚q kompakt v pCpKq, τpq. Proto existuje y P BY ˚ a podposloupnost ty˚nku v BY ˚ taková, že
y˚nk |K Ñ y|K bodově. Pak ale y˚nk |K Ñ y˚|K v CpKq slabě (viz Věta 5.2.27).
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Ukážeme, že T 1y˚nk Ñ T 1y˚ slabě v X˚. Nechť ψ P X˚˚ je dáno. Definujeme ϕ : Y ˚|K Ñ F jako

ϕpy˚|Kq Ñ ψpT 1y˚q, y˚ P Y ˚.

Pak ϕ je dodře definovaný funkcionál na Y ˚|K . Vskutku, pokud y˚1 |K “ y˚2 |K , pak

pT 1y˚1 qpxq “ y˚1 pTxq “ y˚2 pTxq “ pT
1y˚2 qpxq, x P BX .

Dále je ϕ omezený na CpKq, neboť pro y˚ P Y ˚ platí

|ϕpy˚|Kq| “
ˇ

ˇψpT 1y˚q
ˇ

ˇ ď }ψ}
›

›T 1y˚
›

› “ }ψ} sup
xPBX

ˇ

ˇT 1y˚
ˇ

ˇ “ }ψ} sup
xPBX

|y˚pTxq|

“ }ψ} sup
yPK

|y˚pyq| “ }ψ} }y˚|K}CpKq .

Rozšíříme ϕ na ϕ1 : CpKq Ñ F dle Hahnovy–Banachovy věty. Pak

ψpT 1y˚nkq “ ϕpy˚nk |Kq “ ϕ1py˚nk |Kq Ñ ϕ1py˚|Kq “ ϕpy˚|Kq “ ψpT 1y˚q.

Tedy T 1y˚nk Ñ T 1y˚ slabě a T 1 je slabě kompaktní.
(ii) ùñ (iii) Je-li T 1 slabě kompaktní, je T 2 díky právě dokázané implikaci také slabě kompaktní. Nechť nyní

x˚˚ P BX˚˚ je dáno. Chceme ukázat, že T 2x P εpY q. Dle Goldstinovy věty ?? existuje net txiu v BX takový, že

εpxiq
w˚
Ñ x˚˚. Nechť tyju je podnet txiu takový, že tT 2εpyjqu slabě konverguje k nějakému y˚˚ P Y ˚˚. Protože

T 2εpyjq “ εpTyjq P εpY q

a εpY q je slabě uzavřený v Y ˚˚, máme y˚˚ P εpY q.

Avšak εpyjq
w˚
Ñ x˚˚ a T 2 je w˚-w˚ spojitý, tedy

T 2x˚˚ “ limT 2εpyjq “ y˚˚,

tj. T 2x˚˚ P εpY q.
(iii) ùñ (i) Nechť txiu je net v BX . Hledáme jeho slabě konvergentní podnet. Bez újmy na obecnosti lze

předpokládat, že εpxiq
w˚
Ñ x˚˚ pro nějaké x˚˚ P BX˚ . Dle předpokladu existuje y P Y takové, že T 2x˚˚ “ εpyq. Pak

εpyq “ T 2x˚˚ “ w˚ ´ lim
i
T 2εpxiq “ w˚ ´ lim

i
εpTxiq.

Tedy Txi Ñ y slabě.

Věta 5.2.31 (Krein). Nechť X je Banachův a K Ă X je slabě kompaktní. Pak jsou množiny bcoK a coK slabě
kompaktní

Důkaz. Nejprve ukážeme případ bcoK. Uvažujeme operátory r : X˚ Ñ CpKq a i : spanK Ñ MpKq definované
jako

rpx˚q “ x˚|K , x˚ P X˚ a ip
n
ÿ

i“1

ciki “
n
ÿ

i“1

ciδki ,
n
ÿ

i“1

ciki P spanK

(zde δk značí Dirakovu míru v bodě k P K). Jelikož

bcoK “

#

n
ÿ

i“1

ciki :
n
ÿ

i“1

|ci| ď 1, k1, . . . , kn P K,n P N

+

platí ipbcoKq Ă BMpKq.
Všimněme si, že r je slabě kompaktní. Vskutku, K je normově omezená množina v X, a tedy je díky w˚-τp

spojitosti restrikce r množina rpBX˚q τp-kompaktní a normově omezená v CpKq. Díky Větě 5.2.27 je tak rpBX˚q
slabě kompaktní. Proto je r, a potažmo i duální operátor r1 : MpKq Ñ X˚˚ slabě kompaktní.

K dokončení důkazu stačí ukázat, že bcoK je relativně slabě sekvenciálně kompaktní (viz Věta 5.2.26). Nechť
txnu je daná posloupnost v bcoK. Pak lze najít její podposloupnost txnku takovou, že r1pipxnkqq slabě konverguje
k nějakému prvku v X˚˚. Vzhledem k tomu, že ε “ r1 ˝ i na spanK, leží x˚˚ ve slabém uzávěru εpXq, což je opět
εpXq. Tedy x˚˚ “ εpxq pro nějaké vhodné x P X. Množina bcoK je tak relativně slabě kompaktní, a tedy je její
uzávěr slabě kompaktní (viz Věta 5.2.26).
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Kapitola 6

Funkcionální analýza II. - příklady

6.1 Algebry

6.1.1 Příklady a operace
Příklad 6.1.1. Ukažte, že každá konečně rozměrná algebra je izomorfní s nějakou algebrou matic.

Příklad 6.1.2. Ukažte, že každá dvourozměrná algebra je izomorfní buď s
"ˆ

a 0
0 b

˙

: a, b P C
*

nebo s
"ˆ

a b
0 a

˙

: a, b P C
*

.

Příklad 6.1.3. Nechť U “ tλ P C : 1 ď |λ| ď 2u, A je generována funkcemi 1, id na U a B funkcemi 1, id, 1
id .

Najděte ∆pAq, ∆pBq, σApidq a σBpidq.

Příklad 6.1.4. Nechť A “ tf P CpDq : f holomorfní na Du. Najděte ∆A.

Příklad 6.1.5. Ukažte, že `1pZq není C˚–algebra.

Příklad 6.1.6. Nechť A “ C1pr0, 1sq s bodovým násobením a normou }f} “ }f}8 ` }f 1}8.
1. Ukažte, že ∆pAq “ tεx : x P r0, 1su.
2. Ukažte, že I “ tf P A : fp0q “ f 1p0q “ 0u je ideál v A.
3. Ukažte, že A je polojednoduchá a A{I není polojednoduchá.

Příklad 6.1.7. Ukažte, že c0 je maximální ideál v c, ale není to maximální ideál v `8.

Příklad 6.1.8. Pro α P p0, 1s je prostor Lipα všch α-hölderovských funkcí na r0, 1s s normou

}f} “ }f}8 ` sup
0ďsătď1

|fpsq ´ fptq|

|s´ t|α

Banachova algebra.

Příklad 6.1.9. Volterrova algebra L1r0, 1s s násobením

pf ˚ gqptq “

ż t

0

fpt´ sqgpsq, t P r0, 1s.

Příklad 6.1.10. Je-li x idempotent, najděte jeho spektrum a spočtěte rezolventní funkci.

Příklad 6.1.11. Nechť p P r1,8q. Pak A “ tf P L1pRq : pf P LppRqu s normou

}f} “ }f}1 ` } pf}p

je Banachova algebra.

Příklad 6.1.12. Nechť x, y jsou idempotentní prvky v Banachově algebře. Pak x “ y nebo }xy ´ yx} ě 1.

Příklad 6.1.13. Nechť 1 ď p ă 8. Ukažte, že `ppΓq s bodovým násobením je Banachova algebra, která nemá
omezenou aproximativní jednotku, ale má neomezenou aproximativní jednotku.

Příklad 6.1.14. Nechť A je algebra s jednotkou a involucí, u P GpAq splňuje u˚ “ u. Pak x ÞÑ u´1x˚u je involuce.

Příklad 6.1.15. Nechť A “ Lp`2pNqq a T pxnq “ p0, x1, x2, . . . q. Ukažte, že σpTT˚q ‰ σpT˚T q.

Příklad 6.1.16. Nechť X je lokálně kompaktní a A “ C0pXq. Ukažte, že σpfq “ Rngpfq pro každou f P A právě
tehdy, když X není σ-kompaktní.
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6.1.2 Ideály a Gelfandova transformace
Příklad 6.1.17. Nechť P je konečně-dimenzionální projekce na Hilbertově prostoru H. Pak KpHqP je uzavřený
levý modulární ideál v KpHq.

Příklad 6.1.18. Najděte minimální uzavřené levé ideály v KpHq a maximální modulární levé ideály v KpHq.

Příklad 6.1.19. NechťX je lokálně kompaktní a E Ă X kompakt. Pak C0pXq{IpEq “ CpEq ve smyslu Banachových
algeber.

Příklad 6.1.20. Nechť A “ CpXq, kde X je kompaktní a f P A. Pak σApfq “ Rngpfq.

Příklad 6.1.21. Nechť A “ C0pXq, kde X je lokálně kompaktní a f P A. Pak σApfq “ Rngpfq Y t0u.

Příklad 6.1.22. Nechť A “ `1pZq s násobením pomocí konvoluce, B “ tpxnq P A : xn “ 0 pro n ă 0u. Ukažte, že
σApe

1q ‰ σBpe
1q.

Příklad 6.1.23. Nechť A “ Lp`2pZqq a B “ tpT P A : M je T invariantníu, kde M “ tpxnq P `
2pZq : xn “

0 pro n ď 0u. Nechť T pxnq “ pxn´1q. Najděte σApT q a σBpT q.

Příklad 6.1.24. Nechť A “ C0pXq a pro E Ă X, IpAq “ tf P A : f “ 0 na Eu. Ukžte, že

• IpEq je uzavřený ideál,

• E ÞÑ IpEq je bijekce mezi neprázdnými uzavřenými množinami v X a vlastními uzavřenými ideály v A,

• IpEq je modulární právě tehdy, když E je kompaktní,

• IpEq je maximaální modulární právě tehdy, když E je singleton.

Příklad 6.1.25. Uzavřený podprostor I Ă L1pGq je ideál právě tehdy, když I je translačně invariantní.

Příklad 6.1.26. Nechť G je Z, Rn nebo T. Ukažte, že L1pGq je Banachova algebra s involucí fpxq ÞÑ fp´xq, ale
není to C˚-algebra.

Příklad 6.1.27. ∆pAq je lineárně nezávislá množina.

Příklad 6.1.28. Najděte ∆pAq, je-li A “ LpC2q.

Příklad 6.1.29. Najděte ∆pAq, je-li A “ LpHq a H je Hilbertův.

Příklad 6.1.30. Ukažte, že C8pr0, 1sq s bodovým násobením je algebra, na které nelze zavést strukturu Banachovy
algebry.

Příklad 6.1.31. Najděte ∆pAq pro L1pGq.

Příklad 6.1.32. Nechť 1 ď p ă 8 a A “ `ppNq. Najděte maximální modulární ideály v A a ukažte, že existuje
maximální ideál, který není modulární.

Příklad 6.1.33. Nechť A je komutativní bez jednotky a M Ă A je maximální ideál. Pak M je modulární právě
tehdy, když M je kodimenze 1 a neobsahuje A2.

Příklad 6.1.34. Nechť A je algebra celých funkcí na C s normou }f} “ supt|fpzq| : z P Tu. Pak A je neúplná
normovaná algebra s jednotkou obsahující maximální ideály nekonečné kodimenze.

Příklad 6.1.35. Nechť A je komutativní a Γ je Gelfandova reprezentace. Pak Γ je izomorfizmus právě tehdy, když
existuje c ą 0, že }x2} ě c}x}2, x P A.

Příklad 6.1.36. Nechť A,B jsou komutativní a A ‘ B je jejich `8-suma. Identifikujte ∆pA ‘ Bq s disjunktním
sjednocením ∆pAq a ∆pBq.

Příklad 6.1.37. Nechť A je komutativní s jednotkou a I1, I2 jsou uzavřené netriviální ideály splňující A “ I1‘ I2.
Pak ∆pAq není souvislá.

Příklad 6.1.38. Ukažte, že zobrazení π : L1pGq Ñ LpL2pGqq je prostý ˚-homomorfizmus splňující }π} ď 1, kde
πpfq “ πf : g Ñ f ˚ g, f P L1pGq, g P L2pGq.

Příklad 6.1.39. Ukažte, že L1pGq je polojednoduchá.

Příklad 6.1.40. Najděte ∆p`ppNqq a ∆pLipαpr0, 1sqq.

Příklad 6.1.41. Nechť A “ ACpTq. Ukažte, že ∆pAq “ T a že funkce f P A různá od 0 všude na T splňuje
1{f P A.
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Příklad 6.1.42. Nechť A “ CbpXq pro úplně regulární prostor X. Pak ∆pAq “ βX a Gelfandova transformace je
rozšíření f P CbpXq na pf P CpβXq.

Příklad 6.1.43. Je-li G kompaktní a α, β P pG různé, pak
ş

G
αpxqβpxq “ 0.

Příklad 6.1.44. Nechť A “ L8pr0, 1sq. Pak platí:

• Existuje pravděpodobnostní Radonova míra na ∆pAq tak, že
ş

I
f dm “

ş

∆pAq
pf dµ, f P A.

• µpV q ą 0 pro V Ă ∆pAq otevřenou neprázdnou.

• Je-li ϕ : ∆pAq Ñ C komplexní omezená, pak existuje f P A, že ϕ “ pf µ-s.v.

• Je-li V Ă ∆pAq otevřená, je V otevřená.

• Je-li E Ă ∆pAq borelovská je µpIntEq “ µpEq “ µpEq.

• Jsou-li U, V Ă ∆pAq otevřené disjunktní, pak U X V “ H.

• Je-li ϕ P L8pµq, pak existuje právě jedna pf P Cp∆pAqq, že ϕ “ pf µ-s.v.

• Žádný bod ∆pAq není izolovaný.

• Jsou-li Ei Ă I měřitelné, pak existuje E Ă I měřitelná, že

– Ei Ă E m-s.v. pro všechny i,
– splňuje-li F tuto podmínku, je E Ă F m-s.v.

6.2 Neomezené operátory

6.2.1 Příklady operátorů a jejich spektra
Příklad 6.2.1. Nechť H “ L2r0, 1s a

DpT1q “ tf absolutně spojité : f 1 P Hu,

DpT2q “ DpT1q X tf : fp0q “ fp1qu,

DpT3q “ DpT1q X tf : fp0q “ fp1q “ 0u.

Nechť Tnf “ if 1, f P DpTnq pro n “ 1, 2, 3.
Pak

• T3 Ă T2 Ă T1,

• T˚1 “ T3, T˚2 “ T2, T˚3 “ T1,

• všechny tři operátory jsou uzavřené, T3 je symetrický, T1 není symetrický,

• σpT1q “ ´H, σpT2q “ t2kπ : k P Zu, σpT3q “ C.

Příklad 6.2.2. Naděte hustě definovaný T tak, že DpT˚q “ t0u.

Příklad 6.2.3. Nechť DpT q “ tf absolutně spojitá na r0, 1s : f 1 P L2pr0, 1sq, fp0q “ 0u a Tf “ if 1. Pak σpT q “ H.

Příklad 6.2.4. Rovnice f ´ f2 “ g má pro každou g P L2pr0, 1sq řešení splňující

• f 1 absolutně spojitá, f2 P L2pr0, 1sq,

• fp0q “ fp1q “ 0,

• f 1p1q “ f 1p0q “ 0,

• fp0q “ fp1q, f 1p0q “ f 1p1q.

Příklad 6.2.5. Ukažte, že složení uzavřených operátorů nemusí být uzavřený operátor.

Příklad 6.2.6. Nechť T je operátor, který lze uzavřít. Je-li txnu posloupnost vDpT q konvergující k x a supn }Txn} ă
8, pak x P DpT q.

Příklad 6.2.7. Nechť f, f 1 P LppRnq a thnu je aproximativní jednotka. Pak f ˚ hn Ñ f ve W 1,p pro p P r1,8q.

Příklad 6.2.8. Nechť H “ L2pr0, 1sq, g měřitelná na r0, 1s, DpT q “ tf P H : gf P Hu a Tf “ gf . Pak T je
uzavřený.

Příklad 6.2.9. Nechť H “ L2pRq, DpT q “ tf absolutně spojitá : f 1 P Hu a Tf “ f 1. Pak T je uzavřený.

Příklad 6.2.10. DpRq je husté v W 1,ppRq pro p P r1,8q.
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Příklad 6.2.11. Nechť H “ L2pRq, DpT q “ tf absolutně spojitá : f 1 P Hu a Tf “ if 1. Nechť DpSq “ tf P
H : ´xfpxq P Hu a Sfpxq “ ´xfpxq. Nechť F : H Ñ H je Fourierova transformace. Pak F pDpT qq “ DpSq a
FTf “ SFf , f P DpT q.

Příklad 6.2.12. Nechť f P L2pRq, f 1 P L1pRq, pak F´1f P L1pRq a f P C0pRq.

Příklad 6.2.13. Prozkoumejte následující variantu příkladu (6.2.1), kde uvažujme operátor Tf “ if 1 na L2pr0,8qq
s různými okrajovými podmínkami:

• fp0q “ 0,

• fp0q “ limtÑ8 fptq,

• fp0q “ limtÑ8 fptq “ 0.

Zjistěte, co s příslušnými operátory provede Laplaceova transformace.

Příklad 6.2.14. Nechť T : H Ñ H je samoadjungovaný a U : H Ñ H je unitární. Pokud UpDpT qq “ DpSq a
SU “ UT , pak S je samoadjungovaný.

Příklad 6.2.15. Nechť H “ L2pr0, 1sq a DpT q “ tf P H : f 1 absolutně spojitá, f2 P H, fp0q “ fp1q, f 1p0q “ f 1p1qu
a Tf “ f2. Najděte Rng T a T˚.

Příklad 6.2.16. Nechť H “ L2pRq, DpT q “ tf P H : f absolutně spojitá, f 1 P H a absolutně spojitá, f2 P Hu,
DpSq “ tf P H : x2fpxq P Hu, Tf “ ´f2, Sf “ pidq2f . Pak F pDpT qq “ DpSq a FT “ SF .

Příklad 6.2.17. Nechť H “ L2pr0, 1sq, DpT q “ f PW 2,2 : Tf “ f2, fp0q “ fp1q “ 0u a Tf “ f2. Pak T˚ “ T .

Příklad 6.2.18. Nechť H “ L2pX,µq, g : X Ñ C µ-měřitelná a Tf “ gf , kde DpT q “ tf P H : Tf P Hu. Pak
DpT q “ H a T je uzavřený.

Příklad 6.2.19. Nechť H “ L2pr0, 1sq, Tf “ f 1, kde DpT q “ Dp0, 1q. Pak Tf “ f 1 a DpT q “W 1,2
0 p0, 1q.

6.2.2 Cayleyova transformace a spektrální rozklad
Příklad 6.2.20. Najděte Cayleovu transformaci operátorů T1 a T3 z příkladu (6.2.1).

Příklad 6.2.21. Najděte Cayleovu transformaci operátoru Mϕ : f ÞÑ ϕf pro ϕ reálnou.

Příklad 6.2.22. Najděte Cayleovu transformaci operátoru derivace na R (příklad (6.2.11).

Příklad 6.2.23. Najděte Cayleovu transformaci symetrických operátorů z příkladu (6.2.13).

Příklad 6.2.24. Nechť H “ L2 a V “ Mϕ pro funkci ϕ s hodnotami v T. Najděte symetrický operátor, jehož je
V Cayleyovou transformací.

Příklad 6.2.25. Nechť H “ L2p´1, 1q, H1 jsou funkce z H nesené p´1, 0q a H2 jsou funkce nesené p0, 1q. Nechť
V : H1 Ñ H2 je definován jako V fpxq “ fp´xq. Najděte symetrický operátor, jehož je V Cayleyovou transformací.

Příklad 6.2.26. Nechť H “ tfpzq “
ř8

n“0 cnz
n, |z| ă 1u splňující }f}2 “

ř

|cn|
2 ă 8. Pak H “ `2 pomocí

zobrazení f ÞÑ tcnu.

• Položte V fpzq “ zfpzq a najděte symetrický T splňující V “ UT . Ukažte, že RngpT ` iI“H a kodimenze
RngpT ´ iIq je 1.

• Položte V fpzq “ zfpz2q. Najděte T tak, že V “ UT a spočtěte indexy defektu T .

Příklad 6.2.27. Ukažte, že W 1,2pRq Ă C0pRq.

Příklad 6.2.28. Nechť H “ L2pr0, 2πsq, DpT q “ tf P W 1,2p0, 2πq : fp0q “ fp2πqu a Tf “ if 1. Nechť K “ `2pZq,
DpSq “ tpanq P K : pnanq P Ku a Spanq “ pnanq. Nechť F : H Ñ K je Fourierova transformace, tj. rozvoj funkce
do Fourierových koeficientů. Pak F pDpT qq “ DpSq a FT “ SF .

Příklad 6.2.29. Nechť H “ L2pRq, DpT q “ tf P H : id f P Hu a Tf “ pidqf . Pak T˚ “ T a spektrální míra
EAf “ fχA, A Ă R borelovská splňuje T “

ş

σpT q
id dE.

Příklad 6.2.30. Najděte spektrální rozklad samoadjungovaných operátorů z předcházejících příkladů.
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Kapitola 7

Nelineární funkcionální analýza

7.1 Diferenciální počet v Banachových prostorech

7.1.1 Gateauxova a Fréchetova derivace
Definice 7.1.1. Nechť X,Y jsou normované lineární prostory, U Ă X otevřená množina, f : U Ñ Y je zobrazení
a x P U . Směrová derivace f v bodě x ve směru h P X je definována jako

δfpx;hq “ lim
tÑ0

fpx` thq ´ fpxq

t
, (7.1)

pokud limita existuje.
Pokud δfpx;hq existuje pro každé h P X a zobrazení L : X Ñ Y definované jako Lphq “ δfpx;hq je prvek

LpX,Y q, řekneme, že f je gateauxovsky diferencovatelná v x. V tomto případě značíme L “ Dfpxq.
Pokud existuje Dfpxq a limita (7.1) je stejnoměrná vzhledem k h P SX , řekneme, že má f v bodě x Fréchetovu

derivaci. Tu pak značíme jako f 1pxq.

Poznámky 7.1.2. (a) Z definice plyne, že f 1pxq existuje právě tehdy, když existuje L P LpX,Y q splňující

lim
hÑ0

}fpx` hq ´ fpxq ´ Lphq}

}h}
“ 0. (7.2)

(b) Existuje-li f 1pxq, je f spojitá v x.
(c) Uvažujeme-li funkci

fpx, yq “

#

1, y “ x2, x ą 0,

0, jinak,
px, yq P R2,

existuje Dfp0, 0q, ale f je nespojitá v p0, 0q.

Důkaz. (a) K důkazu „ ùñ “ uvažujme L “ f 1pxq. Nechť ε ą 0 je dáno. Nalezneme δ ą 0 takové, že pro |t| ă δ a
h P SX platí

›

›

›

›

fpx` thq ´ fpxq

t
´ Lh

›

›

›

›

ă ε.

Nechť u P δUX . Pak u “ tv, kde v P SX a |t| ă δ. Pak ale máme

}fpx` uq ´ fpxq ´ Lu}

}u}
“
}fpx` tvq ´ fpxq ´ Lptvq}

|t|
“

›

›

›

›

fpx` tvq ´ fpxq

t
´ Lv

›

›

›

›

ă ε.

„ðù“ Máme-li L P LpX,Y q splňující (7.2), pro každé h P X platí

lim
tÑ0

fpx` thq ´ fpxq

t
“ lim
tÑ0

fpx` thq ´ fpxq ´ Lpthq ` Lpthq

t
“ lim
tÑ0

fpx` thq ´ fpxq ´ Lphq

t
` Lphq “ Lphq.

Tedy Lphq “ Dfpxq.
Nechť nyní ε ą 0 je dáno. Nalezneme δ ą 0 takové, že

}fpx` hq ´ fpxq ´ Lphq}

}h}
ă ε, }h} ă δ.

Nechť |t| ă δ a h P SX . Pak
›

›

›

›

fpx` thq ´ fpxq

t
´ Lh

›

›

›

›

“

›

›

›

›

fpx` thq ´ fpxq ´ Lpthq

t

›

›

›

›

“
}fpx` thq ´ fpxq ´ Lpthq}

}th}
ă ε.
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(b) Zjevně pro L “ f 1pxq platí

lim
hÑ0

}fpx` hq ´ fpxq} “ lim
hÑ0

}h}
}fpx` hq ´ fpxq ´ Lh` Lh}

}h}

ď lim
hÑ0

}h}
}fpx` hq ´ fpxq ´ Lh}

}h}
` lim
hÑ0

}h} }L}

“ 0.

(c) Pro tuto f máme Dfp0, 0q “ 0, ale f zřejmě není spojitá v p0, 0q.

Věta 7.1.3. Nechť X,Y, Z jsou normované lineární prostory, U Ă X a V Ă Y jsou otevřené množiny. Nechť dále
gpUq Ă V a f : V Ñ Z.

(a) Je-li g fréchetovsky diferencovatelné v a P U a f je fréchetovsky diferencovatelné v gpaq, pak f ˝ g : U Ñ Z je
fréchetovsky diferencovatelné v a a platí

pf ˝ gq1paq “ f 1pgpaqq ˝ g1paq.

(b) Je-li f je fréchetovsky diferencovatelné v gpaq, h P X a δgpa;hq existuje, pak

δpf ˝ gqpa;hq “ f 1pgpaqqδgpa;hq.

(c) Je-li g gateauxovsky diferencovatelné v a P U a f je fréchetovsky diferencovatelné v gpaq, pak f ˝ g : U Ñ Z je
gateauxovsky diferencovatelné v a a platí

Dpf ˝ gqpaq “ f 1pgpaqq ˝Dgpaq.

(d) Je-li g gateauxovsky diferencovatelné v a P U a f je lipschitzovské a gateauxovsky diferencovatelné v gpaq, pak
f ˝ g : U Ñ Z je gateauxovsky diferencovatelné v a a platí

Dpf ˝ gqpaq “ Dfpgpaqq ˝Dgpaq.

Důkaz. (a) Položme b “ gpaq a

ωphq “ gpa` hq ´ gpaq ´ g1paqphq, ηpkq “ fpb` kq ´ fpbq ´ f 1pbqpkq.

Tato zobrazení jsou definována na nějakých vhodných okolí 0. Nechť ε P p0, 1q je libovolné. Pak existuje ∆ ą 0
takové, že platí

}ωphq} ă ε }h} , }ηpkq} ă ε }k} ,

kdykoliv h P ∆UX a k P ∆UY . Položme δ “ ∆ p1` }g1paq}q
´1. Pak pro h P δUX platí

›

›g1paqphq ` ωphq
›

› ď
`
›

›g1paq
›

›` ε
˘

}h} ă ∆

Proto
›

›fpgpa` hqq ´ fpgpaqq ´ f 1 pgpaqq
“

g1paqphq
‰
›

› “
›

›f
`

b` g1paqphq ` ωphq
˘

´ fpbq ´ f 1pbq
“

g1paqphq
‰
›

›

“
›

›f 1pbqpωphqq ` η
`

g1paqphq ` ωphq
˘
›

›

ď
›

›f 1pbq
›

› ε }h} ` ε
`
›

›g1paq
›

› }h} ` ε }h}
˘

ă
`
›

›f 1pbq
›

›`
›

›g1paq
›

›` 1
˘

ε }h}

a důkaz je hotov.
(b) Je-li h P X dáno, definujme ϕptq “ gpa` thq, t P R. Pak ϕ1p0q “ δgpa;hq, přičemž

ϕ1p0qptq “ tδgpa;hq, t P R.

Dle (a) platí

δpf ˝ gqpa;hq “ lim
tÑ0

fpgpa` thqq ´ fpgpaqq

t
“ lim
tÑ0

pf ˝ ϕqptq ´ pf ˝ ϕqp0q

t

“ pf ˝ ϕq1p0q “ f 1pbqδgpa;hq.

(c) Zjevně platí L “ f 1pbq ˝Dgpaq P LpX,Zq. Dle (b) však platí L “ δpf ˝ gqpa;hq pro každé h P X.
(d) Nechť f je L-lipschitzovská. Nechť h P X je dáno. Pro t P Rzt0u splňující a ` th P U a b ` tDgpaqphq P V

pak platí

1

t
pfpgpa` thqq ´ fpgpaqqq “

1

t
pfpgpa` thqq ´ f pgpaq ` tDgpaqhqq `

1

t
pf pgpaq ` tDgpaqphqq ´ fpgpaqqq .
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Druhý člen konverguje k výrazu DfpbqpDgphqq, zatímco první člen díky lipschitzovskosti konverguje k 0, neboť
›

›

›

›

1

t
pfpgpa` thqq ´ f pgpaq ` tDgpaqhqq

›

›

›

›

ď L

›

›

›

›

1

t
pgpa` thq ´ gpaq ´ tDgpaqphqq

›

›

›

›

.

Příklad 7.1.4. Uvažujme funkce g : RÑ R2, gpxq “ px, x2q, a f : R2 Ñ R,

fpx, yq “

#

0, y ‰ x2,

x, y “ x2,
, px, yq P R2.

Pak Dfp0, 0q “ 0, g1p0q “ p1, 0q a Dpf ˝ gqp0q “ 1.

Lemma 7.1.5 (O střední hodnotě). Nechť X,Y jsou normované lineární prostory a f : X Ñ Y je diferencovatelné
v každém bodě úsečky spojující body a, b P X ve směru b´ a. Pak

}fpbq ´ fpaq} ď sup
tPr0,1s

}δfpa` tpb´ aq; b´ aq}

a
}fpbq ´ fpaq ´ δfpa; b´ aq} ď sup

tPr0,1s

}δfpa` tpb´ aq; b´ aq ´ δfpa; b´ aq} .

Důkaz. Pro a, b P X položme h “ b ´ a. Definujeme gptq “ fpa ` thq, t P r0, 1s. Nechť y˚ P SY ˚ splňuje
}fpbq ´ fpaq} “ y˚pfpbq ´ fpaqq. Pak

py˚ ˝ gq1ptq “ y˚pδfpa` th;hqq, t P r0, 1s.

Existuje tak ξ P p0, 1q splňující py˚ ˝ gqp1q ´ py˚ ˝ gqp0q “ py˚ ˝ gq1pξq. Dostáváme tak

}fpbq ´ fpaq} “ y˚pgp1q ´ gp0qq “ py˚ ˝ gq1pξq ď }y˚} }δfpa` ξhqphq} }h} ď sup
tPr0,1s

}δfpa` tpb´ aq; b´ aq} .

V druhém případě uvažujme

gptq “ y˚pfpa` thq ´ tδfpa;hqq, t P r0, 1s,

kde y˚ P SY ˚ splňuje
}fpbq ´ fpaq ´ δfpa; b´ aq} “ y˚pfpbq ´ fpaq ´ δfpa; b´ aqq.

Pak máme ξ P p0, 1q jako výše, a dostáváme

}fpbq ´ fpaq ´ δfpa; b´ aq} “ gp1q´ gp0q “ g1pξq “ y˚pδfpa` ξh;hq´ δfpa;hqq ď sup
tPr0,1s

}δfpa` th;hq ´ δfpa;hq} .

Věta 7.1.6. Nechť X,Y jsou Banachovy prostory, a P X a f je zobrazení mající spojitou Gateauxovu derivaci v
a. Pak existuje f 1paq.

Důkaz. Důkaz plyne z odhadu

}fpa` hq ´ fpaq ´ δfpa;hq} ď sup
tPr0,1s

}δfpa` thq;hq ´ δfpa;hq} “ sup
tPr0,1s

}Dfpa` thqh´Dfpaqphq}

ď sup
tPr0,1s

}Dfpa` thq ´Dfpaq} }h} .

7.1.2 Věta o inverzním zobrazení a implicitních funkcích
Definice 7.1.7. Nechť f : X ˆ Y Ñ Z, kde X,Y, Z jsou normované lineární prostory a px0, y0q P X ˆ Y . Po-
kud zobrazení x ÞÑ fpx, y0q má derivaci (Fréchetovu nebo Gateauxovu) v bodě x0, značíme ji f 1xpx0, y0q (nebo
DfGpx0, y0q).

Poznámka 7.1.8. Pokud v situaci Definice 7.1.7 existuje f 1px0, y0q, existují i obě parciální derivace a platí

f 1px0, y0qph, kq “ f 1xpx0, y0qh` f
1
ypx0, y0qk, ph, kq P X ˆ Y.
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Důkaz. Je-li L “ f 1px0, y0q, označme Lx P LpX,Zq jako Lxh “ Lph, 0q. Pak pro funkci ϕpxq “ fpx, y0q a vektor
h P X platí

ϕpx0 ` hq ´ ϕpx0q ´ Lxh “ f ppx0, y0q ` ph, 0qq ´ fpx0, y0q ´ Lph, 0q “ o p}ph, 0q}q .

Tedy Lx “ ϕ1px0q.
Podobně platí Ly “ ψ1py0q, kde Lyk “ Lp0, kq a ψpyq “ fpx0, yq. Tedy

Lph, kq “ Lph, 0q ` Lp0, kq “ Lxh` Lyk “ f 1xpx0, y0qh` f
1
ypx0, y0qk, ph, kq P X ˆ Y.

Lemma 7.1.9. Nechť X je Banachův.

(a) Pokud f : X Ñ X je kontrakce, je I ´ f homeomorfizmus X na X.
(b) Pokud f : Bp0, δq Ñ X splňuje }fpxq ´ fpyq} ď k }x´ y} pro nějaké k P r0, 1q a }fp0q} ă δp1´ kq, pak I ` f

má jednoznačný kořen ležící v Up0, δq. Navíc,

Up0, ρq Ă pI ` fqpUp0, δqq,

kde ρ “ p1´ kqδ ´ }fp0q}.

Důkaz. (a) Pro dané y P X si povšimneme, že x ÞÑ fpxq` y je kontrakce. Tedy existuje právě jedno x P X splňující
x “ fpxq ` y. To ale znamená, že zobrazení g “ I ´ f je prosté a na. Navíc odečtením vztahů

xi “ fpxiq ` yi, i “ 1, 2,

dostáváme
}x1 ´ x2} ď }fpx1q ´ fpx2q} ` }y1 ´ y2} ď k }x´ 1´ x2} ` }y1 ´ y2} .

Tedy
›

›g´1py1q ´ g
´1py2q

›

› “ }x1 ´ x2} ď p1´ kq
´1 }y1 ´ y2} ,

a g´1 je tak spojité zobrazení.
(b) Jelikož

´}fp0q} ` }´fpxq} ď }fp0q ´ fpxq} ď k }0´ x} “ k }x} , x P Bp0, δq,

platí
}´fpxq} ď k }x} ` }fp0q} ă kδ ` }fp0q} ă δ, x P Bp0, δq.

Tedy ´f : Bp0, δq Ñ Bp0, δq je kontrakce, a tedy má právě jeden pevný bod x, tj. x splňuje x “ ´fpxq. Tedy
zobrazení I ` f má právě jeden kořen, který splňuje

}x} “ }´fpxq} ă δ.

Nechť nyní y P Up0, ρq je dáno. Položíme gpxq “ y ´ fpxq, x P Bp0, δq. Pak pro x P Bp0, δq platí

}gpxq} ă ρ` }´fpxq} ď ρ` k }x} ` }fp0q} ď ρ` kδ ` }fp0q} “ δ.

Tedy g je kontrakce na Bp0, δq, a tudíž má právě jeden pevný bod x P Bp0, δq, který tak splňuje x “ y ´ fpxq.
Jelikož }x} “ }gpxq} ă δ, zobrazení I ` f splňuje Up0, ρq Ă pI ` fqpUp0, δqq.

Věta 7.1.10 (O implicitních funkcích - verze 1). Nechť X,Y, Z jsou Banachovy prostory, U Ă X otevřená množina
obsahující x0 a V Ă Y otevřená množina obsahující y0. Nechť F : U Ñ V Ñ Z je spojité a spojitě diferencovatelné
vzhledem k y. Nechť F px0, y0q “ 0 a F 1F,ypx0, y0q je izomorfizmus Y na Z.

Pak existují koule Bpx0, rq Ă U a Bpy0, δq Ă V takové, že pro každé x P Upx0, rq existuje právě jedno fpxq P
Upy0, δq splňující F px, fpxqq “ 0, x P Upx0, rq. Toto zobrazení je navíc spojité.

Důkaz. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že x0 “ 0 a y0 “ 0. Nechť L “ F 1F,yp0, 0q a I značí identicky
zobrazení na Y . Máme

F px, yq “ 0 ðñ y `
`

L´1F px, yq ´ y
˘

“ 0. (7.3)

Pro pevné x dostatečné blízké x0 tak uvažujme zobrazení Spx, ¨q “ L´1F px, ¨q ´ I.
Jelikož

S1F,yp0, 0q “ L´1 ˝ L´ I “ 0

a S1F,y je spojité zobrazení, existuje k P p0, 1q a δ ą 0 takové, že
›

›S1F,ypx, yq
›

› ď k na Bp0, δq ˆ Bp0, δq Ă U ˆ V . Z
Lemmatu 7.1.5 pak plyne odhad

}Spx, y1q ´ Spx, y2q} ď k }y1 ´ y2} , px, yiq P Bp0, δq ˆBp0, δq, i “ 1, 2.
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Jelikož Sp0, 0q “ 0 a Sp¨, 0q je spojité, existuje r P p0, δq takové, že

}Spx, 0q} ă δp1´ kq, x P Bp0, rq.

Pro každé x P Bp0, rq nyní aplikujeme Lemma 7.1.9(b) pro zobrazení Spx, ¨q : Bp0, δq Ñ Y a dostaneme tak
jediný kořen fpxq P Up0, δq funkce I`Spx, ¨q. Dle (7.3) pak rovnost fpxq`Spx, fpxqq “ 0 znamená F px, fpxqq “ 0.

Jelikož 0` Sp0, 0q “ 0, platí díky jednoznačnosti fp0q “ 0.
Spojitost f pak plyne z následujícího odhadu. Pokud

0 “ fpx1q ` Spx1, fpx1qq “ fpx2q ` Spx2, fpx2qq,

pak

}fpx1q ´ fpx2q} “ }Spx1, fpx1qq ´ Spx2, fpx2qq} ď }Spx1, fpx1qq ´ Spx1, fpx2qq} ` }Spx1, fpx2qq ´ Spx2, fpx2qq}

ď k }fpx1q ´ fpx2q} ` }Spx1, fpx2qq ´ Spx2, fpx2qq}

implikuje odhad
}fpx1q ´ fpx2q} ď p1´ kq

´1 }Spx1, fpx2qq ´ Spx2, fpx2qq} .

Pokud však x1 Ñ x2, pravá strana konverguje k 0. Tím je spojitost f dokázána.

Věta 7.1.11. Nechť X,Y jsou Banachovy prostory, U0 je otevřené okolí x0, G : U0 Ñ Y je spojitě diferencovatelné
a splňuje pG1F px0qq

´1 existuje.
Pak existuje okolí U Q x0 v U0 takové, že G|U je homeomorfismus na okolí GpUq Q Gpx0q. Dále existuje okolí

V Ă U bodu x0 takové, že pG|U q
´1
P C1pGpV qq a platí

`

G|´1
U

˘1
pGpxqq “

`

G1pxq
˘´1

.

Dále, G|´1
U je tak diferencovatelné jako je diferencovatelné G.

Důkaz. Použijeme Větu 7.1.10 pro zobrazení F : XˆY Ñ Y definované jako F px, yq “ Gpxq´y, přičemž prohodíme
role x a y. Existují tak okolí W “ Upy0, rq a Bpx0, δq Ă U spolu s jednoznačným zobrazením f : W Ñ Upx0, δq,
které splňuje fpy0q “ x0 a F pfpyq, yq “ 0, tj. Gfy “ y na W . Pak je funkce g “ G|Upx0,δq prostá a zjevně spojitá.
Nyní stačí položit U “ fpW q “ g´1pW q.

Ukážeme nyní diferencovatelnost f na jistém okolí W0 Q y0. Jelikož je f spojité a G1pfpy0qq je izomorfizmus, je
izomorfizmus i G1pfpyqq pro každé y z vhodného okolí W0 Q y0. Fixujme y PW0 a položme L “ G1fpyq´1. Označme
x “ fpyq a x “ fpy ` hq. Pak

}fpy ` hq ´ fpyq ´ Lh} ď }L}
›

›G1pfpyqq pfpy ` hq ´ fpyqq ´ h
›

› “ }L}
›

›G1pxqpx´ xq ´ pGpxq ´Gpxqq
›

› .

Nechť ε P p0, }L}´1
q je dáno. Nalezneme ∆ ą 0 pro definice G1pxq a nechť δ ą 0 je takové, že }fpy ` hq ´ fpyq} ă ∆

pro h P Up0, δq. Pak

}fpy ` hq ´ fpyq ´ Lh} ď }L} ε }x´ x} “ }L} ε }fpy ` hq ´ fpyq} . (7.4)

Speciálně tak máme
}fpy ` hq ´ fpyq} ´ }L} }h} ď }L} ε }fpy ` hq ´ fpyq} ,

tj.
p1´ }L} εq }fpy ` hq ´ fpyq} ď }L} }h} .

Dosazením do (7.4)
}fpy ` hq ´ fpyq ´ Lh} ď p1´ }L} εq´1 }L}

2
ε }h} , h P Up0, δq,

což znamená diferencovatelnost f v bodě y.
Zderivujeme-li nyní rovnici Gfy “ y, dostaneme

f 1pyq “ G1pfpyqq´1.

Ze spojitosti funkcí na pravé straně pak plyne spojitost derivace y ÞÑ f 1pyq.
Ohledně derivace vyšších řádů postupujeme indukcí.

Věta 7.1.12 (O implicitních funkcích - verze 2). Ve Větě 7.1.10 dědí funkce f na nějakém okolí Upx0, rq hladkost
po F .

Důkaz. Nechť L “ F 1ypx0, y0q, X0 “ X ˆ Y a G : U ˆ V Ñ X0 je definované jako Gpx, yq “ px, L´1F px, yqq. Je-li
F P CmpU ˆ V q, je i G P CmpU ˆ V q. Navíc je G1px0, y0q izomorfizmus na X0, neboť

G1px0, y0qph, kq “ ph, L
´1F 1xpx0, y0qh` kq, ph, kq P X0.

Nechť f : Upx0, rq Ñ Upy0, δq je implicitní funkce z Věty 7.1.10 a nechť W Q px0, y0q je takové, že G|´1
W je v Cm.

Jelikož pro x P Upx0, rq platí px, L´1F px, yqq “ px, 0q právě tehdy, když y “ fpxq, máme G´1px, 0q “ px, fpxqq. Z
diferencovatelnosti G pak plyne diferencovatelnost f .
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7.1.3 Volné a vázané extrémy
Věta 7.1.13. Nechť U Ă X je otevřená podmnožina Banachova prostoru X a f : U Ñ R má v bodě a P U lokální
extrém. Pokud pro h P X existuje Bf

Bh paq, pak je nulová.

Důkaz. Funkce gptq “ fpa` thq, t P R, nabývá v bodě 0 lokálního extrému. Tedy 0 “ g1p0q “ Bf
Bh paq.

Definice 7.1.14. Nechť X,Y jsou normované lineární prostory a f : X Ñ Y . Pro a, h, k P X položme ϕ : R2 Ñ Y
jako ϕpt, sq “ fpa` th` skq, pt, sq P R2. Pak je

Bϕ

Bt
p0, sq “

Bf

Bh
pa` skq

zobrazení z R do Y . Položme
B2fpa, h, kq “

B

Bs

ˆ

Bϕ

Bt
p0, sq

˙

|s“0,

pokud tato limita existuje. Tento objekt se nazývá druhá směrová derivace f ve směrech h a k.
Pokud je zobrazení

ph, kq ÞÑ δ2fpa, h, kq, ph, kq P X

spojité bilineární zobrazení, nazývá se δ2pf, ¨, ¨q druhá Gateauxova derivace.

Poznámka 7.1.15. Pokud fRn Ñ R, h “ ei a k “ ej , pak

δ2fpa, ei, ejq “
B2f

BxjBxi
paq.

Důkaz. Jelikož ϕpt, sq “ fpa` tei ` sejq a

Bg

Bt
p0, sq “ Bfpa` sej , eiq “

Bf

Bxi
pa` sejq,

máme

B2fpa, ei, ejq “
B2f

BxjBxi
paq.

Věta 7.1.16 (Taylorovy formule). Nechť X je normovaný lineární prostor, Y je Banachův, f : X Ñ Y , a, h P X
a I “ ta` th : t P r0, 1su.

(a) Je-li zobrazení x ÞÑ δfpx, hq spojité na I, platí

fpa` hq ´ fpaq “

ż 1

0

δfpa` th, hq dt.

(b) Nechť je x ÞÑ δ2fpx, h, hq spojité na I. Pak

fpa` hq “ fpaq ` δfpa, hq `

ż 1

0

p1´ tqδ2fpa` th, h, hq dt.

Důkaz. (a) Nechť y˚ P Y ˚ je libovolné a gptq “ y˚pfpa` thqq, t P r0, 1s. Pak g1ptq “ y˚pδfpa` th, hq. Tedy

y˚pfpa` hq ´ fpaqq “ gp1q ´ gp0q “

ż 1

0

g1ptq dt “ y˚ pδfpa` th, hq dtq .

Jelikož je y˚ libovolné, je důkaz hotov.
(b) Položme

gptq “ p1´ tqδfpa` th, hq, t P r0, 1s.

Pak z definice druhé derivace plyne rovnost

g1ptq “ ´δfpa` th, hq ` p1´ tqδ2fpa` th, h, hq, t P r0, 1s. (7.5)

(Vskutku, pro t0 P r0, 1s platí

δ2fpa` t0h, h, hq “
B

Bs
pBfpa` t0h` sh, hqqs“0 “

B

Bt
pBfpa` th, hqqt“t0 .q
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Jelikož jsou oba členy na pravé straně (7.5) spojité, můžeme psát (viz důkaz (a))

gp1q ´ gp0q “

ż 1

0

g1ptq “ ´

ż 1

0

δfpa` th, hq dt`

ż 1

0

p1´ tqδ2fpa` th, h, hq dt.

Z prvního tvrzení pak plyne

´δfpa, hq “ ´fpa` hq ` fpaq `

ż 1

0

p1´ tqδ2fpa` th, h, hq dt,

čímž je důkaz hotov.

Definice 7.1.17. Pokud δfpa, hq “ 0 pro každé h P X, nazývá se a kritický bod f .

Věta 7.1.18 (Lagrangeova nutná podmínka). Nechť X je normovaný lineární prostor a f : X Ñ R má v a P X
lokální minimum. Poku pro h P X existuje δ2fpa, h, hq, platí δ2fpa, h, hq ě 0.

Důkaz. Položme gptq “ fpa ` thq, t P R. Pak g2p0q “ δ2fpa, h, hq a aplikací nutné podmínky pro reálně funkce
reálné proměnné důkaz zakončíme.

Věta 7.1.19 (Lagrangeova postačující podmínka). Nechť a P X je kritický bod f : X Ñ R a nechť existuje okolí
U Q a takové, že x ÞÑ δ2fpa, ¨, ¨q je spojité. Pokud existuje α ą 0 takové, že

δ2fpa, h, hq ě α }h}
2
, h P X,

má f v a striktní lokální minimum.

Důkaz. Můžeme předpokládat, že U je konvexní. Zvolíme takové δ ą 0, že pro }h} ă δ a t P r0, 1s platí
›

›δ2fpa` th, ¨, ¨q ´ δ2fpa, ¨, ¨q
›

› ă α.

Pak pro taková h P X máme díky Větě 7.1.16 odhad

fpa` hq ´ fpaq “

ż 1

0

p1´ tqδ2fpa` th, h, hq dt ě

ż 1

0

p1´ tq
`

δ2fpa, h, hq ´
“

δ2fpa` th, h, hq ´ δ2fpa, h, hq
‰˘

dt

ě

ż 1

0

p1´ tq
`

α´
›

›δ2fpa` th, h, hq ´ δ2fpa, h, hq
›

›

˘

}h}
2
dt ą 0

Věta 7.1.20. Nechť f je konvexní funkcionál na otevřené konvexní množině A Ă X a nechť x P A je kritickým
bodem f . Pak f nabývá v x svého minima.

Důkaz. Bez újmy na obecnosti lze předpokládat, že x “ 0 a fp0q “ 0. Nechť existuje z P A takový, že fpzq “ m ă 0.
Pak

fptz ` p1´ tq0q ď tfpzq ` p1´ tqfp0q “ tm

implikuje
1

t
pfptzq ´ fp0qq ď m, t P p0, 1q.

Tedy
δfp0, zq ď m ă 0,

spor.

Věta 7.1.21 (Lagrangeovy multiplikátory). Nechť f : X Ñ R, Φ: X Ñ Rn jsou třídy C1 na okolí bodu a P X a
nechť tΦ1ipaq : i “ 1, . . . , nu jsou lineárně nezávislé. Pokud má f v a lokální extrém vzhledem k množině M “ tx P
X : Φpxq “ 0, pak f 1paq P spantΦ11paq, . . . ,Φ

1
npaqu.

Důkaz. Bez újmy na obecnosti předpokládejme, že a “ 0. Označme Y “
Şn
i“1 Ker Φ1ip0q. Stačí dokázat, že Y Ă

Ker f 1p0q. Vezměme u1, . . . , un P X takové, že Φ1ip0quj “ δij , i, j “ 1, . . . , n. Položme Z “ spantu1, . . . , unu a nechť
G : Y ˆ Z Ñ Rn je definováno jako

Gpy, zq “ Φpy ` zq, py, zq P Y ˆ Z.

Pak
Gp0, 0q “ Φp0q “ Φpaq “ 0
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a pro h “
řn
j“1 hjuj P Z máme

G1Zp0, 0qphq “ Φ1p0, 0qp0, hq “
 

Φ1ip0, 0qp0, hq
(n

i“1
“ thiu

n
i“1.

Tedy jsou splněny předpoklady Věty 7.1.12, takže existuje okolí U Q 0 v Y a V Q 0 v Z spolu s C1-funkcí φ : U Ñ V ,
která splňuje Gpy, φpyqq “ 0, y P U , a φp0q “ 0.

Pak pro y P Y “ Ker Φ1paq platí

0 “ δΦp0qpyq “ lim
tÑ0

1

t
pΦptyqq “ lim

tÑ0

1

t
pGpp0, 0q ` tpy, 0qq ´Gp0, 0qq ,

a tedy
G1Y p0, 0q “ 0.

Derivováním rovnice Gpy, φpyqq “ 0 dostaneme

G1Y p0, 0q `G
1
Zp0, 0qφ

1p0q “ 0,

což v kombinaci s předešlým dává
φ1p0q “ pG1Zp0, 0qq

´1G1Y p0, 0q “ 0.

Funkcionál F : Y Ñ R definovaný jako

F pyq “ fpy ` φpyqq, y P Y,

má v 0 lokální extrém, a tedy pro každé y P Y platí

0 “ F 1p0qy “ f 1paq ˝ pI ` φ1p0qqpyq “ f 1paqy.

Tedy Y Ă Ker f 1paq a důkaz je hotov.

7.2 Němyckého operátor
Věta 7.2.1. Nechť G Ă Rn je lebesgueovsky měřitelná množina a f : GˆRÑ R splňuje Cartheódorovy podmínky:

(i) fp¨, rq : Gˆ R je měřitelná pro každé r P R,
(ii) fpx, ¨q : Rˆ R je spojitá pro skoro všechna x P G.

Nechť 1 ď p, q ă 8 a k P LqpGq splňují

|fpx, rq| ď c |r|
p
q ` kpxq, skoro všechna x P G, r P R.

Pak je operátor
F puqpxq “ fpx, upxqq, x P G, u P LppGq,

dobře definovaný a jedná se o spojitý, omezený operátor z LppGq do LqpGq.

Důkaz. Ukažme nejprve, že F zobrazeuje měřitelné funkce na měřitelné funkce. Je-li u jednoduchá funkce, řekněmě
u “

řn
i“1 ciχAi , kde tAiu

n
i“1 je dělení G, pak

F puqpxq “ fpx,
n
ÿ

i“1

ciχAipxqq “
n
ÿ

i“1

fpx, ciqχAipxq

je měřitelná. Jelikož je každá měřitelná funkce u bodovou limitou jednoduchých funkcí tunu, z podmínky (ii) máme

fpx, unpxqq Ñ fpx, upxqq, pro skoro všechna x P G.

Omezenost operátoru F plyne nyní z odhadu

}F puq}Lq ď c
›

›

›
u
p
q

›

›

›

Lq
` }k}Lq “ c }u}

p
q

Lp ` }k}Lq .

Nechť nyní un Ñ u v Lp a }F punq ´ F puq}Lq ě η ą 0. Bez újmy na obecnosti předpokládejme, že }un ´ u}p ă
2´n a un Ñ u skoro všude. Pak je M “ |u| `

ř8

n“1 |un ´ u| v L
ppGq a přitom

|un| ď |un ´ u| ` |u| ďM, n P N.

Dále platí
|F punqpxq| ď c |unpxq|

p
q ` kpxq ď c pMpxqq

p
q ` kpxq P LqpGq, n P N,

a F punq Ñ F puq bodově skoro všude. Z Lebesgueovy věty tak plyne }F punq ´ F puq}Lq Ñ 0, spor.
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Věta 7.2.2. Nechť f : Gˆ RN Ñ R splňuje

(i) fp¨, rq : Gˆ R je měřitelná pro každé r P R,
(ii) fpx, ¨q : Rˆ R je spojitá pro skoro všechna x P G.

Nechť 1 ď p, q ă 8 a k P LqpGq splňují

|fpx, rq| ď c
N
ÿ

j“1

|rj |
p
q ` kpxq, skoro všechna x P G, r P R.

Pak je operátor
F puqpxq “ fpx, u1pxq, . . . , uN pxqq, x P G, pu1, . . . , uN q P pL

ppGqqN ,

dobře definovaný a jedná se o spojitý, omezený operátor z pLppGqqN do LqpGq.

7.3 Euler-Lagrangeova rovnice
Definice 7.3.1. Uvažujme následující úlohu. Nechť

A “ tu P C1pra, bsq : upaq “ u1, upbq “ u2u

a

F puq “

ż b

a

fpx, upxq, u1pxqq dx, u P A,

kde f : ra, bs ˆ R2 Ñ R má spojité druhé parciální derivace. Hledáme extrémy funkcionálu F na A.

Věta 7.3.2. Nechť u je extrém F na A. Pak je funkce

x ÞÑ B3fpx, upxq, u
1pxqq

spojitě diferencovatelná na ra, bs a splňuje rovnici

B2fpx, upxq, u
1pxqq ´

d

dx

“

B3fpx, upxq, u
1pxqq

‰

“ 0, x P ra, bs.

Důkaz. Pak pro w P Dppa, bqq platí, že přímka tu0 ` tw : t P Ru Ă A a platí

δF pu,wq “ lim
tÑ0

1

t
pF pu` twq ´ F puq “ lim

tÑ0

ż b

a

1

t

`

fpx, upxq ` twpxq, u1pxq ` tw1pxqq ´ fpx, upxq, u1pxq
˘

dx.

Položme
ϕpt, xq “ fpx, upxq ` twpxq, u1pxq ` tw1pxqq, t P R, x P ra, bs.

Pak

δF pu,wq “ lim
tÑ0

ż b

a

1

t
pϕpt, xq ´ ϕp0, xqq dx.

Ukažme, že pro x P ra, bs platí

lim
tÑ0

1

t
pϕpt, xq ´ ϕp0, xqq “ ϕ1p0, xq “ B2fpx, upxq, u

1pxqqwpxq ` B3fpx, upxq, u
1pxqqw1pxq.

Vskutku, pro t ‰ 0 existuje ct mezi 0 a t takové, že

1

t
pϕpt, xq´ϕp0, xqq “ ϕ1pct, xq “ B2fpx, upxq`ctwpxq, u

1pxq`ctw
1pxqqwpxq`B3fpx, upxq`ctwpxq, u

1pxq`ctw
1pxqqw1pxq.

Pak
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

t
pϕpt, xq ´ ϕp0, xqq ´ ϕ1p0, xq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
ˇ

ˇB2fpx, upxq ` ctwpxq, u
1pxq ` ctw

1pxqq ´ B2fpx, upxq, u
1pxqq

ˇ

ˇ |wpxq|

`
ˇ

ˇB3fpx, upxq ` ctwpxq, u
1pxq ` ctw

1pxqq ´ B3fpx, upxq, u
1pxqq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇw1pxq
ˇ

ˇ ,

což jsou výrazy konvergující pro t Ñ 0 k nule. Dále dle předpokladů je pravá strana odhadnuta konstantou pro
x P ra, bs, a tedy z Lebesgueovy věty plyne

δF pu,wq “

ż b

a

`

B2fpx, upxq, u
1pxqqwpxq ` B3fpx, upxq, u

1pxqqw1pxq
˘

dx.
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Jelikož 0 “ δF pu,wq, integrací per partes obdržíme

0 “

ż b

a

`

B2fpx, upxq, u
1pxqqwpxq ` B3fpx, upxq, u

1pxqqw1pxq
˘

dx

“

ż b

a

„

B3fpx, upxq, u
1pxqq ´

ż x

a

B2fpt, uptq, u
1ptqq dt



w1pxq dx.

Distributivní derivace výrazu v hranatých závorkách je tedy 0, a proto je roven konstantě. Existuje tak c P R
splňující

B3fpx, upxq, u
1pxqq ´

ż x

a

B2fpt, uptq, u
1ptqq dt “ c, x P ra, bs.

Proto je funkce x ÞÑ B3fpx, upxq, u
1pxqq spojitě diferencovatelná a splňuje požadovanou rovnici.

Věta 7.3.3. Nechť u je extrém F na A a nechť x0 P pa, bq splňuje

B33fpx0, upx0q, u
1px0qq ‰ 0.

Pak existuje δ ą 0 takové, že u P C2px0 ´ δ, x0 ` δq.

Důkaz. Položme

ϕpx, zq “ B3fpx, upxq, zq ´

ż x

a

B2pt, uptq, u
1ptqq dt´ c, px, zq P ra, bs ˆ R,

kde c je konstanta z předchozího důkazu. Dle Věty o implicitních funkcích existují δ1, δ2 ą 0 takové, že pro každé
x P px0 ´ δ1, x0 ` δ1q existuje právě jedno zpxq P pu1px0q ´ δ2, u

1px0q ` δ2q takové, že ϕpx, zpzqq “ 0. Navíc je
z P C1px0´ δ1, x0` δ1q. Ze spojitosti u1 a jednoznačnosti z pak plyne existence δ P p0, δ1q takového, že u1pxq “ zpxq
pro x P px0 ´ δ, x0 ` δq.

7.4 Přímé metody variačního počtu
Definice 7.4.1. Zobrazení f : X Ñ RY t8u je koercivní vhledem k A Ă X, pokud limxPA,}x}Ñ8 fpxq “ 8.

Věta 7.4.2. Nechť X je reflexivní Banachův prostor a A Ă X. Nechť dále platí následující podmínky.
(i) Existuje x0 P A, že fpx0q ă 8.
(ii) Množina A je slabě uzavřená (například uzavřená a konvexní).
(iii) Zobrazení f je koercivní vzhledem k A.
(iv) Zobrazení f je slabě sekvenciálně zdola polopspojité na A.
Pak existuje x P A, že fpxq “ mintfpyq : y P Au.

Důkaz. Vezměme txnu v A, že
fpxnq Ñ inftfpyq : y P Au.

Z koercivity plyne, že txnu je omezená, tj. leží v nějaké kouli Bp0, rq. Ze slabé kompaktnosti množiny AXBp0, rq
plyne existence podposloupnosti txnku slabě konvergující k nějakému x P A. Díky (iv) pak platí

fpxq ď lim inf
kÑ8

fpxnkq “ inftfpyq : y P Au.

Lemma 7.4.3. Nechť X je topologický prostor a f : X Ñ R je funkce. Pak f je sekvenciálně zdola polospojitá právě
tehdy, když nadgraf

M “ tpx, tq P X ˆ R : t ě fpxqu

je sekvenciálně uzavřený v X ˆ R.

Důkaz. ùñ Nechť je f sekvenciálně zdola polospojité a pxn, tnq Ñ px, tq, kde pxn, tnq jsou prvky M . Pak

fpxq ď lim inf
nÑ8

fpxnq ď lim inf
nÑ8

tn “ t,

a tedy px, tq PM .
ðù Nechť existuje posloupnost xn Ñ x splňující fpxq ą a ą b ą lim inf fpxnq. Bez újmy na obecnosti lze

předpokládat, že fpxnq ă b pro všechna n P N. Pak ale pxn, bq P M a konvergují k px, bq R M , a tedy M není
sekvenciálně uzavřená.
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Věta 7.4.4. Nechť X je Banachův prostor a f : X Ñ R je konvexní a sekvenciálně zdola polospojitý. Pak je slabě
sekvenciálně zdola polospojitý.

Důkaz. Jelikož je f konvexní, je i jeho nadgraf M též konvexní. Dle lemmatu je M konvexní, uzavřená množina v
X ˆR, a tedy je slabě uzavřená v X ˆR. Speciálně je slabě sekvenciálně uzavřená, a tedy je f slabě sekvenciálně
zdola polospojitý.

Věta 7.4.5. Nechť X je Banachův prostor, A Ă X a f : A Ñ R. Nechť τ značí }¨}, w nebo w˚-topologii. Nechť
jsou splněny následující podmínky.

(i) Každá shora f -omezená podmnožina A je sekvenciálně tau-prekompaktní v A.

(ii) Funkcionál f je sekvenciálně τ -zdola polospojitý na A.

Pak f nabývá na A svého minima.

Důkaz. Nechť je txnu minimizující posloupnost v A. Pak je P “ txn : n P Nu shora f -omezená, a tedy lze z txnu
vybrat τ -konvergentní podposloupnost konvergující k x P A. Pak ale

fpxq ď lim inf fpxnq “ inftfpyq : y P Au.

7.5 Klasické úlohy variačího počtu

7.6 Stupeň zobrazení v Rn

Věta 7.6.1 (Sard). Nechť G Ă Rd je otevřená, omezená a f : G Ñ Rd je C1pG,Rdq. Pak pro množinu Z “ tx P
G : Jfpxq “ 0u platí |fpZq| “ 0.

Důkaz. Bez újmy na obecnosti předpokládejme, že G je krychle o hraně l ą 0. Nechť M ą 0 je takové, že
}fpxq ´ fpyq} ďM }x´ y}, x, y P G, a }f 1pxq} ďM , x P G. Položme

Txy “ fpxq ` f 1pxqpy ´ xq.

Nechť ε ą 0 je dáno. Díky větě o střední hodnotě lze zvolit δ ą 0 takové, že pro }x´ y} ă δ platí }fpyq ´ fpxq ´ f 1pxqpy ´ xq} ď
ε }y ´ x}. Nechť s P N splňuje 2 ls ă δ. Uvažujme dělení G na sd krychlí o hraně l

s . Nechť D je jedna taková krychle
a x P D X Z. Pro y P D pak platí }x´ y} ă δ, z čehož plyne

}fpxq ´ fpyq} ď 2M
l

s
a }fpyq ´ Txpyq} ď 2ε

l

s
.

Jelikož Jfpxq “ 0, dimTxpRdq ď Rd´1, přičemž hrana TxpDq je nejvýše 2m l
s . Navíc distpfpyq, TxpDqq ď 2ε ls .

Tedy fpDq se vejde do krychle o hranách 4M l
s v TxpRdq a aspoň jedna hrana má délku 4ε ls . Tedy

|fpDq| ď

ˆ

4M
l

s

˙d´1

4ε
l

s
“ p4

l

s
qdMd´1ε.

Proto

|fpZq| ď sd
ˆ

4
l

s

˙d

Md´1ε “ 4dldMd´1ε.

Tedy |fpZq| “ 0.

Věta 7.6.2. Existuje právě jedno zobrazení dg : pf,G, yq Ñ Z, kde f P CpG,Rdq, G Ă Rd otevřená, omezená
y P RdzfpBGq, takové, že
(d1) dgpid, G, yq “ 1, y P G;

(d2) dgpf,G, yq “ dgpf,G1, yq ` dgpf,G2, yq, kde G1, G2 Ă G jsou disjunktní otevřené a y R fpGzpG1 YG2qq;

(d3) dgphpt, ¨q, G, yptqq nezávisí na t P r0, 1s, kde h : r0, 1s : G Ñ Rd spojité, y : r0, 1s Ñ Rd spojité a splňující
yptq R hpt, BGq.

Definice 7.6.3. Nechť f P C1pGq X CpGq a y R fpBGY Zf q. Pak definujeme

dgpf,G, yq “
ÿ

xPf´1pyq

sgn Jfpxq

(
ř

H interpretujeme jako 0.) Povšimněme si, že suma je díky předpokladům konečná, a tedy dobře definovaná.
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Tvrzení 7.6.4. Nechť f,G, y jsou jako výše a tϕαu je hladká aproximační jednotka. (Tedy ϕ1 P C8, sptϕ1 P Bp0, 1q,
ş

Rd ϕ1 “ 1 a ϕαpxq “ α´dϕ
`

x
α

˘

.)
Pak existuje ε0 “ ε0py, fq ą 0 takové, že

dgpf,G, yq “

ż

G

ϕεpfpxq ´ yqJfpxq dx, 0 ă ε ă ε0.

Důkaz. Pokud f´1pyq “ H, ϕεpfpxq ´ yq “ 0 pro ε ă distpy, fpGqq.
Je-li f´1pyq “ tx1, . . . , xmu, najdi kouleBpxi, rq takové, že f je na nich homeomorfizmus na Vi Q yi a sgn Jfpxq “

sgn Jfpxiq na Bpxi, rq. Ať Bpy, sq Ă
Şm
i“1 Vi a Ui “ Bpxi, rq X f´1pBpy, sqq. Pak }fpxq ´ y} ě β ą 0 pro x P

Gz
Ťm
i“1 Ui. Pro ε P p0, βq pak platí
ż

G

ϕεpfpxq ´ yqJfpxq dx “
m
ÿ

i“1

sgn Jfpxiq

ż

Ui

ϕεpfpxq ´ yq |Jfpxq| dx

“

m
ÿ

i“1

sgn Jfpxiq

ż

Ui

ϕεpfpxq ´ yq |Jpf ´ yqpxq| dx “
m
ÿ

i“1

sgn Jfpxiq

ż

Rd
ϕεpzq dz

“ dgpf,G, yq.

Tvrzení 7.6.5. Nechť f P C2pG,Renq a pro i, j “ 1, . . . , n uvažujme

dijpxq “ p´1qi`1 det f 1ijpxq,

kde f 1ijpxq vznikne z matice f 1pxq vynecháním i-tého sloupce a j-tého řádku.
Pak

n
ÿ

i“1

B

Bxi
dijpxq “ 0, j “ 1, . . . , n.

Důkaz. Nechť j P t1, . . . , nu je pevné. Pak při označení k-tého sloupce

fxk “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

Bkf1

Bkf2

...
Bkfj´1

Bkfj`1

...
Bkfn

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

máme
dijpxq “ p´1qi`j det

`

fx1
, . . . , fxi´1

, fxi`1, . . . , fxn
˘

.

Jelikož je determinant lineární v každém sloupci, derivováním obdržíme

Bidijpxq “ p´1qi`j
ÿ

kPt1,...,nuztiu

det
`

fx1
, . . . , fxi´1

, fxi`1
, . . . , Bifxk , . . . , fxn

˘

.

Označme
cki “ det

`

Bifxk , fx1
, . . . , fxi´1

, fxi`1, . . . , fxk´1
, fxk`1

, . . . , fxn
˘

.

Ze záměnnosti druhých parciálních derivací máme cki “ cik pro i ‰ k. Položíme-li

σki “

$

’

&

’

%

1, k ă i,

0, k “ i,

´1, k ą i,

dostaneme z předchozího

p´1qi`jBidijpxq “
ÿ

kăi

p´1qk´1cki `
ÿ

kąi

p´1qk´2cki “
n
ÿ

k“1

p´1qk1σkicki,

tj.

p´1qjBidijpxq “ p´1qi
n
ÿ

k“1

σkicki.
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Sečtením a následným přeznačením tak dostáváme

p´1qj
n
ÿ

i“1

Bidijpxq “
n
ÿ

i“1

n
ÿ

k“1

p´1qk´1`iσkicki “
n
ÿ

k“1

n
ÿ

i“1

p´1qk`i´1σikcik

“ p´1q
n
ÿ

i“1

n
ÿ

k“1

p´1qk´1`iσkicki.

Tedy
n
ÿ

i“1

n
ÿ

k“1

p´1qk´1`iσkicki “ 0

Tvrzení 7.6.6. Nechť f P C2pGqXCpGq, y0 R fpBGq, α “ distpy0, fpBGqq, y1, y2 P Upy0, αqzfpZf q. Pak dgpf,G, y1q “

dgpf,G, y2q.

Důkaz. Položme
δ “ α´maxt|y1 ´ y0| , |y2 ´ y0|u

a ať ε P p0, δq splňuje

dgpf,G, yiq “

ż

G

ϕεpfpxq ´ yiqJfpxq dx, i “ 1, 2.

Nyní chceme ukázat, že pro vhodné funkce v, w platí

dgpf,G, y1q´dgpf,G, y2q “

ż

G

rϕεpfpxq ´ y1q ´ ϕεpfpxq ´ y2qs Jfpxq dx “

ż

G

divwpfxqJfpxq dx “

ż

Rn
div vpxq dx “ 0,

přičemž poslední rovnost bude platiti díky faktu, že spt v Ă G.
Položme nyní

wpzq “ py1 ´ y2q

ż 1

0

ϕεpz ´ y1 ` tpy1 ´ y2qq dt, z P Rn.

Pak pro gptq “ ϕεpz ´ y1 ` tpy2 ´ y1qq platí gp0q “ ϕεpz ´ y1q a gp1q “ ϕεpz ´ y2q. Platí

gp1q ´ gp0q “

ż 1

0

g1ptq dt “

ż 1

0

n
ÿ

i“1

B

Bxi
ϕεpz ´ y1 ` tpy1 ´ y2qqpy1piq ´ y2piqq dt

“ py1 ´ y2q ¨

ż 1

0

∇ϕεpz ´ y1 ` tpy1 ´ y2qq dt

Jelikož
Bwi
Bxi

pzq “ py1piq ´ y2piqq

ż 1

0

B

Bxi
ϕεpz ´ y1 ` tpy1 ´ y2qq dt,

z předchozího máme
ϕεpz ´ y2q ´ ϕεpz ´ y1q “ gp1q ´ gp0q “ divwpzq.

Povšimněme si ještě, že sptw Ă Bpy0, rq, kde r “ α´ pδ ´ εq ă α. Speciálně tedy fpBGq X sptw “ H.
Položme nyní

vipxq “

#

řn
j“1 wjpfpxqqdijpxq, x P G,

0, x R G,
i “ 1, . . . , n.

Pak spt v Ă G a platí

Bivipxq “
n
ÿ

j“1

n
ÿ

k“1

dijpxqBkwjpfpxqqBifkpxq `
n
ÿ

j“1

wjpfpxqqBidijpxq,

a tedy dle předchozího tvrzení máme

div vpxq “
n
ÿ

j“1

n
ÿ

k“1

n
ÿ

i“1

dijpxqBkwjpfpxqqBifkpxq `
n
ÿ

j“1

wjpfpxqq
n
ÿ

i“1

Bidijpxq

“

n
ÿ

k“1

n
ÿ

j“1

BkwjpfpxqqδjkJfpxq “
n
ÿ

k“1

BkwkpfpxqqJfpxq

“ divwpfpxqqJfpxq
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V druhém rovnítku jsme použili vztah

n
ÿ

i“1

dijpxqBifkpxq “

#

Jfpxq, j “ k,

0, j ‰ k.

Tedy

dgpf,G, y1q ´ dgpf,G, y2q “

ż

Rn
div vpxq dx “

n
ÿ

i“1

ż a

´a

¨ ¨ ¨

ż a

´a

ˆ
ż a

´a

Bvi
Bxi

dxi

˙

dx1 ¨ ¨ ¨ dxi´1 dxi`1 ¨ ¨ ¨ dxn “ 0,

kde krychle r´a, asn je nadmnožinou G.

Definice 7.6.7. Nechť f P C2pGq X CpGq, y R fpBGq. Pak definujme

dgpf,G, yq “ dgpf,G, ryq, kde ry P Upy,distpy, fpBGqqqzfpZf q

Tvrzení 7.6.8. Nechť f, g P C2pGqXCpGq a y R fpBGq. Pak existuje δ “ δpf, g, yq ą 0 takové, že dgpf ` tg,G, yq “
dgpf,G, yq, |t| ă δ.

Důkaz. Pokud f´1pyq “ H, pro malá t pak bude platit y R pf ` tgqpGq.
Pokud f´1 “ tx1, . . . , xmu a y R fpZf q, označíme ft “ f ` tg a hpt, xq “ ftpxq ´ y. Pak hp0, xiq “ fpxiq ´ y a

h1xp0, xiq “ f 1pxiq. Dle věty o implicitních funkcích tak existuje rr, r ą 0 takové, že koule tBpx1, rq, . . . , Bpxm, rqu
jsou disjunktní a pro něž existují spojité funkce ri : prr, rrq Ñ Bpxi, rq splňující f´1

t pyq X Bpxi, rq “ riptq. Navíc lze
zařídit, aby ssgnJfpxq “ sgn Jfpxiq na Bpxi, rq.

Nechť β ą 0 je takové, že }fpxq ´ y} ě β pro x P Gz
Ťm
i“1Bpxi, rq. Pak pro |t| ă δ0 “ mintrr, β }g}

´1
8 u platí

f´1
t “ tr1ptq, . . . , rmptqu. (Pro x P Gz

Ťm
i“1Bpxi, rq totiž máme

}ftpxq ´ y} ě }fpxq ´ y} ´ }fpxq ´ ftpxq} ě β ´ t }g}8 ą 0

Funkce pt, xq ÞÑ Jftpxq je spojitá, a tedy existuje δ ď δ0 takové, že pro V “
Ťm
i“1Bpxi, rq platí

|Jftpxq ´ Jfpxq| ă mint|Jfpzq| : z P V u, |t| ă δ, x P V

Pak
sgn Jftpr

iptqq “ sgn Jfpriptqq “ sgn Jfpxiq,

a tedy
dgpft, G, yq “ dgpf,G, yq.

Pokud y P fpZf q, položíme α “ distpy, fpBGqq a nalezneme y0 P Upy, α3 qzfpZf q. Nechť δ0 ą 0 splňuje
dgpft, G, y0q “ dgpf,G, y0q pro |t| ă δ0. Nechť δ “ mintδ0

1
3 }g}

´1
8 αu. Pak pro x P BG a |t| ă δ platí

}y0 ´ ftpxq} ě }y0 ´ fpxq} ´ |t| }gpxq} ě }y ´ fpxq} ´ }y ´ y0} ´ |t| }g} ą α´
α

3
´
α

3
“
α

3
.

Tedy
}y0 ´ y} ă

α

3
ď distpy0, ftpBGqq, |t| ă δ,

z čehož plyne (viz Definice 7.6.7), že

dgpf,G, yq “ dgpf,G, y0q “ dgpft, G, y0q “ dgpft, G, yq, |t| ă δ.

Tvrzení 7.6.9. Nechť f P CpGq, y R fpBGq. Pokud g1, g2 P C2pGqXCpGq splňují }gi ´ f} ă distpy, fpBGqq, i “ 1, 2,
pak dgpg1, G, yq “ dgpg2, G, yq.

Důkaz. Nechť hpt, xq “ g1pxq ` tpg2pxq ´ g1pxqq, t P r0, 1s. Pak pro α “ distpy, fpBGq, t P r0, 1s a x P BG platí

}htpxq ´ fpxq} ď t }g2pxq ´ fpxq} ` p1´ tq }g1pxq ´ fpxq} ă tα` p1´ tqα “ distpy, fpBGqq,

a tedy y ‰ htpxq.
Označme ϕptq “ dgpht, G, yq. Je-li t0 P r0, 1s, pak z Tvrzení 7.6.8 existuje okolí t0, kde ϕ je konstantní (máme

ht “ ht0 ` pt ´ t0qpg1 ´ g2q). Tedy je ϕ spojité. Jelikož má celočíselné hodnoty, je konstatní na r0, 1s. Proto
dgpg1, G, yq “ ϕp0q “ ϕp1q “ dgpg2, G, yq.
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Definice 7.6.10. Nechť f P CpGq, y R fpBGq. Položme

dgpf,G, yq “ dgpg,G, yq, g P C2pGq X CpGq, }f ´ g}8 ă distpy, fpBGqq.

Důkaz Věty 7.6.2. (d1) Platí dgpid, G, yq “
ř

sgn I “ 1.
(d2) Nechť G1, G2 Ă G jsou disjunktní a otevřené a y R fpGzpG1 Y G2qq. Pokud lze použít Definice 7.6.3,

požadovaná rovnost platí. Jinak nechť

0 ă α ă mintdistpy, fpBGqq,distpy, fpBG1qq,distpy, fpBG2qqu a r ą 0

je navíc voleno tak, že pro g P CpGq splňující }f ´ g} ă α platí Bpy, rqXgpGzpG1YG2qq “ H. Nechť g P C2pGqXCpGq
splňuje }f ´ g} ă α a ať ry P Upy, rqzgpZgq, kde r navíc splňuje

r ă mintdistpy, gpBGqq,distpy, gpBG1qq,distpy, gpBG2qqu.

Pak ry R gpGzpG1 YG2qq, a tedy dgpg,G, ryq “ dgpg,G1, ryq ` dgpg,G2, ryq. Proto

dgpf,G, yq “ dgpg,G, yq “ dgpg,G, ryq “ dgpg,G1, ryq ` dgpg,G2, ryq “ dgpg,G1, yq ` dgpg,G2, yq

“ dgpf,G1, yq ` dgpf,G2, yq.

(d3) Nechť
α “ min

tPr0,1s
distpyptq, htpBGqq

a ϕptq “ dgpht, G, yptqq. Chceme ukázat konstantnost ϕ. K tomu stačí ukázat konstantnost ϕ lokálně. Nechť
t0 P r0, 1s je pevné a zvolme δ ą 0, že }yptq ´ ypt0q} ă α

3 a }ht ´ ht0} ă
α
3 , kdykoliv |t´ t0| ă δ. Zvolme

t P pt0´ δ, t0` δq pevné a nechť g P C2pGqX CpGq splňuje }g ´ ht} ă α
3 . Pak dgpht, G, yptqq “ dgpg,G, yptqq a navíc

platí

}g ´ ht0} ď }g ´ ht} ` }ht ´ ht0} ă
2α

3
.

Dostaneme tak dgpg,G, ypt0qq “ dgpht0 , G, ypt0qq.
Pro každé x P BG platí }gpxq ´ ypt0q} ě α

3 , a tedy

}gpxq ´ ypt0q} ě }ht0pxq ´ ypt0q} ´ }gpxq ´ ht0pxq} ą α´
2

3
α “

α

3
.

Tedy }yptq ´ ypt0q} ă distpypt0q, gpBGqq, a tedy

dgpg,G, ypt0qq “ dgpg,G, yptqq.

Celkově tak máme
dgpht, G, yptqq “ dgpg,G, yptqq “ dgpg,G, ypt0qq “ dgpht0 , G, ypt0qq.

Věta 7.6.11. Dále platí následující tvrzení.

(d4) Pokud dgpf,G, yq ‰ 0, platí f´1pxq ‰ H.

(d5) Zobrazení dgp¨, G, yq je konstantí na tg P CpGq : }f ´ g} ă distpy, fpBGqqu a dgpf,G, ¨q je konstantní na
Upy,distpy, fpBGqq. Navíc je dpf,G, ¨q konstatní na každé komponentě RnzfpBGq.

(d6) Pokud f “ g na BG a y R fpBGq, pak dgpf,G, yq “ dgpg,G, yq.

(d7) Pokud G2 Ă G otevřená a y R fpGzG1q, pak dgpf,G, yq “ dgpf,G1, yq.

Důkaz. (d4) Pokud dgpf,G, yq ‰ 0 a f´1pyq “ H, pak (d2) použité pro G1 “ G2 “ H dává (máme y R fpGq)

0 ‰ dgpf,G, yq “ dgpf,H, yq ` dgpf,H, yq “ 0,

tj. spor.
(d5) Nechť }g ´ f}α “ distpy, fpBGqq. Nechť tgnu jsou hladké funkce stejnomerně konvergující ke g. Pak od

jistho indexu n0 platí dgpg,G, yq “ dgpgn, G, yq, n ě n0. Pro n ě n0 splňující }gn ´ f} ă α tak máme

dgpg,G, yq “ dgpgn, G, yq “ dgpf,G, yq

Pro důkaz druhé části uvažme α “ distpy, fpBGqq. Nechť ry P Upy, αq a yptq “ y ` tpry ´ yq, hpt, xq “ fpxq pro
t P r0, 1s. Pak

dgpf,G, yq “ dgph0, G, y0q “ dgph1, G, y1q “ dgpf,G, ryq.
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Pokud y, y1 jsou ve stejné komponentě RnzfpBGq, existuje z obloukové souvislosti křivka yptq v této komponentě
spojující y a y1. Stejně jako výše pak platí rovnost stupně.

(d6) Pokud f “ g na BG, položme hpt, xq “ tfpxq “ p1´ tqgpxq, t P r0, 1s. Pak y R htpBGq, a tedy dle (d3) platí
rovnost stupně.

(d7) Použijeme (d2) pro G “ G1 a G2 “ H. Pak

dgpf,G, yq “ dgpf,G1, yq ` dgpf,H, yq “ dgpf,G1, yq ` 0.

Tvrzení 7.6.12. Nechť H je Hilbertův prostor a K Ă H je uzavřená, konvexní. Pak je metrická projekce pK : H Ñ

K spojitá.

Důkaz. Nechť máme xn Ñ x a η ą 0 splňující }pKpxnq ´ pKpxq} ě η. Označme yn “ pKpxnq.
Fakt. Bod y P K splňuje pKpxq “ y právě tehdy, když Rexx´ y, z ´ yy ď 0, z P K.
Vskutku, pokud y “ pKpxq a z P K, pak pro t P r0, 1s platí

}x´ y}
2
ď }x´ py ` tpz ´ yqq}

2
“ }x´ y}

2
` t2 }z ´ y}

2
´ 2tRexx´ y, z ´ yy.

Tedy
0 ď t }z ´ y}

2
´ 2 Rexx´ y, z ´ yy.

Pošleme-li t k nule, máme Rexx´ y, z ´ yy ď 0.
Obráceně, je=li z P K dáno, pak

}x´ z}
2
“ }x´ y ` y ´ z}

2
“ }x´ y}

2
` }y ´ z}

2
` 2 Rexx´ y, y ´ zy ě }x´ y}

2
,

a tedy y “ pKpxq.
Nyní máme z Faktu 1 odhad

}x´ yn}
2
ě }x´ y}

2
` }y ´ yn}

2
ě }x´ y}

2
` η2.

Nechť }x´ xn} ă ε pro ε malé. Pak

}xn ´ yn} ě }x´ yn} ´ ε ě

b

}x´ y}
2
` η2 ´ ε ě

b

p}xn ´ y} ´ εq
2
` η2 ´ ε

ě

b

p}xn ´ yn} ´ εq
2
´ ε.

Tedy
pε` }xn ´ yn}q

2
ě p}xn ´ yn} ´ εq

2
` η2.

Volboun dostatečně malého ε pak máme spor.

Věta 7.6.13 (Brouwer). Nechť K Ă Rn je kompaktní, konvexní. Pak každé spojité zobrazení f : K Ñ K má pevný
bod.

Důkaz. Nechť K “ Bp0, 1q. Pokud existuje x P BK splňující fpxq “ x, jsme hotovi. Jinak uvažujme hpt, xq “
x´ tfpxq, t P r0, 1s. Pak 0 R htpBKq, neboť

}hpt, xq} ě }x} ´ t }fpxq} ě p1´ tq ą 0, t P r0, 1q, x P BK,

a hp1, xq ‰ 0, x P BK.
Proto

dgpid´f, Up0, 1q, 0q “ dgpid, Up0, 1q, 0q “ 1,

a tedy rovnice id´f “ 0 má řešení v Up0, 1q.
Je-li K Ă Rn obecná, nalezneme r ą 0, že K Ă Bp0, rq a uvažujeme metrickou projekci pK : Bp0, rq Ñ K. Pak

funkce f ˝ pK má pevný bod x P Bp0, rq. To je však již nutně bod v K, a tedy

x “ fppKpxqq “ fpxq.

Věta 7.6.14. Nechť n P N liché, 0 P G, G otevřená, omezená a fBG : Rnzt0u spojité. Pak existuje x P BG a λ ‰ 0,
že fpxq “ λx.
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Důkaz. Pomocí Tietzeho věty rozšíříme f na prvek CpGq. Platí dgp´ id, G, 0q “ ´1 díky lichosti n.
Případ 1. Pokud dgpf,G, 0q ‰ ´1, homotopie hpt, xq “ p1 ´ tqfpxq ` tp´xq deformuje f na ´ id. Kdyby

0 R htpBGq, máme dgpf,G, 0q “ dgp´ id, G, 0q “ ´1; spor. Tedy existuje t0 P r0, 1s a x0 P BG, že hpt0, x0q “ 0.
Pokud t0 “ 0, pak fpx0q “ 0; spor. Pokud t0 “ 1, pak ´x0 “ 0; spor. tedy t0 P p0, 1q a máme p1´ t0qfpx0q “ t0x0,
tj. λ “ t0

1´t0
je ono hledané.

Případ 2. Pokud dgpf,G, 0q “ ´1, uvažujeme homotopii hpt, xq “ p1´ tqfpxq ` tx.

Důsledek 7.6.15. Neexistuje spojité nenulové zobrazení f : S3 Ñ R3 takové, že xfpxq, xy “ 0, x P R3.

Důkaz. Dle předchozí věty existuje x P S3 a λ ‰ 0 takové, že fpxq “ λx. Pak ovšem 0 “ xfpxq, xy “ |λ| xx, xy ‰ 0;
spor.

Lemma 7.6.16. Nechť g : Rn Ñ R a f : Rn Ñ Rn jsou diferencovatelné. Pak

pgfq1pxq “

¨

˚

˝

f1pxq
...

fnpxq

˛

‹

‚

∇gpxq ` gpxqf 1pxq.

Důkaz. Máme

pgfq1pxq “

¨

˚

˝

∇pgf1qpxq
...

∇pgfnqpxq

˛

‹

‚

“

¨

˚

˝

Bg
Bx1

f1 ` g
Bf1
Bx1

¨ ¨ ¨
Bg
Bxn

f1 ` g
Bf1
Bxn

...
...

Bg
Bx1

fn ` g
Bfn
Bx1

¨ ¨ ¨
Bg
Bxn

fn ` g
Bfn
Bxn

˛

‹

‚

.

Věta 7.6.17 (Borsuk). Nechť G Ă Rn je otevřená, omezená, symetrická, 0 P G. Je-li f P CpGq lichá a 0 R fpBGq,
pak dgpf,G, 0q je lichý.

Důkaz. Krok 1. Lze zařídit, že f P CpGq X C1pGq a f 1p0q je regulární.
Vskutku, nechť h P CpGq X CpGq splňuje }h´ f} ă ε1. Pak gpxq “ 1

2 phpxq ´ hp´xqq, x P G, je lichá a též
}f ´ g} ă ε1. Nechť ε2 ą 0 splňuje ε2 R σpg1p0qq. Pak u “ g ´ ε2 id splňuje, že }u´ f} ă ε1 ` ε2 diamG a
u1p0q “ g1p0q ´ ε2 id je regulární. Volbou ε1, ε2 pak zařídíme, že dgpu,G, 0q “ dgpf,G, 0q.

Krok 2. Nyní stačí najít lichou g P CpGq X C1pGq blízko f takovou, že 0 R gpZgq. Pak je totiž

dgpf,G, 0q “ dgpg,G, 0q “ sgn Jgp0q `
ÿ

xPg´1p0q,x‰0

sgn Jgpxq

liché číslo, neboť
ř

xPg´1p0q,x‰0 sgn Jgpxq je číslo sudé (gpxq “ 0 právě tehdy, když gp´xq “ 0 a g1p´xq “ g1pxq).
Krok 3. Nalezení takové g bude provedeno indukcí. Nechť ϕ : RÑ R je lichá C1 taková, že ϕ1p0q “ 0 a ϕptq “ 0

právě tehdy, když t “ 0. Nechť δ ą 0 je takové, že stupeň se nemění na δ-okolí f . Dále nalezneme ε1, . . . , εn ą 0
závisející na f, ϕ, δ. Induktivně hledáme vektory y1, . . . , yn P Rn takové, že pro gi “ gi´1 ´ ϕpxiqy

i a g0 “ f víme,
že gi je εi-blízko gi´1 a 0 R gipZgipGiqq, kde

Gi “ tx P G : xj ‰ 0 pro nějaké j ď iu.

1. krok konstrukce: Položme U1 “ G1 “ tx P G : x1 ‰ 0u a

hpxq “
fpxq

ϕpx1q
, x P U1.

Vezmeme y1 R hpZhpU1qq, že y1 je dost malé vzhledem k ε1. Pak g1pxq “ fpxq ´ ϕpx1qy
1 splňuje, že 0 je regulární

hodnota g1 na G1. Nechť g1pxq “ 0, chceme pak, že g11pxq je regulární.
Pak 0 “ fpxq ´ ϕpx1qy

1 implikuje hpxq “ y1. Tedy h1pxq je regulární. Ukážeme, že

g11pxq “ ϕpx1qh
1
1pxq.

K tomuto účelu počítejme

g11 “ f 1 ´

¨

˝y1

˛

‚pϕ ˝ P 1q1 “ f 1 ´

¨

˝y1

˛

‚ϕ1 ˝ P 1q
`

P 1
˘

283



a

h1 “

¨

˝f

˛

‚

`

pϕ ˝ P 1q´1
˘1
` pϕ ˝ P 1q´1

¨

˝ f 1

˛

‚

“

¨

˝f

˛

‚p´1qpϕ ˝ P 1q´1pϕ1 ˝ P 1q
`

P 1
˘

` pϕ ˝ P 1q´1

¨

˝ f 1

˛

‚

“ pϕ ˝ P 1q´2

»

–pϕ ˝ P 1q

¨

˝ f 1

˛

‚´ pϕ1 ˝ P 1q

¨

˝f

˛

‚

`

P 1
˘

fi

fl

Pro x splňující fpxq “ ϕpx1qy
1 tak máme

h1pxq “ pϕpP 1xqq´1

»

–ϕpP 1xq

¨

˝ f 1pxq

˛

‚´ ϕ1pP 1xqϕpP 1xq

¨

˝y1

˛

‚

`

P 1x
˘

fi

fl

“ pϕpP 1pxqq´1

»

–

¨

˝ f 1pxq

˛

‚´ ϕ1pP 1xq

¨

˝y1

˛

‚

`

P 1x
˘

fi

fl

“ pϕpP 1xqq´1g11pxq.

Tedy g11pxq je regulární.
i ` 1 krok konstrukce: Máme nyní gi, že 0 R gipZgipGiqq. Provedeme první krok konstrukce pro f :“ gi,

Ui`1 “ ty P G : yi`1 ‰ 0u a projekci P i`1. Dostaneme tak yi`1 malé takové, že 0 je regulární hodnota pro
gi`1 “ gi ´ ϕpxi`1qy

i`1 na Ui`1.
Dostáváme však dokonce, že 0 je regulární hodnota gi`1 na Gi`1. Vskutku, nechť gi`1pxq “ 0 pro nějaké

x P Gi`1. Pokud x P Ui`1, je g1i`1pxq regulární. Pokud x R Ui`1, je x P Gi. Jelikož

0 “ gi`1pxq “ gipxq ´ ϕpxi`1qy
i`1 “ gipxq

a

g1i`1pxq “ g1ipxq ´ ϕ
1pxi`1q

¨

˝yi`1

˛

‚

`

P i`1x
˘

“ g1ipxq

je g1i`1pxq regulární.
Funkce g “ gn je pak lichá a 0 R gpZgpGnqq “ gpZgpGzt0uqq. Nicméně

g1p0q “ g1n´1p0q “ ¨ ¨ ¨ “ f 1p0q

je též regulární. Tedy 0 R gpZgpGqq a g je blízko f . Tím je důkaz dokončen.

Věta 7.6.18 (Borsuk-Ulam). Nechť G Ă Rn je omezená, otevřená, syemtrická a 0 P G. Nechť f : BGÑ Rm spojité,
kde m ă n. Pak existuje x P BG takové, že fpxq “ fp´xq.

Důkaz. Uvažujme Rm Ă Rn a gpxq “ fpxq ´ fp´xq. Pokud je g různá od 0 na BG, uvažujme její rozšíření na G
s hodnotami v Rm. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že toto rozšíření je liché. Nyní existuje r ą 0,
že dgpg,G, 0q “ dgpg,G, yq pro y P rBRn . Dle Věty 7.6.17 je dgpg,G, 0q ‰ 0, a tedy dgpg,G, yq ‰ 0 pro y P rBRn .
Tedy

rBRn Ă gpGq Ă Rm;

spor. Proto existuje x P BG, že fpxq “ fp´xq.

Věta 7.6.19. Pokud n ą m, není Rn homeomorfní s Rm.

Důkaz. Pokud fRn Ñ Rm je homeomorfizmus, existuje x P SRn , že fpxq “ fp´xq. To je ale spor.

Věta 7.6.20. Nechť G Ă Rn je otevřená a f : GÑ Rn je spojité a lokálně prosté. Pak f je otevřené.

Důkaz. Fixujme x0 P G, přčmež nechť x0 “ 0 a fpx0q “ 0. Hledáme Up0, sq Ă fpGq.
Nechť f je prosté na Up0, rq. Položme

hpt, xq “ f

ˆ

x

1` t

˙

´ f

ˆ

´
t

1` t
x

˙

, px, tq P Up0, rq ˆ r0, 1s.
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Pak h0pxq “ fpxq a h1pxq “ fpx2 q ´ fp´
x
2 q. Navíc htpBUp0, rqq Q 0. Vskutku, h0pxq to splňuje. Když t ą 0 a

0 “ hpt, xq “ f

ˆ

x

1` t

˙

´ f

ˆ

´
t

1` t
x

˙

,

pak z prostoty f máme
x

1` t
“ ´

tx

1` t
,

neboli x “ 0.
Tedy

dgpf, Up0, rq, 0q “ dgph1, Up0, rq, 0q ‰ 0

z Věty 7.6.17. Tedy dgpf, Up0, rq, yq ‰ 0 pro y P Up0, sq, kde s ą 0 je dosti malé. Proto fpUp0, rqq Ą Up0, sq.

7.6.1 Leray-Schauderův stupeň

Lemma 7.6.21. Nechť K Ă X je kompaktní a ε ą 0. Pak existuje konečná množina F Ă K a spojité zobrazení
P : X Ñ coF takové, že }Px´ x} ă ε, x P K.

Důkaz. Nechť F “ tx1, . . . , xmu je ε-síť pro K. Položme

φipxq “

#

ε´ }x´ xi} , x P Bpxi, εq,

0, jinak,
, i “ 1, . . . ,m,

a

φpxq “
m
ÿ

i“1

φipxq.

Pak φ ą 0 na K a lze definovat

Px “
m
ÿ

i“1

φipxq

φpxq
xi, x P K.

Pak

}Px´ x} “

›

›

›

›

›

m
ÿ

i“1

φipxq

φpxq
xi ´

m
ÿ

i“1

φipxq

φpxq
x

›

›

›

›

›

“

›

›

›

›

›

m
ÿ

i“1

φipxq

φpxq
pxi ´ xq

›

›

›

›

›

ď

m
ÿ

i“1

φipxq

φpxq
}xi ´ x} ă

m
ÿ

i“1

φipxq

φpxq
ε “ ε.

Definice 7.6.22. Nechť X je Banachův prostor a U Ă X je množina. Pak f : U Ñ X je kompaktní, pokud je
spojité a fpUq je kompaktní.

Dále položme pro C Ă U rpCq “ inft}x´ fpxq} : x P Cu.

Věta 7.6.23 (Schauder). Nechť C Ă X je uzavřená, konvexní a f : C Ñ C je spojité, kompaktní. Pak f má pevný
bod.

Důkaz. Nechť K “ fpCq. Pro každé n P N, nechť Pn : K Ñ coFn je projekce daná Lemmatem 7.6.21 a 1
n -sítí

Fn Ă K. Položme fn : coFn Ñ coFn jako fnpxq “ Pnfpxq, x P coFn. Nechť yn je pevný bod pro fn. Bez
újmy na obecnosti předpokládejme, že fpynq Ñ y. Jelikož }Pnfpynq ´ fpynq} ă 1

n . Platí yn “ fnpynq Ñ y. Tedy
fpynq Ñ fpyq, což dává fpyq “ y.

Lemma 7.6.24. Nechť f : U Ñ X je kompaktní a C Ă U je uzavřená. Pak pid´fqpCq je uzavřená.

Důkaz. Nechť txnu P C splňuje pxn ´ fpxnqq Ñ y. Bez újmy na obecnosti předpokládejme fpxnq Ñ z. Pak
xn Ñ y ` z. Položíme-li x “ y ` z, máme x P C a

pid´fqpxq “ lim
nÑ8

pid´fqpxnq “ y ` z ´ z “ y.

Lemma 7.6.25. Nechť 0 R pid´fqpBUq, Pε je schauderovská projekce na fpUq a r “ rpBUq. Pokud ε ă r
2 , pak

}x´ Pεfpxq} ě
r
2 , x P BU .
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Důkaz. Jelikož }Pεy ´ y} ď ε na kompaktu fpUq, máme

}x´ Pεfpxq} “ě }x´ fpxq} ´ }fpxq ´ Pεfpxq} ě r ´
r

2
“
r

2
.

Lemma 7.6.26. Nechť X je topologický vektorový prostor konečné dimenze nad R a h : X Ñ Rn je izomorfizmus.
Definujme dgpf,G, yq pro y R fpBGq jako dgph ˝ f ˝ h´1, hpGq, hpyqq. Pak tato definice nezávisí na volbě h.

Důkaz. Nechť h1, h2 : X Ñ Rn jsou dva izomorfizmy. Nechť h “ h2 ˝ h
´1
1 . Pak funkce fi “ hi ˝ f ˝ h

´1
i splňují

f1 “ h´1 ˝ f ˝ h. Předpokládejme nejprve, že f1 je diferencovatelné a y1 “ h1y splňuje f1px1q “ y1 pro regulární
bod x1. Pak je i f2 diferencovatelné a y2 “ h2y “ hy1 splňuje f2px2q “ y2, kde x2 “ hpx1q je regulární bod f2. Pak

Jf2px2q “ dethJf1px1qdeth´1 “ Jf1px1q,

a tedy dgpf2, h2pGq, y2q “ dgpf1, h1pGq, y1q.
V obecném případě pak aproximujeme f hladkou funkcí.

Definice 7.6.27. Nechť X je reálný topologický prostor konečné dimenze. Pak definujeme dgpf,G, yq pomocí
Lemmatu 7.6.26.

Věta 7.6.28. Nechť dimXn “ n a Xm ĂĂ Xn splňuje dimXm “ m ă n. Nechť G Ă Xn je omezená, otevřená,
fGÑ Xm je spojité a y R Xmzpid´fqpBGq. Pak

dgppid´fq, G, yq “ dgppid´fq|GXXm , GXXm, yq.

Důkaz. Označme g “ id´f . Můžeme předpokládat, že Xn “ Rn, Xm “ tx P Rn : xm`1 “ ¨ ¨ ¨ “ xn “ 0u, f P C1pGq
a y R gpZgq. Nechť gpxq “ y pro nějaké x P G. Pak x P GX Rm, a tedy pro gm “ pid´fq|GXRm máme gmpxq “ y.
Jelikož

Jgpxq “ det

ˆ

Im ´ pBjfipxqq ´ pBjfipxqq
p0q In´m

˙

a
Jgmpxq “ detpIm ´ pBjfipxqq ,

rozvojem první matice podle posledních n´m řádků dostaneme Jgpxq “ Jgmpxq.

Definice 7.6.29. Nechť X je reálný Banachův prostor, G Ă X je otevřená omezená, f : G Ñ X kompaktní a
0 R pid´fqpBGq. Zvolme ε ą 0, že }x´ Pεfpxq} ě r

2 , x P BG. Nechť K je kompakt obsahující fpGq a Pε je
zobrazení z Lemmatu 7.6.24 splňující }x´ Pεx} ă ε. Nechť idε : Xε Ñ Xε je identita. Definujme

dgpid´f,G, 0q “ dgpid ε´ fε, Gε, 0q,

kde Gε “ GXXε a fεpxq “ Pεfpxq, x P Uε.
(Poznamenejme, že definice je korektní, neboť }x´ fεx} ě r

2 , x P BUε.)
Pokud y R pid´fqpBGq, položíme dgppid´fq, G, yq “ dgppid´f ´ yq, G, 0q.

Věta 7.6.30. Definice 7.6.29 nezávisí na volbě kompaktu K, ε P p0, r2 q, prostoru Xε a zobrazení Pε.

Důkaz. Mějme objekty εi, Ki, Xi, Pi, Ui a fi, kde fi : Ui Ă U Ñ Xi je definováno jako fipxq “ Pifpxq, přičemž
Ui “ U XXi. Nechť Y je konečně dimenzionální prostor obsahující X1 a X2. Položme V “ U X Y a g1 : V Ñ Y
definované jako g1pxq “ P1fpxq P Y . Použitím Věty 7.6.28 dostáváme

dgppidY ´g1q, V, 0q “ dgppidY ´g1q|VXX1
, V XX1, 0q “ dgpidX1 ´f1, U1, 0q

Analogickým postupem dostaneme g2pxq “ P2fpxq na V splňující

dgppidY ´g2q, V, 0q “ dgpidX2
´f2, U2, 0q.

Uvažujme nyní homotopii H na Y ˆ r0, 1s definovanou jako

Hpx, tq “ tpidY ´g1qpxq ` p1´ tqpidY ´g2qpxq “ idY ´ptg1pxq ` p1´ tqg2pxqq.

Pak 0 R Hp¨, tqpBV q. Vskutku, je-li x P BV , platí x P BU , a tedy

}Hpx, tq ´ pidY ´fqpxq} “ }x´ tg1pxq ´ p1´ tqg2 ´ x` fpxq} ď t }g1pxq ´ fpxq} ` p1´ tq }fpxq ´ g2pxq}

ď tε1 ` p1´ tqε2 ď
r

2
.

Na druhou stranu platí }x´ fpxq} ě r, takže }Hpx, tq} ě r
2 .

Tedy dgpHp¨, 0q, V, 0q “ dgpHp¨, 1q, V, 0q, čímž je důkaz dokončen.
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Věta 7.6.31. Existuje právě jedno zobrazení dgpid´f,G, yq, kde G Ă X otevřená, omezená, y R pid´fqpBGq, f
kompaktní takové, že splňuje (d1)-(d3). Navíc splňuje (d4)-(d7).

Důkaz. (d4) Nechť dgpid´f,G, 0q ‰ 0 a fpxq ‰ x na U . Pak rpUq ą 0 a pro ε ă rpUq
2 platí }x´ Pεfpxq} ě

rpUq
2 ,

x P U . Tedy
0 ‰ dgppid´fq, G, 0q “ dgpidXε ´fε, GXXε, 0q “ 0;

spor.

7.6.2 Monotónní operátory
Věta 7.6.32. Nechť X je Hilbertův prostor a f : X Ñ X splňuje následující podmínky:

(1) existuje λ ą 0, že xfpxq ´ fpyq, x´ yy ě λ }x´ y}
2, x, y P X;

(2) existuje K ą 0, že }fpxq ´ fpyq} ď K }x´ y}, x, y P X.

Pak je f bijekce X na X.

Důkaz. Nechť z P X je dáno. Hledáme x P X splňující fpxq “ z. Bez újmy na obecnosti lze předpokládat, že z “ 0
(jinak uvažujeme gpxq “ fpxq´ z). Vezměme ε ą 0 splňující ε ă 2λ

K2 a operátor gpxq “ x´ εfpxq. Pak pro x, y P X
máme

}gpyq ´ gpxq}
2
“ xy ´ εfpyq ´ x` εfpxq, y ´ εfpyq ´ x` εfpxqy

“ }y ´ x}
2
´ 2εxfpyq ´ fpxq, y ´ xy ` ε2 }fpyq ´ fpxq}

2

ď }y ´ x}
2 `

1´ 2ελ` ε2K2
˘

Jelikož 1´ 2ελ` ε2K2 ă 1, je g kontrakce. Tedy existuje právě jeden bod splňující gpxq “ x. Pak ovšem rovnost

x “ gpxq “ x´ εfpxq

implikuje fpxq “ 0.
Nechť nyní fpxq “ fpyq “ z. Pak

0 “ xfpxq ´ fpyq, x´ yy ě λ }x´ y}
2

implikuje x “ y.

Definice 7.6.33. Nechť X,Y jsou Banachovy prostory a f : X Ñ Y je zobrazení. Pak f je

• omezené, pokud posílá omezené množiny na omezené množiny,
• demispojité, pokud je }´}w spojité (tedy pokud xn Ñ x implikuje fpxnq á fpxq)

Nechť Y “ X˚, kde X je reflexivní. Pak f je

• monotónní, pokud xfpxq ´ fpyq, x´ yy ě 0, x, y P X;
• hemispojité, pokud pro každé x, y P X je funkce t ÞÑ xfpx` tyq, yy spojitá;
• typu M , pokud xn á x, fpxnq á x˚ a lim supxfpxnq, xny ď x˚pxq implikují fpxq “ x˚.

Lemma 7.6.34. (a) Pokud je f hemispojitý a monotónní, je typu M .

(b) Je-li f omezený a typu M , je demispojitý.

Důkaz. (a) Nechť txnu, x a x˚ jsou jako v definici. Pak nerovnost

xfpxnq ´ fpyq, xn ´ yy ě 0, y P X,

implikuje
0 ď lim sup pxfpxnq, xny ´ xfpxnq, yy ´ xfpyq, xny ` xfpyq, yyq

ď xx˚, xy ´ xx˚, y ´ xfpyq, xy ` xfpyq, yy “ xx˚ ´ fpyq, x´ yy, y P X.

Pro každé z P X uvažujme y “ x´ tz, t ą 0. Pak máme

0 ď xx˚ ´ fpx´ tzq, tzy,

a tedy
0 ď xx˚ ´ fpx´ tzq, zy.

Z hemispojitosti pak máme
0 ď xx˚ ´ fpxq, zy, z P X,

což implikuje fpxq “ x˚.
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(b) Nechť xn Ñ x v X. Protože je f omezený, existuje podposloupnost txnku taková, že fpxnkq á x˚. Vzhledem
k tomu, že

|fpxnkqpxnkq ´ x
˚pxq| ď |fpxnkqpxnk ´ x` xq ´ x

˚pxq| ď }fpxnkq} }xnk ´ x} ` |pfpxnkq ´ x
˚qpxq| Ñ 0,

platí lim fpxnkqpxnkq “ x˚pxq. Jelikož je f typu M , platí fpxq “ x˚, a tedy fpxnkq á fpxq.
Jelikož taková podposloupnost lze vybrat z každé podposloupnosti txnu, platí fpxnq á fpxq.

Důsledek 7.6.35. Nechť dimX ă 8, Y je reflexivní prostor, j : X Ñ Y je isomozorfizmus a j1 : Y ˚ Ñ X˚ je
duální operátor. Nechť f : Y Ñ Y ˚ je omezený a typu M . Pak j1 ˝ f ˝ j : X Ñ X˚ je spojitý.

Důkaz. Pokud xn Ñ x v X, pak fpjpxnqq á fpjpxqq v Y 1. Tedy i j1pfpjpxnqqq á j1pfpjpxqqq. Vzhledem k tomu,
že dimX˚ ă 8, j1pfpjpxnqqq Ñ j1pfpjpxqqq.

Lemma 7.6.36. Nechť f : BRn Ñ Rn je spojité a xfpxq, xy ě 0, x P SRn . Pak f má kořen.

Důkaz. Pokud by tomu tak nebylo, zobrazení x ÞÑ ´
fpxq
}fpxq} má pevný bod x0. Pro ten pak platí

}x0} “

›

›

›

›

´
fpx0q

}fpx0q}

›

›

›

›

“ 1

a
xfpx0q, x0y “ ´ }fpx0q} ă 0;

spor.

Věta 7.6.37. Nechť X je separabilní, reflexivní a x˚ßX˚. Nechť f : X Ñ X˚ je typu M a omezený a existuje
ρ ą 0 splňující

xfpxq, xy ą x˚pxq, x P XzρBX . (7.6)

Pak x˚ P Rng f .

Důkaz. Nechť tw1, w2, . . . u jsou lineárně nezávislé vektory v X, jejichž lineární obal je hustý. Položme Xm “

spantw1, . . . , wmu, m P N.
Pro pevné m P N uvažujme úlohu

xfpuq, wjy “ x˚pwjq, 1 ď j ď m, u P Xm. (7.7)

Nechť j : Rm Ñ Vm je izomorfizmus posílající ek na wk, k “ 1, . . . ,m. Pak (7.7) je ekvivalentní s řešením rovnice

F pvq “ 0, v P Rm,

kde F : Rm Ñ pRmq˚ je definováno jako

F puq “ pj1fjqpuq ´ j1x˚, u P Rm.

Pro vektor v P Rm splňující F pvq “ 0 pak totiž jpvq je řešení (7.7). Je-li však u P Rm o normě větší než ρ,z (7.6)
dává

xF puq, uy “ xpj1fjqpuq ´ j1x˚, uy “ xfpjpuqq ´ x˚, jpuq ą 0,

takže z Lemmatu 7.6.36 plyne existence um splňujícího (7.7).
Pak xfpumq, umy “ x˚pumq, takže z (7.6) plyne }um} ď ρ, m P N. Bez újmy na obecnosti nechť um á u a

fpumq á y˚ (f je omezený). Pak y˚ “ x˚.
Vskutku, nechť wi je libovolné. Pak pro m ě wi platí xfpumq, wiy “ x˚pwiq, a tedy limitním přechodem platí

y˚pwiq “ x˚pwiq. Z hustoty pak y˚ “ x˚.
Konečně máme

xfpumq, umy “ x˚pumq Ñ x˚puq.

Jelikož f je typu M , platí fpuq “ x˚.

Definice 7.6.38. Funkce f : X Ñ X˚ je koercivní, pokud

lim
}x}Ñ8

fpxqpxq

}x}
“ 8.

Důsledek 7.6.39. Nechť f je omezený, koercivní a typu M na separabilním Banachově prostoru. Pak f je surjek-
tivní.
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Definice 7.6.40. Funkce f : X Ñ X˚ je striktně monotónní, pokud

xfpxq ´ fpyq, x´ yy ą 0, x ‰ y;

a silně monotónní, pokud
xfpxq ´ fpyq, x´ uy ě c }x´ y}

2
, x, y P X,

pro nějaké c ą 0.

Poznámka 7.6.41. (a) Silně monotónní operátor je koercivní.
(b) Pokud je f striktně monotónní, je prostý.

Věta 7.6.42 (Minty). Nechť f : X Ñ X˚ je monotónní a hemispojitý.

(a) Nechť x˚ P X˚. Pak fpxq “ x˚ právě tehdy, když xfpzq ´ x˚, z ´ xy ě 0 pro všechny z P X.

(b) Pokud f je omezený a splňuje (7.6) pro nějaké x˚, je množina řešení tx P X : fpxq “ x˚u uzavřená, konvexní,
neprázdná a omezená.

Důkaz. (a) Pokud fpxq “ x˚, xfpzq´x˚, z´xy ě 0 pro všechny z P X. Obráceně, nechť podmínka platí. Uvažujme
pro w P X vektory z “ x` tw, t ą 0. Pak

0 ď fpx` twq ´ x˚, twy, t ą 0,

a hemispojitost implikuje 0 ď fpxq ´ x˚, wy, w P X. Tedy fpxq “ x˚.
(b) Z (a) máme

tx P X : fpxq “ x˚u “
č

vPX

tu P X : xfpvq ´ x˚, v ´ uyu,

a tedy se jedná o uzavřenou, konvexní množinu. Z (7.6) plyne její omezenost a neprázdnost.

Věta 7.6.43 (Browder-Minty). Nechť X je separabilní, reflexivní prostor a f : X Ñ X˚ je monotónní, demispojitý
a x˚ P X˚ splňuje (7.6). Pak x˚ P Rng f .

Důkaz. Pomocí demispojitosti obdržíme jako v důkaze Věty 7.6.37 vektory um P Xm splňující xfpumq´x˚, wy “ 0,
w P Xm. Bez újmy na obecnosti lze díky (7.6) předpokládat, že um á u. Pro v P Xn a libovolné m ě n platí

0 ď xfpvq ´ fpumq, v ´ umy “ xfpvq ´ x
˚, v ´ umy,

a tedy limitním přechodem

0 ď xfpvq ´ x˚, v ´ uy, v P
8
ď

n“1

Xn.

Jelikož je f demispojitý a
Ť8

n“1Xn hustý v X, platí

0 ď xfpvq ´ x˚, v ´ uy, v P X.

Dle Tvrzení 7.6.42 platí fpuq “ x˚.

Věta 7.6.44. Nechť G Ă Rn je měřitelná, f : GˆRÑ R splňuje Cartheódoryovy podmínky a navíc pro p P p1,8q
a k P Lp

1

pGq platí
|fpx, rq| ď c |r|

p´1
` kpxq, skoro všechna x P G.

Pak F : Lp Ñ Lp
1

“ pLpq˚ je omezený a spojitý. Pokud je též fpx, ¨q : RÑ R neklesající, je F monotónní.

Důkaz. První část důkazu plyne z Věty 7.2.1, položíme-li q “ p1. Pak totiž platí p
p1 “ p´ 1

Monotonie pak plyne z odhadu

xF puq ´ F pvq, u´ vy “

ż

G

pfpx, upxqq ´ fpx, vpxqq pupxq ´ vpxqq dx ě 0,

který platí díky nerovnosti

pfpx, r1q ´ fpx, r2qq pr1 ´ r2q ě 0, x P G, r1, r2 P R.
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Kapitola 8

Funkcionální analýza III. - příklady

8.1 Topologické vektorové prostory

8.1.1 Příklady a elementární vlastnosti
Příklad 8.1.1. Ukažte, že CpΩq, HpΩq, DpKq, C8pΩq jsou Fréchetovy prostory.

Příklad 8.1.2. Prozkoumejte vlastnosti následujících prostorů: pRγ , τpq, pCpXq, τKq, slabou topologii na Banachově
prostoru, slabou* topologii na duálu, měřitelné funkce na r0, 1s na konveregencí v míře

Příklad 8.1.3. Uvažujte Lpp0, 1q pro 0 ă p ă 1. Ukažte, že

• je to lokálně omezený F -prostor,

• neobsahuje netriviální otevřené konvexní množiny,

• jeho duál je triviální.

Příklad 8.1.4. Ve vektorovém prostoru X platí následující:

• 2A Ă A`A a rovnost obecně neplatí,

• A je konvexní právě tehdy, když ps` tqA “ sA` tA pro každé s, t ě 0,

• vyvážené množiny jsou stabilní vzhledem ke sjednocením a průnikům,

• konvexní množiny jsou stabilní vzhledem k průnikům a nahoru usměrněným sjednocením,

• A`B je konvexní, pokud A,B jsou konvexní,

• A`B je vyvážené, pokud A,B jsou vyvážené.

Příklad 8.1.5. Ve TVS X platí následující:

• konvexní obal otevřené množiny je otevřená,

• konvexní obal omezené množiny je omezená, pokud X je LCS,

• předchozí tvrzení neplatí v TVS,

• konvexní obal totálně omezené množiny je totálně omezená, pokud X je LCS,

• A`B je omezená, pokud A,B jsou omezené,

• A`B je kompaktní, pokud A,B jsou kompaktní,

• A`B je uzavřená, pokud A uzavřená a B kompaktní.

Příklad 8.1.6. Najděte vyváženou B Ă C2, jejíž vnitřek není vyvážený.

Příklad 8.1.7. Nechť txnu ve LCS X konverguje k 0. Pak
řn
i“1

1
nxi Ñ 0.

Příklad 8.1.8. NechťX je Banachův nekonečné dimenze. Ukažte, žeX lze napsat jako sjednocení dvou disjunktních
hustých konvexních množin.

Příklad 8.1.9. Ukažte, že

• konvexní obal kompaktních konvexních množin je kompaktní,

• konvexní obal kompaktní množiny je kompaktní v konečně dimenzionálních prostorech,

• konvexní obal kompaktní množiny nemusí být kompaktní ani v Hilbertově prostoru,

• uzavřený konvexní obal kompaktní množiny je kompaktní ve Fréchetově prostoru,
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• vyvážený obal kompaktní množiny je kompaktní.

Příklad 8.1.10. Ukažte, že A v TVS je omezená, pokud každá její spočetná podmnožina je omezená.

Příklad 8.1.11. Uvažujte X “ Cppr0, 1sq. Najděte tfnu v X konvergující k 0 takovou, že tγnfnu nekonverguje k 0
pro každou posloupnost tγnu jdoucí k 8.

Příklad 8.1.12. Nechť X,Y jsou TVS, přičemž Y je konečně-dimenzionální, T : X Ñ Y lineární surjekce. Ukažte,
že T je otevřené. Navíc, T je spojité, pokud jeho jádro je uzavřené.

Příklad 8.1.13. Ukažte, že každé prostor konečné kodimenze v Lp pro 0 ă p ă 1 je hustý.

Příklad 8.1.14. Uvažujte X “ Cpr0, 1sq s metrikou dpf, gq “
ş1

0
|f´g|

1`|f´g| . Nechť σ značí topologii definovanou d a
τ značí bodovou topologii. Pak:

• každá τ -omezená množina je i σ-omezená,

• I : pX, τq Ñ pX,σq je omezené nespojité sekvenciálně spojité zobrazení,

• τ není metrizovatelná,

• τ nemá spočetnou bázi,

• každý spojitý funkcionál na pX, τq je tvaru f ÞÑ
řn
i“1 cifpxiq.

• pX,σq má pouze triviální otevřené konvexní množiny,

• I : pX,σq Ñ pX, τq není spojité,

• konvergence v σ odpovídá konvergenci v míře.

Příklad 8.1.15. Ukažte, že topologie CpΩq (respektive HpΩq) nezávisí na volbě kompaktů.

Příklad 8.1.16. Ukažte, že lineární operátor z hustého podprostoru TVS X do F -prostoru Y lze jednoznačně
rozšířit.

Příklad 8.1.17. Uvažujte bázi X “ `2pZq a vektory fn “ e´n ` nen. Nechť X1 je uzavřený lineární obal vektorů
te0, e1, . . . u a X2 je uzavřený lineární obal tf1, f2 . . . u. Pak X1 `X2 je hustý v X, ale neobsahuje

ř8

n“1
1
ne´n.

Příklad 8.1.18. Uvažujte X “ Cp0, 1q s topologií generovanou koulemi ve stejnoměrné metrice. Ukažte, že X není
TVS.

Příklad 8.1.19. Uvažujte X “ L2pr´1, 1sq a Xα “ tf P Cpr´1, 1sq : fp0q “ αu, α P R. Pak Xα jsou disjunktní
husté prostory, které tedy nemohou být odděleny spojtým funkcionálem.

Příklad 8.1.20. Jsou-li Xi TVS, pak
ś

Xi se součinovou topologií je TVS, stejně jako
ř

Xi “ tx P
ś

Xi :
sptx konečnýu. Ukažte, že:

• součin i suma jsou LCS, pokud Xi jsou LCS,

• p
ś

Xiq
˚ “

ř

X˚i .

• p
ř

Xiq
˚ “

ś

X˚i .

Příklad 8.1.21. Ukažte, že pCNq˚ “ pc00, τpq.

8.1.2 Slabé topologie
Příklad 8.1.22. Uvažujte X “ `p pro 0 ă p ă 8. Pak

• pro 1 ă p ă 8 prostor X obsahuje slabě konvergentí posloupnost, která nekonverguje v normě,

• pro p “ 1 normově konvergentní posloupnosti splývají se slabě konvergentními,

• pro 0 ă p ă 1 je X lokálně omezený F -prostor splňující X˚ “ `8,

• pro 0 ă p ă r ď 1 uvažujte na `8 slabou* topologie τp a τr indukované `p a `r a ukažte, že jsou různé na
celém prostoru a splývají na normově omezených množinách `8.

Příklad 8.1.23. Ukažte, že en “ eint konvergují v Lpp´π, πq slabě k 0 pro 1 ď p ă 8.

Příklad 8.1.24. Ukažte, že Cpr0, 1sq je slabě* husté v L8pr0, 1sq.

Příklad 8.1.25. Uvažujte komplexní prostor X “ Cpr0, 1sq. Najděte f P X˚ zobrazující BX na otevřenou pod-
množinu C.

Příklad 8.1.26. Uvažujte prostor X “ `2 a E sestává z prvků em,n “ em`men. Nechť E1 značí slabý sekvenciální
uzávěr E.
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• Najděte E1.
• Najděte slabý uzávěr E.
• Ukažte, že 0 P E

w
zE1.

Příklad 8.1.27. Nechť X je vektorový prostor,M ĂĂ X#, pak pX,σpX,Mqq je metrizovatelný právě tehdy, když
M má spočetnou bázi.

Příklad 8.1.28. • Slabá topologie na NLP X nekonečné dimenze není metrizovatelná.
• Slabá* topologie na duálním X˚ je metrizovatelná právě tehdy, když X má spočetnou bázi (tj. pro nekonečně

dimenzionální Banachův X není slabá* topologie metrizovatelná).

Příklad 8.1.29. • pBX , wq je metrizovatelná právě tehdy, když X˚ separabilní.
• pBX˚ , w˚q je metrizovatelná právě tehdy, když X separabilní.

Příklad 8.1.30. Nechť dimX “ 8, pak SX
w
“ BX .

Příklad 8.1.31 (Helly). Nechť X Banachův, f P X˚˚ a F ĂĂ X˚ konečné dimenze a ε ą 0. Pak existuje x P X
takové, že }x} ď p1` εq}f} a x “ f na F .

Příklad 8.1.32. Nechť X je Banachův. Ukažte, že normová a slabá topologie splývá na BX právě tehdy, když X
je konečně dimenzionální.

Příklad 8.1.33. Nechť X je LCS. Ukažte, že pX,wq má omezené okolí právě tehdy, když X je konečně dimenzio-
nální.

Příklad 8.1.34. Na X je } ¨ } slabě zdola polospojitá, na X˚ je slabě* zdola polospojitá.

Příklad 8.1.35. Pro X Banachův je SX Gδ v BX ve slabé topologii, SX˚ je slabě* Gδ v BX˚ .

Příklad 8.1.36. Nechť X je Banachův. Ukažte, že A Ă X˚ je slabě* omezená právě tehdy, když A je normově
omezená.

Příklad 8.1.37. Norma není pro dimX “ 8 slabě spojitá, ani není slabě* spojitá na duálu.

Příklad 8.1.38. Je-li X Banach a K Ă X slabě kompaktní, pak pro každé x P X existuje v K k němu nejbližší
prvek. Podobně pro slabě* kompaktní podmnožinu duálu.

Příklad 8.1.39. Nechť K je kompakt. Ukažte, že CpKq je separabilní právě tehdy, když K je metrizovatelný.

Příklad 8.1.40. Nechť X je Banachův a Y ĂĂ X je hustý. Ukažte, že X˚ je izometricky izomorfní s Y ˚, přičemž
tento izomorfizmus je homeomorfizmus mezi w* topologiemi právě tehdy, když Y “ X.

Příklad 8.1.41. Uvažujte `1 jako
• duál k c0 (pomocí duality x ÞÑ

ř8

i“1 xiyi, x P c0, y P `1) s topologií σ1 “ σp`1, c0q,
• duál k c00 (pomocí duality x ÞÑ

ř8

i“1 xiyi, x P c0, y P `1) s topologií σ2 “ σp`1, c00q,
• duál k c (pomocí duality x ÞÑ plimxqy1 `

ř8

i“1 xiyi`1, x P c0, y P `1) s topologií σ3 “ σp`1, cq.
Rozmyslete si,
• pro jaké topologie je identické zobrazení na `1 spojité či homeomorfní,
• pro jaké topologie je identické zobrazení na B`1 spojité či homeomorfní,
• stejné otázky pro pravý a levý shift T a S, tj. T py1, y2, . . . q “ p0, y1, y2, . . . q a Spy1, y2, . . . q “ py2, y3, . . . q.

Příklad 8.1.42. Nechť T : X Ñ Y je operátor mezi normovanými lineárními prostory. Ukažte, že následující
výroky jsou ekvivalentní:
(i) T : pX, } ¨ }q Ñ pY, } ¨ }q je spojitý,
(ii) T : pX, } ¨ }q Ñ pY,wq je spojitý,
(iii) T : pX,wq Ñ pY,wq je spojitý,
(iv) T : pX,wq Ñ pY, } ¨ }q je spojitý.

Příklad 8.1.43. Nechť T : pX, τq Ñ pY, σq je operátor mezi lokálně kovexními prostory. Rozmyslete si implikace
mezi následujícími výroky:
(i) T : pX, τq Ñ pY, σq je spojitý,
(ii) T : pX,wq Ñ pY,wq je spojitý,
(iii) T : pX, τ1q Ñ pY, σ1q je spojitý pro nějaké přípustné topologie τ1 na X a σ1 na Y ,
(iv) T : pX, τq Ñ pY,wq je spojitý,
(v) T : pX,wq Ñ pY, σ1q je spojitý.

Příklad 8.1.44. Nechť X je komplexní normovaný lineární prostor a XR je reálná verze X. Ukažte, že I : X˚ Ñ
pXRq

˚, x˚ ÞÑ Rex˚, je izometrický w˚-w˚ homeomorfizmus.
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8.1.3 Poláry a extremální body
Příklad 8.1.45. Najděte poláry množin A v prostoru X:

• X “ R2, A “ tp1, 1qu,

• X “ C3, A “ tp1, i,´iqu,

• X “ R2, A “ tpx, yq P X : 4x2 ` y2 ď 1u,

• X “ C, A “ ttp1, 1q : t P r0, 1su,

• X “ C2, A “ tz pp1, 0q, p0, 1qq : |z| ď 1u.

Příklad 8.1.46. Nechť X je NLP a A Ă X. Ukažte, že pA0q0 “ bco
w˚

pεpAqq.

Příklad 8.1.47. Najděte kompaktní konvexní množinu K Ă `2 tak, že K ‰ co extK.

Příklad 8.1.48. Najděte extremální body jednotkové koule prostoru c0, CpKq, L1pr0, 1sq, `p pro p P r1,8s a
MpKq.

Příklad 8.1.49. Nechť X je Banachův nekonečné dimenze a extBX je konečná. Ukažte, že X není izometricky
izomorfní žádnému duálnímu prostoru.

Příklad 8.1.50. Najděte extM1pKq, cow
˚

extM1pKq a co}¨} extM1pKq pro kompaktní prostor K.

Příklad 8.1.51. Najděte X “ `1, pak BX “ co}¨} extBX .

Příklad 8.1.52. Nechť X je Banachův a x P X. Pak existuje x˚ P extBX˚ , že }x˚} “ |x˚pxq|.

8.1.4 Slabá a slabá* separabilita, slabá kompaktnost
Příklad 8.1.53. Ověřte následující pro topologický prostor X:

• relativně kompaktní je relativně spočetně kompaktní a kompaktní je spočetně kompaktní,

• relativně sekvenciálně kompaktní je relativně spočetně kompaktní a sekvenciálně kompaktní je spočetně kom-
paktní,

Příklad 8.1.54. Ověřte následující příklady:

• Nechť X “ r0, 1sR, A “ tx P X : sptx spočetný u. Pak A je sekvenciálně kompaktní a A “ X.

• Nechť X “ βNztuu pro nějaké u P βNzN. Pak X je spočetně kompaktní a není kompaktní.

• Nechť X “ βN. Pak X je kompaktní a není sekvenciálně kompaktní.

• Nechť X “ r0, ω1q. Pak X je sekevenciálně kompaktní a nekompaktní.

Příklad 8.1.55. • Nechť X “ c0pΓq a A “ teγ : γ P Γu Y t0u. Pak A je slabě kompaktní.

• Nechť X “ `1pΓq a A “ teγ : γ P Γu Y t0u. Pak A je slabě* kompaktní a není slabě kompaktní.

• Nechť X “ `2pΓq a A “ teγ : γ P Γu Y t0u. Pak A je slabě kompaktní.

• Nechť X “ Cpr0, 1sq. Najděte posloupnost pfnq v X konvergující k 0 v τp a nekonvergující slabě.

• Nechť X “ Lppr0, 1sq, 1 ď p ă 8, a A “ teint : n P Zu Y t0u. Pak A je slabě kompaktní.

Příklad 8.1.56. Nechť X je separabilní NLP a A Ă X relativně slabě spočetně kompaktní. Pak A je relativně
slabě kompaktní.

Příklad 8.1.57. Rozmyslete si Eberlein-Šmuljanovu větu pro normované lineární prostory.

Příklad 8.1.58. Nechť ϕ : K Ñ L je spojitá surjekce kompaktu K na L a g : LÑM je zobrazení do topologického
prostoru M . Pak g je spojité právě tehdy, když g ˝ ϕ je spojité.

Příklad 8.1.59. Nechť A Ă pCpKq, τpq je separabilní relativně spočetně kompaktní. Pak A je metrizovatelná.

Příklad 8.1.60. Nechť A Ă pCpKq, τpq. Pak A je τp-separabilní právě tehdy, když A je slabě separabilní právě
tehdy, když A je } ¨ }-separabilní.

Příklad 8.1.61. Nechť X je Banachův a A Ă X. Ukažte, že A je slabě kompaktní právě tehdy, když A X Y je
slabě kompaktní pro každý uzavřený separabilní Y ĂĂ X.

Příklad 8.1.62. Nechť A Ă X, kde X je NLP. Pak A je slabě separabilní právě tehdy, když A je } ¨ }-separabilní.

Příklad 8.1.63. Je-li X separabilní, pak X˚ je slabě* separabilní. (Obrácená implikace obecně neplatí.)
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Příklad 8.1.64. Nechť X je Banachův a K Ă X je slabě kompaktní a separabilní. Pak pK,wq je metrizovatelný.

Příklad 8.1.65. Nechť K je separabilní kompaktní prostor, A Ă CpKq je slabě kompaktní. Pak je metrizovatelná
ve slabé topologii a normově separabilní.

Příklad 8.1.66. Banachův prostor X ve slabé topologii není úplný.

Příklad 8.1.67. NechťX je Banachův prostor. Pak BX˚ je w˚ separabilní právě tehdy, když SX˚ je w˚ separabilní.
Pokud BX˚ je w˚ separabilní, je i X˚ w˚ separabilní (obráceně neplatí).

Příklad 8.1.68. Nechť X je Banachův. Pak následující tvrzení jsou ekvivalentní.

(i) X˚ je w˚ separabilní.

(ii) Existuje spojité prosté zobrazení X do separabilního reflexivního prostoru.

(iii) Existuje spojité prosté zobrazení X do separabilního prostoru.

Příklad 8.1.69. Nechť K je kompakt. Pak K je separabilní právě tehdy, když BMpKq je w˚ separabilní.

Příklad 8.1.70. Nechť X je separabilní Banachův prostor. Pak X˚˚ je w˚ separabilní.

Příklad 8.1.71. Ukažte, že p`8q˚ je slabě* separabilní.

Příklad 8.1.72. Ukažte, že CpKq je reflexivní právě tehdy, když K je konečný.

Příklad 8.1.73. Ukažte, že slabě kompaktní operátory tvoří levý i pravý ideál.

8.2 Stupeň zobrazení a věty o pevných bodech

8.2.1 Stupeň zobrazení

Příklad 8.2.1. Je-li A P LpRnq, pak det eA ą 0.

Příklad 8.2.2. Je-li A P LpRnq, det eA ą 0, pak existuje spojité zobrazení H : r0, 1s Ñ LpRnq tak, že Hp0q “ I,
Hp1q “ A a detHptq ą 0 pro t P r0, 1s.

Příklad 8.2.3. Nechť Ω Ă R je otevřený interval obsahující 0.

• Nechť fpxq “ cxk, kde c ‰ 0. Pak dpf,Ω, 0q “ 0 pro k sudé a dpf,Ω, 0q “ sgn c pro k liché.

• Nechť gpxq “ fpxq `
řk´1
i“0 cix

i. Pak dpg, p´r, rq, 0q “ dpf, p´r, rq, 0q pro dostatečně velké r ą 0.

Příklad 8.2.4. Nechť f : ra, bs Ñ R splňuje fpaqfpbq ‰ 0. Pak dpf, pa, bq, 0q “ 1
2 psgn fpbq ´ fpaqq.

Příklad 8.2.5. Nechť n “ 1 a m P Z. Najděte f a Ω tak, že dpf,Ω, 0q “ m.

Příklad 8.2.6. Nechť fpx, yq “ px3 ´ 3xy2,´y3 ` 3x2yq, px, yq P R2, a a “ p1, 0q. Je-li Ω otevřená koule o středu
0 a poloměru 2 v R2. Pak dpf,Ω, aq “ 3.

Příklad 8.2.7. Nechť Ω Ă Rn je omezená otevřená, f, g P CpΩq a |g| ă |f | na BΩ. Pak dpf ` g,Ω, 0q “ dpf,Ω, 0q.

Příklad 8.2.8. Systém
2x` y ` sinpx` yq “ 0,

x´ 2y ` cospx` yq “ 0

má řešení v kouli o středu 0 a poloměru r ą 1?
5
.

Příklad 8.2.9. Nechť Ω je otevřená jednotková koule v Rn, f P CpΩq a 0 R fpΩq. Pak existují x, y P BΩ a λ ą 0,
µ ă 0 tak, že fpxqλx a fpyq “ µy.

Příklad 8.2.10. Nechť Ω je otevřená jednotková koule v R2m`1 a f : BΩ Ñ BΩ je spojitá. Pak existuje x P BΩ
tak, že buď fpxq “ x nebo fpxq “ ´x.

Příklad 8.2.11. Nechť A P LpRn splňuje detA ‰ 0 a f P CpRn,Rnq splňuje |x ´ Afpxq| ď α|x| ` β pro nějaké
α P r0, 1q a β ě 0. Pak fpRnq “ Rn.
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8.2.2 Věty o pevných bodech
Příklad 8.2.12. • Nechť pK, ρq je kompaktní metrický prostor a f : K Ñ K splňuje ρpfpxq, fpyqq ă ρpx, yq

pro x ‰ y v K. Pak f má jednoznačně určený pevný bod.

• Pevný bod nemusí existovat, splňuje-li f pouze ρpfpxq, fpyqq ď ρpx, yq.

Příklad 8.2.13. • Nechť pK, ρq je úplný metrický prostor, q ą 1 a f : K Ñ K splňuje ρpfpxq, fpyq ě qρpx, yq
pro x ‰ y v K. Je-li navíc f surjektivní, má jednoznačně určený pevný bod.

• Tvrzení o existenci neplatí bez předpokladu surjektivity.

Příklad 8.2.14. Nechť K “ tpx, sinxq : x P p0, 1su s metrikou roviny. Ukažte, že každá kontrakce na K má pevný
bod, přestože K není úplný.

Příklad 8.2.15. Najděte kontrakci na metrickém prostoru bez pevného bodu.

Příklad 8.2.16. Nechť pK, ρq je úplný metrický omezený prostor a ϕ : r0,8q Ñ r0,8q splňuje ϕp0q “ 0 a ϕptq ă t
pro t ą 0.

• Nechť f : K Ñ K splňuje ρpfpxq, fpyq ď ϕpρpx, yqq pro x, y v K. Pak f má jednoznačně určený pevný bod.

• Nechť n P N a f : K Ñ K takové, že ρpfnpxq, fnpyq ď ϕpρpx, yqq pro x, y v K. Pak f má pevný bod.

• Je v předchozím tvrzení pevný bod jednoznačně určený?

Příklad 8.2.17. Nechť ϕ : K Ñ K je homeomorfizmus kompaktního prostoru K a T P LpCpKqq je definován jako
Tf “ f ˝ ϕ.

• Má-li ϕ pevný bod, má ho i T˚ :M1pKq ÑM1pKq.

• Zobrazení T˚ :M1pKq ÑM1pKq má vždy pevný bod.

• Najděte příklad, kdy ϕ nemá pevný bod.

Příklad 8.2.18 (Alspach). Nechť X “ L1pr0, 1sq, K “ tf P X :
ş1

0
f “ 1, 0 ď f ď 2u a T : K Ñ K je definováno

jako

Tfptq “

#

mint2fp2tq, 2u, 0 ď t ď 1
2 ,

maxt2pfp2t´ 1q ´ 2, 0u, 1
2 ă t ď 1.

Pak

• K je slabý kompakt,

• T je izometrie na K,

• T nemá pevný bod,

• T není slabě spojité zobrazení.

Příklad 8.2.19. Nechť X “ `2 a T : BX Ñ BX je definováno jako

T pxnq “ p
a

1´ }x}2, x1, x2, . . . q, x P BX .

Pak

• T je spojité,

• T nemá pevný bod,

• T není slabě spojité.,

• T není neexpanzivní.

Příklad 8.2.20. Nechť X je Banachův prostor, C Ă X omezená uzavřená a f : C Ñ C spojitá. Pokud fpCq je
relativně kompaktní, pak f má pevný bod v C.

Příklad 8.2.21. Nechť G Ă R2 otevřená, f : GÑ R spojitá a px0, y0q P G. Pak úloha

y1 “ fpx, yq,

ypx0q “ y0

má řešení na nějakém okolí x0. Je-li navíc f lipschitzovská v druhé souřadnici, má x0 okolí, na kterém existuje
pouze jedno řešení této rovnice.
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Kapitola 9

Appendix

9.1 Topologické prostory

9.1.1 Základní pojmy
Definice 9.1.1. Nechť X je množina a τ je systém podmnožin X. Řekneme, že X, τq je topologický prostor, pokud
má τ následující vlastnosti.

• Platí H P τ , X P τ .

• Pokud U P τ , pak
Ť

U P τ .
• Je-li U P τ konečný, je i množina

Ş

U P τ .
Množiny z τ se nazývají otevřené.

Lemma 9.1.2. Nechť pX, τq je topologický prostor. Pak platí následující tvrzení.

• Množina H i X je uzavřená.

• Systém uzavřených množin je uzavřený vhledem k libovolným průnikům a konečným sjednocením.

Definice 9.1.3. Nechť pX, τq je topologický prostor.
Nechť A Ă X.

• Pokud XzA P τ , nazývá se A uzavřená.

• Množina A “
Ş

tF Ă X : A Ă F, F uzavřenáu se nazývá uzávěrem A.

• Množina IntA “
Ť

tU Ă X : U Ă A,U otevřenáu se nazývá vnitřkem A.

• Množina bdA “ AXXzA se nazývá hranicí A.

Definice 9.1.4. Nechť pX, τq je topologický prostor. Nechť x P X je dáno. O množině A Ă X řekneme, že je
okolím x, pokud x P IntA. Označme

τpxq “ tU Ă X : U je okolí xu.

Lemma 9.1.5. Nechť pX, τq je topologický prostor. Pak platí následující tvrzení.

(a) Pro každé A,B Ă X platí H “ H, A Ă A, AYB “ AYB, A “ A.

(b) Pro každé A,B Ă X platí IntX “ X, IntA Ă A, IntpAXBq “ IntAX IntB, IntpIntAq “ IntAq.

Definice 9.1.6. (a) Nechť pI,ďq je nahoru usměrněná uspořádaná množina, tj. ď je uspořádání na I a pro každou
dvojici i, j P I existuje k P I splňující i ď k a j ď k. Množina I 1 Ă I je kofinální, pokud pro každé i P I existuje
j P I 1 splňující i ď j.

(b) Nechť X je množina. Je-li f : I Ñ X libovolná funkce, nazýváme ji netem (zobecněnou posloupností) a
značíme txiuiPI , kde xi “ fpiq. Pokud pJ,ďq je též nahoru usměrněná částečně uspořádaná množina a φ : J Ñ I
splňuje, že pro každé i0 P I existuje jPJ takové, že pro j ě j0 platí φpjq ě i0, nazveme net txφpjqujPJ podnetem
netu txiu.

(c) Nechť pX, τq je topologický prostor. Nechť x P X a txiu je net. Pak x “ limiPI xi, pokud pro každé U P τpxq
existuje ii P I takové, že xi P U pro i ě i0.

Bod x je hromadným bodem txiu, pokud pro každé U P τpxq a i0 P I existuje i ě i0 splňující xi P U .

Lemma 9.1.7. Nechť pX, τq je topologický prostor a txφpjqujPJ je podnet netu txiuiPI . Pokud xi Ñ x, pak také
xφpjq Ñ x.

Lemma 9.1.8. Nechť pX, τq je topologický prostor. Nechť A Ă X a x P X. Pak následující tvrzení jsou ekvivalentní.
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(i) Platí x P A.
(ii) Pro každé U P τpxq platí U XA ‰ H.
(iii) Existuje net txiu obsažený v A a konvergující k x.

Definice 9.1.9. Nechť X je množina a F Ă PpXq.
(a) Pak F je filtr, pokud
• F je neprázdný a H R F ,
• F1 X F2 P F pro každé F1, F2 P F ,
• H P F , kdykoliv F P F a H Ą F .
(b) Systém F je báze filtru, pokud
• F je neprázdný a H R F ,
• pro každé F1, F2 P F existuje F3 P F splňující F3 Ă F1 X F2.
(c) Systém F je ultrafiltr, pokud F je maximální filtr vhledem k inkluzi, tj. F “ G, kdykoliv F Ă G aG je filtr.

Definice 9.1.10. Nechť X je topologický prostor a F P PpXq je báze filtru. Řekneme, že F konverguje k x
(píšeme x “ limF), pokud pro každé U P τpxq existuje F P F splňující F Ă U .

Tvrzení 9.1.11. Nechť X je topologický prostor. Pak platí následující tvrzení.

(a) Nechť F je báze filtru v X a nechť x “ limF . Uvažujme F uspořádaná obrácenou inkluzí a pro každé F P F
zvolíme xF P F . Pak txF u je net a limxF “ x.

(b) Nechť txiu je net v X a x P X je jeho limita. Pro každé i P I položme Fi “ txj : j ě iu. Pak systém
F “ tFi : i P Iu je báze filtru a x “ limF .

Tvrzení 9.1.12. Nechť X je množina. Pak platí následující tvrzení.

(a) Je-li F Ă PpXq báze filtru, je množina

tH Ă X : DF P F splňující F Ă Hu

filtr.
(b) množina F filtr, existuje ultrafiltr G obsahující F .

Důkaz. Tvrzení (a) je zřejmé a k ověření (b) stačí aplikovat Zornovo lemma.

Definice 9.1.13. Nechť pX, τq a pY, σq jsou topologické prostory a f : X Ñ Y je zobrazení. Zobrazení f nazveme
spojitým, pokud f´1pV q P τ pro každou V P σ.

Lemma 9.1.14. Nechť pX, τq a pY, σq jsou topologické prostory a f : X Ñ Y je zobrazení. Pak následující tvrzení
jsou ekvivalentní.

(i) Zobrazení f je spojité.
(ii) Pro každou F Ă Y uzavřenou je f´1pF q uzavřená.
(iii) Pro každou A Ă X platí fpAq Ă fpAq.
(iv) Pro každý bod x P X a každé V P σpfpxqq existuje U P τpxq splňující fpUq Ă V .
(v) Pro každý net txiu v X konvergující k x P X platí fpxiq Ñ fpxq.

Definice 9.1.15. Nechť pX, τq a pY, σq jsou topologické prostory a f : X Ñ Y je zobrazení. Pak f je sekvenciálně
spojité, pokud fpxnq Ñ fpxq pro každou posloupnost txnu v X konvergující k x P X.

Příklady 9.1.16. (a) Je-li pX, ρq metrický prostor, zahrňme do τρ ty množiny U Ă X, které splňují

@x P U Dr ą 0: Bpx, rq “ ty P X : ρpx, yq ă ru Ă U.

Pak pX, τρq je topologický prostor
(b) Nechť X je množina. Pokud τ “ PpXq, dostáváme diskrétní topologii, pokud τ “ tH, Xu, máme indiskrétní

topologii.

Definice 9.1.17. Topologický prostor pX, τq se nazývá metrizovatelný, pokud na něm existuje metrika ρ splňující
τ “ τρ.

Tvrzení 9.1.18. Nechť pXn, τnq, n P N, jsou metrizovatelné prostory. Pak je prostor X “
ś8

n“1Xn metrizovatelný
metrikou

ρpx, yq “
8
ÿ

n“1

2´n mintρnpxn, ynq, 1u, x “ txnu, y “ ty ` nu P X.
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9.1.2 Oddělovací axiomy
Definice 9.1.19. Nechť pX, τq je topologický prostor.

(a) Prostor X je T1, pokud pro každé dva různé body x1, x2 P X existuje otevřená množina U splňující x1 P U
a x2 R U .

(b) Prostor X je T2 (Hausdorffův), pokud pro každé dva různé body x1, x2 P X existují otevřené disjunktní
množiny U1, U2 splňující xi P Ui, i “ 1, 2.

(c) Prostor X je T3 (regulární), pokud je T1 a pro každé x P X a uzavřenou F Ă X bod x neobsahující existují
otevřené disjunktní množiny U1, U2 splňující x1 P U1 a F Ă U2.

(d) Prostor X je T3 1
2
(úplně regulární či Tichonovův), pokud je T1 a každé x P X a uzavřenou F Ă X bod x

neobsahující existuje f : X Ñ r0, 1s spojitá taková, že fpxq “ 0 a f “ 1 na F .
(e) Prostor X je T4 (normální), pokud je T1 a pro každé dvě uzavřené, disjunktní množiny F1, F2 Ă X existují

disjunktní, otevřené množiny U1, U2 Ă X takové, že Fi Ă Ui, i “ 1, 2.

Tvrzení 9.1.20. Nechť pX, τq je topologický prostor. Pak platí následující tvrzení.
(a) Pokud i, j P t1, 2, 3, 3 1

2 , 4u, i ď j a X je Tj, pak je i Ti.
(b) Prostor X je T1 právě tehdy, když pro každý bod x P X je txu uzavřená množina.
(c) Prostor X je regulární, pokud pro každé x P X a U P τpxq existuje V P τpxq splňující V Ă U .

Příklad 9.1.21. Každý metrický prostor je normální.

Lemma 9.1.22 (Urysohn). Nechť pX, τq je normální topologický prostor. Pak pro každé dvě disjunktní, neprázdné
uzavřené množiny F1, F2 Ă X existuje spojitá funkce f : X Ñ r0, 1s taková, že fpF1q Ă t0u a fpF2q Ă t1u.

Věta 9.1.23. Nechť pX, τq je normální topologický prostor. Nechť F Ă X je neprázdná, uzavřená množina a
f : F Ñ F je spojitá funkce. Pak existuje g : X Ñ F spojité zobrazení taková, že g “ f na F a }g}8 “ }f}8.

Důkaz. Předpokládejme, že f ‰ 0. Pokud Y “ R, je tvrzení známé. Pokud F “ C, rozšíříme f po složkách a
dostaneme tak h : X Ñ C rozšiřující f . Pokud r “ }f}8 “ 8 jsme hotovi. V opačném případě uvažujme zobrazení
p : CÑ Bp0, rq definované jako

ppzq “

#

z
|z| , z P CzBp0, rq,
z, z P Bp0, rq.

Pak p je spojitá funkce, a tedy je g “ p ˝ h požadované rozšíření.

9.1.3 Generování topologií
Definice 9.1.24. Nechť pX, τq je topologický prostor. Systém B Ă τ se nazývá báze τ , pokud pro každou otevřenou
množinu U Ă X platí U “

Ť

tV P B : V Ă Uu.

Definice 9.1.25 (Podprostor). Nechť pX, τq je topologický prostor. Pokud Y Ă X, pak σ “ tU X Y : U P τu je
topologie na Y . Prostor pY, σq se nazývá podprostorem X.

Definice 9.1.26. ][Homeomorfizmus] Nechť pX, τq a pY, σq jsou topologické prostory a f : X Ñ Y je zobrazení.
Pak f je homeomorfizmus X na fpXq), pokud f i f´1 : fpXq Ñ X jsou spojité.

Definice 9.1.27 (Projektivní generování). Nechť X je množina, pXi, τiq, i P I, jsou topologické prostory a f : X Ñ

Xi, i P I, jsou zobrazení. Položme
B “ t

č

ißF

f´1
i pViq : Ui P τi, F P FpIqu.

Pro U P X položme BU “ tB P B : B Ă Uu. Pak systém

τ “ tU Ă X : U “
ď

BUu

tvoří topologii na X. Tato topologie se nazývá projektivně generovaná prostory Xi a zobrazením fi, i P I.

Tvrzení 9.1.28. Nechť X je množina, pXi, τiq, i P I, jsou topologické prostory a f : X Ñ Xi, i P I, jsou zobrazení.
Nechť τ je systém definovaný v Definici 9.1.27. Pak platí následující tvrzení.
(a) Systém τ je topologie.
(b) Pokud pY, σq je topologický prostor a f : Y Ñ X je zobrazení, pak f je spojité právě tehdy, když fi ˝f je spojité

pro každé i P I.

Definice 9.1.29 (Součin prostorů). Nechť pXi, τiq, i P I, jsou topologické prostory a X “
ś

iPI Xi. Uvažujme
kanonické projekce pi : X Ñ Xi, j P I. Nechť τ je topologie projektivně generovaná tímto systémem. Pak τ se
nazývá součinová topologie.

Tvrzení 9.1.30. Operace podprostoru i součinu zachovávají vlastnosti Tj, j P t1, 2, 3, 3 1
2u.

Úmluva 9.1.31. Nebude-li řečeno jinak, budeme v dalším textu pracovat pouze s Huasdorffovými prostory.
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9.1.4 Kompaktní a lokálně kompaktní prostory
Definice 9.1.32. Nechť pX, τq je topologický prostor.

(a) Pak X je kompaktní, pokud pro každé otevřené pokrytí U prostoru X (tj. U sestává z otevřených množin a
K Ă

Ť

U) existuje konečný podsystém U 1 Ă U splňující K Ă
Ť

U 1.
(b) Množina A Ă X je relativně kompaktní, pokud A je kompaktní.
(c) Prostor X je lokálně kompaktní, pokud pro každé x P X a U P τpxq existuje relativně kompaktní V P τpxq

splňující V Ă U .

Lemma 9.1.33. Nechť pX, τq je topologický prostor. Pak systém všech kompaktních podmnožin X je uzavřený na
konečná sjednocení a libovolné průniky.

Tvrzení 9.1.34. Nechť X je kompaktní topologický prostor. Pak platí následující tvrzení.

(a) Každá uzavřená množina v X je kompaktní.
(b) Prostor X je normální.
(c) Prostor X je lokálně kompaktní.
(d) Pokud Y je topologický prostora X je jeho podprostorem, je X v Y uzavřený.
(e) Pokud Y je topologický prostora f : X Ñ Y je spojité, je fpXq kompaktní. Pokud X je prosté, je f homeo-

morfizums.

Tvrzení 9.1.35. Nechť pX, τq je topologický prostor. Pak následující tvrzení jsou ekvivalentní.

(a) Prostor X je kompaktní.
(b) Každý net v X má konvergentní podnet.
(c) Má-li neprázdný systém F Ă PX složený z uzavřených množin konečnou průnikovou vlastnost (tj.

Ş

F 1 ‰ H
pro každou F 1 Ă F konečnou), je

Ş

F ‰ H.

Věta 9.1.36 (Tichonov). Součin kompaktních prostorů je kompaktní.

Lemma 9.1.37. Nechť X je lokálně kompaktní topologický prostor. Pak každá je ho otevřená podmnožina je lokálně
kompaktní.

Tvrzení 9.1.38. Součin konečně mnoha lokálně kompaktních prostorů je lokálně kompaktní.

Definice 9.1.39. Nechť pX, τq je topologický prostor.
(a) Je-li f : X Ñ F funkce, množinu spt f “ tx P X : fpxq ‰ 0u nazýváme nosičem funkce f . Symbol CcpXq pak

značí prostor všech spojitých funkcí s kompaktním nosičem.
(b) Je-li X lokálně kompaktní, značíme C0pXq prostor všech spojitých funkcí na X s vlastností, že pro každé

ε ą 0 je množina tx P X : |fpxq| ě εu kompaktní.

Definice 9.1.40. Nechť pX, τq je lokálně kompaktní prostor a α je bod do X nenáležící. Položme αX Y tαu a
definujme topologii σ na αX takto. Množina U Ă αX je σ otevřená, pokud U XX je τ -otevřená a je-li α P U , pak
existuje kompaktní množina F Ă X taková, že tαu Y pXzF q Ă U .

Prostor αX se nazývá jednobodová (nebo Alexandrovova) kompaktifikace X.

Tvrzení 9.1.41. Nechť pX, τq je lokálně kompaktní prostor a αX je zkonstruováno jako výše. Pak platí následující
tvrzení.

(a) Prostor αX je kompaktní.
(b) Bod α je v uzávěru X právě tehdy, když X není kompaktní.

(c) Každé f P C0pXq dodefinujeme na rf P CpαXq v bodě α hodnotou 0. Pak toto zobrazení zprostředkovává
izometrický izomorfizums C0pXq a tf P CpαXq : fpαq “ 0u.

Věta 9.1.42 (Urysohn a Tietze). , Nechť X je lokálně kompaktní topologický prostor. Nechť K Ă X je kompaktní.
Pak platí následující tvrzení.

(a) Pokud U Ă X otevřená množina splňuje K Ă U , pak existuje f : X Ñ r0, 1s spojitá splňující f “ 1 na K a
f “ 0 na XzU .

(b) Je-li g : K Ñ F spojitá, existuje f P CcpXq rozšiřující g, ketrá splňuje }f} “ }g}.

Důkaz. Uvažujme kompaktifikaci αX. Pak K je uzavřená a U otevřená v αX, a tedy (a) i (b) plyne z normality
prostoru αX.

Lemma 9.1.43. Nechť X je lokálně kompaktní prostor a K je jeho kompaktní podmnožina. Nechť a tU1, . . . , Unu
je pokrytí K otevřenými množinami. Pak existují funkce g1, . . . , gn P CcpXq splňující 0 ď gi ď χUi , spt gi Ă Ui,
i “ 1, . . . , n, a

řn
i“1 gi “ 1.
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Důkaz. Pro každý bod x P K najdeme i P t1, . . . , nu a otevřenou množinu Vx splňující x P Vx Ă Vx Ă Ui. Díky
kompaktnosti existuje konečná množina x1, . . . , xm v K taková, že K Ă

Ťm
j“1 Vxj . Definujme uzavřené množiny Fi

jako
Fi “

ď

tVxj : Vxj Ă Uiu, i “ 1, . . . , n.

Nechť Vi jsou otevřené množiny splňující Fi Ă Vi Ă Vi Ă Ui, i “ 1, . . . , n. Najdeme spojité funkce f1, . . . , fn na K
takové, že χFi ď fi ď χVi , i “ 1, . . . , n. Pak spt fi Ă Vi Ă Ui a

řn
i“1 fi ą 0 na K. Položme

gipxq “
fipxq

řn
j“1 fjpxq

, x P K, i “ 1, . . . , n.

Pak gi jsou spojité, splňují 0 ď gi ď χUi , spt gi Ă Ui, i “ 1, . . . , n, a
řn
i“1 gi “ 1 na K.

Věta 9.1.44 (Stone–Weierstrass pro CpX,Rq). Nechť X je kompaktní topologický prostor. Nechť A Ă CpX,Rq je
vektorový prostor obsahující konstanty a oddělující body X. Nechť dále

• A je algebra nebo

• A je svaz, tj. mintf, gu a maxtf, gu jsou elementy A kdykoliv f, g P A.
Pak A je hustý v CpX,Rqq.

Věta 9.1.45 (Stone–Weierstrass pro CpX,Cq). Nechť X je kompaktní topologický prostor. Nechť A Ă CpX,Cq je
vektorový prostor obsahující konstanty, oddělující body X a uzavřený na komplexní sdružení. Pokud A je algebra,
je A je hustý v CpX,Cq.

Věta 9.1.46 (Stone–Weierstrass pro lokálně kompaktní prostory). Nechť X je lokálně kompaktní topologický pro-
stor. Nechť A Ă C0pX,Cq je vektorový prostor obsahující konstanty, oddělující body X a uzavřený na komplexní
sdružení. Pokud A je algebra, je A je hustý v C0pXq.

Důkaz. Uvažujme prostor αX. Dodefinováním funkcí z C0pX,Fq hodnotou 0 v α lze předpokládat, žeA Ă CpαX,Fq.
Uvažujme systém

B “ tf ` c : f P A, c P Fu.

Pak systém B splňuje předpoklady Věty 9.1.44 nebo Věty 9.1.45, a tedy B “ CpαX,Fq.
Nechť f P C0pXq je libovolná. Pak existují gn P A a cn P F, n P N, takové, že funkce tvaru fn “ gn ` cn

konvergují stejnoměrně k f . Jelikož

0 “ fpαq “ lim
nÑ8

pgnp0q ` cnq “ lim
nÑ8

cn,

máme
gn “ pgn ` cnq ´ cn “ fn ` cn Ñ f.

Tedy A “ C0pX,Fq.

Tvrzení 9.1.47. Nechť X je kompaktní prostor. Pokud existuje spočetný systém tfn : n P Nu Ă CpX,Rq oddělující
body, je X metrizovatelný.

Důkaz. Uvažujme zobrazení

ϕ : X Ñ

8
ź

n“1

fnpXq,

ϕpxq “ tfnpxqunPN.

Pak
ś

nPN fnpXq je metrizovatelný a ϕ je homeomorfizmus X na ϕpXq. Tedy i X je metrizovatelný.

Tvrzení 9.1.48. Nechť X je lokálně kompaktní topologický prostorse spočetnou bází. Pak existují kompaktní mno-
žiny Kn, n P N, s následujícími vlastnostmi:

(1) platí Xn Ă IntXn`1, n P N,
(2) platí X “

Ť8

n“1Xn,

(3) pro každý kompakt K Ă X existuje n P N takové, že K Ă IntXn.

Důkaz. Nechť B “ tUn : n P Nu značí spočetnou bázi otevřených množin. Vzhledem k tomu, že je X lokálně kom-
paktní, můžeme po eventuálním vynechání některých prvků B předpokládat, že B sestává z relativně kompaktních
množin. Indukcí nyní sestrojíme posloupnost kompaktních množin tXnu takovou, že Un Ă Xn pro každé n P N a
tXnu splňuje (1) a (2).
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V prvním kroku položíme X1 “ U1. Předpokládejme nyní, že máme pro nějaké n P N zkonstruovány kompakty
Xi, i P t1, . . . , nu, takové, že Xi Ă IntXi`1 pro i P t1, . . . , n´1u. Díky kompaktnosti Xn nalezneme konečný systém
C Ă B takový, že Xn Ă

Ť

C. Pak je Xn`1 “
Ť

C Y Un`1 kompaktní množina, která obsahuje Un`1 a splňuje

Xn Ă
ď

C Ă IntXn`1 Ă Xn`1.

Tím je konstrukce ukončena.
Nalezená posloupnost očividně splňuje (1) a (2). Je-li K Ă X libovolný kompakt, existuje N Ă N konečná

taková, že K Ă
Ť

nPN Un. Pak pro n “ maxN platí K Ă Xn.

9.1.5 Souvislé prostory
Definice 9.1.49. Nechť pX, τq je topologický prostor.

(a) Pak X je souvislý, pokud neexistují neprázdné, otevřené, disjunktní množiny U, V Ă X splňující X “ UYV .
(b) Prostor X je lokálně souvislý, pokud pro každé x P X a U P τpxq existuje souvislá V P τpxq splňující V Ă U .
(c) Prostor X je křivkově souvislý, pokud pro každé x, y P X existuje spojité zobrazení f : r0, 1s Ñ X splňující

fp0q “ x a fp1q “ y.
(d) Pro x P X označme

Cx “
ď

tC Ă X : C souvislá, x P Cu.

Tvrzení 9.1.50. Nechť pX, τq je topologický prostor. Pak platí následující tvrzení.
(a) Komponenty souvislosti jsou souvislé, uzavřené podmnožiny X. Pokud x, y P X, pak buď Cx “ Cy, nebo

Cx X Cy “ H.
(b) Je-li X lokálně souvislý, jsou komponenty souvislosti otevřené.
(c) Křivkově souvislý prostor je souvislý.
(c) Je-li X souvislý, Y topologický prostora f : X Ñ Y spojitá, pak fpXq je souvislý.

Příklad 9.1.51. Každá konvexní podmnožina normovaného lineárního prostoru je souvislá.

9.2 Prostory měr

9.2.1 Komplexní míry
Definice 9.2.1. (a) NechťX je množina a Σ je σ-algebra naX. Pak dvojici pX,Σq nazýváme měřitelným prostorem
a prvky Σ jsou měřitelné množiny.

(b) Nechť pX,Σq je měřitelný prostor. Pak µ : Σ Ñ r0,8s je nezáporná míra, pokud µpHq “ 0 a µp
Ť8

n“1Anq “
ř8

n“1 µpAnq pro každý disjunktní, spočetný systém měřitelných množin. Pokud µpXq ă 8, je µ konečná. Pokud
lze psát X “

Ť8

n“1Xn a µpXnq ă 8, je µ σ-konečná.
(c) Nechť pX,Σq je měřitelný prostor. Pak µ : Σ Ñ F je (znaménková nebo komplexní) míra, pokud µpHq “ 0

a µp
Ť8

n“1Anq “
ř8

n“1 µpAnq pro každý disjunktní, spočetný systém měřitelných množin.
(d) Nechť µ je míra na pX,Σq. Pro A P Σ označme πpAq systém všech spočetných, měřitelných rozkladů A, tj.

A P πpAq právě tehdy, když A “
Ť

A, A Ă Σ a A je spočetný. Zobrazení |µ| : Σ Ñ r0,8q definované jako

|µ| pAq “ sup
BPπpAq

ÿ

BPB
|µpBq| , A P Σ,

je konečná míra.

Definice 9.2.2. Nechť µ, ν jsou míry na pX,Σq.
(a) Řekneme, že ν ! µ, pokud νpAq “ 0, kdykoliv µpAq “ 0.
(b) Pokud existují disjunktní množiny A,B P Σ takové, že X “ A Y B a pro každou C P Σ platí µpB X Cq “

νpAX Cq “ 0, řekneme, že µ, ν jsou navzájem singulární (píšeme µ K ν).

Věta 9.2.3 (Radon–Nikodým). Nechť µ je σ-konečná (nezáporná) míra na pX,Σq a λ je komplexní míra na pX,Σq.
Pak platí následující tvrzení.
(a) Existuje právě jedna dvojice měr λa, λs taková, že λ “ λa ` λs, λa ! µ a λs K µ.
(b) Existuje právě jedna funkce h P L1pµq splňující

λapAq “

ż

A

h dµ, A P Σ.

Navíc platí

|λ| pAq “

ż

A

|h| dµ, A P Σ.
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Věta 9.2.4 (Hahnův rozklad). Nechť µ je reálná míra na pX,Σq. Položme

µ` “
1

2
p|µ| ` µq a µ´ “

1

2
p|µ| ´ µq.

Pak µ` K µ´.

Věta 9.2.5 (Jordanova dekompozice). Nechť µ je míra na pX,Σq. Pak existují nezáporné konečné míry µj, j “
0, 1, 2, 3, takové, že µ “

ř3
j“1 i

jµj a platí

µjpAq ď |µ| pAq, A P Σ, j “ 0, 1, 2, 3.

Důkaz. Pišme µ “ α` iβ, kde α, β jsou reálné míry na Σ. Vzhledem k tomu, že α` K α´, existuje množina Y P Σ
taková, že α`pXzY q “ α´pY q “ 0. Pak pro každou A P Σ platí

α`pAq “
ˇ

ˇα`pAq
ˇ

ˇ “
ˇ

ˇα`pAX Y q
ˇ

ˇ “
ˇ

ˇα`pAX Y q ` α´pAX Y q
ˇ

ˇ “ |αpAX Y q| ď |αpAX Y q ` iβpAX Y q|

“ |µpAX Y q| ď |µ| pAX Y q ď |µ| pAq.

Podobně ukážeme, že míry α´, β`, β´ jsou majorizovány |µ|. Tedy

µ “ α` ´ α´ ` ipβ` ´ β´q

je hledaný rozklad.

Tvrzení 9.2.6. Nechť µ je míra na pX,Σq. Pak pro každé f P L1p|µ|q je
ş

X
f dµ dobře definovaný a platí

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

X

f dµ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

X

|f | d |µ| .

Speciálně pro každé A P Σ platí |µpAq| ď |µ| pAq.

Definice 9.2.7. Nechť pX,Σq je měřitelný prostor. Nechť MpXq značí prostor všech měr na pX,Σq, kde vektorové
operace definujeme bodově a uvažujeme normu }µ} “ |µ| pXq.

Věta 9.2.8. Nechť pX,Σq je měřitelný prostor, pak MpXq je Banachův prostor. Navíc platí |µ` ν| ď |µ| ` |ν|,
µ, ν PMpXq.

Důkaz. Zjevně je MpXq vektorový prostor. Pro µ, ν PMpXq máme

|pµ` νqpAq| ď |µpAq| ` |νpAq| ď |µ| pAq ` |ν| pAq, A P Σ.

Z této nerovnosti již snadno plyne odhad |µ` ν| ď |µ| ` |ν|.
Krok 1. Pro µ PMpXq a c P F platí

|cµ| pXq “ sup
BPπpXq

ÿ

BPB
|cµpBq| “ |µ| pAq “ |c| sup

BPπpAq

ÿ

BPB
|µpBq| “ |c| }µ} .

Dále pro µ, ν PMpXq platí

}µ` ν} “ |µ` ν| pXq “ sup
BPπpXq

ÿ

BPB
|µ` νpBq|

ď sup
BPπpXq

ÿ

BPB
|µpBq| ` sup

BPπpXq

ÿ

BPB
|νpBq| “ }µ} ` }ν} .

Konečně pokud }µ} “ 0, tj. |µ| pXq “ 0, pak pro každé A P Σ máme

|µpAq| ď |µ| pAq ď |µ| pXq “ 0,

a tedy µ “ 0. Proto je MpXq normovaný prostor.
Krok 2. K důkazu úplnosti použijeme Větu 1.1.17. Nechť

ř8

n“1 µn je absolutně konvergentní řada v MpXq. Pro
libovolné A P Σ pak máme

8
ÿ

n“1

|µnpAq| ď
8
ÿ

n“1

|µn| pAq ď
8
ÿ

n“1

}µn} ă 8,

a tedy lze položit

µpAq “
8
ÿ

n“1

µnpAq, A P Σ.

303



Zjevně je pak µ konečně aditivní a platí µpHq “ 0.
Nechť tCku je klesající posloupnost měřitelných množin splňujících

Ş8

k“1 Ck “ H. Nechť ε ą 0 je dáno. Zvolíme
n0 P N tak, aby

ř8

n“N0`1 }µn} ă ε. Jelikož pro každé n P N platí limkÑ8 |µn| pAkq “ 0, existuje k0 P N takové, že
|µn| pCkq ă

ε
n0

, n “ 1, . . . , n0. Pak pro k ě k0 platí

|µpCkq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

8
ÿ

n“1

µnpCkq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n0
ÿ

n“1

µnpCkq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

8
ÿ

n“n0`1

µnpAkq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

n0
ÿ

n“1

|µn| pAkq `
8
ÿ

n“n0`1

}µn} ď
n0
ÿ

n“1

ε

n0
` ε “ 2ε.

Tedy µpCkq Ñ 0.
Nechť nyní tAju je disjunktní systém měřitelných množin a A “

ř8

k“1Ak. Položme Bn “
Ťn
k“1Ak a Cn “

AzBn, n P N. Pak tCnu je klesající posloupnost s vlastností
Ş8

n“1 Cn “ H. Dle předcházející úvahy tedy máme pro
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

µpAq ´
n
ÿ

k“1

µpAkq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ |µpBnq ` µpCnq ´ µpY
n
k“1Akq| “ |µpBnq ` µpCnq ´ µpBnq| “ |µpCnq| Ñ 0.

Tedy µpAq “
ř8

n“1 µpAnq.
Krok 3. Ověřme nyní, že µ “

ř8

k“1 µk. Pro n P N položme

νnpAq “
8
ÿ

k“n`1

µkpAq, A P Σ.

Dle předcházejícího jsou míry νn v MpXq a platí µ´
řn
k“1 µk “ νn. Pro libovolné B P πpXq nyní máme

ÿ

BPB

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

pµ´
n
ÿ

k“1

µkqpBq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
ÿ

BPB
|νnpBq| ď

ÿ

BPB

8
ÿ

k“n`1

|µkpBq| “
8
ÿ

k“n`1

ÿ

BPB
|µkpBq| ď

ÿ

k“n`1

}µk} .

Tedy }µ´
řn
k“1 µk} Ñ 0.

9.2.2 Borelovské množiny a funkce

Definice 9.2.9. (a) Nechť pX, τq je topologický prostor. Symbolem BspXq označíme σ-algebru genrovanou τ .
(b) Nechť pX, τq a pY, σq jsou topologické prostory a f : X Ñ Y je zobrazení. Pak f je borelovské, pokud

f´1pV q P BspXq pro každou V P σ.

Tvrzení 9.2.10. Nechť X je topologický prostora Y Ă X. Pak platí následující tvrzení.

(a) Platí
BspY q “ tY XB : B P BspXqu.

(b) Pokud Y P BspXq, pak BspY q Ă BspXq.

Důkaz. (a) Pišme σ pro topologii Y . Označme A “ tY XA : A P BspXqu. Zjevně je A σ-algebra obsahující otevřené
množiny Y , a tedy BspY q Ă A. Nechť nyní B je libovolná σ-algebra v Y obsahující σ. Položme

C “ tC Ă X : Y X C P Bu.

Pak C je σ-algebra v X obsahující τ . Tedy C Ą BspXq, z čehož plyne A Ă B. Jelikož B byla libovolná, platí
A Ă BspY q.

Tvrzení (b) nyní plyne z (a).

Tvrzení 9.2.11. Nechť X,Y, Z jsou topologické prostory. Nechť f : X Ñ Y a g : Y Ñ Z jsou borlovská zobrazení.
Pak platí následující tvrzení.

(a) Pro každou B P BspY q platí f´1pBq P BspXq.

(b) Zobrazení g ˝ f je borelovské.

Důkaz. (a) Označme
B “ tB Ă Y : f´1pBq P BspXqu.

Pak B je σ-algebra obsahující otevřené množiny prostoru Y , a tedy BspY q Ă B.
Tvrzení (b) okamžitě plyne z (a).
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9.2.3 Aproximace spojitými funkcemi
Věta 9.2.12 (Luzin). Nechť X je topologický prostor, S je σ-algebra na X obsahující borelovské množiny a µ je
konečná (nezáporná) míra na S , která splňuje

µpAq “ inftµpUq : U Ą A otevřenáu “ suptµpF q : F Ă A uzavřenáu, A P S . (9.1)

Nechť Y je topologický prostor se spočetnou bází. Pak pro každou µ-měřitelnou funkci f : X Ñ Y a ε ą 0 existuje
F Ă X uzavřená taková, že µpXzF q ă ε a f |F je spojitá.

Důkaz. Nechť tVn : n P Nu je báze otevřených množin v Y . Pro každé n P N najdeme z regularity µ uzavřenou
množinu Fn a otevřenou množinu Un v X takové, že

Fn Ă f´1pVnq X Un a µpUnzFnq ă
ε

2n
.

Pak je F “ Xz
Ť8

n“1pUnzFnq uzavřená a platí µpXzF q ă ε
2 . Konečně je f |F spojitá, protože pro n P N je množina

pf |F q
´1pVnq “ f´1pVnq X F “ Un X F

otevřená v F .

Důsledek 9.2.13. Nechť X je normální topologický prostor, S je σ-algebra na X obsahující borelovské množiny
a µ je σ-konečná míra na S splňující (9.1). Pak platí následující tvrzení.

(a) Je-li Y topologický prostorse spočetnou bází a f : X Ñ Y je µ-měřitelná funkce, existuje borelovská funkce
g : X Ñ Y rovnající se f µ-skoro všude.

(b) Nechť f : X Ñ F je µ-měřitelná. Pak existuje posloupnost tfnu spojitých funkcí na X taková, že }fn}8 ď }f}8
a fn Ñ f µ-skoro všude.

(c) Nechť p P r1,8q. Pak CbpXq je hustý v LppX,S , µq.

Důkaz. (a) Pišme X “
Ť

Xn, kde X1 Ă X2 Ă X3 Ă ¨ ¨ ¨ jsou konečné míry. Díky (9.1) µ můžeme předpokládat,
že Xn jsou borelovské. Pro každé n P N uvažujme měřitelný prostor pXn,Sn, µnq, kde Sn “ tA XXn : A P S u a
µnpBq “ µpAXXnq pro libovolnou množinu A P S splňující AXXn “ B. Pak µn splňuje předpoklady Věty 1.5.16,
a tedy existuje množina Hn Ă Xn taková, že Hn je uzavřená v Xn, f |Hn je spojitá a µnpXnzHnq ă 2´n´1. Dále
nalezneme Vn Ă Xn uzavřenou v X splňující µpXnzVnq ă 2´n´1. Pak Fn “ Hn X Vn je podmnožina Xn, která je
uzavřená v X a f |Fn je spojitá. Nakonec si povšimněme, že

µpXnzFnq ď µpXnzHnq ` µpXnzVnq “ µnpXnzHnq ` µpXnzVnq ă 2 ¨ 2´n´1 “ 2´n.

Tedy jsme zkonstruovali posloupnost tFnu uzavřených množin v X takovou, že Fn Ă Xn, f |Fn je spojitá a
µpXnzFnq ă 2´n.

Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že F1 Ă F2 Ă F3 Ă ¨ ¨ ¨ . Zvolíme y0 P Y . Pak je funkce

g “

#

f na
Ť8

n“1 Fn,

y0 jinak,

borelovská a rovna f µ-skoro všude. Označíme-li totiž A “ tx P X : fpxq “ gpxqu, pak pro každé k P N máme

µpXkzAq ď µpXkz

8
ď

j“1

Fjq ď µpXnzFnq ă 2´n, n ě k.

Tedy µpXkzAq “ 0 pro každé k P N. Protože χXkzA Õ χXzA, díky Leviho větě dostáváme

µpXzAq “

ż

χXzA dµ “

ż

lim
kÑ8

χXkzA dµ “ lim
kÑ8

µpXkzAq “ 0.

(b) Nechť Xn a Fn jsou jako výše. Díky Tietzově větě najdeme spojité funkce fn : X Ñ R splňující fn “ f |Fn
a }fn}8 ď }f |Fn}8 ď }f}8. Pak fn Ñ f na

Ť8

n“1 Fn, tedy µ-skoro všude.
(c) Nechť f P Lppµq a ε ą 0 jsou dány. Položme

A “ tx P X : |fpxq| ą 0u a An “ tx P X :
1

n
ď |fpxq| ď nu, n P N.

Pak χAn Õ χA, a tedy
ż

An

|f |
p
dµÑ

ż

A

|f |
p
dµ “

ż

X

|f |
p
dµ.
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Lze tak nalézt n P N takové, že
ş

XzAn
|f |

p
dµ ă ε.

Podobně nalezneme uzavřenou množinu H Ă An a otevřenou množinu U Ą An tak, aby
ş

UzH
|f |

p
dµ ă ε

a µpUzHq ă ε
np . Jelikož µpHq ă 8, dle Luzinovy věty 9.2.12 existuje F Ă H uzavřená množina taková, že

µpHzF q ă ε
np a f |F je spojitá. Nechť g P CcpXq splňuje g “ f na F , spt g Ă U a }g}8 ď }f |F }8 ď n. Pak

dostáváme
ż

X

|g ´ f |
p
dµ “

ż

XzU

|g ´ f |
p
dµ`

ż

UzF

|g ´ f |
p
dµ`

ż

F

|g ´ f |
p
dµ

ď

ż

XzU

|f |
p
dµ` 2p´1

˜

ż

UzF

|g|
p
dµ`

ż

UzF

|f |
p
dµ

¸

ď

ż

XzAn

|f |
p
dµ` 2p´1

˜

npµpUzF q `

ż

UzH

|f |
p
dµ`

ż

HzF

|f |
p
dµ

¸

ď ε` 2p´1 pnppµpUzHq ` µpHzF qq ` ε` npµpHzF qq

“ εp1` 4 ¨ 2p´1q.

Tím je důkaz dokončen.

9.2.4 Radonovy míry

Věta 9.2.14 (Rieszova o reprezentaci funkcionálů na CcpXq). Nechť X je lokálně kompaktní topologický prostor a
Λ: CcpXq Ñ C je lineární forma splňující Tf ě 0 pro každou f P CcpXq nezápornou. Pak existuje σ-algebra Σ a
nezáporná míra µ na pX,Σq s následujícími vlastnostmi.

(a) Platí BspXq Ă Σ.

(b) Pro každou kompaktní množinu K Ă X platí µpKq ă 8.

(c) Pro každou A P Σ platí
µpAq “ inftµpUq : A Ă U,U otevřenáu. (9.2)

(d) Je-li A otevřená nebo A P Σ splňuje µpAq ă 8, platí

µpAq “ suptµpKq : K Ă A,K kompaktu. (9.3)

(e) Míra µ je úplná, tj. A P Σ, pokud existuje B P Σ splňující A Ă B a µpBq “ 0.

(f) Pro každou f P CcpXq platí Λf “
ş

X
f dµ.

(g) Míra µ je vlastnostmi (a)–(f) určena jednoznačně.

Důkaz. Důkaz je veden následujícím způsobem. Pomocí funkcionálu Λ zkonstruujeme vhodnou vnější míru, na
kterou použijemm Carathódoryovu konstrukci. O vzniklé míře pak dokážeme, že splňuje požadované podmínky.

Krok 1. Položme

µ1pUq “ suptΛf : f P CcpXq, 0 ď f ď χU , spt f Ă Uu, U Ă X otevřená.

Pak zjevně platí

• µ1pHq “ 0,

• µ1pUq ď µ1pV q, jsou-li U, V Ă X otevřené a U Ă V .

Nyní definujeme funkci µ˚ na podmnožinách X jako

µ˚pEq “ inftµ1pUq : U Ą E otevřenáu, E Ă X.

Pak µ˚ je monotónní subaditivní množinová funkce definovaná na všech podmnožinách X, která se rovná µ1 na
otevřených množinách X.

Monotonie je zřejmá. Abychom uk8zali subaditivitu, nechť En Ă X, n P N, jsou dány. Položme E “
Ť8

n“1En.
Bez újmy na obecnosti lze předpokládat, že µ˚pEnq ă 8 pro každé n P N. Nechť ε ą 0.

Vezměme Un Ą En splňující µ1pUnq ď µ˚pEnq `
ε

2n . Položme U “
Ť8

n“1 Un. Nechť f P CcpXq splňuje
0 ď f ď χU , spt f Ă U a µ1pUq ă Λpfq ` ε. Položíme-li L “ spt f , dostaneme kompaktní podmnožinu U . Existuje
tedy index m P N takový, že L Ă

Ťm
i“1 Ui. Dle Lemmatu 9.1.43 existují funkce g1, . . . , gm P CcpXq splňující

0 ď gi ď χUi , spt gi Ă Ui, i “ 1, . . . ,m, a
m
ÿ

i“1

gi “ 1 na L.
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Položme hi “ fgi, i “ 1, . . . ,m. Pak

0 ď hi ď χUi , spthi Ă Ui, i “ 1, . . . ,m, a f “
m
ÿ

i“1

hi.

Tedy

Λpfq “
m
ÿ

i“1

Λphiq ď
m
ÿ

i“1

µ1pUiq ď ε`
8
ÿ

i“1

´

µ˚pEiq `
ε

2i

¯

“ 2ε`
8
ÿ

i“1

µ˚pEiq.

Jelikož f P CcpXq splňující 0 ď f ď χU a spt f Ă U byla libovolná, platí µ1pUq ď 2ε `
ř8

i“1 µ
˚pEiq. Z definice µ1

plyne µ˚pEq ď 2ε`
ř8

i“1 µ
˚pEiq. Tedy µ˚ je vnější míra na X.

Krok 2. Ukažme, že pro disjunktní otevřené množiny U, V platí µ˚pU Y V q “ µ˚pUq ` µ˚pV q.
Je třeba ukázat nerovnost „ě“ . Pokud µ˚pUYV q “ 8, nerovnost platí triviálně. Předpokládejme tedy konečnost

čísla µ˚pU Y V q. Pak také µ˚pUq i µ˚pV q jsou konečná.
Nechť ε ą 0 je dáno. Nalezneme f, g P CcpXq spojité funkce splňující 0 ď f ď χU , spt f Ă U a 0 ď g ď χV ,

spt g Ă V takové, že Λpfq ě µ˚pUq ´ ε a Λpgq ě µ˚pV q ´ ε. Pak 0 ď f ` g ď χUYV a sptpf ` gq Ă U Y V , a tedy

µ˚pU Y V q ě Λpf ` gq “ Λf ` Λg ě µ˚pUq ` µ˚pV q ´ 2ε.

Tedy µ˚pU Y V q ě µ˚pUq ` µ˚pV q. Tím je důkaz hotov.
Krok 3. Označme

Σ “ tE Ă X : µ˚pT q “ µ˚pT X Eq ` µ˚pT zEq, T Ă Xu.

Dle Caratheódoryho konstrukce je pak Σ σ-algebra a µ “ µ˚|Σ je úplná míra.
Je třeba ukázat, že Σ obsahuje všechny borelovské podmnožiny X. K tomu stačí ověřit, že Σ obsahuje všechny

otevřené množiny, tj. že platí

@U Ă X otevřená @T Ă X : µ˚pT q “ µ˚pT X Uq ` µ˚pT zUq. (9.4)

Mějme tedy otevřenou neprázdnou množinu U Ă X a testovací množinu T Ă K. Díky σ-aditivitě µ˚ stačí ukázat
nerovnost „ě“ . Lze tedy předpokládat, že µ˚pT q ă 8.

Nechť ε ą 0. Zvolme W Ą T otevřenou splňující µ˚pW q ď µ˚pT q ` ε. Z definice nalezneme f P CcpXq takovou,
že 0 ď f ď χWXU , spt f Ă W X U a Λf ą µ˚pW X Uq ´ ε. Protože spt f Ă W X U , existuje otevřená množina V
splňující

spt f Ă V Ă V ĂW X U.

Pak
µ˚pV q ě Λf ě µ˚pW X Uq ´ ε.

Pak V a W zV jsou disjunktní otevřené množiny. Použitím Lemmatu ??(c) tedy dostáváme

µ˚pT q ě µ˚pW q ´ ε ě µ˚pV Y pW zV qq ´ ε “ µ˚pV q ` µ˚pW zV q ´ ε

ě µ˚pW X Uq ` µ˚pW zUq ´ 2ε ě µ˚pT X Uq ` µ˚pT zUq ´ 2ε.

Tedy µ˚pT q ě µ˚pT X Uq ` µ˚pT zUq pro každou T Ă K. Protože obrácená nerovnost plyne ze subaditivity µ˚,
platí (9.4).

Krok 4. Ověříme nyní vlastnosti (a)-(e). Vlastnost (a) plyne z předchozího.
Nechť K Ă X je kompaktní. Pro každé x P K nalezneme relativně kompaktní, otevřenou množinu Ux obsahující

x. Vybereme konečně mnoho bodů x1, . . . , xn P K tak, že K Ă
Ťn
i“1 Uxi . Pak U je otevřená množina s kompaktním

uzávěrem. Sestrojíme-li tedy funkci f P CcpXq splňující χK ď f ď χU a spt f Ă U , máme

µpKq ď

ż

X

f dµ “ Λf ă 8.

Vlastnost (b) proto platí.
Jelikož pro každou A P Σ platí

µpAq “ µ˚pAq “ inftµ1pUq : U Ą E otevřenáu “ inftµpUq : U Ą E otevřenáu,

platí (c).
Je-li A otevřená, platí µpAq “ µ1pAq. Nechť a ě 0 splňující µpAq ą a je dáno. Nalezneme f P CcpXq takovou,

že Λf ą a, spt f Ă U a 0 ď f ď χU . Sestrojíme g P CcpXq splňující χspt f ď g ď χU . Pak pro K “ spt f máme

µpKq ě

ż

X

g dµ ě

ż

X

f dµ ą a.
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Tedy (d) platí pro A otevřenou.
Nechť A P Σ má konečnou míru. Pro dané ε ą 0 nalezneme U Ă X otevřenou, která obsahuje A a má konečnou

míru. Dále zvolíme kompakt L Ă U splňující µpUzLq ă ε. Konečně nechť V je otevřená nadmnožina UzA splňující
µpV zpUzAqq ă ε. Položme K “ LX pXzV q. Pak K je kompaktní množina a máme

AzK Ă pUzLq Y pAX V q Ă pUzLq Y pV zpUzAqq.

Tedy µpAzKq ă 2ε a vlastnost (d) je ověřena. Úplnost µ, jak již bylo zmíněno, plyne přímo z Caratheódoryovy
konstrukce.

Krok 5. Ukažme, že Λf “
ş

X
f dµ pro každou f P CcpXq. Zjevně stačí dokázat tuto rovnost pro každou reálnou

spojitou funkci, což díky linearitě znamená ověřit nerovnost Λf ď
ş

f dµ pro každou reálnou f P CcpXq. Je-li reálná
f P CcpXq dána, zvolme a P p0,8q tak, aby Rng f Ă r´a, as. Zvolme ε ą 0 a body y0 ă ´a ă y1 ă ¨ ¨ ¨ ă yn´1 ď

a ă yn, kde yi ´ yi´1 ă ε pro i “ 1, . . . , n. Pak množiny

Ei “ tx P spt f : yi´1 ď fpxq ă yiu, i “ 1, . . . , n,

tvoří borelovský rozklad spt f pomocí množin konečné míry. Pro i “ 1, . . . , n, nechť Ui jsou otevřené množiny
splňující

µpUiq ď µpEiq `
ε

n
a Ei Ă Ui Ă tx P spt f : fpxq ă yi ` εu

(takové množiny existují díky (d) a spojitosti f). Systém tU1, . . . , Unu tvoří otevřené pokrytí spt f , a tedy z
Lemmatu 9.1.43 existují funkce g1, . . . , gn P CcpXq splňující

0 ď gi ď χUi , spt gi Ă Ui, i “ 1, . . . , n, a
n
ÿ

i“1

gi “ 1.

Pak máme gif ď pyi ` εqgi a pyi ´ εqχEi ď fχEi , i “ 1, . . . , n, a tedy

Λf “ Λp
n
ÿ

i“1

gifq “
n
ÿ

i“1

Λpgifq ď
n
ÿ

i“1

pyi ` εqΛgi

ď

n
ÿ

i“1

pyi ` εqµpUiq ď
n
ÿ

i“1

pyi ` εqpµpEiq `
ε

n
q

“

n
ÿ

i“1

pyi ` εqµpEiq `
ε

n

n
ÿ

i“1

pyi ` εq

“

n
ÿ

i“1

pyi ´ εqµpEiq ` 2ε
n
ÿ

i“1

µpEiq `
ε

n

n
ÿ

i“1

pyi ` εq

ď

n
ÿ

i“1

ż

Ei

pyi ´ εq dµ` 2εµpspt fq `
ε

n
npa` 2εq

ď

n
ÿ

i“1

ż

Ei

f dµ` εp2µpspt fq ` a` 2εq

“

ż

K

f dµ` εp2µpspt fq ` a` 2εq.

Tím je důkaz třetího kroku dokončen.
Krok 6. Nechť µ, ν jsou dvě míry splňující

ş

K
f dµ “ Λf “

ş

K
f dν pro každou f P CcpXq. Nechť K Ă X

je kompaktní. Pro ε ą 0 nalezneme otevřenou množinu U splňující µpUq ă µpKq ` ε. Nechť f P CcpXq splňuje
χK ď f ď χU . Pak

νpKq ď

ż

X

f dµ “

ż

X

f dµ ď µpUq ď µpKq ` ε

Tedy νpKq ď µpKq pro každý kompakt K. Prohozením rolí µ a ν dostaneme rovnost µ a ν na kompaktních
množinách, což díky vlastnostem (c) a (d) znamená µ “ ν.

Věta 9.2.15. Nechť X je lokálně kompaktní, σ-kompaktní topologický prostor. Nechť Σ a µ mají vlastnosti popsané
ve Větě 9.2.14. Pak platí následující tvrzení.

(a) Pro každou A P Σ a ε ą 0 existuje uzavřená množina F a otevřená množina U taková, že F Ă A Ă U a
µpUzF q ă ε.

(b) Pro každou A P BspXq platí

µpAq “ inftµpUq : A Ă U,U otevřenáu “ suptµpKq : K Ă A,K kompaktu.
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Věta 9.2.16 (Hustota CcpXq). Nechť X je lokálně kompaktní topologický prostora µ je nezáporná míra splňující
vlastnosti (a)–(e) z Věty 9.2.14. Nechť p P r1,8q. Pak CcpXq je hustý podprostor Lppµq.

Důkaz. Symbolem Σ označme systém všech µ-měřitelných množin. Nechť f P Lppµq je nenulová a ε ą 0 je dáno.
Položme

A “ tx P X : |fpxq| ą 0u a An “ tx P X :
1

n
ď |fpxq| ď nu, n P N.

Pak χAn Õ χA, a tedy
ż

An

|f |
p
dµÑ

ż

A

|f |
p
dµ “

ż

X

|f |
p
dµ.

Lze tak nalézt n P N takové, že
ş

XzAn
|f |

p
dµ ă ε.

Podobně nalezneme kompakt K Ă An a otevřenou množinu U Ą An tak, aby
ş

UzK
|f |

p
dµ ă ε a µpUzKq ă ε

np .
Jelikož µpKq ă 8, dle Luzinovy věty 9.2.12 existuje F Ă K uzavřená množina taková, že µpKzF q ă ε

np a f |F je
spojitá. Nechť g P CcpXq splňuje g “ f na F , spt g Ă U a }g}8 ď }f |F }8 ď n. Pak dostáváme

ż

X

|g ´ f |
p
dµ “

ż

XzU

|g ´ f |
p
dµ`

ż

UzF

|g ´ f |
p
dµ`

ż

F

|g ´ f |
p
dµ

ď

ż

XzU

|f |
p
dµ` 2p´1

˜

ż

UzF

|g|
p
dµ`

ż

UzF

|f |
p
dµ

¸

ď

ż

XzAn

|f |
p
dµ` 2p´1

˜

npµpUzF q `

ż

UzK

|f |
p
dµ`

ż

KzF

|f |
p
dµ

¸

ď ε` 2p´1 pnppµpUzKq ` µpKzF qq ` ε` npµpKzF qq

“ εp1` 4 ¨ 2p´1q.

Tím je důkaz dokončen.

Věta 9.2.17 (Rieszova o reprezentaci funkcionálů na C0pXq). Nechť X je lokálně kompaktní topologický prostor a
T P pC0pXqq

˚. Pak existuje σ-algebra Σ a komplexní míra µ na pX,Σq taková, že

(a) |µ| a Σ splňují (a)-(e) z Věty 9.2.14.

(b) Pro každou f P C0pXq platí Tf “
ş

X
f dµ.

(c) Platí }T } “ }µ}.

(d) Míra µ je vlastnostmi (a),(b) určena jednoznačně.

Důkaz. Krok 1. Je-li µ PMpKq, máme

|ϕµpfq| ď |

ż

k

f dµ| ď

ż

K

|f | d|µ| ď |µ|pKq}f}, f P CpKq.

Tedy }ϕµ} ď |µ|pKq “ }µ}. Na druhou stranu, existuje borelovská funkce h splňující |h| “ 1 a dµ “ hd|µ|.
Nechť tfnu je posloupnost spojitých funkcí nepřesahujících v normě 1 taková, že fn Ñ h |µ|-skoro všude (viz
Věta 1.5.17(b)). Pak

lim
nÑ8

ż

K

fn dµ “

ż

K

hh d|µ| “

ż

K

1 d|µ| “ |µ|pKq “ }µ} .

Tedy }ϕµ} ě }µ}.
Krok 2. Ukažme, že I je na. Nechť Φ P pCpXqq˚ o normě 1 je dáno. Nechť C`c pXq a CcpX,Rq značí nezáporné,

respektive reálné funkce z CcpXq. Položme

Λf “ supt|Φh| : h P CcpXq, |h| ď fu, f P C`c pXq.

Pak pro f P C`c pXq platí

Λf “ supt|Φh| : h P CcpXq, |h| ď fu ď supt}Φ} }h} : h P CcpXq, |h| ď fu ď }Φ} }f} ď }f} ,

a tedy je Λ dobře definované zobrazení. Dále platí

ΛpC`c pKqq Ă r0,8q, Λf1 ď Λf2 pro f1 ď f2 v C`c pKq, Λpcfq “ cΛf, c ě 0, f P Cc ` pKq.

Ukážeme, že
Λpf ` gq “ Λf ` Λg, f, g P C`c pKq. (9.5)
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Pro ε ą 0 najdeme h1, h2 P CcpXq takové, že |h1| ď f , |h2| ď g a

Λf ď |Φph1q| ` ε a Λg ď |Φph2q| ` ε.

Nechť α1, α2 jsou komplexní jednotky splňující αiΦphiq “ |Φphiq|, i “ 1, 2. Pak

Λf ` Λg ď |Φph1q| ` |Φph2q| ` 2ε “ Φpα1h1 ` α2h2q ` 2ε

ď Λp|h1| ` |h2|q ` 2ε ď Λpf ` gq ` 2ε.

Obráceně, nechť h P CcpXq splňuje |h| ď f ` g. Položme

V “ tx P K : fpxq ` gpxq ą 0u

a

h1pxq “

#

fpxqhpxq
fpxq`gpxq , x P V,

0, x P XzV,
h2pxq “

#

gpxqhpxq
fpxq`gpxq , x P V,

0, x P XzV,

Funkce hi jsou zjevně spojité v bodech množiny V , v bodech doplňku se spojitost odvodí díky odhadu |hi| ď |h|
a vlastnosti |h| “ 0 na XzV . Kelikož je V relativně kompaktní množina, máme hi P CcpXq, i “ 1, 2. Protože
h1 ` h2 “ h a |h1| ď f , |h2| ď g, máme

|Φphq| “ |Φph1q ` Φph2q| ď |Φph1q| ` |Φph2q| ď Λf ` Λg.

Rovnost (9.5) je tedy ověřena.
Zobrazení Λ lze nyní lineárně rozšířit na CcpX,Rq pomocí předpisu

Λf “ Λf1 ´ Λf2, f “ f1 ´ f2, f1, f2 P C`pKq, f P CRpKq.

Poznamenejme, že tato definice je korektní, jelikož máme-li f “ f1 ´ f2 “ g1 ´ g2, kde f1, f2, g1, g2 P C
`
c pXq, pak

f1 ` g2 “ g1 ` f2,

a tedy Λpf1q ´ Λpf2q “ Λpg1q ´ Λpg2q.
Dále dodefinujeme Λ na CcpXq pomocí vzorce

Λf “ ΛpRe fq ` iΛpIm fq, f P CcpXq.

Tím jsme obdrželi nezáporný funkcionál Λ na CcpXq s vlastností

|Φpfq| ď Λp|f |q, f P CcpXq.

Dle Věty 1.2.21 existuje nezáporná míra λ s vlastnostmi (a)–(f) Z Věty 9.2.14. Pak platí

λpXq “ }Φ} . (9.6)

Vskutku, naleznenem kompakty Kn, n P N, splňující λpKnq Õ λpXq a zvolíme fn P CcpXq takové, že χK ď f ď 1.
Pak

λpXq “ lim
nÑ8

λpKnq ď lim
nÑ8

ż

X

fn dλ “ lim
nÑ8

Λpfnq ď }Φ} .

Na druhou stranu pro f P C0pXq o normě 1 platí

|Φpfq| ď Λp|f |q “

ż

X

|f | dλ ď λpXq.

Protože
|Φpfq| ď Λp|f |q “

ż

X

|f | dλ “ }f}L1pλqλpXq “ }f}L1pλq }Φ} , f P CcpXq,

a CcpXq je hustý podprostor L1pλq (viz Věta 1.5.17(c)), lze Φ chápat jako prvek prostoru pL1pλqq˚ (viz Věta 1.1.37).
Tedy dle Věty 1.2.19(e) existuje g P BL8pλq taková, že

Φpfq “

ż

X

fg dλ, f P CcpXq.

Nechť Σ značí σ-algebru všech λ-měřitelných množin. Položme

µpAq “

ż

A

g dλ, A P Σ.
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Ověříme, že se jedná o požadovaný prvek MpXq reprezentující Φ.
Vlastnosti (a), (e) a (f) plynou přímo z definice.
Dále dle Věty 9.2.3 platí

|µ| pAq “

ż

A

|g| dλ, A P Σ.

Tedy pro K Ă X kompaktní platí

|µ| pKq “

ż

K

|g| dλ ď λpKq ă 8.

Tedy (b) platí.
Je-li A P Σ dána, nechť tUnu je nereostouc posloupnost otevřených nadmnožin A splňující λpUnq Œ λpAq. Pak

χUn |g| Ñ χA |g| λ-skoro všude, a z Lebesgueovy věty tak máme

|µ| pAq “

ż

A

|g| dλ “ lim
nÑ8

ż

Un

|g| dλ “ lim
nÑ8

|µ| pKnq.

Tedy (c) platí.
Je-li A P Σ, nechť tKnu je neklesající posloupnost kompaktů v A splňující λpKnq Õ λpAq. Pak jako výše z

Lebesgueovy věty máme

|µ| pAq “

ż

A

|g| dλ “ lim
nÑ8

ż

Kn

|g| dλ “ lim
nÑ8

|µ| pKnq.

Tedy |µ| splňuje (d) platí.
Nechť nyní f P C0pXq je libovolná. Pak existuje posloupnost tfnu v CcpXq nepřevyšující v normě }f} taková,

že fn Ñ f . Pak

Φpfq “ lim
nÑ8

Φpfnq “ lim
nÑ8

ż

X

fn dµ “

ż

X

f dµ.

Tedy µ reprezentuje Φ a důkaz surjektivity I je dokončen.
Krok 3. Ukážeme, že míra µ je jednozančně určena. Předpokládejme, že též ν splňuje (a)–(c) z tvrzení. Symbolem

Υ označme σ-algebru všech ν-měřitelných množine.
Nechť A P BspXq je libovolná. Nalezneme neklesající posloupnost kompaktů tKnu a nerostoucí posloupnost

otevřených množin tUnu takové, že Kn Ă A Ă Un, n P N, a

|µ| pUnzKnq ` |ν| pUnzKnq Ñ 0.

Nalezenem funkce fn P CcpXq, n P N, takové, že pro každé n P N platí χKn ď f ď χUn . Pak fn Ñ χA skoro všude
vzhledem k míře |µ| ia |ν|. Tedy

µpAq “ lim
nÑ8

ż

X

fn dµ “ lim
nÑ8

ż

X

fn dν “ νpAq.

Tedy µ “ ν na borelovských podmnožinách X.
Nechť nyní A P Σ je libovolná. Pak existují posloupnost tBnu a tCnu borelovských množin v X takové, že

Bn Ă A Ă Cn, n P N, |µ|CnzBn Œ 0. Položme B “
Ť8

n“1Bn a C “
Ş8

n“1 Cn. Pak

AzB Ă CzB

a |ν| pCzBq “ |µ| pCzBq “ 0. Tedy AzB je podmnožina množiny |ν|-míry 0, takž je obsažena v Υ. Proto i A “

B Y pAzBq je v Υ a máme
µpAq “ µpBq ` µpAzBq “ νpBq ` νpAzBq “ νpAq.

Tedy Σ Ă Υ a µ “ ν na Σ.
Prohozením rolí µ a ν dostaneme požadovanou rovnost Σ “ Υ a µ “ ν.

Definice 9.2.18. Nechť X je lokálně kompaktní topologický prostor. O míře µ na X řekneme, že je Radonova,
pokud je definována na σ-algebře Σ takovým způsobem, že |µ| a Σ splňují (a)-(e) z Věty 9.2.14. Jsou-li µ, ν dvě
Radonovy míry, položíme

Tµ`νf “

ż

X

f dµ`

ż

X

f dν, f P C0pXq.

Dle Věty 9.2.17 existuje právě jedna míra λ PMpXq splňující
ż

X

f dλ “ Tµ`ν , f P C0pXq.

Tuto míru označíme jako µ` ν. Podobně budeme chápat míru cµ, kde c P F a µ PMpXq.
Dále na MpXq uvažujme normu danou totální variací, tj. }µ} “ |µ| pXq.
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Věta 9.2.19. Nechť X je lokálně kompaktní topologický prostor. Pak MpXq je Banachův prostor, který je pomocí
zobrazení µ ÞÑ Tµ, kde

Tµpfq “

ż

X

f dµ, f P C0pXq,

izometricky izomorfní prostoru pC0pXqq
˚.

Dále pro µ, ν PMpXq a a, b P F platí

paµ` bνqpAq “ aµpAq ` bνpAq, A P BspXq.

Důkaz. Vzhledem k identifikaci MpXq s pC0pXqq
˚ je MpXq jakožto duální prostor úplný.

Nechť µ, ν PMpXq jsou dány. Definujeme komplexní míru λ na BspXq jako

λpAq “ µpAq ` νpAq, A P BspXq.

Pak |λ| splňuje (b),(c),(d) Věty 9.2.14. Ihned totiž vidíme, že |λ| ď |µ| ` |ν|, takže z platnosti těchto vlastností pro
míry |µ| a |ν| snadno odvodíme jejich splnění i pro míru |λ|.

Dále platí, že
ş

X
f dλ “

ş

X
f dµ `

ş

X
f dν pro každou f P C0pXq. Pro jednoduchou borelovskou funkci tvaru

f “
řn
k“1 ckχAk totiž platí
ż

X

f dλ “
n
ÿ

k“1

ckλpAkq “
n
ÿ

k“1

ckpµpAkq ` νpAkqq “
n
ÿ

k“1

ckµpAkq `
n
ÿ

k“1

ckνpAkq “

ż

X

f dµ`

ż

X

f dν.

Jelikož lze každou funkci f P C0pXq stejnoměrně aproximovat takovýmito funkcemi, platí požadovaná rovnost.
Nechť ω PMpXq je dána definicí µ` ν, tj. ω je ten jednoznačně určený prvek MpXq splňující

ż

X

f dω “

ż

X

f dµ`

ż

X

f dν, f P C0pXq.

Chceme ukázat, že ω “ λ na BspXq.
Nechť nejprve U Ă X je otevřená a K Ă X je kompaktní splňující K Ă U . Nechť f P CcpXq splňuje Rng f Ă

r0, 1s, f “ 1 na K a f “ 0 na XzU . Pak
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ωpUq ´

ż

X

f dω

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

U

p1´ fq dω

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

UzK

|1´ f | d |ω| ď |ω| pUzKq. (9.7)

Analogickou nerovnost odovodíme i pro λ.
Nechť nyní A P BspXq je libovolná. Pro dané ε ą 0 nalezneme kompakt K a otevřenou množinu U splňující

K Ă A Ă U a |ω| pUzKq ` |λ| pUzKq ă ε
2 . Zvolme f P CcpXq jako výše. Pak díky (9.7) máme

|ωpAq ´ λpAq| “ |ωpUq ´ ωpUzAq ´ λpUq ` λpUzAq|

ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ωpUq ´

ż

X

f dω

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

` |ωpUzAq| `

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

X

f dω ´

ż

X

f dλ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

X

f dλ´ λpUq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

` |λpUzAq|

ď |ω| pUzKq ` |ω| pUzAq ` |λ| pUzKq ` |λ| pUzAq

ď 2p|ω| pUzKq ` |λ| pUzKqq ă ε.

Tedy λpAq “ ωpAq, což znamená
λpAq “ ωpAq “ pµ` νqpAq.

Důkaz rovnosti pcµqpAq “ cµpAq pro A P BspXq a c P F je analogický (a výrazně jednodušší).

Definice 9.2.20. Nechť X je lokálně kompaktní topologický prostor. Nechť µ PMpXq.
(a) Řekneme, že µ je spojitá, pokud |µ| ptxuq “ 0 pro každé x P X. Množinu všech spojitých měr značíme

McpXq.
(b) Řekneme, že µ je diskrétní, pokud existuje spočetná množina C Ă X splňující |µ| pXzCq “ 0. Množinu

všech diskrétních měr značíme MdpXq.
(c) Řekneme, že µ je Diracova míra v bodě x P X, pokud

ş

X
f dµ “ fpxq pro každou f P C0pXq. Míru µ pak

značíme εx.
(d) Molekulární mírou myslíme prvek množiny

MmolpXq “ cotεx : x P Xu.

(e) Symbolem Mac,µpXq rozumíme množinu

Mac,µ “ tν PMpXq : ν|BspXq ! |µ| |BspXqu.
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Tvrzení 9.2.21. Nechť X je lokálně kompaktní topologický prostor. Pak platí následující tvrzení.
(a) Množiny MdpXq a McpXq jsou uzavřené podprostory MpXq.
(b) Míra µ je diskrétní právě tehdy, když existuje C “ txn : n P Nu Ă X spočetná a posloupnost a P `1 taková, že

µ “
ř8

n“1 anεxn .
(c) Je-li µ PMpXq, pak Mac,µpXq je uzavřený podprostor MpXq, který je izometricky izomorfní s L1p|µ|q.

Důkaz. (a) Jsou-li µ, ν spojité míry na X, pak pro x P X platí

|µ` ν| ptxuq ď |µ| ptxuq ` |ν| ptxu “ 0,

tj. µ` ν PMcpXq.
Jsou-li µ, ν PMpXq diskrétní a C1, C2 Ă X jsou příslušné spočetné množiny, pak C “ C1 Y C2 je spočetná a

|µ` ν| pXzCq ď |µ| pXzC1q ` |ν| pXzC2q “ 0

Tedy µ` ν PMdpXq.
Podobně se ukážeme, že McpXq i MdpXq jsou uzavřené na násobení skalárem.
Nechť tµnu je posloupnost v McpXq konvergující k µ PMpXq. Uvažujme restrikce těchto měr na BspXq. Pak

|µ| ptxuq “ |µ´ µn ` µn| ptxuq ď |µ´ µn| ptxuq ` |µn| ptxuq ď |µ´ µn| pXq Ñ 0.

Tedy µ je spojitá.
Podobně pro posloupnost tµnu v MdpXq konvergující k µ P MpXq vybereme příslušné spočetné množiny Cn,

n P N. Pak C “
Ť8

n“1 Cn je spočetná a

|µ| pXzCq ď |µ´ µn| pXzCq ď |µ´ µn| pXq ` |µn| pXzCnq “ }µ´ µn} .

Tedy µ PMdpXq.
(b) Nechť C “ txn : n P Nu je množina příslušná µ. Položme an “ µptxnuq, n P N. Pak

8
ÿ

n“1

|an| “
8
ÿ

n“1

|µptxnuq| “ |µ| pCq “ |µ| pXq “ }µ} ă 8,

a zjevně µ “
ř8

n“1 anεxn .
(c) Uvažujme restrikci míry µ na BspXq. Přímo z definice se ověří, že množina Mac,µpXq je podprostor MpXq.

Pro každou ν PMac,µpXq existuje jednoznačně určená borelovská fν P l1pµ,BspXqq taková, že

νpAq “

ż

A

fν d |µ| , A P BspXq.

Pak zobrazení I : ν ÞÑ fν je hledaný izomorfizmus Mac,µpXq na L1p|µ|q, který je izometrií díky rovnosti

}ν} “

ż

X

|fν | d |µ| “ }fν}L1p|µ|q .

Vzhledem k úplnosti L1p|µ|q je Mac,µpXq úplný prostor.

Lemma 9.2.22. Nechť X je lokálně kompaktní prostor a M1pXq značí množinu všech pravděpodobnostních měr v
MpXq. Pak je množina MmolpXq hustá v pM1pXq, w˚q.

Důkaz. Nechť µ P M1pXq je dáno. Na základě Lemmatu 3.1.98 stačí ukázat, že pro každou f P CcpXq a ε ą 0
existuje ν P MmolpXq splňující |µpfq ´ νpfq| ă ε. Nechť tedy f P CcpXq a ε ą 0 je dáno. Označme M “ }f}. Pro
každé x P spt f existuje okolí Ux obsahující x takové, že |fpyq ´ fpxq| ă ε

2M , y P Ux. Pak |fpy1q ´ fpy2q| ă
ε
M pro

každé y1, y2 P Ux. Vybereme konečně mnoho x1, . . . , xn P spt f splňující spt f Ă
Ťn
i“1 Uxi . Označíme A0 “ H a

definujeme

Ai “ Uxiz
n
ď

j“0

Uxj , i “ 1, . . . , n.

Nakonec označme An`1 “ Xz
Ťn
i“1Ai. Pak Ai, i “ 1, . . . , n ` 1, jsou navzájem disjunktní borelovské množiny a

X “
Ťn`1
i“1 Ai. Dále položíme

ci “ µpAiq, i “ 1, . . . , n` 1.

a pro každé i P t1, . . . , n ` 1u vybereme xi P Ai, pokud ci ą 0. Dále vybereme bod u P X a položíme xi “ u pro
i P t1, . . . , nu splňující ci “ 0. Pokud An`1 ‰ H a cn`1 “ 0, vybereme v P An`1 a položíme xn`1 “ v. Nakonec
definujeme

ν “
n`1
ÿ

i“1

ciεxi .
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Protože ci ě 0, i “ 1, . . . , n` 1, a

n`1
ÿ

i“1

ci “
n`1
ÿ

i“1

µpAiq “ µ

˜

n`1
ď

i“1

Ai

¸

“ µpXq “ 1,

je míra ν molekulární.
Dále platí

|µpfq ´ νpfq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

X

fpxq dµpxq ´
n`1
ÿ

i“1

cifpxiq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n`1
ÿ

i“1

ż

Ai

fpxq dµpxq ´
n`1
ÿ

i“1

cifpxiq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n`1
ÿ

i“1

ż

Ai

fpxq dµpxq ´
n`1
ÿ

i“1

ż

Ai

fpxiq dµpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

n`1
ÿ

i“1

ż

Ai

|fpxq ´ fpxiq| dµpxq

ď

n
ÿ

i“1

ż

Ai

|fpxq ´ fpxiq| dµpxq `

ż

An`1

|fpxq ´ fpxiq| dµpxq

“

n
ÿ

i“1

ż

Ai

|fpxq ´ fpxiq| dµpxq ď ε
n
ÿ

i“1

ci “ ε.

Tím je důkaz dokončen.

Lemma 9.2.23. Nechť X je lokálně kompaktní prostor a µ PMpXq splňuje µpXq “ }µ}. Pak µ je nezáporná.

Důkaz. Stačí ověřit, že
ş

X
f dµ ě 0 pro každou f P CcpXq splňující 0 ď f ď 1. Nechť tedy f je taková funkce a

ε ą 0 je libovolné. Nalezneme kompakt L Ă X takový, že spt f Ă L a |µ| pXzLq ă ε. Nalezneme funkci g P C0pXq
takovou, že 0 ď g ď 1 a g “ 1 na L. Pak platí 0 ď f ´ g ď 1 na X, a dostáváme tak

}µ} ě

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

X

pg ´ fq dµ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě

ż

X

pg ´ fq dµ “

ż

L

g dµ`

ż

XzL

g dµ´

ż

X

f dµ

ě µpLq ´ |µ| pXzLq ´

ż

X

f dµ “ µpXq ´ µpXzLq ´ |µ| pXzLq ´

ż

X

f dµ

ě }µ} ´ 2ε´

ż

X

f dµ.

Tedy
ş

X
f dµ ě ´2ε pro každé ε ą 0, a důkaz je tak dokončen.

9.2.5 Operace s Radonovými mírami
Definice 9.2.24. Restrikce míry.

Definice 9.2.25. Nechť X,Y jsou lokálně kompaktní topologické prostory. Nechť ϕ : X Ñ Y je spojité zobrazení.
Pro každou µ PMpXq položme

Tµg “

ż

X

g ˝ ϕdµ, g P C0pY q.

Pak Tµ P pC0pY qq
˚, a tedy existuje právě jedna míra ν P MpY q splňující Tµ “

ş

Y
g dν. Míru ν nazveme obrazem

míry a označíme ϕpµq.

Tvrzení 9.2.26. Nechť X,Y jsou lokálně kompaktní topologické prostory. Nechť ϕ : X Ñ Y je spojité zobrazení a
nechť ϕ : MpXq ÑMpY q je zobrazení definované výše. Pak platí následující tvrzení.

(a) Pro každou A P BspY q platí rovnost ϕpµqpAq “ µpϕ´1pAqq.

(b) Platí
ż

Y

g dϕpµq “

ż

X

g ˝ ϕdµ, g P BfbpY q.

(c) Zobrazení T : µ ÞÑ ϕpµq je prvek LpMpXq,MpY qq o normě 1.

Důkaz. (a) Položme
λpAq “ µpϕ´1pAqq, A P BspY q.

Pak λ je (komplexní) míra na BspY q.
Zřejmě platí

|λpAq| “
ˇ

ˇµpϕ´1pAq
ˇ

ˇ ď |µ| pϕ´1pAqq, A P BspY q,
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z čehož dostáváme
|λ| pAq ď |µ| pϕ´1pAqq, A P BspY q,

Dále ověříme ,že |λ| splňuje (c) a (d) z Věty 9.2.14. Vskutku, uvažujme libovolnou A P BspY q a libovolné ε ą 0.
Pak existuje K Ă ϕ´1pAq splňující |µ| pϕ´1pAq ´Kq ă ε. Množina L “ ϕpKq je kompaktní a obsažená v A. Tedy

|λ| pAzLq ď |µ| pϕ´1pAzLq “ |µ| pϕ´1pAqzϕ´1pLqq ď |µ| pϕ´1pAqzKq ă ε.

Abychom ukázali vnější aproximaci, pro ε ą 0 dané použijeme již dokázanou vnitřní aproximaci pro množinu
Y zA, a dostaneme tak kompakt splňující |λ| ppY zAqzKq ă ε. Pak U “ Y zK je otevřená, obsahuje A a platí pro ni

|µ| pUzAq “ |λ| ppY zAqzKq ă ε.

Dalším krokem důkazu je odvození rovnosti
ż

Y

g dλ “

ż

X

pg ˝ ϕq dµ, g P BfbpY q. (9.8)

Pro jednoduchou funkci g “
řn
k“1 ckχAk , kde tA1, . . . , Anu je borelovský rozklad Y však platí

ż

Y

g dλ “
n
ÿ

k“1

ckλpAkq “
n
ÿ

k“1

ckϕ
´1pAkq “

ż

X

n
ÿ

k“1

ckχϕ´1pAkq dµ “

ż

X

pg ˝ ϕq dµ. (9.9)

Libovolný prvek BfbpY q je pak stejnoměrně aproximovatelný funkcemi tohoto typu, takže rovnost (9.8) je ověřena.
Přistupme konečně k důkazu rovnosti ν “ λ na BspY q. pro dané A P BspY q a ε ą 0 nalezneme kompakt K Ă Y

a otevřenou množinu U Ă Y takové, že K Ă A Ă U a

|ν| pUzKq ` |λ| pUzKq ă
ε

2
.

Nechť g P CcpY q splňuje 0 ď g ď 1, g “ 0 vně U a g “ 1 na K. Pak

|λpAq ´ νpAq| ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

λpUq ´

ż

Y

g dλ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Y

g dλ´

ż

Y

g dν

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

` |λpUzAq| `

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

νpUq ´

ż

Y

g dν

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

` |νpUzAq|

ď |λ| pUzAq ` |ν| pUzAq `

ż

U

|1´ g| d |λ| `

ż

U

|1´ g| d |ν| `

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

X

pg ˝ ϕq dµ´

ż

X

pg ˝ ϕq dµ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď 2p|λ| pUzKq ` |ν| pUzKqq ď ε.

Tedy ν “ λ na BspY q a (a) je tak dokázáno.
Tvrzení (b) snadno plyne z (a) pomocí aproximace jednoduchými funkcemi (viz (9.9)).
(c) Zobrazení T je zjevně lineární. Pro µ1, µ2 PMpXq totiž nechť jsou Tµ, Tν a Tµ`ν funckionály z Definice 9.2.25.

Pak
ż

Y

g dϕpµ` νq “

ż

X

pg ˝ ϕq dpµ` νq “

ż

X

pg ˝ ϕq dµ`

ż

X

pg ˝ ϕq dν “

ż

Y

g dϕpµq `

ż

Y

g dϕpνq, g P C0pY q.

Vzhledem k Definici 9.2.18 tak dostáváme ϕpµ ` νq “ ϕpµq ` ϕpνq. Podobně se ověří rovnost ϕpcµq “ cϕpµq pro
µ PMpXq a c P F.

Nechť µ PMpXq a ν “ ϕpµq. Pro libovolnou g P C0pY q o normě 1 pak platí
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Y

g dν

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

X

pg ˝ ϕq dµ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

X

|g ˝ ϕ| d |µ| ď |µ| pXq “ }µ} .

Tedy

}ν} “ sup
gPBC0pY q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Y

g dν

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď }µ} ,

takže }T } ď 1.

Značení 9.2.27. Nechť fi : Xi Ñ F je funkce na množině Xi, i “ 1, 2. Pak funkce f1 b f2 : X1 ˆ X2 Ñ F je
definovaná jako

pf1 b f2qpx1, x2q “ f1px1qf2px2q, px,1 , x2q P X1 ˆX2.

Lemma 9.2.28. Nechť Xi, i “ 1, 2, jsou lokálně kompaktní prostory. Položme

A “ t
n
ÿ

i“1

fi b gi : f1, . . . , fn P CcpX1q, g1, . . . , gn P CcpX2q, n P Nu.

Pak A “ C0pX1,ˆX2q.
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Důkaz. Systém A zjevně splňuje předpoklady Věty 9.1.46, a tedy je hustý v C0pX1 ˆX2q.

Lemma 9.2.29. Pro i “ 1, 2 uvažujme lokálně kompaktní prostor Xi s nezápornou Radonovou mírou µi definované
na σ-algebře Σi. Pro danou f P CcpX1 ˆX2q uvažujme funkce

ϕ1px1q “

ż

X2

fpx1, x2q dµ2px2q, x1 P X1,

ϕ2px2q “

ż

X1

fpx1, x2q dµ1px1q, x2 P X2.

Pak ϕi P CcpXiq, i “ 1, 2, a platí
ż

X1

ϕ1px1q dµ1px1q “

ż

X2

ϕ2px2q dµ2px2q. (9.10)

Důkaz. Krok 1. Ukážeme, že existují kompakty Ki Ă Xi, i “ 1, 2, takové, že spt f Ă K1 ˆK2. Vskutku, pro každé
x “P spt f nalezneme kompaktní množiny Ux Ă X1 a Vx Ă X2 takové, že x P IntpUx ˆ Vxq. Vybereme konečnou
množinu F Ă spt f takovou, že spt f Ă

Ť

xPF pUx ˆ Vxq. Pak K1 “
Ť

xPF Ux a K2 “
Ť

xPF Vx jsou požadované
množiny.

Krok 2. Ukážeme, že funkce ϕ1 je spojitá. Nechť x1 P X1 je dáno a nechť ε ą 0 je libovolné. Pro každé y P K2

nalezneme otevřené množiny Uu Ă X1 a Vy Ă X2 takové, že px1, yq P Uy ˆ Vy a
ˇ

ˇfpx1, y1q ´ fpx2, y2q
ˇ

ˇ ă ε, x1, x2 P Uy, y
1, y2 P Vy.

Jelikož je množina tx1u ˆK2 kompaktní, existuje F Ă K2 konečná taková, že

tx1u ˆK2 Ă
ď

yPF

pUy ˆ Vyq.

Pak je U “
Ş

yPF Uy okolí x1.
Pro libovolné x P U a z P K2 pak máme |fpx, zq ´ fpx1, zq| ă ε. Vskutku, je-li totiž y P F zvoleno tak, že

px1, zq P Uy ˆ Vy, platí x1, x P Uy a z P Vy, a tedy

|fpx, zq ´ fpx1, zq| ă ε.

Z tohoto odhadu plyne nerovnost

|ϕ1pxq ´ ϕ1px1q| ď

ż

X2

|fpx, zq ´ fpx1, zq| dµ2pzq ď εµ2pK2q.

Krok 3. Uvažujme míry νi “ µi|Ki , i “ 1, 2, a nechť ν “ ν1 ˆ ν2. Jsou-li fi P CcpXiq, i “ 1, 2, dané funkce, je
zjevně funkce f1 b f2 ν-měřitelná. Díky Lemmatu 9.2.28 je i funkce f ν-měřitelná. Dle Fubiniovy věty jsou funkce

ψ1px1q “

ż

X2

|fpx1, x2q| dν2px2q, x1 P X1,

ψ2px2q “

ż

X1

|fpx1, x2q| dν1px1q, x2 P X2.

ν1, respektive ν2-měřitelné, a platí
ż

X1

ψ1px1q dνpx1q “

ż

X1ˆX2

|fpx1, x2q| dνpx1, x2q “

ż

X2

ψ2px2q dνpx2q.

Jelikož je f spojitá funkce s kompaktním nosičem, tyto integrály jsou konečné. Opětovným užitím Fubinovy věty,
tentokrát pro funkci f , dostáváme νi-měřitelnost funkcí

τ1px1q “

ż

X2

fpx1, x2q dν2px2q, x1 P X1,

τ2px2q “

ż

X1

fpx1, x2q dν1px1q, x2 P X2

a platnost rovnosti
ż

X1

τ1px1q dν1px1q “

ż

X2

τ2px2q dν2px2q.

Vzhledem k tomu, že ϕi “ τi a
ż

Xi

ϕi dµi “

ż

Xi

ϕi dνi,

dostáváme rovnost (9.11).
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Věta 9.2.30. Nechť µi je nezáporná Radonova míra na lokálně kompaktním toplogickém prostoru Xi, i “ 1, 2. Pak
platí následující tvrzení.

(a) Zobrazení

Tf “

ż

X1

ˆ
ż

X2

fpx1, x2q dµ2px2q

˙

dµ1px1q, f P CcpX1 ˆX2q,

je dobře definovaný nezáporný funkcionál na CcpX1 ˆX2q.

(b) Nechť µ je Radonova míra odpovídající funckionálu T . Pak pro každou baireovskou µ-integrovatelnou funkci
f : X1 ˆX2 Ñ F jsou funkce

ϕ1px1q “

ż

X2

fpx1, x2q dµ2px2q, x1 P X1,

ϕ2px2q “

ż

X1

fpx1, x2q dµ1px1q, x2 P X2.

µ1, respektive µ2-integrovatelné a platí
ż

X1

ϕ1px1q dµ1px1q “

ż

X1ˆX2

fpx1, x2q dµpx1, x2q “

ż

X2

ϕ2px2q dµ1px2q. (9.11)

Důkaz. Tvrzení (a) plyne z Lemmatu 9.2.29.
(b) Pro funkci f : X1 ˆX2 Ñ F řekneme, že pro ni platí Fubinova věta, pokud

• f P L1pµq,

• funkce
ϕf px1q “

ż

X2

fpx1, x2q dµ2px2q, x1 P X1,

ψf px2q “

ż

X1

fpx1, x2q dµ1px1q, x2 P X2.

jsou L1pµ1q, respektive v L1pµ2q a

• platí
ż

X1ˆX2

f dµ “

ż

X1

ϕf dµ1 “

ż

X2

ψf dµ2. (9.12)

(Tento fakt budeme zapisovat f P FV.)
Označme dále

F “ tf P BairepX1 ˆX2q : f P FVu.

Dle Lemmatu 9.2.29 platí CcpX1 ˆX2q Ă F .
Krok 1. V prvním kroce ukážeme, že CpX1ˆX2q XL

1pµq Ă F . Nechť tedy f P CpX1ˆX2q je µ-integrovatelná
funkce na X1 ˆX2.

Značení 9.2.31. Nechť X1, X2 jsou lokálně kompaktní topologické prostory.
Nechť µi P MpXiq jsou nezáporné míry na σ-algebře Σi, i “ 1, 2, Nechť ω je součin měr µ1 a µ2 na součinové

σ-algebře generované Σ1 a Σ2 a nechť µ1 ˆ µ2 značí míru vzniklou zúplněním míry ω. Nechť Υ značí systém všech
µ1 ˆ µ2 měřitelných množin.

Lemma 9.2.32. Mějme objekty jako ve Značení 9.2.31. Pak platí následující tvrzení.

(a) Jsou-li fi µi-měřitelné funkce na Xi, i “ 1, 2, je f1 b f2 µ1 ˆ µ2 měřitelná funkce.

(b) Každá f P C0pX1 ˆX2q je µ1 ˆ µ2-měřitelná.

(c) Zobrazení

Λf “

ż

X1ˆX2

f dpµ1 ˆ µ2q, f P C0pXq,

je nezáporný funkcionál na C0pXq splňující }Λ} ď }µ1} }µ2}.

Důkaz. (a) Je-li fi tvaru χAi , kde Ai P Σi, i “ 1, 2,, pak f1 b f2 “ χA1ˆA2 , a tedy se jedná o µ1 ˆ µ2-měřitelnou
funkci. Tvrzení tak platí i pro jednoduché funkce. Pokud fě0, i “ 1, 2, aproximujeme je neklesající posloupností
jednoduchách funkcí. Pro fi reálné provedeme rozklad na kladnou a zápornou část a konečně pro komplexní funkce
použijeme rozklad na reálnou a imaginární část.

(b)
(c) Tvrzení plyne z (b), neboť měřitelnost se zachovává na (stejnoměrné) limity.
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(d) Každá funkce z C0pX1 ˆX2q je µ1 ˆ µ2-integrovatelná, a tedy je Λ dobře definované lineární zobrazení na
C0pX1 ˆX2q. Jelikož máme

|Λf | ď

ż

X1ˆX2

|f | dpµ1 ˆ µ2q ď }f}µ1pX1qµ2pX2q, f P C0pX1 ˆX2q,

je jeho norma odhadnuta součinem }µ1} }µ2}.

Věta 9.2.33. Mějme objekty jako ve Značení 9.2.31. Nechť Λ je definován jako v Lemmatu 9.2.32. Jednoznačně
určenou nezápornou míru v MpX1 ˆ X2q danou Větou 9.2.17 označme symbolem λ. Nechť Σ je systm všech λ-
měřitelných množin.

Pak Σ “ Υ a λ “ µ1 ˆ µ2.

Důkaz. Chceme dokázat Σ “ Υ a rovnost

λpAq “ pµ1 ˆ µ2qpAq, A P Σ. (9.13)

Krok 1. Dokažme nejprve, že pro všechny množiny tvaru A “ A1 ˆ A2, Ai P BspXiq, i “ 1, 2, platí rovnost
(9.13).

Nechť tedy Ai P BspXiq, i “ 1, 2, jsou dány. Nechť ε ą 0. Nalezneme kompakt K a otevřenou množinu U
takové, že K Ă A1 ˆ A2 Ă U λpUzKq ă ε. Pro i “ 1, 2 nalezneme kompakty Li a otevřené množiny Ui takové, že
Ki Ă Ai Ă Ui a µipUizLiq ă ε. Položme Ki “ L1 Y pipKq. Pak též Ki Ă Ai a K1 ˆK2 Ą K. Nechť fi P CcpXiq

jsou funkce splňující χKi ď χUi a nechť f P CcpX1 ˆX2q splňuje χK1ˆK2
ď f ď χU . položme h “ fpf1 b f2q. Pak

χK1ˆK2
ď h ď χUXpU1ˆU2q. Kombinací těchto faktů dohromady dostáváme

|pµ1 ˆ µ2qpA1 ˆA2q ´ λpA1 ˆA2q| ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

X1ˆX2

pχA1ˆA2 ´ hq dpµ1 ˆ µ2q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

X1ˆX2

h dpµ1 ˆ µ2q ´

ż

X1ˆX2

h dλ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

X1ˆX2

ph´ χA1ˆA2
q dλ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

pU1ˆU2qzpK1ˆK2q

1 dpµ1 ˆ µ2q `

ż

UzK

1 dλ ď µ1pU1zK1qµ2pU2q ` µ1pU1qµ2pU2zK2q ` λpUzKq

ă 3ε }µ1} }µ2} .

Tedy (9.13) pro A1 ˆA2 platí.
Krok 2. Označme

A “ tA P ΣXΥ: (9.13) platí pro Au.

Ukážeme, že A je σ-algebra.
Již víme, že H i X1 ˆX2 náleží do A. Pokud A P A, pak

λppX1 ˆX2qzAq “ λpX1 ˆX2q ´ λpAq “ pµ1 ˆ µ2qpX1 ˆX2q ´ pµ1 ˆ µ2qpAq “ pµ1 ˆ µ2qppX1 ˆX2qzAq,

a tedy A je uzavřená na doplňky. Zjevně je uzavřená na disjunktní sjednocení, a tedy i na konečná sjednocení. Ze
σ-aditivity uvažovaných měr je A uzavřená i na spočetná sjednocení.

Krok 3. Nyní ukážeme, že každá otevřená množina v X1 ˆ X2 je obsažena v A. Nechť tedy U Ă X1 ˆ X2

je daná otevřená množina. Nalezneme rostoucí posloupnost kompaktů tKnu v X1 ˆ X2 takovou, že Kn Ă U a
λpKnq Õ λpUq. Nechť n P N je pevné. Pro každé x P Kn nalezneme otevřené okolí tvaru U1x ˆ U

x
2 , kde Uxi Ă Xi,

takové, že x P Ux1ˆUx2 Ă U . Z kompaktnosti vybereme konečně mnoho takovýchto bázových množin, které pokrývají
Kn. Jelikož jsou bázové otevřené množiny obsaženy v A (viz první krok) a A je σ-algebra, sjednocením těchto okolí
dostaneme borelovskou množinu An P A splňující Kn Ă An Ă U . Položme A “

Ť8

n“1An. Pak λpUzAq “ 0.
Pro i “ 1, 2 položme Ui “ pipUq, kde pi : X1ˆX2 Ñ Xi je kanonická projekce. Pak Ui jsou otevřené množiny, a

tedy existují kompaktní množiny F in vXi takové, že tvoří neklesající posloupnosti, platí F in Ă Ui a pro F “
Ť8

n“1 Fn
a F2 “

Ť8

n“1Hn platí
µ1pU1zF1q ` µ2pU2zF2q “ 0.

Dostali jsme tak objekty splňující

UzA Ă ppF1 ˆ F2qzAq Y ppU1zF1q ˆX2q Y pX1 ˆ pU2zF2qq ,

přičemž množiny na pravé straně mají µ1ˆµ2 míru 0. Z úplnosti µ1ˆµ2 plyne, že UzA P Υ. Tedy U “ AYpUzAq P Υ
a platí

λpUq “ λpAq ` λpUzAq “ λpAq “ pµ1 ˆ µ2qpAq “ pµ1 ˆ µ2qpAq ` pµ1 ˆ µ2qpUzAq “ pµ1 ˆ µ2qpUq.

Tedy A obsahuje všechny otevřené, a proto i borelovské množiny X1 ˆX2. Tedy (9.13) platí na BspX1 ˆX2q.
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Krok 4. Ukažme nyní, že A1 ˆ A2 P A pro každou dvojici Ai P Σi, i “ 1, 2. Mějme tedy takovéto množiny.
Nalezneme množiny Ki, Ui P BspXiq takové, že Ki Ă Ai Ă Ui a µipUizKiq “ 0. Pak K1ˆK2 Ă A1ˆA2 Ă U1ˆU2

a
pU1 ˆ U2qzpK1 ˆK2q Ă ppU1zK1q ˆ U2q Y pU1 ˆ pU2zK2qq .

Množina na pravé straně je obsažena v A a má µ1 ˆ µ2 míru 0. Tedy je i λ-nulová, což vhledem k úplnosti λ
implikuje, že A1 ˆA2 P A.

Nechť Ω je součinová σ-algebra generovaná Σ1 a Σ2. Jelikož je A σ-algebra, platí Ω Ă A.
Je-li nyní A P Υ dána, existuje B,C P Ω takové, že B Ă A Ă C a pµ1 ˆ µ2qpBzCq “ 0. Pak BzC P Σ a

λpBzCq “ 0. Proto A P Σ a platí pro ni (9.13). Tím máme ověřeno, že Υ Ă Σ a (9.13) platí na Υ.
Je-li nyní A P Σ, existují B,C P BspX1 ˆ X2q splňující B Ă A Ă C a λpBzCq “ 0. Jako výše tak z úplnosti

µ1 ˆ µ2 máme A P Υ a λpAq “ pµ1 ˆ µ2qpAq. Tím je důkaz dokončen.

Definice 9.2.34 (Součin Radonových měr). Nechť X,Y jsou lokálně kompaktní topologické prostory a µ PMpXq
a µ P MpY q. Pišme µ “

ř3
k“0 i

kµk a ν “
ř3
k“0 i

kνk, kde µk P MpXq a νk P MpY q, k “ 0, 1, 2, 3, jsou nezáporné
elementy.

Definujme

pµˆ νq “
3
ÿ

k,l“0

ik`lpµk ˆ νlq.

Věta 9.2.35. Mějme objekty jako v Definici 9.2.34. Pak µˆ ν PMpX ˆ Y q a platí }µˆ ν} ď }µ} }ν}.

Důkaz. Díky Větě 9.2.33 jsou míry µk ˆ νl PMpX ˆ Y q. Navíc platí díky Fubiniově větě
ż

XˆY

f dpµˆ νq “

ż

X

ˆ
ż

Y

fpx, yq dνpyq

˙

dµpxq, f P C0pX ˆ Y q.

Tedy pro každý prvek f P C0pX ˆ Y q máme
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

XˆY

f dpµˆ νq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

X

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Y

fpx, yq dνpyq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

d |µ| pxq ď

ż

X

ż

Y

|fpx, yq| d |ν| pyq d |µ| pxq

ď }f} |ν| pY q |µ| pXq “ }f} }µ} }ν} .

Tím je důkaz dokončen.
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