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Kapitola 1

Uvod do funkcionalni analyzy

1.1 Banachovy a Hilbertovy prostory

1.1.1 Zakladni vlastnosti

Znaceni 1.1.1. V celé prednésce budeme pracovat s prostory C nebo R a budeme je oznacovat F bez blizsi
specifikace.

Definice 1.1.2. Necht X je vektorovy prostor nad F. Reknéme, Ze [.| : X — [0,00) je norma, pokud spliiuje:

(i) |z| = 0 prave tehdy, kdyz = = 0,

(ii) |ox|| = |al||z]|, x€X,a€eT.

(i) |z +yl < el +[ol, zyeX.
Dvojici (X, | - ||) nazyvame normovanym linedrnim prostorem.
Tvrzeni 1.1.3. Necht X je normovany linedrni prostor s normou |-||. Pak

(a) p(x,y) = ||z —yl, z,y € X, je metrika na X,

) +: XxX->X, :FxX—>Xal| |:X — [0,0) jsou spojitd zobrazen.

Diikaz. Zobrazeni p: X x X — [0,0) je zjevné metrika, nebot z vlastnosti normy plati

plx,y) =z —y| =y —=|=plyzx), zyelX,

ple,z) = o=z =z —y+y -zl <[z -yl +ly - 2] = plz,y) + p(y,2), w,y,2€ X

Jelikoz
[(z1 +22) = (y1 + 2)| < |21 — w1 + llz2 — v2l,  21,22,91,92 € X,

je soucet spojité zobrazeni. Podobné odhad
lax = Byl = llaw — ay + ay = By| < |z =yl + [ylllo — 5]
platny pro o, 8 € F, x,y € X, dava spojitost zobrazeni - : F x X — X. Konecné,
=Tyl < lz —yl, =yeX,
znamené 1-lipschitzovskost normy na metrickém prostoru (X, p), a tedy spojitost tohoto zobrazeni. O
Znaceni 1.1.4.
e B(z,r)={ye X : |z —y| <r} je uzaviena koule o stiedu z € X a poloméru r = 0,

o U(x,r)={ye X :|z—y| <r} je oteviena koule, kde ze X ar >0

Bx ={ye X :|y| <1} = B(0,1) je jednotkové koule,

Ux ={ye X :|y| <1} =U(0,1) je oteviena jednotkova koule,

Sx ={ye X : |ly| =1} je jednotkova sféra,



e Y cc X znamend, Ze Y je podprostor X.

Definice 1.1.5. (ekvivalentni normy) Necht X je vektorovy prostor a |-|;, ||, jsou normy na X. Pak |-|; je
ekvivalentni norma s |||, pokud existuji ci, co > 0 takové, ze plati ¢y x|, < [lz]; < c2[z[y , z € X.

Tvrzeni 1.1.6. Necht (X, |- [1) a (X, |- [2) jsou normované linedrni prostory a By = B(x |.|,), B2 = B(x,|-|2)-
(a) Pak ndsledujici tvrzend jsou ekvivalentns.

(i) |- |1 je ekvivalentni s | - |2,

(i) existuje c¢1,co > 0 tak, Ze ¢y By < By C ¢c2B;.
() |- =1|-l2 prdvé tehdy, kdyz B = Bs.

(c) Jsou-li tyto normy ekvivalentni, otevrené mnoZiny v (X, | -||1) splyvaji s otevrengmi mnozinami v (X, | - |2),
t. Id : (X, |- |1) = (X, | - ||l2) je homeomorfizmus.

Dikaz. (a) Necht Cp,Cs jsou kladné konstanty spliiujici
Cilzly < [z]2 < Cofz)1, zeX.

Vezméme x € By. Pak
1 1
< = < —.
lall < -l < &
Tedy Cix € By, tj. z € C%Bl' Tedy B %B1

Podobns, je-li z € By, pak |z]2 < Callz]; < Co. Tedy ;% € Ba. Proto By < C5B;. Dohromady mame
1 1
—B B —Bj.
Cs 1< Dy © C; 1

Pfedpoklédejme nyni platnost inkluzi ¢1 By < Bg C c2Bs pro kladné konstanty ci,ce. Je-li z € X nenulovy

vektor, je i € By, a tedy |5-[1 < c2. Podobné € By, a tedy | ]2 < i Dohromady méame

HwH
cifzlz < llzfr < e2f|zf2,

z ¢eho? jiz platnost (i) zjevné plyne.
Tvrzeni (b) a (c) jsou pak disledky (a). O

Poznamka. Ekvivalentni normy davaji na X stejné topologie, nebot nemeéni oteviené mnozZiny. A tedy pifi zméné
normy se mohou zménit geometrické vlastnosti, aviak topologické (konvergence nebo spojitost) ziistavaji nezménény.

Definice 1.1.7.
e Necht X je vektorovy prostor a A c X.
— f{ekneme7 7e A konvexni podmnozina X, pokud plati
Ve,ye A,a € [0,1] : ax + (1 —a)y € A.
— coA =({F o A, F je konvexni} je konvexni obal.
— span A = [{F 2 A, F cc X} je linearni obal.
e Necht X je normovany linearni prostor a A ¢ X.

— @A =[{F 2 A, F je uzaviena konvexni} je uzavieny konvexni obal.

— spand = ({F o A, F cc X uzavieny } je uzavieny linearni obal.

Poznamka. Pov8imnéme si, Ze vySe uvedené definice jsou smysluplné, nebot v definujicich systémech mnoZzin se
vzdy vyskytuje X. Dale je zfejmé, Ze konvexni obal je konvexni mnoZina, linearni obal je podprostor, uzavieny
konvexni obal je uzaviena konvexni mnozina a uzavieny linearni obal je uzavieny podprostor.

Tvrzeni 1.1.8. Necht X je vektorovy prostor. Oznacme A, = {\ = (A1,...,\,) € [0,00)": 3" | N\; = 1}. Pak
plati ndsledugict tvrzend.

(a) Necht A c X je dina. Oznacme

an{Z)\ixisxl,...,xneA,)\eAn}, neN, a B=UBn.

Pak plati ndsledugjici tvrzend.



(al) MnoZina B je konvexni mnoZina.
(a2) Pokud A je konvexni, plati A = B.

(b) Je-li Ac X, plati
o n
coA = U{Z)\Zl‘l J}l,...,anA,)\EAn}.

n=1 i=1
(¢) Jsou-li Ay,...An, c X neprdzdné, konvexni mnoZiny, plati

co(Ayu---UA,) = {Z)‘imi: 21 €A1, .., xm € Ap, N E AL

i=1

Diikaz. (al) Ovéffme, ze B je konvexni. Necht n < m, € By, y € By, a a € [0,1] je ddno. Pak z = X, | \;z; a
y = 2.;= 1jy; pro odpovidajici A € Ay, p€ Ay abody x1,. .., Zn, Y1, Ym € A. Pak

V= (a)‘la . ~7a)‘na (]— - Q)Mlv teey (1 - a‘)/j’m) € Aner

n+m
ax+ (1 —a)y = Z VkZk € Bnim,
k=1
kde zp =xp prok=1,...,nazx =yp_nprok=n+1,...,n+ m. Tedy ax + (1 — a)y € Byym < B.
(a2) Predpokladejme nyni, Ze A je konvexni. UkaZeme indukei, Ze kazda mnoZina B,, je obsaZena v A.
Pro n = 1 je tvrzeni zfejmé. Pfedpoklddejme nyni platnost inkluze B, < A pro néjaké n € N a necht = =

Z?:ll Aix; je prvek mnoziny B,y;. Pokud A,y1 = 0, je x € B, a jsme hotovi. V opa¢ném piipadé poloZzme
a=A 4+ A Pak p=(2,...,22) e A, coz diky indukénimu pfedpokladu implikuje
n
Y= Z ix; € A.

i=1
JelikoZ a + A\, = 1, z konvexity A tak plyne
T=ay+ Ani1Tni1 € A.

Tedy jsme obdrzeli inkluzi B < A. Jelikoz A c By, je dikaz dokoncen.

(b) Necht B,, n € N, a B znamenaji to co v pfedeslém. Je-li C' > A libovolna konvexni mnozina, dle (a) plati
B c C. Tedy B c co A. Dale v8ak vime, Zze B je konvexni, a tedy co A ¢ B.

(c) Polozme A = Ay U --- U A, a necht B,, n € N, a B jsou odpovidajici mnoZiny z (a). Diky (a2) plati
B,, c co A.

Necht nyni x € co A je dano. Dle (b) existuje m e N, p € A, a y1,...,ym € A takové, Ze x = Z;nzl w;y;. Pro
kazdé i € {1...,n} poloZme

Iz/ = {]E {1,...,m}: Yj EAZ}

Necht I} = If a I; = I)\>,,_, I}, 1 € {2,...,n}.
Necht A\; =] jer, K- Pokud A; = 0, vezmeme libovolné z; € A;. V opa¢ném pifpadé diky (a2) plati
1L
T; = Z sz] € Al
Jjel;

Tedy

T = Z“jyj :Z)\i (2 A;j) :Z/\ixiEBn-
j=1 i=1 i=1

jeI; 7t
Tedy co A = B,, a dukaz je hotov. O

Definice 1.1.9. Normovany linearni prostor X je Banachiiv prostor, pokud X je tplny prostor v metrice dané
normou na X.

Definice 1.1.10. Skalarni soudin na vektorovém prostoru X je zobrazeni (-,-): X x X — F takové, Ze
o (x,xy =02 =0,
o (x,xy>0, VrelX,

o z — (x,y) je linearni pro kazdé¢ y € X,



o (z,y) = {y,z) pro kazdé =,y € X.
Dvojici (X, {,-,») nazyvame prostor se skalarnim souc¢inem nebo té7 unitarni prostor.

Tvrzeni 1.1.11. Necht H je prostor se skaldrnim soucinem. Pak
(a) Kz, y)| < A/{x,x)7/{y,y) pro kazdé x,y € H. [Cauchy-Schwarz/
(b) |z| = v/{x,z), x € H, je norma na H.

Diikaz. K dikazu (a) zvolme x,y € H. Pokud y = 0, nerovnost zfejmé plati. Pedpokladejme tedy, Ze y # 0, j.
{y,yy > 0. Pak je funkce
t—(x—ty,x—ty), teR,

kvadraticky polynom nezaporny na R, protoze
0< <1' - tya T — ty> = <£L'7£L'> + t2<yvy> - t<y,.’£> - t<.’E, y>
= <1'7 £L'> + t2<y7 y> - t(<.’E, y> + <CC, y>)
= t*(y,y) — 2t Rez, y) + (x, ).

Navic ma u t? kladny koeficient. Tento polynom tedy musi mit nekladny diskriminant, tj.

4(Re<x,y>)2 — Kz, zXy,yy <0
Dostévame

| Redz, y)| < /{z,2)0/ (Y, y)

pro kazdou dvojici x,y € H.
Mgjme tedy opét dany vektory z,y € H a vezméme « € C z jednotkové kruznice spliwjici [z, y)| = alz, y). Pak
z pravé dokazané nerovnosti pouzité pro ax a y mame

Vi<, o)y (Y, y) = Ve, o/ {y ) = [Relaz, y)| = [Readz, y)| = [z, ).

Vlastnosti normy pro zobrazeni  — +/{x, ), x € H, plynou z vlastnosti skalarntho sou¢inu a tvrzeni (a), nebot
trojuhelnikovou nerovnost odvodime pomoci vypoctu

lo+yl? = 2 + [yl* + <o 9> + <y 2> < ol + Tyl + 2l 2yl = (=] + Jyl)*.
O

Definice 1.1.12. Unitarni prostor (H,{-,-)) je Hilbertiv prostor, pokud je uplny v metrice indukované skalarnim
soucinem.

Véta 1.1.13 (Jordan — von Neumann). Necht (X, |-|) je normovany linedrni prostor. Pak ndsledugict turzent jsou
ekvivalentni.

(i) existuje skaldrni soucin na X tak, Ze |x| = 1/{z,z), x € X,
(ii) pro kazdé x,y € X plati |z + y|? + |x — y||* = 2(|z|? + |ly|?). [rovnobéinikové pravidlo]

Diikaz. Tmplikace (1) == (ii) se ovéff pfimym vypoctem. Pro diikaz obracené implikace nejdfive pfedpokladejme,
Ze X je realny. Polozme

1
@y =z +yl” =z —yl?), zyeX. (1.1)
Pak zjevné
(o,yy = (o), 0,9) =0, (—zy)=—(x,y) a (za)= |z
Dale, pro kazdé x,y, z € X plati z (ii)
1
@2+ 2= (le+ 2P =z =2 + ly + 21 = |y — =)

1.1 1
= *[*(Hx+y+22H2 otz = (+2)") - 5le+y =227+ |z -2 = (y = 2)[*)]

= (H = —2|%)

_2<x+y

(1.2)

ac+y H2 Tty

2

2).
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Dosadime-li za y = 0, dostaneme
(x,2) = 2<g,z>, x,z€ X. (1.3)

Opétovnym pouzitim (1.2) dostavame pomoci (1.3)

r+y
Dale nam (1.2) a (1.4) ukazuji platnost vztahu
2%<x7y>: <2ﬂnx,y>, z,y€ X,meZ,neN. (1.5)

Protoze je zobrazeni
c— ez +y|? = ez —y|?, ceR,

spojité a mnozina {73 : m € Z,n € N} husta v R, méame z (1.5) platnost
«z,y) ={cr,y), zyeX,ceR.

Tim je dikaz dokoncen pro realné prostory.
Je-li nyni X komplexni, ozna¢me vyraz na pravé strané (1.1) jako {-,-)1 a polozme

{r,y) =,y + Wz, iyy, =zyeX. (1.6)

Pak je X téz realny prostor se skalarnim soudinem, a tak mame (1.4) i pro skalarni souc¢in z (1.6). Dale plati

(ex,y) = Lz, y), ceR.

Diky (iz,iy)1 = (z,y)1 mame

<y,ix>1 = <_iiy7 i$>1 = —<iy7x>1 = —<$L‘, iy>1-

Gz, yyr = (i, —ityy; = =iz, diy )y = —{,iy).
Tedy
{ys ) = {y,an + iy izn = (o, yn — ila, iy = (&, y).
Podobné dostavame
(i, yy = (i, yy1 + iiw, iy = =, iy + iz, y)1 = iz, y).

Proto {cz,y) = {x,y) i pro c € C.
Na zavér ovérme 1
(w,xy = ||z]* + i+ i =11 =i*)|z]* = =]

Priklady 1.1.14.

(a) R™, C" s rliznymi normami jsou Banachovy prostory.

1

|”)?, pro x = (w1, 22, ... ,Tp)

o typicks norma e ol = (S, o
o 2| = max{|z;|:i=1,2, ... ,n}

e pro p = 2 je to i Hilbertiv prostor se skalarnim sou¢inem {(z,y) = >\ | z;7;

(b) e Necht K je kompaktni (metricky) prostor. Pak (C(K),|-|«) je Banachtuv prostor s | f|e« = sup{|f(z)] :
xeK}aanf@fn;’f,
o ¢ = {{z,}: lima, existuje vlastni } se supremovou normou ||[{z,}|s = sup{|z,|: n € N},
e ¢y = {{zy} : limax, = 0} se supremovou normou |{z,}|s = sup{|z,|:n e N},
e coo = {{zn} : {xn} ma pouze koneéné mnoho nenulovych ¢lend } se supremovou normou |[{z,}|c =
sup{|z,| : n € N}.
(¢c) e Necht (X, ) je prostor s mirou, potom LP(X,.#, ) je Banachiv s normou | f|l, = ({4 |f]dn) Up,
pe[1,0),
o [P(X, u)={f:esssup|f| < oo} s normou |f|s = esssup|f],
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e pro p =2 je L*(X,., ) Hilbertiiv prostor se skalarnim soucinem {f, g) = § fgdu,
e pro X =T, ¥ = P (T') a poditaci miru g na I’ méme

1/p
IP(X, 7 ) = () = {{ar} : (2@#) < @)

~yel’
(XS ) = () = {{a} s supo, | < ).
ye

e ProI' = N znac¢ime /P (N) = (P,

(d) K je kompaktni metricky (topologicky) prostor, pak prostor M(K) regularnich borelovskych (komplexnich
¢i znaménkovych) mér na K s normou |u| = |p|(K) je Banachiiv prostor. Pfipomeiime, Ze nezdporna mira p
na kompaktnim metrickém prostoru lezi v M (K), pokud je definovana na o-algebie borelovskych mnozin, je
vnitiné i zevné regularni a ma kone¢né hodnoty na kompaktech. Znaménkova ¢i komplexni mira lezi v M (K),
pokud je definovana na borelovskych mnoZinach a jeji variace |u| lezi v M(K).

Lemma 1.1.15. Necht X je normovanij linedrni prostor.
(a) Je-li Y uzavFeny podprostor X a x € X, pak span(Y U {x}) je uzavieny.
(b) Kazdy konecné rozmérny podprostor X je uzavieny.
Diikaz. (a) Bez ijmy na obecnosti miizeme predpokladat, Ze z ¢ Y. Je snadno vidét, ze
span(Y u {z}) ={y+cx :yeY,ce F}.

Vezméme posloupnost {y, + c,x}, kde y,, € Y a ¢, € F pro n € N, konvergujici k z € X a ukaZme, Ze z téz
lezi v span(Y u {z}). Nejdfive ovéfime, Ze {c,,} je omezena. Kdyby tomu tak nebylo, mohli bychom pfechodem k
podposloupnosti piedpokladat, Ze |c,| — o0. Pak ale
Y Y z z 1 z
1= = (o)l =15 + 2= =+ = < = llyn + caz — 2] + | =] = 0.
c Cn c c len] Cn

n n

Tedy —z lezi vY =Y, atedy iz e Y. To je ale spor s pfedpokladem z ¢ Y.
Z posloupnosti {c¢,} tedy miZeme vybrat podposloupnost {c,,} konvergujici k ¢ € F. Pak ale i prvky y,, =
Yny + Cnp @ — O, @ konverguji k n&jakému y € Y (zde pouzivame uzavienost Y). Tedy

z = lim y,, +cu, v =y +cz.
n—00

Tedy je z € span(Y U {z}).
Tvrzeni (b) plyne indukei z (a). O

Definice 1.1.16. Necht {z,} c X. Reknéme, 7e rada ZZO 1 Zr, konverguje k « € X, pokud z = limg_, o Z 1 T
Rada Zle Zn je konvergentni, pokud existuje x € X tak, ze x = ZOO 1 %n. Rada j je absolutné konvergentni, pokud

Yt lznll < 0.

Véta 1.1.17 (Test tplnosti). Necht X je normovany linedrni prostor. Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentnd.
(i) X Banachiv,
(11) Kazdd absolutné konvergentni fada je konvergentni.

Dikaz. (i) = (ii) Necht je fada ZZO=1 x), absolutng konvergentni. Pak mame pro indexy n,m € N, n < m, odhad

m m
IIZxk— Exkl\ =1 > < ) faxl
k=1 k=n+1 k=n+1

Z platnosti Bolzanovy-Cauchyovy podminky pro fadu Y ||| dostavame platnost Bolzanovy-Cauchyovy podminky
pro posloupnost ¢asteénych soucti rady Zkoozl x. Ta je tedy konvergentni, nebot X je Banachuv.

(ii) = (i) Necht {z,} je cauchyovska posloupnost v X. Vybereme podposloupnost {xy, } spliujici |z, ,, —
Tn, | < 27%, k € N. Pak je fada >}, (zn,,, — Tn,) absolutné konvergentni, a existuje tedy =z € X takové, ze
Yoo (T — @n,) = 2. To ale znamena, ze

o0 J
= Z_: (Tnpyy — Tpy) = lim Z (Tnpyy — Tny) = jli—>Holo A

Jj—0
k=1

Tedy {x,,} konverguje. Jelikoz sama posloupnost {x,} je cauchovska, je i ona konvergentni. O
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Véta 1.1.18. Mdme-li normovany linedrni prostor ¢i prostor se skaldrnim soucinem, ktery nent uplny, pak lze
tento prostor ziplnit a to jednoznacné. Presnéji:

(a) Necht X je normovany linedrni prostor. Pak existuje Banachiv prostor X a linedrnd zobrazeni Ty : X — X3
takové, Ze T je izometrie, tj. |Thz| = |z| pro kaZdé x € X a RngT) = X;.

Jestlize Banachiv prostor Xo a linedrni izometrie T : X — Xo spliiuji RugT = X, pak existuje linedrni
surjektivni izometrie I : X1 — Xy s vlastnosti Tox = (I o T1)(z), x € X.

(b) Je-li H prostor se skaldrnim soucinem, lze ho izometricky vno¥it na husty podprostor jednoznacné urceného
Hilbertova prostoru.
1.1.2 Operace s Banachovymi prostory, projekce a dopliky
Definice 1.1.19. Necht X,Y jsou normované linearni prostory:
(a) Je-li Z cc X, pak (Z,| -||) je téZ normovany linearni prostor.

(b) X xY = {(z,y) : x € X,y € Y} je prostor s linearn{ strukturou, pFi¢emz vektorové operace se uvazuji po
slozkach. Definujeme na ném normu: |(z,y)|xxy = p(|z[,|y]), kde p je libovolna norma na R? spliujici
p(ay,a2) < p(b1,b2) pro kazdou dvojici 0 < a3 < b1, 0 < as < be. Norma na X x Y neni jednozna¢né uréené.
Podle p se ndm bude ménit geometrie na tomto prostoru. Nicméné vime, Ze vSechny normy na koneéné
dimenzionalnim prostoru jsou ekvivalentni a tedy topologické vlastnosti maji stejné.

Prostor (X x Y, |- |xxv) je sou¢inem (sumou) na X a Y.

(¢) Necht Z cc X je uzavfeny. Definujme relaci ekvivalence ~ na X jako
rT~y<=zr—Yyel.

Pak
X/Z ={[z] : e X},

kde
[z] ={yeX:y ~a}={yeX: y—zxeZl=a+7,

je vektorovy prostor s operacemi [z] + [y] = [z + y] a c[z] = [cz].
Polozime-li
lz]llx/z = mf{le + y| - y € 2} = dist(z + Z,0) = dist(z, Z) = inf{[y] : y € []},
je (X /Z X/z) normovany linedrn{ prostor. Nazyvame ho faktorprostorem prostoru X podle Z.

(d) [Komplexifikace redlného prostoru X| Necht X je redlny normovany linearni prostor. Na X x X definujeme:

L4 (1'17.172) + (y17y2) = (xl +y17$2 +y2)a T1,%2,Y1,Y2 € X’

o (a1 +iag) - (z1,22) = (121 — A%, 1 @2 + 2x1), a1, ER a x1, 29 € X.
Potom X x X je vektorovy prostor nad C a s normou
[(x1,z2)]| x. = sup{||(cosa)x; + (sin)za||x : a € [0, 2m)},
se jedna o normovany linearni prostor nad C.
Poznamka. Je-li X komplexni normovany linearni prostor, lze ho chapat i jako redlny normovany linearni prostor.
Véta 1.1.20.
(a) Necht X je Banachiv prostor a Z cc X uzavreny podprostor. Pak Z je Banachiv prostor.

(b) (b1) X xY je normovany linedrni prostor, ktery je Banachiv, pokud X,Y jsou Banachovy.
(b2) (X xY,| - |2) je Hilbertiv, pokud X,Y Hilbertovy.

(c) (c1) Je-li Z cc X uzavieny a X je normovany linedrni prostor, pak (X/Z, | -|x,z) je normovany linedrni
prostor. Navic zobrazeni q : © — |z], z € X, je linedrni surjekce X na X/Z splitujici |q(x)| < ||z,
reX,aqUx)=Ux/z.

(c2) Je-li navic X Banachiv, pak je X /Z téZ Banachiv.

(d) (d1) Je-li X redlng normovany linedrni prostor, pak je (Xc, | - ||) komplezni normovany linedrni prostor.
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(d2) Je-li navic X Banachiv, pak je X¢ Banachiv.

Diikaz. Tvrzeni (a) je zfejmé.

(b1) Jsou-li X,Y normované linearni prostory, jednoduse se ovéii, Ze X x Y je téZ normovany linearni prostor.
Jsou-li navic Banachovy a {(z,,yn)} je cauchyovska posloupnost v X x Y, jsou cauchyovské i posloupnosti {z,}
a {yn} v piislusnych prostorech. (To plyne z faktu, Ze posloupnost v R? je konvergentni pravé tehdy, kdy# jsou
posloupnosti jejich soufadnic konvergentni.) Tedy jsou posloupnosti {z,} a {y,} konvergentni v X, resp. Y. Tedy
i{(xn,yn)} je konvergentni v X x Y.

(b2) Predpokladame-li, Ze norma X a Y spliwje rovnobéZnikové pravidlo, dostavame jeho platnost iv X x Y s
normou | - |2, nebot

[(@1,910) + (22, 92) 5 + (21, 91) = (22, 92) 3

= |1+ 2% + lyr + w2l + o1 — 22 + v — vol¥
=21k + lz2lk + [92l3 + l:215)

= 2(|(z1, 503 + [ (z2,92)3)-

Tedy i (X xY,| - |l2) je Hilbertav prostor.
(c1) Je-li Z libovolny podprostor X, je snadné ovérit, ze X /Z je vektorovy prostor. Je-li z,y € Z a ¢ € F, mame

lelzllx/z = llex]lx/z = nf{fez + 2] x : 2 € Z} = nf{fc(z + 2)|x : 2 € 2}
=inf{|c||z + z|x : z2€ Z} = || inf{||z + z||x : 2 € Z}

= lell[]lx/z
a . .
Iz +yllx/z = inf{|z +y + 2|x : 2€ Z} = inf{|z +y + 21 + 22| x : 21,22 € Z}
< inf{llz + 21 x + |y + 22]x : 21,22 € Z}

=inf{|z + 21|x : 21 € Z} + inf{|y + 22| x : 20 € Z}
= [[z]lx/z + [ [¥]lx/z-

Konecng, je-li Z uzavieny, plati pro » € X, Ze |[z]|x,z = dist(z,Z) = 0 pravé tehdy, kdyz = € Z = Z. Tedy
I[=]|x/z = 0 pravé tehdy, kdyz = € Z, tj. [x] = 0. Tedy |[-]||x/z je v pfipadé uzavienosti prostoru Z dobie
definovana norma.

Zobrazeni q : X — X /Z je zjevné linearni surjekee spliwjict

la(x)|x/z = llz]llx/z = inf{llz + z|x : 2 € Z} < |[x.

Tedy q(Ux) < Ux/z. Obracené, je-li ||[z]|x/z < 1, z definice normy existuje y € [x] spliwjici |y|x < 1. Tedy
q(y) = [z] a Ux/z = q(Ux).

(¢2) K dikazu uplnosti X/Z vezmé&me absolutné konvergentni fadu > [z,] v X/Z. Z definice normy najdeme
prvky yn € [#,], n € N, spliwjici |y, |x < [[n]|x/7 + 5 Pak >y, je absolutné konvergentni fada v X, a tedy
konvergentni. Ozna¢me y = > y,,. Pak prvek [y] € X/Z spliuje [y] = D.[zn], coZ je vidét z vypoltu

E

k

k k
Z znlllx/z = ] Z Ynllx/z = [y Z llx/z <y — Z Ynlx
n=1 n=1

(posledni ¢len konverguje k nule pro k jdouci do nekonec¢na). Tedy je X/Z uplny dle Véty 1.1.17.

(d1) PfimoCarym vypoctem lze ovéfit, Ze X¢ je vektorovy prostor nad C a ||| x. je zobrazeni spliiujici trojihelni-
kovou nerovnost. Déle ||(z1, 22)| x. = 0 pravé tehdy, kdyz x; = x5 = 0. Zbyva ovéfit |c(z1, 22)|x. = |c|ll(z1, 22) | x¢
pro ce C.

Vzhledem k tomu, Ze pozadovana rovnost zjevné plati pro ¢ € R, stac¢i ji ovéfit pro komplexni jednotku ¢ =
cos B + isin 8. Pak dostavame

I(cos B+isin 8) (w1, 22)l x. = ((cos )1 — (sin B, (cos B)ws + (sin B)1) | e
= sup{| cos a((cos )1 — (sin f)z2) + sina((cos f)ze + (sin B)x1)|x : a € [0,27)}
= sup{|(cosacos § + sinasin B)z1 + (sinacos f — cos asin B)xs2)|x : « € [0, 27)}
= sup{||(cos(a — B)z1 + (sin(a — B))x2| x : @ € [0,27)}
= sup{|(cosa)z1 + (sina)xz|x : @ € [0,2m)} = |[(x1, z2)| xc-

(d2) Uplnost prostoru X¢ pro Banachiiv prostor X pak snadno plyne z (b1). O

Definice 1.1.21 (algebraicky soucet). At X je vektorovy prostor a A, B cc X. Pak X je algebraickym sou¢tem
A a B (zna¢ime X = A® B) pokud AnB={0} a A+ B=X.
Je-li A cc X, pak kazdy B cc X spliujici A@® B = X je algebraicky doplnék A.
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Tvrzeni 1.1.22. At X je vektorovy prostor.
(a) Necht X = A® B a x € X. Pak ezistuje prdvé jedna dvojice x4 € A, xp € B splitujici x = x4 + 2.
(b) Necht X = A® B a Pa, Pgp jsou zobrazeni dané rozkladem X = A@® B. Pak

(b1) Pa, Pp jsou linedrni a P4 + Pp = 1d,
(b2) P? = P4, P4 = P,
(b3) A =Rng P4 = Ker Pg, B = Rng P = Ker Pj,.

(c) Je-li P : X — X linedrni zobrazeni splitujici P> = P, pak X = A® B, kde A = RngP, B = Ker P, a
P=Py [—P=Pg.

Diikaz. (a) Existence prvki a € A, b € B spliwjici © = a + b plyne z pfedpokladu X = A + B. Mame-li viak dva
takovéto rozklady, tj.
T=TA+2TB=YA+YB,

pak x4 —ya € A ayp —xp € B. Protoze A n B = {0}, plati
xa—ya=0=yp—zp.

(b1) Necht z,y € X. Pisme
T=TA+2TB, Y=YA+YB,

kde z4,y4 € A a xp,yp € B. Pak pro kazdou dvojici skalara a,b € F plati
ax + by = (axs + bya) + (axp + byp),
pricemz ax 4 + byy € A, axp + byp € B. Diky jednoznac¢nosti rozkladu tedy plati
Pj(ax +by) = axp + bys = aPpx + bPay a Pg(ax +by) = arp + byg = aPpx + bPpy.

Zjevné
(PA+Pp)r=x4+2zp=a=Idx.

(b2) Je-li z € A, pak & = x4, a tedy Pa(Paz) = Pax pro kazdé x € X. Podobné pro Pg.

(b3) Zjevné plati Rng P4 < A. Na stranu druhou, P4x =  pro € A. Tedy A = Rng Pj.

Je-lixze A, pak x = x4 + 0, a tedy Pgx = 0, tj. z € Ker Pg. Obréceng, je-li Pgz = 0, pak z = x4 + 0, a tedy
x e A.

(c) Necht P : X — X spliiuje P? = P. Pak kazdé x € X lze psat jako

x=Px+(x—Px)e A+ B,
atedy A+ B=X. Jelixze An B, pak © = Py pro n&jaké y € X. Pak
0 = Pz = PPy = Py =z,

tj. An B = {0}. Proto X = A® B.
Pro z € X nyni piSme x = x4 + x5, kde x4 € A a x5 € B. Pak 4 = Py pro néjaké y € X a Pxg = 0. Tedy

Pz =P(xa+xzp)=PPy+0=Py=2xy = Pyz.
Proto P =Py a Pg =1d—P4 =1d —P z (bl). O
Definice 1.1.23. Linearni zobrazeni P na vektorovém prostoru X je projekce, pokud P2 = P.

Definice 1.1.24. Je-li X normovany linearni prostor a X = A® B, pak X je topologickym souc¢tem A a B, pokud
jsou pfiislugné projekce P4 a Pp spojité. Podprostor A cc X ma topologicky doplnék, pokud existuje B cc X
spliwujici X = A&®; B.

Véta 1.1.25.
(a) Je-li X normovany linedrni prostor a X =Y @, Z, jsou Y, Z uzaviené.
(b) Je-li X Banachiv a X =Y @ Z, kde Y, Z jsou uzaviené, je X =Y @; Z.
Diikaz. Tvrzeni (a) plyne z Tvrzeni 1.1.22(b3) a spojitosti projekci Py, Py. Tvrzeni (b) bude dokazano pozdéji. 0O

Véta 1.1.26. Necht X je vektorovyj prostor a'Y je jeho podprostor.
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(a) Prostor' Y md algebraicky doplnek v X .
(b) Jsou-li A a B doplitky Y v X, je A izomorfni s B a s XY, specidlné dim(X/Y) = dim(A) = dim(B).

Diikaz. (a) Polozme
A={Acc X: AnY ={0}}.

Uvazujme na A usporadani dané inkluzi. Pak (A, <) je Castetné usporadand mnozina, ktera splituje predpoklady
Zornova lemmatu. Je-li totiz R < A Fetézec, je R = [JR podprostor X splitujici R n'Y = {0}. Existuje tedy
maximéalni prvek Z € A. Pak X =Y @ Z. Kdyby totiz existovalo z € X\(Y + Z), polozime

W =span(Z u {z}) = {z + cx: z€ Z,c e F}.

Vezméme w € W, tj. prvek tvaru w = z + cx, kde z € Z a ¢ € F. Predpokladame-li, ze w € Y a ¢ = 0, pak
2z€ZnY ={0}, atedy w=0.PokudweY acé¢0, pak = %U)*%ZGY+Z, coz je spor s faktem x ¢ Y + Z.
Tedy W je element A striktné vétsi nez Z, coz je spor s maximalitou Z. Proto X =Y + Z.

(b) Necht ¢ : X — X /Y je kvocientové zobrazeni. UkaZme, Ze ¢ je izomorfizmus A na X /Y. Ov&fme nejprve
injektivitu ¢ na A. Je-li totiz ¢(a) = [a] = 0 pro né&jaké a € A, pak a € Y, a tedy a = 0. K dikazu surjektivity
vezméme [x] € X/Y arozloime =y + 24, kde xy €Y axyg € A. Pakx — x4 €Y, a tedy [z] = q(z4). O

Definice 1.1.27. Je-li X vektorovy prostor a A jeho podprostor, pak kodimenzi A myslime dimenzi algebraického
doplitku A.

1.1.3 Operatory a funkcionaly

Tvrzeni 1.1.28. Necht' T je linedrni zobrazeni z normovaného linedrniho prostoru X do normovaného linedrniho
prostoru Y . Pak ndsledujici turzeni jsou ekvivalentni.

(i) T je spojité,

(i) T je spojité v 0,
(#ii) existuje C = 0 tak, Ze |Tx|| < C|x| pro kazdé x € X,
(i) T je lipschitzovské,

(v) T je stejnomérné spojité.

Diikaz. Zjevné (i) = (i), (ili) = (iv) = (v) = (i). Zbyva ovéiit (ii) = (iii). Pro e = 1 tedy zvolme
d > 0 takové, ze |Tz| < e, je-li |z| < §. Pak pro « € X nenulové plati

|z x €
Tz = == T )l < <
0 J=]”" 6

(e
Nerovnost v (iii) tedy plati pro C' = 5. O

Definice 1.1.29. Prostor vSech spojitych linedrnich zobrazeni z normovaného linearniho prostoru X do normo-
vaného linedrniho prostoru Y znac¢ime L(X,Y"). Vektorové operace se uvazuji bodové a norma je definovana jako
|T|| = sup,ep, |Tx|. VSimnéme si, ze diky Tvrzeni 1.1.28(iii) je |71 < oo.

Lemma 1.1.30. Necht X,Y,Z jsou normované linedrnt prostory. Pak pro T € L(X,Y') plati

(@) | T = sup,es, |Tx] = suppspex Lol = sup,ep, [T2].

(0) [Ta| < |T)]«], x € X.

(¢) Operdtor T je nulovy prdvé tehdy, kdyz |T| = 0.

(d) |T| =inf{C =0: |Tz| < C|z|,z e X}.

(e) Pro operdtory S € L(X,Y), T € L(Y, Z) plati |T o S| < |T]|S]-
Diikaz. (a) Zjevné

|7 = sup |Tz]| > sup |Tz].
:EESX

z€Bx
Je-li z € X nenulové, je m eSx a
ITa|
]|

xT

IT(—)] < sup [Ty].

lz]7" " yesy
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Tedy

Tx
sup |7 > sup 2]
zeSx O#zEX H H
Dale, je-li x € Ux nenulové, pak
T
T2 < |Tz]
(Edl
Tedy
T
|7z > sup |Tz|.
0#zeX HxH zeUx

Jellize By, je (1-1)zeUx a|T(1-1)z| - |Tz|. Tedy
sup |Tz| > sup |Tz] = |T]
r€Bx

zeUx
a dikaz (a) je hotov.
Tvrzeni (b) pak plyne z rovnosti

7] = {'” “” reX).

(¢) Je-li T nulovy, je zfejmé ||T| = 0. Pokud ||T| = 0, je T = 0 diky (a).
(d) Ozna¢me
=inf{C = 0: |Tz| < C|z|,z e X}.
I2el < 7|, tedy |Ta| < T |2 Proto M < |T|. Dokazme nyn
nerovnost M > |T'|. Vezméme libovolné € > 0. Z definice infima najdeme C € [M, M + ¢) splaujici |Tz|| < C |z,
z e X. Pak

Je-li € X nenulové dano, plati diky (a) odhad

IT| = sup |Tz| < sup Cz|| <C <M +e.
r€Bx

r€Bx

Jelikoz € bylo libovolné, je [T < M
(e) Pro z € X plati
IT(Sz)| < T[Szl < [THS=]-
Tedy |T o S| < |T[S]- O
Poznamka. Poviimnéme si, Zze linearni zobrazeni T: X — Y je spojité pravé tehdy, kdyz je omezené, tj. T'(A)
je omezena v Y pro kazdou A < X omezenou. Je-li totiz T spojité a A < X omezené, existuje C > 0 takové, Ze
A c OBx. Protoze T(Bx) < |T| By, je T(A) c C||T| By je omezena.

K dtkazu obracené implikace si uvédomme, ze z pfedpokladu omezenosti 1" plyne existence C' > 0 spliujiciho
T(Bx) c CBy. Pak zfejmé plati |T| < C.

Véta 1.1.31. Necht X,Y jsou normované linedrni prostory. Pak L(X,Y) je normovany linedrni prostor, ktery je
uplny, pokud Y je tuplnj.

Diikaz. Je snadné overit vlastnosti ||cT'| = |¢||T) a |T + S| < |T| + ||S] pro T,S € L(X,Y) a ¢ € F. Dale, z
Lemmatu 1.1.30(c) plyne, Ze |T| = 0 pravé tehdy, kdyz T" = 0. Tedy L(X,Y) je normovany linearni prostor.
Predpokladejme tplnost prostoru Y a vezméme cauchyovskou posloupnost {7},} v L(X,Y). Jelikoz

|Toz = Tonz| < |Tn = T 2], 2z e X,

je {T,z} cauchyovska v Y pro kazdé x € X. Tedy existuje limita Tz = lim,,_,o, Tx.
Snadno nahlédneme ze spojitosti vektorovych operaci, Ze T je linearni. Dale pro x € Bx plati

[T] = Jim, [Tnz] < (sup |Tu])l2] < sup [To]
Protoze vsak plati
Tl = 1Tl < 1T = T,
je ¢iselna posloupnost {|T,||} cauchyovska, a tedy omezena. Tudiz mame
171 = sup{|T=] : =] € Bx} < sup | Tn],
tj., T € L(X,Y).

Zbyva dokazat, ze ||T,, — T|| — 0. Pro dané € > 0 zvolme ng € N takové, ze |T,, — To| < € pro n,m > ng. Pak
pro x € Bx an = nyg mame

|Tha — Ta| = limoo |1 Thz = Tz < sup [Tha — Tzl < sup [T — To 2] <

m=ng m=ng

Tedy |T,, — T|| < € pro n = ng. Proto T,, —» T. O

17



Definice 1.1.32. Prostor L(X,F) zna¢ime X* a nazyvame dudlnim prostorem.

Véta 1.1.33. Je-li X normovany linedrni prostor, je prostor X* ipiny.

Definice 1.1.34. Necht X, Y jsou normované linearni prostory a T'€ L(X,Y). Pak T je
e izomorfizmus (X do Y), pokud T je bijekce X na RngT a inverze T-! : RngT — X je spojit4,
e izometrie (X do Y), pokud |Tz| = |z||, x € X.

Prostory X a Y jsou
e izomorfni, pokud existuje izomorfizmus X na Y,
e izometrické, pokud existuje izometrie X na Y.

Prostor X je
e izomorfné vnofen do Y, pokud existuje T € L(X,Y), které je izomorfizmem X a RngT,
e izometricky vnofen do Y, pokud existuje T' € L(X,Y), které je izometrii X a RngT.

Véta 1.1.35. (o) T € L(X,Y) je izomorfizmus prdvé tehdy, kdyz existuji c1, co > 0 tak, Ze c1|z| < ||Tz| < 2|z,
zeX.

(b) Normy || - |1, | - l2 jsou ekvivalentni na X prdvé tehdy, kdyzId : (X, |- |1) — (X, | - |2) je izomorfizmus.
(c) Je-li X izomorfni s Y a X je Banachiw, je i Y Banachiiv.

Diikaz. (a) Je-li T : X — Y izomorfizmus T na Rng T, pak co = |T|| + 1 spliwuje |Tz| < ea]z|, z € X. JelikoZ je
ale T~! : RngT — X spojité, plati pro kazdé y € Rng T nerovnost [T y|| < [Tyl Tedy

|| = 1T~ 'Tz| < (IT7' + D|Tz|, ze€X,
coz dava
T+ D)7 e < Tz, zeX.

Na druhou stranu, spliuji-li kladné konstanty c1, co pozadované nerovnosti, je T spojité a prosté. Pro y € Rng T
oznaéme z = T~ 'y a odhadnéme

_ 1 1
|77yl = 2 < =Tz = =yl
C1 C1

Tedy i T~! je spojiteé.

Tvrzeni (b) ihned plyne z (a).

(c) Vezmé&me cauchyovskou posloupnost {y,} v Y. Diky odhadu |[T 'y, — T ym|l < |T7||lyn — ymll je cau-
chyovska i posloupnost {1y, }. Vzhledem k tomu, Ze X je tiplny, konverguje {x,} k néjakému = € X. Pak oviem
ze spojitosti operatoru T plati y, = T(T 1y, ) — Tx, tedy i {y,} je konvergentni. Proto je Y tplny. O

Véta 1.1.36. Necht X je normovany linedrnid prostor a Y, Z jsou jeho podprostory splniujici X =Y @ Z. Pak
ndsledujict tvrzent jsou ekvivalentni.

(ii) zobrazeniT :x — (y,2), kdeyeY, z€ Z ay+ z = x, je izomorfizmus X naY x Z.

Diikaz. Necht P : X — Y je projekce piislusna rozkladu X =Y @; Z. Na Y x Z vezméme normu |(y, 2)||yxz =
lyllx + |z]x. Pak pro # = y + 2 plati

lzlx = lly + zllx < lylx +lzlx = (¥, 2)lyxz = [Ty, »
= |ylx + 2l x = [Pzl|x + |(I = P)z|x < (|P| + [T — P|)|=|x.

Tedy T je izomorfizmus dle Véty 1.1.35(a).
Obraceng, je-li T izomorfizmus, existuji konstanty ci, co > 0 spliujici

alelx <|Tzly,z = (P2, (I = P)r)y, z < 2]z x, weX.

Tedy
1Pzl x <[ Pzlx + (I - P)zx = [(Pz,(I = P)z)ly, sz < c2fz]x, ze€X,

a P je spojita projekce. O
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Véta 1.1.37. Necht X,)A( a'Y jsou normované linedrni prostory a T € L(X,Y). Necht X je husty v XaY je
T| =|T].

uplny. Pak existuje prdvé jeden Te L()A(,Y) rozsirujici T'. Navic plati

Diikaz. Je-li z € X dano, vezméme posloupnost {z,} v X konvergujici k x. Pak {Tz,} je cauchyovskd v Y, a
tedy konvergentni. Oznacme jeji limitu jako Tx. (Je snadno vidét, Ze nezélezi na volb& posloupnosti {z,}. Mame-li
totiZ jinou posloupnost konvergujici k x, feknéme {y,}, pak x, — y, — 0, a tedy lim, o Ty, = im0 Tyn.) Ze
spojitosti T mame rovnost T = T na X aze spojitosti vektorovych operaci ihned dostavame linearitu 7" na X. Pro
z € X vezméme opét posloupnost {z,} v X konvergujici k z. Pak |zn] — [z a

(Fal = lim [Ta,] < lim [7]]2,] = [T]]z].
Tedy |T| < |T|. JelikoZ obracend nerovnost plati trividng, méme |7 = ||T]. Jednoznaénost rozsifeni plyne z
hustoty X v X. O

1.1.4 Rady v normovanych linearnich prostorech

Definice 1.1.38. Je-li I mnoZina, ozna¢me jako F(I) systém vSech koneénych podmnozin I. Je-li X normovany
linedrni prostor, I indexova mnozina a x; € X pro i € I, fekneme, Ze (zobecnéna) fada ) ,_; x; konverguje k x € X
pokud plati:
Ve>03F e FU)VF e F(I),F' > F: |z — ) a] <e.
ieF
Existuje-li takové z € X, je zobecnéna fada konvergentni. Konverguje-li zobecnéna fada ¢éisel Y., |||, je Tada
D ies Ti absolutné konvergentni.
Je-li I = ¥, polozme . _;z; = 0.

el

Véta 1.1.39 (Vlastnosti zobecnénych fad). Necht Y, ; x; je zobecnénd Fada v normovaném linedrnim prostoru
X.

(a) Je-li konvergentni, md jen jeden soudet.

(b) Pro xz € X jsou ndsledujict tvrzeni ekvivalentni:
(i) Zie[ Ty =X,
() Dt Tn(i) = T pro kaZdou permutaci w: I — I (tj. m je bijekce).

(c) Je-li X dplny, je fada Y,
minku:

e1 Ti konvergentni prdave tehdy, kdyz spliiuje ndsledujici Bolzanovu-Cauchyovu pod-
Ve>03F e F(I) VF'e]-"(I),F’szgz||inH<5. (L.7)
i€F’

(d) Je-li ¥, ; ||lzs|| konvergentni a X iplng, je ¥, ; x; konvergentnd.

iel

(e) Je-li J < I, Y, ;x; konvergentni a X dplny, je Y., ; x; konvergentnd.

(f) Je-li Y,c; xi konvergentni, pak {|x;|}ier € co(1).
Diikaz. Tvrzeni (a) je zfejme.

(b) Zjevné (ii) = (i). Necht ),
spliwujici

e Ti = am: I — I jepermutace. Pro dané ¢ > 0 najdeme F' < I kone¢nou

VE' e F(I),F' S F: | Y w— x| <e.
i€l
Pak 7=1(F) je kone¢na a pro F' > 7~ 1(F) kone¢nou plati 7(F’) > F, a tedy

H Z Triy =] = | Z T —zf <e.

ieF iem(F')

Tedy > icr Tn@) = -
(c) Plati-li >.._; 2; = x, pak pro € > 0 zvolme F € F(I) z Definice 1.1.38. Pak pro F’ € F(I) disjunktni s F

plati

el

INwl=1 Y wi-Yal=1 Y w-sto-Yal<] Y w-ol+lo- Y ul <2

ieF’ €F'OUF ieF i€eF'UF ieF iE€eF'OUF el

Tedy > ,.; x; spliuje Bolzanovu-Cauchyovu podminku (1.7).
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Obrécens, predpokladejme platnost (1.7). Najdeme mnoziny Fy ¢ Fy < F3 < --- v F(I) tak, Ze
1
VneNVF e FI),F' nFo=@: | ) o < —.
ek’ "

Polozime-li y,, = 3., F, Ti, n € N, dostaneme konvergentni posloupnost. Pro dané € > 0 totiz vezmeme ng € N
spliujici nio < ¢ a odhadneme prong < n <m

1
1Ym — yul = | Z T — Z zi| = | Z Z‘i|\<nf0<5.

1€F, 1€F, i€Fm\Frn

Tedy {y,} konverguje k né&jakému x € X.
Pak dokonce },_; x; = x. Pro dané ¢ > 0 totiz najdeme ng € N tak, ze | Ziano r,—z| <ea % < €. Potom

pro F' € F(I) obsahujici F,, plati

HZIZ‘—LL‘||<HZ$¢— Z zi| + | Z z; —xf < 2 xi|\+€<nio+€<2a.

el ieF i€Fn, 1€Fn, i€ F\Fy

Tim je dikaz tvrzeni (c) dokoncen.
Tvrzeni (d) ovéfime pomoci Bolzanovy-Cauchyovy podminky. Necht

s = |a] = sup{ Y |a;] : F e F(I)} < 0.

iel el

s—e< Y i

ieF

Pro dané € > 0 najdeme F € F(I) tak, Ze

Pak pro F’ € F(I) neprotinajici F plati

I Nl < Nlaid = ) Jaid = Yol <s—(s—e) = <.

ieF’ ieF’ i€ FUF’ ieF

Obdobné dokazeme (e). Je-1i >.._; z; konvergentni a J < I, najdeme pro dané € > 0 mnozinu F € F(I) spliujici

el
VE'e F(I),F'nF =G| ) =i <e.
ieF’
Pak F nJe F(J) a kazda F’' € F(J) neprotinajici F' n J je téz disjunktni s F. Tedy
| Y] @il <e
ieF

a (1.7) pro fadu ),_; z; je ovéfena.
(f) Je-li fada ), ; ; konvergentni, je konvergentni i ve ziplnéni X prostoru X. Pro ¢ > 0 polozme

I.={iel:|z;| = ¢}

a predpokladejme, Ze I. je nekone¢né. Diky tuplnosti prostoru X je fada ), 7. T; konvergentni, a tedy spliuje
Bolzanovu-Cauchyovu podminku. Najdeme F' < I. konecnou z (1.7) pro § a uvazujme index i € I.\F. Pak je
mnozina {i} disjunktni s F, a tedy

e < |z <

N ™

7 tohoto sporu plyne, Ze je mnozina I. kone¢né.
Tedy I. je kone¢na pro kazdé e > 0, tj. {||z;] : i € I} € co(). O

Definice 1.1.40. Necht Zle x, je Tada v normovaném linearnim prostoru X a x € X. Rekneme, Ze Zfil Tn
konverguje bezpodmineéné k x, pokud pro kazdou permutaci 7 : N — N plati Zle Trm) = ©. Existuje-li takové
x € X, nazveme fadu bezpodmineéné konvergentni.

Véta 1.1.41 (Zobecnéné fady na N). Necht {x,} je posloupnost v normovaném linedrnim prostoru X .
(a) Jelize X ax =3, NTn, pakz =0 | Tp.
(b) Je-li 3,7, ||lzn| < 0, X Banachiiv, pak existuje >, . Tn @ Yoy Tn-
(c) Rada Z:):l X je bezpodminecné konvergentni prdavé tehdy, kdyz Y|

neN Tn je konvergentni.
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(d) Je-li X =R, pak je ekvivalentni:

(i) ey Tn konverguje,
(1) X pen |2n] konverguje,
(i41) Zle |z, | konverguge,

(iv) 37, Tr(n) konverguje pro kazdou permutaci w: N — N.

Diikaz. (a) Necht x = ), _%n ae > 0 je dano. Najdéme pro néj F' € F(N) z Definice 1.1.38 a polozme ng = max F.
Pak pro n = ng plati ' < {1,...,n}, a tedy

n
[ Dae—al=1 Y =-zl<e
k=1

ke{l,...,n}

Tedy Z;O:l Ty = .

(b) Plati-li 37, [@,] < o0, je i X, [l@n| konvergentni. Protoze je X tplny, je zobecnéna fada Y. _on
konvergentni dle Véty 1.1.39(c). Tedy i Y, @, je konvergentni podle (a).

(c) Je-li fada ), neN
7 na N. Diky (a) tedy mame Z;o:l Tr(n) = Dpen Tr(n) = T pro kazdou permutaci m na N, a tedy Zfil Ty je
bezpodminecné konvergentni.

Obréceng, necht fada Z:LO:1 x,, konverguje bezpodminecéné k néjakému x € X. Pfedpokladejme, ze )., . Tn # .
Z definice pak existuje € > 0 takové, ze

r, konvergentni, feknéme se souctem x € X, plati }; \ Zr(n) = = pro kazdou permutaci

VEe FINIF' e FN),Fc F': | ). zp—z| > e

neFr’

Induktivné nyni sestrojime bijekci 7 : N — N spliujici Zle Tr(n) 7 T
V prvnim kroku najdeme F € F(N) spliwjici | 3} .y @n—2| = €. Polozme ky = #F) an, = max [] a sestrojme

bijekci my : {1,...,n1} = {1,...,n1} tak, ze m ({1,...,k1}) = F1. V druhém kroku vezméme koneénou podmnozinu
N ostfe vétsi nez {1,...,m1} a najdéme I € F(N) ji obsahujici, ktera spliwje |3, #n — 2| > &. Oznacme
ko = #(Fy\F1), no = max Fy a definujeme bijekci mo : {1,...,n2} — {1,...,no} tak, aby m = 71 na {1,...,n1}
am({n1+1,...,n1 + ko}) = F5\Fi. Opakovanim tohoto postupu sestrojime indexy 0 = ng <n; <ng < ... v N,
indexy k; € N, mnoziny F; < F; < --- a bijekci 7 : N — N tak, Ze
nj—1+k;j
I ) @ —zl=1 ) m—z|>e
=1 lEFj

Pak zjevné >, Tr(n) # T.
(d) Ekvivalence (i) <= (iv) plyne z Véty 1.1.39(a). (iv) == (iii) plati diky Riemannové v&té o pferovnani
neabsolutné konvergentnich fad. Pfedpokladédme-li >_, |x,,| < o0, pak

n 0
Z |zn| = sup{Z |z, : Fe FN)} = sup{Z |zg| :ne N} = Z || < o0.
k=1 n=1

neN nelF

Tedy (iii) = (ii) plati. Koneéné (ii) = (i) je (c) z Véty 1.1.39. O

1.1.5 Hilbertovy prostory

Definice 1.1.42. Podmnoziny A, B unitarniho prostoru H jsou ortogonélni, pokud {a,b) = 0 pro kazdé a € A,
be B.
Mnozina A+ = {z € H : {z} ortogonalni s A} se nazyva ortogonalni doplnék A.

Lemma 1.1.43. Ortogondlni doplnek mnoZiny v unitdrnim prostoru H je uzavieny podprostor.

Diikaz. Zjevné je A+ podprostor H (staci pouzit linearitu skalarniho sou¢inu v prvni soutadnici). Protoze A+ =
Nacala}t askalarni soudin je spojita funkee, je kazda z mnozin {a}* uzaviena. Tedy A je uzavieny podprostor. [

Véta 1.1.44. Necht F je uzaviend neprdzdnd konverni mnoZina v Hilbertové prostoru H. Pak pro kaZdé x € H
existuje prave jedno y € F tak, Ze |z — y| = dist(z, F).
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Dikaz. Je-li x € F, stadi volit y = . Neni-li z v F, uzijeme rovnost dist(z, F') = dist(0, F — z) k pozorovani, Ze lze
bez Gjmy na obecnosti predpokladat = = 0 ¢ F. Oznacme d = dist(0, ') a najdéme posloupnost {y,} v F spliiujici
|yn| — d. Tato posloupnost je cauchyovska, nebot

[ = yel® = 200yl + Ny l®) = lyn + wil?

1
= 2(lynl® + lyl®) = 415 W + 1) [
< 2([lynl? + ye[?) — 4.

(Ve vypoctu jsme pouzili fakt, Ze pro kazdou dvojici indext n, k € N plati §(yn +yi) € F, a tedy |2 (yn +yi)| = d.)
Zvolime-li tedy pro dané £ > 0 index ng € N tak, aby |y,| < d + € pro kazdé n = ng, plati pro libovolnou dvojici
indext n, k = ng odhad

[t — yr|? < 4(d + €)? — 4d? = 4e? + 8de.

Posloupnost {y,} tedy konverguje k ndjakému prvku y € H, ktery v8ak lezi v F diky uzavienosti F. Pak
dist(0, F) = d = Lim [[y, | = [y].

Predpokladejme nyni, Ze y1,y2 € F spliji ||ly1]| = |y2| = d. Z rovnob&znikového pravidla a faktu L;W eF
dostavame
i+
2 2 2 2 2 1+ Y2 2
4d® = 2(|ya |7 + y207) = lya = w2l” + 1 + w2]” = Jy1 —w2|” + 4‘ 5 > |y — ya” + 4d*.
Tedy |lys — y2|* = 0, tj. y1 = y2. Tim je ditkaz jednoznacnosti dokoncen. O

Lemma 1.1.45. Necht F je uzavieny podprostor v Hilbertové prostoru H a x € H. Pak y € F spliuje |z — y| =
dist(z, F) prdvé tehdy, kdyz x —y e F*.

Diikaz. Predpokladejme nejprve, ze & — y € F-. Pak pro kazdé z € F plati y — z € F, a tedy
le —2? =z —y+y—zP =@ -y+y-2zz-y+y—=2
=z —yl? +y — 2> +<o—yy -2+ Y-z -y
> |z —y|*.

Tedy
| —y| = inf{|z — 2| : z € F} = dist(x, F).

Obraceng, necht |z — y|| = dist(z, F) a z € F je libovolné. Chceme dokazat, ze (x — y,z) = 0. Zfejmé lze
predpokladat, Ze ||z| = 1. Necht a € F je libovolné. Pak

lo —yl? <o = (y + az)|* =@~y —az,z —y - az)
=z —y|? + |o|*(z, 2) — Wz — y,2) — alz, 2 — y).

Polozime-li a = {x — y, z), dostavame
0 < faf? —faf” —|af”.

Tedy 0 = o = (& — y, 2). O

Véta 1.1.46 (Riesz). Necht F je uzavieny podprostor Hilbertova prostoru H. Pak H = F ®; F+ a projekce
Py : H — F piislusnd rozkladu H = F @ F* spliiuje

(a) |Ppx — x| = dist(z, F), z € H,

(b) |Prpx| < |lz| pro kazdé x € H.
Diikaz. Dokazme nejprve rovnost H = F @ F*. Pro dané x € H vezmeme y € F spliwjici |z — y| = dist(x, F). Pak
r=y+ (x—vy), (1.8)

piicemz y € F a  — y € F'* dle Lemmatu 1.1.45. Tedy F + '+ = H.

Pokud z € F n F+, pak 0 = (z,z), a tedy = 0. Tudiz H = F® F*.

Oznaéme nyni Pr : H — F projekci piislusnou rozkladu H = F @ F*. Diky rozkladu (1.8) vime, ze Ppz je
prvek splijici | — Prz| = dist(x, F'), tedy plati (a). Koneéné mame z kolmosti Prz a © — Prx nerovnost

|2 = | Pra|® + |= — Pral® > | Pra]®.
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Definice 1.1.47. Je-li H unitarni prostor a A ¢ H, fekneme, Ze A je
e ortonormélni, pokud A c Si a {ay,az) = 0 pro rizné prvky aj,as € A,

e maximalni ortonormaélni, pokud A je ortonormalni a neexistuje ortonormélni mnozina obsahujici A rizné od
A (jinymi slovy, A+ = {0}),

e Uplné ortonormélni, pokud A je ortonormalni a span A je husty v H,

e ortonormalni baze, pokud A = {e; : i € I} je ortonormalni mnozina a kazdé xz € H lze vyjadfit jako
T = Dlier Titi-

(Ortonormalni mnoziné se téz nékdy fika ortonormalni soustava ¢i systém.)

Lemma 1.1.48. Je-li A ortonormdlni mnozina v Hilbertove prostoru H, je |a1 — az| = /2 pro kazdé dva rizné
proky a1, a9 € A.

Dikaz. Primo¢arym vypoCtem mame

lay — az[* = ar[* + az[* + Cax, az) + a2, a1) = 2.

Véta 1.1.49. Kazdy Hilbertiv prostor md mazimdlni ortonormdini systém.
Diikaz. Necht H je neprazdny. UvaZujme mnoZzinu
A ={A: A je ortonormalni mnozina}

uspofadanou inkluzi. Pak (A, c) je ¢astetné usporadana mnozina, kterd je neprazdna (je-li x € H nenulové, pak
{ﬁ} € A). Navic ma kazdy fetézec horni zavoru, totiz sjednoceni vSech prvki daného retézce. Z Zornova lemmatu
tedy existuje maximélni element A € A. Z maximality A pak jiz plyne rovnost At = {0}, tj., A je maximalni
ortonormalni systém. O

Poznamka. Je-li Hilbertiv prostor H separabilni, neobsahuje pak nespocetnou ortonormdlni mnoZinu, jelikoZ se-
parabilng metricky prostor neobsahuje nespocetnou diskrétni mnozinu (viz Lemma 1.1.48).

Véta 1.1.50 (Besselova nerovnost). Je-li {e;}ier ortonormdlni soustava v Hilbertové prostoru H, plati ¥, ; |{z, e;)|* <
|x|? pro kazdé x € H.

Diikaz. Méjme danu libovolnou kone¢nou mnozinu F' < I. Polozime-li zp = Y. p{(x, €;)e;, mame
x—xp € (span{e; : i € F})J‘ .
Tedy
lo|? = |z —2F + ar[® = | =2l + |or|® > or]® = 3] Kz el
i€l
Proto
l#® > sup{ Y [Cz, e)l® : F e F(I)} = ) e e,
i€l i€l
O

Lemma 1.1.51. Necht{e; : i € I} je ortonormdlni soustava v Hilbertove prostoru a x = >, x;e;. Pak x; = {x,e;),

1el.

el

Diikaz. Méjme dané iy € I a € > 0. Najdeme F' € F(I) splivjici |z — >},.p zi€i| < € pro kazdou F' € F(I)
obsahujici F. Pak pro F' = F U {io} plati

e> |z — ), miei| =Ko — ), miei, ei)| = Kz, €i0) — i .

ieF’ ieF’
Tedy z;, = {x, €y )- O
Véta 1.1.52. Necht {e;} je ortonormdlni systém v Hilbertové prostoru H. Pak ndsledugici turzent jsou ekvivalentni.
(i) {ei} je ortonormdlni baze,

(ii) {e;} je mazimdlni ortonormdlni systém,
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(i1i) {e;} je uplny ortonormdini systém,
(iv) |z|* =X, Kz, ei)* pro kazdé x € H (Parsevalova rovnost).

Diikaz. (i) = (ii) Nechf {e;} neni maximalni, tj., existuje nenulovy vektor x € (span{e;})". Protoze {e;} je baze,
lze x vyjadiit jako x = )., _; x;€; pro néjaké koeficienty x; € F. Z Lemmatu 1.1.51 ale vime, Ze z; = {(z,e;) = 0 pro
kazdé i € I. Tedy x = 0, coZ je spor.

(i) = (iii) Neni-li systém {e;} uplny, je F = span{e;: ¢ € I} vlastni uzavieny podprostor H. Vezmeme
x € H\F a uvédomime si, Ze vektor  — Ppx je nenulovy a kolmy na vSechny e; (viz Lemma 1.1.45). Tedy {e;} nent
maximéalni systém.

(ili) = (iv) Necht x € H a e > 0 jsou dany. Diky (iii) existuje A€ F(I)ac; € F, i€ A, tak ze |z =), 4 ciei| <
e. Polozme F = span{e; : i € A}. Pak

dist(z, F) < dist(z 2 cie;)
€A
Nebot z — X, 1{x, e;ye; € F+, podle Lemmatu 1.1.45 plati
e > dist(x, F) = |z — Z<x,ei>ei\|.
€A

7 toho dostavame

2> |z — Z(a:, eveil|? = (x — Z<x, €i)e;, T — Z(x, eie;)

€A €A €A
= z? + ), Ka, e = D, eixa, ey — - (w, ek, e:)
i€A €A €A
= [l = ) K, el
i€EA

Tedy
D Kaenl = |af® -

i€EA
Tato nerovnost spolu s nerovnosti Besselovou 1.1.50 dava

|2]? = sup{ Y [z, e)* : Ae F(I)} = > Ka, e = [z
€A el
(iv) = (i) Pro dané z € H chceme dokazat, ze x = Y ,_,{(z, €;)e;. Pro dané ¢ > 0 najdeme F € F(I) tak, ze
Yier Kz ei)|? > |z||* — e. Pak pro F’ € F(I) obsahujici F méame

[z — Z (e ei|? = (x — Z {(x,e;ye;,x — Z {x,epye;y

ieF ieF ieF
= [l? + ), Kwenl = X (weesay — Y (@ ees, x)
ieF ieF ieF
= [2* = D Kayeol® < Jz]* = D) Kaenl® <.
i€l i€l
Tedy vskutku z =}, (x, e;)e;. O

Dusledek 1.1.53. Kazdy Hilbertiv prostor md ortonormdlng bdzi.

Drikaz. Tvrzeni plyne z Véty 1.1.49 a 1.1.52. O
Priklad 1.1.54. Pro H = L?(0,27) je systém {ﬁ’ 7= cos(nx), \/1; sin(nx) : n € N} ortonormalni baze.

Véta 1.1.55 (Riesz—Fischer). Je-li {e; : i € I} ortonormdlni bdze Hilbertova prostoru H, je zobrazeni T : H —
(1), Tz = {{x,e;)}icr izometricky izomorfizmus H na (2(I).
Tedy kazdyj Hilbertiiv prostor je izometrickyj prostoru (2(I) pro vhodnou mnoZinu I.

Diikaz. Diky rovnosti |z|? = Y, _; [{z,e;)|* platné pro kazdé = € H je zobrazeni T' dobie definovana izometrie do
l5(I). Zjevné je T linearni. Déle je RngT husty v ¢2(I), jelikoz obsahuje T(span{e; : i € I}), coZ jsou koneénd
nesené vektory v £2(I). Vzhledem k tomu, 7e T je izometrie, je RngT tplny, a tedy je roven ¢2(I). O

Tvrzeni 1.1.56. Necht Ay, Ay jsou dvé rizné ortonormdlni baze Hilbertova prostoru. Pak maji stejnou mohutnost.

Diikaz. Je-li Ay konefné, je i dimenze H konena, a tedy |A;| = |As| dle znamé véty z linearni algebry. Pred-
pokladejme proto, Zze mnoziny A; a As jsou nekonecné. Vyberme spocetnou hustou podmnozinu D < F. Necht
|A1| < |A2]. Mnozina v8ech linearnich kombinaci prvki A; utvofend pomoci koeficientit z D je husta v H (viz
Véta 1.1.52(iil)) a ma kardinalitu |A;|. Ale Ao je dle Lemmatu 1.1.48 diskrétni mnozina kardinality ostie vétsi nez
|A1], coZ je spor. Tedy |A1| = |Asz]. JelikoZ je role A; a As symetricka, plati i obracend nerovnost, tj. |A;| = |A42|. O
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1.1.6 Konec¢né rozmeérné prostory

Lemma 1.1.57 (Riesz). Necht X je normovany linedrni prostor. Je-li Y vlastni uzavieny podprostor X, pak pro
kazdé € > 0 existuje x € Sx tak, Ze dist(z,Y) > 1 —e.

Dikaz. Necht € > 0 je dano. Zvolme u € X\Y a ozname d = dist(u,Y). Najdeme 1 > 0 tak, Ze ﬁ >1l—-ca
zvolime v € Y spliujici
lu—v| <d+n.

u

Polozme = = ﬁ Pak z € Sx. Je-li y € Y libovolné, je v + |u — v|ly € Y, a tedy

u-v Ju— (ot Ju—vly)] _ _d
e >
u—o] Ju—l 1

Dostavame, ze

d
dist(z,Y) = inf{||lx — y| : Yiz2—>1—-c¢.
ist(,¥) = inf{Jr —y] sy e V) > > 1

Lemma 1.1.58. Necht X je normovany linedrni prostor a f € X*. Pak pro kazdé v € X plati |f(x)]
dist(z, Ker )|

Diikaz. Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, Ze f # 0. Je-li x € X a y € Ker f, pak

[f (@) = |f(z =yl < | flle—yl.

Tedy |f(z)| < |f|dist(x,Ker f). Pro dikaz obracené nerovnosti zvolime ¢ € (0, f|) a najdeme y € Sx tak, ze
7wl = 1] ol e Ker £, a tedy

dist(z, Ker f) < ||x—(x—ﬁ )| = /()] < |f(2)|

T T 1wl S
Jelikoz bylo € libovolné, je dikaz dokoncen. O

Tvrzeni 1.1.59. Necht X je normovany linedrni prostor, f € Sxx a 'Y = Ker f. Pak ndsledujici tvrzeni jsou
ekvivalentnd.

(i) existuje x € Sx spliugict |f(z)| =1,
(i1) existuje x € Sx splniugict dist(x,Y) =1,
(iii) existuje u € X\Y aveY takové, Ze |u — v| = dist(u,Y),
(iv) pro kazZdé uw e X\Y existuje v eY takové, Ze |u — v| = dist(u,Y).

Diikaz. Ekvivalence (i) <= (ii) ihned plyne z Lemmatu 1.1.58 a zjevné (iv) = (iii).
K dukazu implikace (iii) = (ii) uvazme = = Tz Kkde u, v jsou dény (iii). Pak pro kazdé y € Y plati

]’

[u=(v+Ju—2fy)] _ dist(u,Y)
[w— ] ~ dist(u,Y)

|z =yl = =1
Protoze dist(z,Y) < |z| < 1, plati dist(z,Y) = 1.
(i) = (iv) Vezméme z € Sx z podminky (i) a pro u € X\Y uvazme u — %x €Y. Pak

dist(u, Ker f) < |u — (u — Mx)H = |f(u)| = dist(u, Ker f)

f(@)
dle Lemmatu 1.1.58. O

Priklad 1.1.60. Necht Y = {x € ¢ : Zn 1 5% = 0}. Pak neexistuje x € S, tak, ze dist(x,Y") = 1. Déle pro zadné

x € ¢p\Y neexistuje y € Y tak, ze |z — y| = dist(z,Y).

Diikaz. Uvazme funkcional f({zn}) = Y 1 52, {xn} € co. Pak ziejmé f € S)» a Y = Ker f. K dikazu tvrzenf
nyni staci podle Tvrzeni 1.1.59 ovéfit, Ze neexistuje x € S, s vlastnosti |f(x)| = 1. Ale to je ihned vidét z pozorovani,

ze pro kazdé x € S., existuje index j € N takovy, Ze |z;| < 1. Pak totiz

|_|22n

=1.

Ms

1
n12n
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Véta 1.1.61. Necht X je normovany linedrni prostor. Pak ndsledujici tvrzent jsou ekvivalentni.
(i) dim X < oo,
(i) existuje n € N takové, Ze X je izomorfni s (F™,| - |2),
(ii) Bx je kompaktni,
Diikaz. (i) = (ii) Necht {a1,...,a,} je baze X a {e1,...,e,} znadi klasickou bazi F". Pak je zobrazeni

T:F"—> X
n n
2 €T;€; > Z T;a;
i=1 i=1

linearni bijekce, jez je spojita (diky spojitosti vektorovych operaci na X).
Ukazme nynf i spojitost inverze T—1. Vzhledem k linearité T sta¢i ukazat, ze T'( By~ ) obsahuje okoli 0. JelikoZ je
Spr kompaktni mnoZina, je i T'(Sp») kompaktni. Protoze 0 ¢ T'(Sg»), existuje r > 0 tak, Ze U(O )N T(Spn) = .

Pak T'(Bpn) 2 U(0,7). Je-li totiz y € U(0,r)\T'(Bpn), pak y = Tx pro néjaké |z > 1. Pak Tals € SEn 2
x Tx Y
T( = = e U(0,r),
[ PR PR P

COZ je Spor.

(i) = (iii)) Mame-li T : X — F" izomorfizmus, je T(Bx) uzaviend omezena podmnozina F", a tedy
kompaktni. Jest tedy i Bx = T~ !(T(Bx)) kompaktni.

(ili) == (i) Necht X je nekonefné dimenze. Postupné najdeme posloupnost prvkua {z,} v Sx tak, Ze
dist(z,41,span{z1,...,x,}) = %, n € N. V prvnim kroce najdeme libovolné z1 € Sx. Méme-li x1,...,z,, je
span{xy,...,x,} vlastni a uzavieny (viz Lemma 1.1.15) podprostor X. Tedy dle Lemmatu 1.1.57 existuje ;41
spliwjici dist(z,,+1,spanf{zy,...,z,}) = % Time je konstrukce dokonéena.

Zkonstruovana posloupnost {x,} pak nemé& konvergentni podposloupnost, nebot jsou v8echny jeji prvky od sebe
navzajem vzdaleny alespon o 5 Tedy Bx neni kompaktni. O

Tvrzeni 1.1.62. Necht X je normovany linedrni prostor.
(a) Je-li X konecné dimenze, jsou kazdé dvé normy na X jsou ekvivalentnd.
(b) Je-li X konecné dimenze a'Y je normovany linedrni prostor, je kaZdé linedrni zobrazeni T: X — 'Y spojité.
(¢) Ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:

(i) Prostor X je konecné dimenze.

(i) Kazdé lindrni zobrazeni X do normovaného linedrniho prostoru je spojité.
(iii) Kazdd linedrni forma na X je spojitd.

(iv) Kazdé dvé normy na X jsou ekvivalentni.

Diikaz. (a) Necht {e1,...,e,} je baze X. Polozme

Z zic:

Pak |-, je norma na X. Sta¢i nyni ukazat, Ze kazda jind norma na X je s touto normou ekvivalentni. Necht tedy
||l je libovoln4 norma na X. PoloZme co = max{|e1]|,... ez]}. Pak

n
2, wici
i=1

n

=Z|xi|, rxeX.

i=1

‘le =

=] = lez\l\ez\l ez, weX.

Nerovnost
Nzl =lyll < |z -yl <c2llz—yl,, zyeX,

ukazuje, ze |- : (X,]-];) — R je spojita funkce. Uvazujme nyni néjaky izomorfizmus T': (X, |-|;) — F™,|-ll5)
(Véta 1.1.61). Jelikoz T'(S(x,.|,)) je omezend uzaviena mnozina v (F", |-[,), jednd se o kompaktni mnozinu. Tedy
S(X [-1,) = Tﬁl(T(S(X (-1l ))) je kompaktni v (X H H ) SpOjité funkce HH nabjrvé na S(X’”HI) svého minima, které
oznacime jako ¢q. Z¥ejmé ¢; > 0. Je-li nyni = € X\{0}, je € S(X:H~H1)’ a tedy

HzH

xT

(E4

_ =l

; H33H1

C1 &
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Tedy
cllzly <

a diikaz tvrzeni (a) je dokonden.
(b) Zvolme bézi {e1,...,e,} prostoru X a uvazujme normu [z|, = Y7 | zie;|, = >, |z;]. Diky tvrzeni (a)
staci dokazat, ze T': (X, |-||;) — Y je spojité. To je ale zfejmé z odhadu

n
Z xiTei
i=1

(c) Z tvrzeni (a) a (b) mame (i) = (ii) a (i) = (iv). Ziejmé (ii) = (iii). UkaZme nyni (iii) = (i). Neni-li
X konefné dimenzionalni, ma nekonecnou algebraickou bézi {e;: i € I'}. Bez Gjmy na obecnosti lze pfedpokladat,
Ze v8echny vektory e; maji normu 1. Vyberme nekone¢nou spocetnou mnozinu {i,,: n € N} < I a definujme pro

T = Ziel Ti€q

n

< (max{|Tel ..., |Tenl}) Y lail, zeX.

=1

|Tz] =

f(z) = Z nx;, .
n=1

(Forma f je korektné definovana, jelikoZ pouze koneéné mnoho &sel z; je nenulovych.) Pak f je linearni zobrazeni
do FF, které neni omezené na By, a tedy neni spojité.

K dtikazu implikace (iv) = (i) opét piedpokladejme, Ze X je nekonetné dimenzionélni, a tedy ma nekone¢nou
algebraickou bazi {e;: i € I}. Vyberme nekonetnou spocetnou mnozinu {i,,: n € N} < I a definujme pro x =

Dlics Ti€; normy
o0

ol = 2 bl el = 35 mlwia ]+l -
iel n=1
Pak zfejmé neexistuje co > 0 spliwjici ||z], < c2 |z||; pro vSechny vektory z € {e;, : n € N}. O

1.2 Hahnova—Banachova véta a dualita

1.2.1 Hahnova—Banachova véta

Definice 1.2.1. Je-li X vektorovy prostor nad F, nazyva se p : X — R konvexni (sublinearni) funkcional, pokud
plati

e p(z+y) <p)+py) zyeX,
o p(tx) =tp(z), ve X, t € [0,0).
Pokud ma p : X — [0, ) vlastnosti
e p(z+y) <pl)+ply) vyeX,
o p(tx) = |t|p(z), z€ X, t e F,
nazyva se pseudonorma. (Z¥ejmé konvexni funkcional i pseudonorma splituji p(0) = 0.)
Véta 1.2.2 (Algebraickd verze Hahnovy—Banachovy véty). Necht p je konvexni funkciondl na linedrném prostoru
X nad R, Y je podprostor X a f je linedrni forma na'Y spliujici f < p. Pak existuje linedrni forma F na X tak,
ieF<paF=fnaY.
Je-li p pseudonorma, nalezené F spliiuje |F| < p.
Diikaz. 1. krok. Je-li'Y # X, vezméme z € X\Y a poloZme
Z =Y @span{z} = {y+cr:yeY,ceR}.
Hledejme nejprve rozsifeni F' na prostor Z, coz vzhledem k linearité znamen4 najit a = F(x) tak, aby platilo
Fly+cx)=fly)+ca<ply+cx), yeY,ceR
K tomuto acelu ukazme, ze
Vy,y2 €Y 1 f(y1) —p(yr — x) < ply2 + 2) — f(32). (1.9)
To ale plati diky nerovnostem

fln) + f(y2) = fyr +u2) <plyr +y2) =p(yr — = +y2 +2) < plyr — ) + p(y2 + ).
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Diky (1.9) tedy existuje o € R spliwjici

Yy, ye €Y : f(y1) —p(y1 —2) < a < p(y2 + ) — f(y2). (1.10)

Polozme
Fly+cx)=f(y)+ca, yeY,ceR.

Pak F je linearni rozsifeni f na Z spliujici F' < p na Z. Vskutku, je-li y € Y a ¢ > 0, plati diky (1.10)
F(y+cx) = f(y) + ca = c(f(y/c) + a) < cp(y/c + x) = p(y + cx).

Proy e Y a ¢ < 0 dostaneme obdobné z (1.10)

F(y +cx) = f(y) + ca = (=)(f(=y/c) — a) < (=0)p(=y/c —x) = p(y + cx).
Tedy F je hledané rozsiteni f v piipadé Z =Y @ span{z}.
2. krok. Uvazujme mnozinu

P={Y"f):YccY' cc X, [ jelinearni forma na Y’ rozsirujici f, f' < pna Y'}.

Definujme na P uspoiadani pomoci (Y, f/) < (Y”, f”), pokud Y/ cc Y” a f' = f” na Y’. Pak je (P, <) ¢astetns
usporadané neprazdné (dvojice (Y, f) nalezi do P) mnoZina spliiujici pFedpoklady Zornova lemmatu.

Je-li totiz R = {(Yi, fi): 1 € I} < P fetézec, Z = |J,.; Yi je podprostor X obsahujici Y. Linearni forma
g(z) = fi(x) pro x € Y; je zfejmé dobfe definovana a spliluje g < p na Z. Navic (Z, g) majorizuje vSechny prvky R.
Tedy (Z,g) je horni zavora R.

7 Zornova lemmatu tedy obdrzime maximalni prvek (W, F) € P. Pak nutné W = X, ponévadZ v opafném
pfipadé bychom pouZitim prvniho kroku obdrzeli spor s maximalitou (W, F). Tedy F je hledané rozsifeni.

Je-li p dokonce pseudonorma a x € X, plati

Fz) <plx) a —F(z)=F(-z) <p(-z) = p(z).
Tedy |F(z)| < p(x). O
Lemma 1.2.3. Necht X je vektorovy prostor nad C.

(a) Je-li f : X — C linedrni, pak existuje rediné linedrni v : X — R spliujict f(x) = u(x) — iu(iz), v € X.
(Zobrazeni u : X — R je redlné linedrni, pokud zachovdvd soucet a ndsobeni redlngm cislem.)

(b) Je-li u : X — R redln€ linedrni, pak f : X — C definované jako f(z) = u(z) — iu(iz), x € X, je linedrni
funkciondl.

Diikaz. (a) Necht v a v znadi realnou a imaginarni slozku f, tj. f(z) = u(x) + iv(z), x € X. Pak u i v jsou realné
linearni a pro £ € X mame
w(z) —v(z) =if(x) = f(iz) = u(iz) + v (iz).
Porovnanim slozek dostavame v(z) = —u(iz).
(b) Zfejmé stadi ovéfit vytykani imaginarni jednotky:
f(iz) = u(iz) —iu(i*z) = iu(z) + u(iz) = i(u(z) — iu(iz)) = if(z).
O

Véta 1.2.4 (Komplexni p¥ipad). Necht p je pseudonorma na linedrnim prostoru X nad C, Y je podprostor X a f
je linedrng forma na'Y spliiujici | f| < p. Pak existuje linedrni forma F na X tak, Ze |F|<p aF = fnaY.

Diikaz. Prostor X uvazujme jako prostor nad R a rozlozme dle Lemmatu 1.2.3 f na Y jako f(z) = u(x) — tu(ix),
x €Y, kde u:Y — R je realné linearni forma na Y. Protoze

u(@) < [u(x)] < |f(x) <p(z), weY,

lze pouzit Vétu 1.2.2 k nalezeni realné linearni formy U : X — R spliwjici |U] < p.
Polozime-li F(z) = U(z) —iU(iz), x € X, obdrzime linearni formu na X rozsifujici f. Dale, pro € X najdeme
t € R takové, ze |F(x)| = F(x)e". Pak

|F(z)| = F(z)e" = F(e"z) = U(e"x) — iU (ie" z),

a proto U (ize') = 0. Tedy _ _ _
|F(2)] = U(e"z) < ple'z) = [e"|p(z) = p(a).

Tim je dtikaz dokoncen. O
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Véta 1.2.5 (Hahn-Banach). Necht X je normovany linedrni prostor, Y cc X a f € Y*. Pak existuje F € X*
tak, zZe |F| = ||f| a F = f naY.

Diikaz. Polozme p(x) = | f||z|, x € X. Pak p je pseudonorma spliiujici | f| < p na Y. Dle Véty 1.2.2 a 1.2.4 existuje
linearni forma F : X — F rozsifujici f tak, ze |F| < p na X. Pak

|F(2)| < plx) = |fll=], veX,
tedy F' je spojity na X a |F| < |[f]. Zjevne | f| < [F], tedy [F[ = f]. H

Véta 1.2.6. Necht X je normovany linedrni prostor dimenze alespori 1. Pro kazZdé xo € X existuje F' € Sxx tak,
Ze F(zg) = ||@o]-
Specidlné, jsou-li x,y € X rizné body, existuje F € X* tak, Ze F(x) # F(y) (X* oddéluje body X ).

Diikaz. Zjevné stali uvazovat xg # 0. Uvazujme tedy pro zg € X\{0} prostor Y = span{zo}, p(z) = ||z| pro z € X
a f(txg) = t|xg|, t € F. Pak f je linearni forma na Y spliujici f < p v realném pi¥ipadé a |f| < p v pripads

komplexnim. Najdeme linearni formu F: X — F rozsifujici f, ktera spliuje |F| < p. Pak |F(z)| < p(z) = |z,
x € X, atedy |F| < 1. Déle F(xzg) = f(z9) = |xo]|, a proto |F| = 1.
P1i dikazu specialniho pfipadu uvazujeme zo = x — y. [

Tvrzeni 1.2.7. Je-li X normovany linedrni prostor a x € X, pak ||z|| = max{|z*(x)| : * € Bx=}.
Diikaz. Tvrzeni plyne z Véty 1.2.6. O

Véta 1.2.8. Necht X je normovany linedrni prostor, Y cc X je uzavieny a xo ¢ Y. Pak existuje f € Sxx tak, Ze
f=0naY a f(xo) = dist(zo,Y).

Diikaz. Polozme Z =Y @ span{zg}, d = dist(zo,Y) a
fo: Z—T,
y+cxg—cd, yeY,cel.

Pak fy je linearni forma na Z a pro y € Y a ¢ € F\{0} mame

) = lly + cxol.-

[foly + exo)| = leld < [elflao — (=2

Tedy [ fol < 1.
Vezméme f € X* rozsifujici fy a spliwjici ||f]| = |foll- Pak f =0na YV, |f] = |Ifol <1 a f(xo) = folxo) = d.
Vezméme posloupnost {y,} v Y spliwjici |zg — yn| — d. Pak

(e ot .

on = Yul| ; |70 — ynll a |70 — ynll

Tedy | f] = 1. O
Tvrzeni 1.2.9. Necht X je normovany linedrni prostor a Y cc X.

(a) Je-li Y konecné rozmérny, md topologicky doplnék.

(b) Je-li Y wzavieny a koneéné kodimenze, pak md téZ topologicky doplnék.

Diikaz. (a) Necht {eq,...,e,} je baze Y. Definujme funkciondly f1,..., f, na Y pomoci pfedpisu
n
fj(Zciei)=cj, j=1,...,n.
i=1

Protoze Y je konetné dimenze, jsou funkcionaly f1,..., f, spojité na Y. Lze je tedy rozsitit na spojité funkcionaly
g1, --,9n na X. Pak zobrazeni

Px = Z gi(x)e;, xeX,
j=1

je spojita projekce X na Y.
(b) Necht dim(X/Y) = n a {e1,...,e,} © X jsou vybrany tak, Ze {[e1],...,[en]} je baze X/Y. Vezmeme
funkciondly fi,..., fn € (X/Y)* tak, Ze
1, 1 =7,
0, i#j].

file]) = {
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PoloZzme
gi(z) = fi([z]), zeX,j=1,...,n.

Pak g1,...,gn jsou spojité funkcionaly na X. Zobrazeni
n
Pz = Z gi(z)e;, xelX,
j=1

je pak spojita projekce na span{es, ..., e}, kterd je nulova na Y. Pak Q = I — P je projekce X na Y. Pro z € X
aj=1,...,n totiz plati

F(1Qa]) = 0,(@x) = g5 — 3 ga(w)es) = 0,(x) — g () = 0.

i=1

Tedy f;([Qz]) = 0proj =1,...,n, a tedy [Qz] = 0. To ale nefika nic jiného, nez ze Qx € Y. Protoze Q = I na
Y,jeRng@Q =Y. O

Véta 1.2.10 (Oddélovani mnozin). Necht X je normovany linedrni prostor a A, B < X jsou neprdzdné, disjunktni
a konvezrnd.

(a) Pokud A je oteviend, pak eristuje f € X* a c € R tak, Ze Re f(a) < ¢ < Re f(b) pro kaZdé a € A, be B.

(b) Pokud A je kompaktni a B uzaviend, existuje f € X* ac,de R, ¢ < d, tak, Ze Re f(a) < ¢ < d < Re f(b) pro
kazdé a € A, be B.

Lemma 1.2.11. Necht X je normovany linedrni prostor a f € X* je nenulové. Pak [ je oteviené zobrazeni (tj.
f(U) je oteviend v F pro kaZdou U ¢ X otevienou,).

Diikaz. M&jme f € X* nenulové dano. Diky jeho linearité staci dokazat, Ze f(Bx) obsahuje okoli 0. Najdeme
x € Bx splijici f(x) =r > 0. Pak A = {az: |o| < 1} < By, a tedy

f(Bx) = f(4) ={ar: |o| <1}

Jelikoz {ar: |a| < 1} je okoli 0, je ditkaz dokoncen. O
Lemma 1.2.12. Necht X je normovany linedrni prostor a C' = X je oteviené konvexni okoli 0. Pak je zobrazent
p(r) =inf{t >0:2/teC}, zelX,

konvexni funkciondl na X. Navic p <1 na C.

Diikaz. Nejprve si povSimneme, Ze diky faktu 0 € Int C = C je p je dobie definovano. Mé&jme dany prvky z,y € X
a e > 0. Vezméme s,t > 0 tak, ze

zfteC, t<plx)+e a y/seC, s<p(y) +e.
Pak

r+y 1
s+t  t+s

x/t +

s
eC
t-l—sy/s ’

a tedy
plz+y) <s—+t<p(x)+ply) + 2.

Zjevné p(0z) = Op(x). Necht déale x € X a a > 0. Vezméme t > 0 takové, Ze
%EC a t<plax)+e.
Pak ;7 € C, a tedy p(z) < t/a. Proto
ap(z) <t <plazx)+e.

K ditkazu obracené nerovnosti zvolme ¢ > 0 takové, Ze t < p(z) + € a x/t € C. Pak 2% € C, a tedy

plaz) < at < ap(x) + ae.

Dohromady dostavame p(ax) = ap(z).

Vezméme nyni x € C' libovolné. Diky otevienosti C existuje ¢t > 1 splitujici tz = x/t~1 € C. Tedy p(x) < t~!

LA

1.
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Dikaz Véty 1.2.10. (a) Uvazujme nejprve X nad R. Zvolme ag € A, by € B a polozme zy = by — ag, C =
A — B+ xg. Pak C je oteviena konvexni mnozina obsahujici 0. Definujme pomoci C konvexni funkcionél p jako v
Lemmatu 1.2.12. ProtoZe zq ¢ C, je p(xo) = 1. PoloZme

fo: span{zo} - R

Pak

Tedy fo < p na span{xg}.

Necht f je linearni forma na X rozsifujici fo, ktera spliuje f < p na X. ProtoZze f < p<1naC, je |f| <1 na
C n (—=C), coz je okoli 0. Jakozto forma omezena na n&jakém okoli 0 je f € X*.

Proae Aabe Bjea—b+ zge C, atedy mame

fla)=f(b)+1=fla—b+z) <pla—b+xp) <1.
Proto f(a) < f(b). Jelikoz f(A) je oteviena konvexni mnozina v R, polozime-li ¢ = sup f(A), dostaneme
fla) <c< f(b), aecAbeB.

(b) V tomto pfipadé najdeme r > 0 tak, ze (A + U(0,7)) n B = . Oddélime tyto mnoziny funkcionalem f
a uvédomime si, ze f(A) je kompaktni podmnozina f(A + U(0,r)). Existence pozadovanych ¢isel ¢; < ¢ z toho
snadno plyne.

V piipadé komplexniho prostoru X uvazujeme jeho realnou verzi X a najdeme funkcional u jako vyse. Pak je
f(z) = u(x) —iu(iz), x € X, pozadovany funkcional. O

1.2.2 Klasické dualni prostory a reflexivita

Definice 1.2.13. Necht X je normovany linearni prostor. Symbolem X** zna¢ime (X™*)*, tj. dual k prostoru X*.
Tento prostor nazyvame druhym dualem.
Zobrazeni € : X — X** x> ¢, pro x € X, definované jako

ex(z®) = 2*(z), =x*e X¥,
se nazyva kanonické vnoreni.
Tvrzeni 1.2.14. Necht X je normovany linedrni prostor. Pak € : X — X** je izometricky izomofizmus.
Diikaz. Zjevné je € dobfe definované linearni zobrazeni. Jeho izometri¢nost pak plyne z Tvrzeni 1.2.7. O

Definice 1.2.15. Normovany linearni prostor X se nazyva reflexivni, pokud £(X) = X**,

Diikaz Véty 1.1.18. (a) Polozme X = ¢(X) < X**. Protoze X** je tuplny, je 1 X; Gplny a zFejmé e(X) je v ném
husty. Necht nyni X5 je Banachiv prostor a T : X — X» je izometrie na husty podprostor. Pak T oe™1 : ¢(X) —
RngT je izometrické zobrazeni, které lze dle Véty 1.1.37 rozsifit na operator I : X7 — Xs. Je-li z € X3 a {x,}
posloupnost v £(X) k a konvergujici, plati

|1z] = lim [[Iz,] = lim |Toe™ (wn)| = lim [lzn] = ],
n—00 n—o0 n—o0

a tedy I je izometrie. Vzhledem k tomu, Ze Rng I je husty, plati I(X;) = X».
(b) Postupujme jako vySe, pfifemz si povSimneme, 7Ze X; spliiuje rovnobéznikové pravidlo z Véty 1.1.13(ii).
Tedy X3 je Hilbertiv prostor. Jednoznac¢nost dokdzeme jako v predeslém. O

Lemma 1.2.16. Necht X je vektorovy prostor a f: X — F je linedrni forma. Necht y € X\Ker f. Pak X =
Ker f @ span{y}.

Diikaz. Kazdy vektor z € X lze rozepsat jako

x‘(”“"_%y)ﬂL%y,

kde z — }cgzgy eKerfa %y € span{y}. O
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Véta 1.2.17 (Fréchet-Riesz). Je-li H Hilbertiv prostor a y € H, oznac¢me f, € H* funkciondl definovany jako

fy(x) = <I,y>, zeH.
Pak zobrazeni I : y — f, je sdruZené linedrni izometrie H na H* (tj. I(y1+y2) = I(y1)+1(y2) a I(cy) = ¢l(y)).

Diikaz. Protoze
|fy(@)] = Kz, 9| < |||y, =z,yeH,

a skalarn{ souéin je linearni v prvni soufadnici, je f, € H* a || f,|| < |y|. Je-li y # 0, mame

R N

a tedy | fy[ = Jyl.
Snadno se ovéri, ze zobrazeni I splivuje I(y1 + y2) = I(y1) + I(y2). Déle

Hey)(@) = fey(@) = (2, cy) = K, y) = efy(x) =el(y)(z), w,yeH,ceF,

tedy I je sdruzené linearni. Koneéné rovnost

@I = 1fy = Tyl

neznamené nic jiného, nez ze I je izometrie do.
Ukazme, Ze je na. Je-li f € H* nenulové dano, pisme H = Ker f @ span{z}, kde z € (Ker f)* n Sy. Polozme
y = f(2)z, pak pro x = 2’ + ¢z, kde 2’ € Ker f a c € F, plati

fy(@) = (a,y) = (@' + ez, f(2)2) = cf (2)(z,2) = cf (2) = f(a’ + cz) = f(2).
Tedy I(y) = f. O
Véta 1.2.18. Kazdy Hilbertiv prostor je reflexivni.
Ditkaz. M&jme z** € H** dano. Polozme
y*(z) = o**(lz), weH,
kde I : H — H* je zobrazeni z Véty 1.2.17. Pak

Y (z1 + x2) =y (21) + y*(22), z1,20€ H,

y*(ax) = z**(@(lz)) = ar**(Iz) = ay*(x), ze€ H,ael,

a y* je zfejmé spojité. Tedy y* € H*, ¢ili dle Véty 1.2.17 existuje y € H takové, ze y*(x) = {x,y), © € H. Vezméme
libovolné x* € H* a naleznéme x € H splhujici Ix = z*. Pak

ey(2%) = gy(Ix) = (Iz)(y) = y, ) a
w* (@) = 2™ (Iz) = 2**(Ix) = y*(2) = (z,y) = (Y, 2)-

Tedy ¢, = ™*, coz jsme chtéli dokazat. O
Véta 1.2.19. (a) Prostor (F",| - |2)* je sdruZené linedrné izometricky s (F™,| - |2) pomoci zobrazeni I : y €
(E - ll2) = fy € (B[ - 2)*, kde fy(z) = (z,yp, @ e F".
Zobrazeni I : y e (F",| - |2) — fy € (F"™, |- |2)*, kde fy(x) = 22;1 x;y;, je linedrni izometrie.

(b) Prostor (co)* je izometricky s £* pomoci zobrazeni I : y € £* — f, € (co)*, kde f,(z) = Zle z;Yj, T E Co.

(c) Je-lipe (1, oo)ooa 1 =1/p+1/q, pak prostor (¢2)* je izometricky s {7 pomoct zobrazeni I : y € {7 — f, € ({P)*,
kde fy(x) = ;21 %jy;, © € L.

(d) Je-lip =1 aq = o (tedy opét 1 = 1/p + 1/q), pak prostor (£*)* je izometricky s £* pomoci zobrazeni
I:yel®— f,e(t)*, kde fy(z) = Z;O=1 zy;, x € (L.

(e) Je-li (X,., ) o-konecny prostor s mirou a 1 = 1/p + 1/q, kde p € [1,0), je (LP)* izometricky s prostorem
L% pomoci zobrazeni I : g€ LY — @4 € (LP)*, kde o4(f) = § fgdp, fe LP.
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Dikaz. (a) Prvni tvrzeni plyne z Véty 1.2.18, druhé se snadno oveii.
(b) Pro y € ¢* a x € ¢ je zjevné f, dobie definované linearni zobrazeni na co a plati

Q0 [ee} 0
| fy(2)] = | Z TnYn| < Z |Znyn| < Z |zllcolyn] = zlcollyller-
n=1 n=1 n=1

Tedy fy, € (co)™ a ||fy| < |lyllex. Uvazujeme-li vektory
:(Sgnyla'-'asgnyn707"')7 TLGN,
kde sgn znaci komplexni signum, dostaneme vektory v B,,, které splituji
n n
= > (senyr)ye = Y lynl = |yl
k=1 k=1
Tedy || fy| = v/ Proto je I izometrie (linearita je ziejma).
UkaZme nyni, Ze kazdy prvek f € (co)* je tvaru f, pro né&jaké y € £!. Oznatme
e"=(0,...,0,1,0,...) (1 jena n-tém mists), neN,
a pro dané f € (¢o)* polozme
yn = f(e"), meN.
Vektor 2™ = (sgnyi,...,senyn,0,...) je v B, pro kazdé n € N, a tedy

n

I1f1 = £ (senyr)e Z lyel, nmeN
k=1

Jelikoz je n € N libovolné, je y = (y1,y2,...) € £
Na zavér ukazme, ze f = f, na cy. Pro vektory e™ plati

F(e") = yn = fy(e").

Z linearity plati f = f, na span{e, : n € N}, coz je ale husty podprostor ¢o. Tedy f = f, na co.
(c) Pro y € £7 a x € £P plati z Holderovy nerovnosti

0 0
| 2% @yl < (O 12alP)2 (S lynl DY = 2]en [ylea-
n=1 n=1

n=1

8

Tedy f, je prvek (¢P)* spliwjici | fy|| < |ylles-

Vektor
o0 71/1)
T = (Z |ynq> (ly1 177  sgnyn, [y2|" sgnys, ... )
n=1
splituje
1 [,y [pla—1) Up o
lzler = o772 lyn [P0 = [y |? =1
(Xt ynln)V/e ,;1 Xz Iy (S0 ym| )P Z
Tedy
1 & 1 &
Il = fy(2) = =57 D, [l (senyn)un = =——7 D, [l
o (Xt [yn] )1/ ,;1 (X lyn D)V 7;1

= (Z |yn|q> = (Z |yn|q> .
n=1 n=1

Proto je I linarni izometrie.
Méame-li nyni dan prvek f € (¢P)*, ozna¢me e” jako vySe a polozme

yn = f(e"), meN.

Pro n € N uvazujme
n

= 2 |yr|9~" sgnyxe”.
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Pak

n

n n 1/1’
S gl = f (2 |yk“<sgnyk>ek> = f@) < I/l len = [1£] (2 w) .
k=1

k=1
n 1/q n 1-1/p

(Z ka|q> = (Z yk|q> <[l
k=1 k=1

Dostavame y = (y1,y2,...) € £2 a pro €™ plati

f(€) = yn = fy(e").

Tedy f = f, na span{e, : n € N}, coz je husty podprostor ¢7. Proto f = f, na 7.
(d) Z nerovnosti

Tedy

0
| fy(x Z |Znynl < @] o ylee, @€l yel®,
plyne, ze f, € (¢1)* a | f,| < |ylle=. Pomoci vektorii e™ dostéavame

Iyl = [fy(€™)] = lynl, neN,
tedy | fyl = |yle= a I je izometrie.

Je-li f e (¢*)* dano, polozime

a jako vySe mame

‘yn| = |f(en)| < Hf“a neN,

tj. y = (Y1, y2,...) € £*. Obdobné jako vyse ukazeme, Ze f = f,.
(e) Holderova nerovnost

\ | fgdu‘ <Ifllglys feLrge Lo,
X

fika, ze ¢4 € (LP)* a |lpgll < |glq- Necht ¢ < co. Pak funkce

—1/p
;- (J |g|q> 9" sgng
X

= (. |g|Q)_1/p (], |gp<ql>)1/p (. |g|q)_1/p (/ |g|q>1/p 1
ool > o) = ([ |g|Q)1/p [ = (] |gq)“/p -(f |gQ)1/q.

Proto je I v pfipadé ¢ < oo izometrie.
Pro ¢ = o0 a ¢ > 0 uvaZujme mnozinu A = {x € X : \ ()| > |lglewo — €}. Pak A je kladné miry, a tedy existuje
B < A spliwjici 0 < p(B) < 0. Pak f = h:‘5’0(7‘7);(3 € B

1 J H9H00—5J-
— gl = —=— | ldpu=|g|w—c¢
B) B| | w(B) B ” HOO

Tedy |¢g] = |glle & I je izometrie i v tomto piipadé.
Ukazme nyni, ze je surjektivni. Necht ¢ je spojity funkcional na LP. Pisme X = (JX,,, kde X; c Xy < --- a
0 < pu(X,) < 0, n e N. Pro pevné n € N definujme

spliuje

Tedy

vn(A) = ¢(xa), Ae S AcX,.

Pak je v, o-aditivni mira na o-algebie .7 restringované na X,,. Zjevné je kone¢né aditivni. Dale, je-li {A;: j € N}
4, —0.
P

systém po dvou disjunktnich méfitelnych mnozin v X,,, pak diky Lebesgueové vété plati H XUZ, 4; — XU,
Tedy
oe] m 0
va(|J 4)) = XUz, a,) = lim o(xsm a,) = lim 21 p(xa,) = lim v, (A = > (4
j=

j=1 j=1



Ziejmé je v, absolutné spojité vzhledem k p (na X,), tj. |vn(A)] = 0 pro kazdou A € ./, A < X, spliujici
u(A) = 0.
Podle Radonovy-Nikodymovy véty tedy existuje g, € L'(X,,) spliwjici
vn(A) = f gndp, Ae S AcX,. (1.11)
A
Je-li nyni n < m, pak

f Gndp = vp(A) = ©(xa) = vm(A) =j gmdp, AeS AcX,,
A A

z ¢ehoZ plyne rovnost g, = g, na X,. Lze tedy definovat funkci g na X pomoci vzorce
g = gn na X,
Z (1.11) pak plyne rovnost

o(f) = f fgdu, f je jednoducha funkce nesena jednou z mnozin X,. (1.12)
X

Je-li f € L*(X,), lze ji stejnomérné aproximovat jednoduchymi funkcemi nesenymi X,,, coz rozsifuje platnost
vzorce (1.12) i pro tyto f, tj.

o(f) = fX fgdu, feL*(X,)neN. (1.13)

Mg&jme nyni funkei f € LP(X) danu. Definujme

{f(x), pokud z € X,, a |f(z)| < n,

@ =10 ek

Pouzijeme-li (1.13) pro funkei | f,,| sgn g, dostaneme

lell £1 = lelll frlsgngl = le(1 fnl seng)| = L | fullgl dps.
7 Fatouova lemmatu mame

| 1 #lgtdn = [ timaint | £ullgl e <t | 1,9l do < 111,

a tedy |f||lg| € L'(X). Protoze | f — full, — 0 a ¢ je spojity funkcional, plati ¢(f.) — ¢(f). Z (1.13) a Lebesgueovy
véty tedy dostavame

p(f) = lim o(fn) = lingof fng dp :f fodp.
Zbyva ukazat, ze g € L1(X). Polozme

kud X <n,
gn(x) _ g(sc), .?O ud r € Ap a |g(l‘)| n
0, jinak.

Uvazujme nejprve pifpad ¢ < oo a polozme f = |g,|¥?. Pak pouzitim (1.13) dostavame

1/p
ol ([ tont?) ™ = 1ol > bl snonl > o(Fssngn)l = [ lonl @ = [ o

1/q 1-1/p
([tar) = ([ toarr) <o
X X

| tal = [timint gul? < timint | (g l7 < Jol7 < 2,
X n—ao0 n—0o0 X

Tedy

Z Fatouova lemmatu pak mame

tedy g € LI(X).
Je-li ¢ =00 ac> ¢, je mnozina A = {x € X : |g(z)| = ¢} nulové miry. Kdyby tomu totiZ tak nebylo, existuje
n € N takové, ze A, = A n X, spliiuje 0 < p(A,) < 0. Pak mame z (1.13)

le|p(An) < cp(An) < f lg| = L g(sgng)xa, du = p((sgng)xa,) < [pl|u(An),

n

coz je spor. Proto p(A) =0 a esssup |g| <

|- O
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Poznamka 1.2.20. Vsimnéme si, Ze z diikazu reprezentacnich tvrzeni plyne nasledujici fakt. Jestlize (X, ., u) je
o-koneény prostor s mirou a g je méfitelna funkce takova, ze zobrazeni p: f — SX fgdu, f € LP, je prvek (LP)*,
pak g € L% Pisme X = J_, X,,, kde X; = Xo = --- a 0 < pu(X,,) < 0. Podle piedchazejici véty existuje h € L9
spliwjici o(f) = §y fhdp, f e LP. Tedy

VfelLl: JXf(g—h)du:O.

Staci tedy dokézat, ze u = 0, pokud u je méfitelna funkce na X spliujici SX fudp = 0 pro kazdou f € LP. Z tohoto
predpokladu plyne, ze §, xx, (sgnu)u = 0dp pro kazdé n € N, a tedy §, |u| du = 0 pro kazdou A € & konecné
miry. Tedy v = 0.

Véta 1.2.21 (Rieszova o reprezentaci nezapornych funkcionalti na C(K)). Necht K je kompaktni metricky (topo-
logicky) prostor a A : C(K) — F je funkciondl, ktery md nezdporné hodnoty na nezdiporngch funkcich. Pak existuje
o-algebra & obsahugjici oteviené mnoZiny a mira p na & spliiujict

o Af =T, fdu, feC(K),
o u(E) =inf{u(U): U o E oteviend} = sup{u(F): F c E uzaviend}, E € ..
Spliiuji-li nezdporné miry p, v na borelovskijch mnozindch vijse uvedené vlastnosti, maji na nich stejné hodnoty.

Lemma 1.2.22. Necht K je kompakini topologicky (metricky) prostor. Necht F je jeho uzaviend podmnoZina a
U o F je oteviend. Pak plati:

(a) Ezistuje oteviend V < K spliiujici FcV <V < U.

(b) Ezistuje spojitd funkce f € C(K) spliiujici xp < f < xu aspt f € U (pFipomenime, Zespt f = {x € K: f(x) # 0}).

Driikaz. Dukaz predvedeme pouze pro K metricky. Necht tedy p je metrika na K.

(a) Necht F' < U, F uzaviena a U oteviena. Pokud jedna z téchto mnoZin je prazdna, staéi polozit V = (.
Stejné tak je tvrzeni ziejmé v p¥ipadé V = K. Ve zbyvajicich p¥ipadech plati d = dist(F, K\U) > 0. Polozime-li
tedy

V={zeK: dist(z,F) < g},

mame

FcVcVc{reK: dist(z,F)< -} cU.

N

(b) Necht F' < U jsou mnoziny vyhovujici pfedpokladam. Je-li F' ¢ U prazdna nebo U = K, poZzadovana
funkce zjevné existuje. Ve zbyvajicich piipadech najdeme diky tvrzeni (a) otevienou mnozinu V < K spliwjict
F cV cV cU. Pozadovanou funkci pak ziskdme pomoci formule

B dist(z, K\V)
 dist(z, K\V) + dist(x, F)’

f(x) re K.

Pak totiz f =1na Fa{re K: f(x) >0}V, tedysptf <V c U. O

Lemma 1.2.23. Necht K je kompaktni prostor a {Uy,...,U,} je pokryti K oteviengmi mnoZinami. Pak existuji
spojité funkce g1, ..., gn spliugici 0 < g; < xu,, spt fi c U, i=1,...,n, a >  g; = 1.

Diikaz. Pro kazdy bod x € K najdeme i € {1,...,n} a otevfenou mnozinu V,. spliwjici x € V,, = V, < U;. Diky
kompaktnosti existuje konetnd mnozina 1, ..., 2, v K takova, ze K < (J;_, V,,. Definujme uzaviené mnoziny F;
jako -

Fi=\J{Va,: Ve, c U}, i=1,...,n.
Necht V; jsou oteviené mnoZiny spliujici F; < V; < VLC U;, v =1,...,n. Najdeme spojité funkce fi,..., f, na K
takové, ze xp, < fi < xv;,i=1,...,n. Pakspt fi c V, < U; a Y, fi > 0 na K. Polozme

gi(x) = =——+F—, 2z K, i=1,...,n.

' Y1 fi()

Pak g; jsou spojité, spliuji 0 < ¢; < xv,, sptgi < Ui, i=1,...,n,a >, ,g;=1na K. O

Diikaz Véty 1.2.21. 1. krok. Definujme
W (U) =sup{Af: fe C(K),0< f<xu,sptfcU}, Uc K oteviena.

Pak plati
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. 1(2) =0,
o (U) </ (V),jsouli UV < K oteviené aU c V,
o i/(K)=Al <.
MiuZeme nyni definovat mnoZinovou funkei p* na K jako
p*(E) = inf{y/(U): U > E oteviend}, FE c K.

Pak p* je monotonni mnozinova funkce definovana na vech podmnozinach K, ktera se rovna p’ na otevienych
mnozinach K. Jesté si povSimnéme, Ze se jedna o subaditivni mnozinovou funkci.

Zvolme E, c K, neN, ae > 0. Vezméme U,, > E, spliwjici x'(Uy,) < p*(E,) + 5. Polozme U = Uf=1 U,
Necht fe C(K) spliuje 0 < f < xu, spt f < U a p/(U) < A(f) + &. Polozime-li L = spt f, dostaneme kompaktn{
podmnozinu U. Existuje tedy index m € N takovy, ze L < | J;~, U;. Polozme V,;,s1 = K\L aV; =U;,i=1,...,m
Pak {V1,..., Vi1 je oteviené pokryti K, a tedy dle Lemmatu 9.1.43 existuji spojité funkce g1, ..., gm+1 splitujici

m+1
0<gi<xv, sptgicVi, i=1,... m+1, a Zgizl.

Protoze gm+1 = 0 na L, plati >, | g; = 1 na L. Polozme h; = fg;,i=1,...,m. Pak
m
0<h; <xu,, spthicU;, i=1,...,m, a f=2h

i=1

Tedy

+§] (,u*(Ei) + %) =2 + ZM*(Ei).

Tedy p* je vngjsi mira na K.

2.krok. Ukazme, Ze pro disjunktni oteviené mnoziny U,V plati u*(U v V)
je dano. Nalezneme f, g spojité funkce splijici 0 < f < xy, sptf < U a0
A(f) =z p*(U) —eallg) = p*(V) —e. Pak 0< f+g < xuov aspt(f +9) cU

= p*(U) + p*(V). Necht € > 0
< g < xv, sptg c V takové, ze
vV, atedy

prUOV)2Af+g) =AM +Ag=p*(U) + p*(V) — 2.

Tedy p*(U v V) = p*(U) + p*(V). JelikoZ obracené nerovnost plati diky subaditivité p*, je druhy krok hotov.
3. krok Ozname
={FEcK:u*(T)=p*(TnE)+u*(T\E), T c K}.

Dle Caratheodoryho konstrukee je pak . o-algebra a u = p*|o je mira.
Je tieba ukazat, ze . obsahuje v8echny borelovské podmnoziny K. K tomu staci ovéfit, ze . obsahuje vSechny
oteviené mnoziny, tj. ze plati

VU < K oteviena VT < K: pu*(T) = p*(T nU) + p*(T\U). (1.14)

Mgjme tedy otevienou neprazdnou mnozinu U < K a testovaci mnozinu T' ¢ K. Necht € > 0. Zvolme W o T
otevienou spliwujici u*(W) < p*(T) + €. Z definice najdeme f € C(K) takovou, Zze 0 < f < xwn~u, spt f < WU
alAf>p*(W nU) —e. Protoze spt f ¢ W n U, existuje oteviend mnozina V spliujici

sptfcVcVcecWnU.

Pak
p* (V) =z Af zp*(WnU) -

Pak V a W\V jsou disjunktni oteviené mnoziny. Pouzitim 2. kroku tedy dostavame
w*(T) (W) —ezp* (Vo (W\V)) —e=p*(V)+p*(W\V) —¢

> p*
> p* (WmU)—&-u (W\U) —2¢ > *(TmU)—l—,u*(T\U)—Qs.

Tedy p*(T) = p*(T n U) + p*(T\U) pro kazdou T' ¢ K. ProtoZe obracena nerovnost plyne ze subaditivity u*,
plati (9.4).
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4. krok. Je-li E € ., mame z definice p* rovnost
w(E) =inf{u(U): U o E oteviena}.

Prechodem ke komplementtim ovéfime regularitu vnitini. Tedy p je regularni mira na .&.
5. krok. Ukazme, ze Af = SK f du pro kazdou f € C(K). Zjevné stadi dokdzat tuto rovnost pro kazdou redlnou
spojitou funkci, coz diky linearité znamend overit nerovnost Af < fdp pro kazdou realnou f € C(K). Je-li

f e C(K) dana, lze diky faktu A(1 SK 1du po pricteni vhodné konstanty predpokladat bez Gjmy na obecnosti,
ze f ma hodnoty v néjakém 1ntervalu [0,a]. Zvolme e > 0 abody 0 = yp < y1 <+ < Yp—1 < @ < Yp, kde
Yi —Yi—1 < € pro i =1,...,n. Pak mnoziny

Ei={reK:yi_1 < f(z)<wy}, i=1,...,n,

tvori borelovsky rozklad K. Pro ¢ = 1,...,n, necht U; jsou oteviené mnoZiny spliujici
wU) <E)+> a BicUc{zeK: f(z) <y +e)
n

(takové mnoziny existuji diky regularité p a spojitosti f). Systém {Uj,...,U,} tvoii oteviené pokryti K, a tedy z
Lemmatu 9.1.43 existuji spojité funkce g1, ..., g, na K splaujici

n
Ogg’ngUn SpthCUZ, i=1,...,n, a Zgzzl

Pak mame g, f < (yi +¢€)gi a (yi —€)xp, < fxp,i=1,...,n, atedy

n

Af =AM g:if) = D Maif) < Z(yi +¢e)Agi

i=1 i=

J fdu+eu(K)+a+2e)

_ J Fdp+ e(u(K) + a + 2).
K

Tim je dikaz 5. kroku dokoncen.

6. krok. Necht p, v jsou dvé miry spliwjici §,. fdp = Af = §,. fdv pro kazdou f € C(K). Je-li U c K oteviena
mnozina a € > 0, najdeme uzavienou mnozinu F < U spliujici u(U) < wu(F) + €. Necht f € C(K) spliuje
Xr < f < xu. Pak

u(U)<,u(F)+€<Jdeu+5:fodu+€<V(U)+£.

Tedy p(U) < v(U) pro kazdou otevienou mnozinu U. Prohozenim roli u a v dostaneme rovnost p a v na otevienych
mnozinach, a z regularity tedy i na borelovskych mnozinach K. O

Véta 1.2.24 (Rieszova o reprezentaci (C(K))*). Je-li K kompakini metricky (topologicky) prostor, je (C(K))*
izometricky s prostorem reguldrnich borelovskyjch mér M (K) na K pomoci zobrazeni I : € M(K) — ¢, € (C(K))*,

kde 0, (f) = §i fdu, f e C(K).
Dikaz. Je-li pe M(K), mame

euNI <1 | £l < | 191l < N1 7<),

Tedy [¢u] < [p/(K) = |pl. Na druhou stranu, existuje borelovska funkce h spliwjici |h| = 1 a du = hd|ul.
Necht {f,} je posloupnost spojitych funkeci nepfesahujicich v normé 1 takova, ze f, — h |u|-skoro vSude (viz
Véta 1.5.17(b)). Pak

i, | fudp = | Rl = | 1l = lal() = ol
K K

n—oo
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Tedy [oull = [p-
Ukazme, Ze I je na. Necht ® € (C(K))* o normé& 1 je dano. Necht C (K) a Cr(K) znad¢i nezdporné, respektive
realné spojité funkce na K. PoloZzme
Af = sup{[®h]: he C(K), b <}, feCy(K).
Pak pro f € C(K) plati
AS = sup{[®h: h e C(K), bl < f} < sup{|®] [h] : he C(K), || < 1} < @] |£] < |f1,
a tedy je A dobie definované zobrazeni. Dale plati
A(C+(K))C[0,00), Afl <Af2 pro f1<f2V0+(K), A(Cf)ZCAf7 CZO,fEC.;,_(K).

Ukazme, zZe
A(f+g9)=Af+Ag, [fgeCy(K). (1.15)
Pro € > 0 najdeme hq, hy € C(K) takové, ze |hi| < f, |ho| < g a

Af <|®(hy)|+ec a Ag<|®(hy)| +e.
Necht aq, ap jsou komplexni jednotky spliwujici o; ®(h;) = [®(h,)], i = 1,2. Pak

Af+Ag < |<I)(h1)| + |(I)(h2)‘ + 2e = (I)(Ozlhl + Oéghg) + 2¢
S A(h1| + |h2]) + 26 < A(f + g) + 2e.

Obrécend, necht h € C(K) spliwje |h| < f + g. Polozme
V={zeK: f(z)+g(z)> 0}

[ @)h(z) g(@)h(x)
hi(z) = { T@ra@r TEVe oy ey TSV
0, xe K\V, 0, xe K\V,

Funkce h; jsou zjevné spojité v bodech mnoziny V', v bodech doplitku se spojitost odvodi diky odhadu |h;| < |h| a
vlastnosti |h| = 0 na K\V. ProtoZe hy + ha = h a |hi| < f, |ha| < g, mame
[©(h)] = [®(h1) + (h2)| < [®(h1)] + |®(h2)| < Af + Ag.

Rovnost (9.5) je tedy ovéfena.
Zobrazeni A lze nyni linearné rozsifit na Cg(K) pomoci piedpisu

Af =Afi=Afe, f=Ffi—fo fr, f2€ CL(K), f € Cr(K).
Poznamenejme, Ze tato definice je korektni, jelikoz mame-li f = f; — fo = g1 — g2, kde f1, f2,91,92 € C(K), pak

fi+g2 = g1+ fo,

a tedy A(f1) — A(f2) = Alg1) — Alga)
Dale dodefinujeme A na C'(K) pomoci vzorce

Af =ARef)+iA(Im f), feC(K).
Tim jsme obdrzeli nezaporny funkcional A na C(K) s vlastnosti

[ (N < A(fD),  feC(K).

Dle Véty 1.2.21 existuje nezaporné regularni mira A na borelovskych mnozinach spliujici

Af = Jde)\7 feC(K).

Protoze

[@(N) < A(lf]) = JK [fLdX = | Flr o) AE) = [l )AL < | flzrny, [ e CK),

a O(K) je husty podprostor L'(\) (viz Véta 1.5.17(c)), lze ® chapat jako prvek prostoru (L*(A))* (viz Véta 1.1.37).
Tedy dle Véty 1.2.19(e) existuje g € Br(y) takova, ze

o) = | foan fecum).
K
Pak komplexni mira u definovana jako du = gd\ je pozadovany prvek M (K) reprezentujici ®. O
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Disledek 1.2.25. Prostor ({°)* je izometricky prostoru M(BN) (zde SN znaéi Cechovu-Stoneovu kompaktifikaci
N).

Véta 1.2.26 (James). Necht X je Banachiv prostor. Pak ndsledujici turzent jsou ekvivalentni.

(i) X je reflexivni,

(ii) kazdy funkciondl f € X* nabgvd své normy na Bx.
Diikaz. (i) == (ii) Necht f € X*. Najdeme z** € Sy« tak, ze |f| = |=**(f)]. Z reflexivity existuje z € Sx
splijici g, = z**. Pak

[ = 12**()] = lex(F)] = [f(2)].
(il) = (i) Bez dikazu. O

Véta 1.2.27. Necht X je normovany linedrni prostor.

(a) Je-li X reflexivni, je X je uplny.

(b) Je-li X izomorfni s Y a X reflexivni, je i Y reflexiond.

(¢) Je-li X Banachiv, je reflexivni prave tehdy, kdyZ X* je reflexivnd.

(d) uzavieny podprostor reflexivniho prostoru je reflexivnd.

(e) Jsou-li X, Y reflexivng, je X ®Y reflexivnd.

(f) Je-li Z cc X uzavieny a X reflexioni, je X /Z reflexivnd.

Diikaz. (a) Je-li e(X) = X**, je X izometricky izomorfni s aplnym prostorem X**. Tedy je sam tpluy.
(b) Necht T': X — Y je izomorfizmus, Y reflexivni a z** € X**. Polozme

Pak y** € Y** a tedy existuje y € Y spliwjici e, = y. Pak © = T~y splituje e, = z**. Zvolme totiz z* € X*. Pak
y* =a*oT 1 eY* atedy

g (@*) = 2™ (@* o T o T) = 2™ (y* o T) = y** (y*) = y*(y) = («* o T7")(Tz) = z* ().

(c) Necht g1 : X — X** a g9 : X* — X*** jsou kanonickd vnofeni. Je-li X reflexivni a a*** € X*** | je prvek
=z

* *EE oy € X* aplati eg(a*) = ***. Pro y** € X** totiz najdeme y € X spliujici 1 (y) = y**, pak

T

***(

e Y) = (@) (e1(v) = 2 (y) = e1(v) (%) = y** (@¥) = (e2(=™)) (y™).

Tedy X* je reflexivni.
Necht nyni X* je reflexivni a £1(X) # X**. Pak existuje *** € Sxuxss s vlastnosti z*** = 0 na £1(X). At
x* € Sy spliiuje ea(a*) = x***. Pak pro z € X mame

0= 2" (e1(2)) = (e2(a™))(e1(2)) = (e1(2))(@¥) = 2* (),

a tedy x* = 0. To je ale spor s faktem x* € Sxx.
(d) Necht Y cc X je uzavieny. Necht 1 : X — X** a ey : Y — Y™** jsou kanonickd vnofeni. Pro y** e Y**
poloZzme
T (%) = y** (a¥y), 2t e X*.

Pak z** € X** a tedy existuje € X spliwjici 1(z) = **. Pak dokonce x € Y, protoze v opatném p¥ipadé by
existoval funkcional z* € X* spliujici z* = 0 na Y a 2*(z) = 1, coz by znamenalo

1 =a%(z) = (e1(2))(2¥) = 2™ (%) = y™*(a*[y) = 0.
Nakonec ukazme, Ze e2(x) = y**. Dané y* € Y* rozsifme na z* € X* a pocitejme
(e2(2))(y") = y*(2) = 2%(z) = (e1(2))(2¥) = 2™ (2") = y™* (@%|y) = y™* (y*).

(e) Oznatme € : X @Y - (X @Y)*™ &1 : X - X* a ey : Y — Y** pfisluna kanonicka vnoreni. Necht
2** e (X @Y)**. Polozme
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kde (z*,0) je prvek v (X @ Y)* definovany jako (z*,0)(z,y) = x*(z) (analogicky definujeme prvek (0,y*)).
Dostaneme tim prvky druhych duali, a tedy existuji elementy z € X a y € Y tak, ze e1(z) = 2** a ea(y) = y**.
Pak e(x,y) = z**. Je-li totiz z* € (X ®@Y)*, polozime

a*(z) = 2*(2,0), ve X, y*(y) =2"(0,y), yeY.
Pak z* = (2*,0) + (0,y*), a dostavame tedy
ZHH(2%) = 2((@%,0) + (0,4%)) = 2™ (@) + y** (y)
= e1(2) (%) + e2(y) (") = 2™ () + ¥* (v)
= Z*(xﬁl/) = E(x,y)(Z*)'

= ¥,

Tedy E(z,y)
(f) Necht ¢ : X — X/Z je kvocientové zobrazeni a

Z+ = {z* e X*:2* =0 na Z}.
Pro z* € Z+ oznaéme Iz* € (X/Z)* definované jako
Iz*([z]) = 2*(z), [z]e X/Z.

Zjevné je Ix* dobie definovany prvek (X/Z)* a zobrazeni I : Z+ — (X/Z)* je linearni a spojité.
Pro dané z* € Z1 a [z] € X/Z zvolime € > 0 a najdeme y € [x] spliwjici |y < |[z]] + . Pak

(Lz*([x])] = [2* ()| < [=%] [yl < =] ([[=]] + <).
Mg&jme nyni dan prvek ¢ € (X/Z)**. Polozme
y**(@%) = Y(Iz*), o ez,
a uvazujme n&jaké jeho spojité rozsifeni v** € X**. Necht x € X spliiuje e, = v**. Chceme ukazat, ze e, = .

Necht tedy ¢ € (X/Y)* je dano. Pak % = poge Z+ a Iz* = ¢, nebot

(Lz*)([z]) = 2*(2) = poq(z) = ([z]), [z]€ X/Z.
Tedy

O
Priklad 1.2.28. (a) F” je reflexivni (s libovolnou normou).
(b) LP(X,., u) je reflexivni pro kazdy o-koneény prostor X a 1 < p < oo.
() co, €%, £, L1([0,1]), L*([0,1]) a C([0,1]) nejsou reflexivni.
(d) Existuje Banachiv prostor J (tzv. Jamesiv prostor), ktery neni reflexivni, i kdyz je izometricky s J**.
Diikaz. (a) (F™, || - ||2) jest reflexivni, nebot se jedn& o Hilberttav prostor. P¥i ekvivalentni renormaci se reflexivita

zachova diky Vété 1.2.27(b).
(b) Necht I : L? — (LP)* oznacuje izometrii z V&ty 1.2.19(e). Je-li ¢ € (LP)** dano, je ¢ o I € (L%)*. Existuje
tedy f € LP splaujici

L 9f =¢s(g) = Wol)(g), gelL

Pak €4 = 1), protoze pro ¢ € (L”)* nalezneme g € L9 s vlastnosti g = ¢ a spocteme

e4(0) = e(Ig) = Ig(f) = L fo= L af = WoI)(g) = ¥(p).

(¢) Jednoduse se ovéri, Ze funkcionaly
N T
T € cy— 7;1 277
1
feri(o.u) ~ [ ear
0

1
1
fec(o) ~ [ (-
0
nenabyvaji své normy na piislusnych prostorech. Tedy cy, L'([0,1]) a C([0,1]) nejsou reflexivni. Pro zbyvajici

piipady tvrzeni plyne z Vét 1.2.27(c) a 1.2.19.
(d) Bez dukazu. O
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1.3 Uplnost v Banachovych prostorech

Véta 1.3.1 (Baire). Je-li X dplng metricky prostor a G, n € N, jsou oteviené husté podmnoZiny X, je ﬂle G,
hustd mnozina.
Tedy X nent proni kategorie v sobé, tj. X nelze napsat jako spocetné sjednoceni Fidkjch mnoZin.

Diikaz. Necht G je dana otev¥ena neprazdna mnozina. Hledame bod x € G n [ G,,. Induktivné najdeme oteviené
neprazdné mnoziny U,, € X spliiujici pro kazdé n e N

e U CcG,

L4 T—ﬁ-lc Un,

[ LLLCZC;G(§n+h
e diamU, < %

V prvnim kroku najdeme U; takto: Jelikoz je G n GG; oteviena neprazdna mnozina, lze najit bod y € G n G spolu
s polomérem r € (0,1/2) tak, ze B(y,r) € G n G;. Polozme Uy = U(y,r).
Mame-li jiz Uy, ... U, sestrojeny, najdeme v oteviené neprazdné mnoziné U, n G, 41 bod y. Déle nalezneme
re (0,1/2(n + 1)) takové, ze B(y,r) < U, N Gpt1. Pak Uyy1 = U(y, ) je zfejmé pozadovana mnoZina.
Diky tplnosti prostoru X je prinik
0 a0
(1on=(Tn
n=1 n=1

nepriazdna mnoZzina obsahujici pravé jeden bod; nazvéme ho x. Pak z € U; € G a pro kazdé ne N je x € U, € G,,.
Tedy z€ G () Gn. O

Vé&ta 1.3.2 (Princip stejnomérné omezenosti). Necht X je Banachiv prostor, Y je normovany linedrni prostor a
F < L(X,Y). Pak ndsledugici tvrzent jsou ekvivalentni.

(i) sup{||L| : L € F} < 0,
(i) pro kaZdé v € X je sup{|Lx| : Le F} < o0.
Diikaz. Zjevné (i) = (ii). Pfedpokladejme nyni platnost (ii) a pro n € N polozme
F, ={xe X :||Tx| <n pro kazdé T € F}.

Pak jsou F,, uzaviené mnoziny pokryvajici diky (ii) celé X. Jedna z nich, napiiklad F),,, méa proto diky tplnosti
X neprazdny vnit¥ek. Tedy existuje koule B(zg,r) € F,,. Je-liz € Bx a L € F, je g + rz € B(xg,r), a tedy

|L(rz)| < ||L(zo + rz)| + |Lao| < 2no.
Tedy
2
|La| < T2, we By,
T
coZ znamené sup{||L| : L € F} < 2% .

Vé&ta 1.3.3 (Banach—Steinhaus). Necht X je Banachiv prostor, Y je normovany linedrni prostor a {L,} je po-
sloupnost v L(X,Y) je takovd, Ze lim, o Lyx existuje pro kaZdé x € X. Pak L : x > lim, o Lyx, z € X, je
spojity operdtor z X do'Y.

Diikaz. Ze spojitosti vektorovych operaci plyne, Ze L je linearni operator. Protoze je pro kazdé x € X posloupnost
{L,x} konvergentni, je pro kazdé z € X
sup{||L,z| : n € N} < o0.

Z Véty 1.3.2 plyne konecnost ¢isla C = sup{||L,| : n € N}. Tedy pro x € X mame
|La| = lim |[Lnz| < limsup |Ln||z] < C|z].
n—0 n— oo

Tedy | L] < C. O

Definice 1.3.4. Zobrazeni f : X — Y metrického prostoru X do metrického prostoru Y je oteviené, pokud f(U) je
oteviend mnoZina v Y pro kazdou otevienou mnozinu U < X. (Tento pojem lze uvazovat i v kategorii topologickych
prostori.)
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Véta 1.3.5 (O otevieném obrazeni). Necht X,Y jsou Banachovy prostory a T € L(X,Y) je na. Pak T je otevrené
zobrazent.

Lemma 1.3.6. Necht X je Banachiv prostor a Y normovany linedrni prostor. Je-lir,s >0 aT € L(X,Y) spliiuje
U(0,s) cT(U(0,1)), pak U(0,s) < T(U(0,r)).

Driikaz. Nejprve si povSimneme, Ze lze bez Gjmy na obecnosti uvazovat pripad r = s = 1. Vskutku, méame-li jiz
dokézané tvrzeni v tomto piipadé a T'e L(X,Y") splije pfedpoklady pro n&jaka r,s > 0, pak operator ZT" spliiuje
U(0,1) « (57)(U(0,1)), a tedy U(0,1) = ($T)(U(0,1)), tj. U(0,s) = T(U(0,7)).

Uvazujme tedy piipad r = s = 1 a oznafme jako Ux (respektive Uy) jednotkovou kouli v X (respektive
v Y). Necht z € Uy je dano. Najdeme 6 € (0,1) takové, Ze ||z| < 1 — 0. UkdZeme, ze y = 155 € Uy leii v

5T (Ux) = T(155Ux). Pak totiz pro x € 25Uy spliwjici y = Tz plati

=(1-0)y=01-8Tx=T((1-0)x) e T(Ux).
Induktivné najdeme prvky yo,y1,... v Y takové, Ze
e yo =0,
* |y —yn| <" n=0,
® Y —Yn_1 €T(6" Ux), neN.

Zjevné je volbou yy = 0 druhd podminka splnéna. Predpokladejme nyni, Ze vy, ..., yn—1 splitujici pozadované
podminky jiz mame nalezeny. Pak

Y—Yn_1 € 0" WUy c " T (Ux) = T(6"Ux),

a tedy existuje w € T(6" 1Ux) splitujici
|y = Yn—1 —w| < o™

Pak y, = yn—1 + w spliiuje poZzadované podminky. Tim je konstrukce provedena.
Nyni najdeme pro n € N vektory x,, € 6" 'Ux takové, 7Ze Y, — yn—1 = T'Tn. Protoze Y., |2,]| < 0 a X je
aplny, je prvek x = Zle x,, dobfe definovan, pficemz plati

=] < Z [zl < Z "t = 7{5

n=1

Tedy

0

Tm:iTxn*Z ynlfhmyk:y

n=1 n=1

Tim je dikaz lemmatu dokoncen. O

Dikaz Véty 1.3.5. Diky linearitd zobrazeni T sta¢i dokéazat, ze T(Ux) obsahuje okoli 0. Protoze

o8] o8]
Y =TX = | J T(nUx) U
n=1 =1

a'Y je uplny, existujene Y, yo € Y a r > 0 takové, ze

Ul(yo,r) < nT(Ux).
Jelikoz je mnozina m symetricka, je i

U(=yo,r) € nT(Ux).

Pro y € U(0,r) pak diky konvexité mnoZiny nT(Ux) plati

1 1 -
y=-(yo+y)+ 5(*?;0 +y) e nT(Ux).

2
Tedy U(0, =) = T(Ux). Z Lemmatu 1.3.6 dostavame U (0, ©-) < T'(Ux). O
Véta 1.3.7. Necht XY jsou Banachovy prostory a T € L(X,Y) je surjektivni operdtor.

(a) Je-li T prosté, je T—1 spojité; tedy T je izomorfizmus X na'Y.
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(b) Ezistuje ¢ > 0 takové, Ze pro kazdé y € Y emistuje x € X spliugici Tz =y a |z| < c|y].
(c) Prostor'Y je izomorfni s X/KerT.

Driikaz. (a) Spojitost T—! plyne z otevienosti T, tedy z Véty 1.3.5.
(b) Diky Vété 1.3.5 nalezneme r > 0 takové, ze T(Bx) D rBy. Je-li pak y € Y nenulové, je Hrﬂy € rBy, a tedy

existuje x € By splitujici Tw = riry. Pak T(@oj) =ya ||@xH < 1|y|. Tedy tvrzeni (b) plati s konstantou ¢ = 1.

(c) Definujme T:X /KerT — Y jako f[as] = Tz. Pak T je dob¥e definované prosté a surjektivni zobrazen.
Navic je spojité. Mame-li totiz [z] € Ux,ker, existuje y € [z] n Ux. Pak

|T1a1| = 1Tyl < 1Tl Iyl <17
Tedy HTA“H < |T| a T je spojité. Proto je T' izomorfizums dle (a). O

Definice 1.3.8. Je-li f: X — Y zobrazeni mnoziny X do mnoZiny Y, nazyviame mnozinu

grf={(z,y)e X xY :y= f(x)}

grafem zobrazeni f.
Zobrazeni f : X — Y metrického prostoru X do metrického prostoru Y méa uzavieny graf (je uzaviené), pokud
je mnoZina gr f uzaviena v X x Y.

Véta 1.3.9 (O uzavieném grafu). Jsou-li X, Y Banachovy prostory a T : X — Y je linedrni zobrazend s uzaviengym
grafem, pak T je spojité.

Diikaz. Necht G je graf T' a P, @ jsou projekce G na X, respektive Y. Pak P : G — X je spojita bijekce, tedy i
P~ je spojité. Pak je ale i
T=QoP!

spojité. O

Véta (viz Véta 1.1.25). Je-li X Banachiv prostor a X =Y @ Z, kde Y, Z jsou uzaviené podprostory X, plati
X=Y® Z.

Diikaz. Necht P :Y®Z — Y je projekce dana rozkladem X = Y@ Z. Diky Vété 1.3.9 staci dokazat, Zze P je uzaviené

zobrazeni. Necht tedy x,, — x a Px,, — y. Pak y € Y a plati z,, — Px,, € Z, proto x —y = lim,_, (2, — Px,) € Z.
Tedy

r=y+(x—vy), yeYx—yeZ
Proto Px = y. Tim je dikaz dokoncen. O

1.4 Operatory

1.4.1 Dualni operatory, adjungované operatory a zdola omezené operatory

Definice 1.4.1. Necht X,Y jsou normované linearni prostory a T je v L(X,Y). Pak definujeme dudlni (resp.
adjungovany) operator T': Y* — X* jako

T'y*(x) = y*(Tx), zeX,

kde y* € Y*. (Ve V&g 1.4.2 dokazeme, ze T’ je dobfe definovany.)
Operator (1) (tj. dudlni k T") pak znacime T".

Véta 1.4.2. Necht X,Y,Z jsou normované lindrni prostory.
(a) Je-li T € L(X,Y), je T'y* € X* pro kaZdé y* € Y*. Navic T' € L(Y*, X*) o |T| = |T’|.
(b) T — T’ je linedrni zobrazeni z L(X,Y) do L(Y*, X*).

(c) Necht S € L(Y,Z). Pak (ST) =T'S". Necht I: X — X je identické zobrazeni. Pak I' = I.
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Dikaz. (a) Pro dané y* € Y* je zobrazeni x € X — y*(Tx) zjevné spojité a linearni, tedy se jedné o element X*.
Linearita zobrazeni T": y* € Y* > y* o T je zjevna. Navic plati

IT'| = sup [T'y*| = sup sup [T"y*(x)|

y*eBy x y*eBy 4 T€Bx

= sup sup |T'y*(z)| = sup sup |y*(Tx)]

reBx y*EBY* reBx y*GBY*
= sup |Tz| = [T,
IGBX
atedy TV e L(Y*, X*) a |T| = |T’|.
(b) Linearita zobrazeni T — T” se snadno ovéfi a tvrzeni (c) plyne z p¥imocarého vypoctu. O

Véta 1.4.3. Necht Hy, Hy jsou Hilbertovy prostory a T € L(Hy, Ha). Pak existuje prdvé jedno T* € L(Hs, Hy)
takové, Ze (Tx,y) = {x, T*y) pro kazdé x € Hy, y € Ho.
Ddle T* = IflT’Ig, kde I; - H; — HY, i = 1,2, jsou prislusné sdrufené-linedrni izometrie z Véty 1.2.17.

Diikaz. Necht y € Hy je dano. Pak f, : @ — (T'z,y) je prvek (H1)*, a tedy dle Véty 1.2.17 existuje pravé jeden
prvek T*y € Hy splhujici
<T.’E,y>: <$7T*y>7 xEHl-

Necht nyni I (respektive I) je sdruZené-linearni izometrie Hy na (Hp)* (respektive Ha na (Hz)*). Pak

Lixg = fo, 1 x € Hy — (x,70), xg € Hy,

Iyyo = fyo 1y € Ha—> (Y, 90), Yo € Ha.
Necht yo € Hy. Pak T'(Ioyo) = T"(fy,) € (H1)*, tedy existuje pravé jedno z¢ € Hy spliwjici
T'(fyo) = fao (= T10).

Pak pro x € H; mame

(@,20) = fao(2) = (T"fy) (@) = fyo (Tx) = (T, y0) = <z, T*yo),
a tedy xg = T*yq. To nefika nic jiného nez, Ze

T*yo =Xy = Il_lTIIQ(yO).

Definice 1.4.4. Operator T* z predchazejici véty nazyvame adjungovanym operatorem k T
Véta 1.4.5. Necht Hy, Hy, H3 jsou Hilbertovy prostory. Pak plati ndsledujict turzeni:

(a) Je-li T € L(Hy, Hs), je (T*)* = T. Pokud T € L(Hy,Hs) a S € L(Hs, Hs3), plati (TS)* = S*T*. Je-li
I1: Hy — H; identické zobrazent, plati I* = 1I.

(b) Zobrazeni T — T* je sdruzené-linedrni izometrie L(Hy, Hy) na L(Hs, Hy).

Diikaz. (a) Protoze
Vo € Hy,y € Hy : {(T%) 2, )m, = (&, T*yyn, = Tz, y)m,,

plati T%* = T'. Zbyvajici rovnosti se snadno oveii.
(b) Pro pro a € F plati

Vo e Hi,y e Hy : (z, (aT)*y) = {(aT)z,y) = oz, T*y) = (z, (@T™)(y))-

Tedy (aT)* = aT* a T — T* je sdruZené-linearni zobrazeni. Je izometrické z Véty 1.4.2 a 1.4.3. Kone¢né je na,
protoze pro dané S € L(Hq, Hy) plati T = S* € L(H,Hy) a T* = S** = S z (a). O

Definice 1.4.6. Je-li X normovany linearni prostor a A < X, definujeme
At = {z* € X* : 2¥(a) = 0 pro kazdé a € A}.
Analogicky pro mnozinu B ¢ X* poloZzme

B, ={z e X :b*(z) = 0 pro kazdé b* € B}.
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Poznamka 1.4.7. Je-li H Hilbertuv prostor, Ac H a I : H — H* identifikace z Véty 1.2.17, pak
I7Y(AY) = {z e H : {a,z) = 0 pro viechna a € A} (= A* ve smyslu Hilbertova prostoru).
Lemma 1.4.8. Necht X je normovanyg linedrni prostor a A < X, B < X*. Pak
(a) At je uzavieny podprostor X* (je dokonce w* -uzavieny),
(b) By je uzavieny podprostor X,
(c) plati spanA = (A+).
Diikaz. (a) Ziejmé At je podprostor X*. Jestlize {x*} je posloupnost v A+ konvergujici k 2* € X* a a € A, pak

% BT * _
z*(a) = nlglgoxn(a) =0.

Tedy z* € A+

Tvrzeni (b) se dokaZe obdobné.

(c) Ziejmé A < (A1), . Protoze je B, uzavieny podprostor v X pro kazdou B < X* dle (b), plati spand c
(A1) 1. Je-li x € X\spanA, existuje x* € X* spliwjici 2*(z) = 1 a z* = 0 na spanA (viz Véta 1.2.8). Tedy x* € A+
a x*(z) # 0. Proto = ¢ (A*),. O

Vé&ta 1.4.9. Jsou-li X,Y jsou normované linedrni prostory a T € L(X,Y), plati
(a) KerT" = (Rng T)*,
(b) KerT = (RngT"),,
(¢) RugT = (Ker T")

() RugT"" = (KerT)*.
Diikaz. Tvrzeni (a) dostaneme z ekvivalenci
y*eKerT — Ty*=0 < Ve X :T'y*(z)=0

— VreX:y*(Tz)=0 < y*e (RngT)".

Tvrzeni (b) dokédZeme obdobné:
zeKerT < Tr=0 < Vy*eY*:¢y*(Tz)=0
— Vy*eY*:(T"y*)(x) =0 < z € (RngT"),.

(c) Protoze Ker " = (Rng T)* dle (a), plati

(KerT'), = (RugT)*), = Rug T

dle Lemmatu 1.4.8(c).
Dukaz (d) nebude. O

Lemma 1.4.10. Necht X,Y jsou normované linedrni prostory a T € L(X,Y). Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvi-
valentny.

(i) existuje ¢ > 0 tak, Ze |Tz|| = c|z|| pro kaZdé x € X,
(ii) inf{|Tx| :z€ Sx} >0,
(ii) T je izomorfizmus do.
Jsou-li X, Y 4plné, jsou predchdzejici podminky ekvivalentni s podminkou
(iv) RngT je uzavieny a T : X — RugT je prosty.

Dikaz. Ziejmé (i) <= (ii) a (iii) <= (i) dle Véty 1.1.35(a).
Necht X,Y jsou tplné. Pak (iii) = (iv) dle Véty 1.1.35(c) a (iv) == (iii) diky Véte 1.3.7(a). O

Definice 1.4.11. Necht X, Y jsou normované linearni prostory. Operator T € L(X,Y") spliwjici (ii) z predchézejict
véty se nazyva zdola omezenyj operétor.
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Lemma 1.4.12. Necht X,Y jsou normované linedrni prostory a T € L(X,Y). Pak T" oex =ey oT, kde ex a
ey znact kanonickd vnotent do druhych dudli.

Ditkaz. Pro x € X a y* € Y* plati

(ev(Tx)) (y*) = y*(Tz) = (T'y*)(z) = (ex (@) (T'y*) = (T"ex () (y"),
tedy ey (Tx) = (T"ex)(z). O
Véta 1.4.13. Necht X,Y jsou Banachovy prostory a T € L(X,Y).
(a) Operdtor T je izomorfizmus do'Y prdvé tehdy, kdyZ T' je na.
(b) Operdtor T je na prdvé tehdy, kdyz T’ je izomorfizmus do X*.
(c) T je izomorfizmus prdvé tehdy, kdyz T’ je izomorfizmus.

Lemma 1.4.14. Necht X,Y jsou Banachovy prostory a T € L(X,Y). Pokud existuje ¢ > 0 takové, Ze |T'y*| =
clly*| pro y* € Y*, pak plati T(Ux) > cUy-.

Diikaz. Ukazme, Ze

CUy (e T(Ux) (116)
Necht yo € Y\T'(Ux). Pak dle Véty 1.2.10(b) existuje ¢ € Y* a d € R spliwjici

Re¢(yo) > d > sup{Re p(y): y € T(Ux)}.
Protoze T'(Ux ) obsahuje 0, je d > 0. Polozme y* = écp. Pak

E

ly* (yo)| = Rey™*(yo) = 7 Re o(yo) > 1.

Necht nyni « € Ux je libovolné. Nalezneme « € F, |a| = 1, splimjici

lp(Tz)| = ap(Tz).

Pak ax € Ux, a tedy plati

57(T0)| = | Go(Ta)| = Go(Ta) = olT(an) = §Rel(Tlaa)) < 1.
Tedy
ly*(yo)| > 1 = sup{|y*(y)| : y € T(Ux)}.
Pak mame
cly*| < ||T'y*| = sup [T'y*(z)| = sup |y*(Tz)| < 1.
zeUx zeUx
Tedy

1
L < Jy*(yo)l < ly*llwol < EHZ/0||~

Tim padem |[lyo| > ¢ a yo ¢ cUy. Tim je ovéfeno (1.16).
Z Lemmatu 1.3.6 pak plyne T'(Ux) o cUy. O

Diikaz Véty 1.4.13. (a) Necht T : X — RngT je izomorfizmus a x* € X* je dano. Pak z*oT 1 je spojity funkcional
na RngT. Lze ho tedy rozsitit na y* € Y*. Pak pro z € X plati

(T'y*)(z) = y*(Tw) = (@* o T7H)(Tx) = a*(w).

Tedy T'y* = x* a T’ je na.
Necht nyni 7" je na. Protoze
KerT = (RngT"), = (X*),. = {0}

dle Véty 1.4.9(b), je T prosty.
Ukazme, Ze je zdola omezeny. Z Véty 1.3.7(b) mame C' > 0 splitujici

Vot e X3y e V¥ (Ty* = 2*) & (Jy*] < Clle*)).
Necht z € X je dano. Nalezneme z* € By« spliujici ||z| = |z*(z)|. Necht y* € C By« spliiuje T'y* = z*. Pak

lz] = 2% (@)] = [(T"y*)(@)] = [y*(Tz)| =< C|Tx|.
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Tedy % je konstanta pozadovana v Lemmatu 1.4.10.
(b) Je-li T' na, pak z rovnosti Ker 7" = (RngT)* = {0} plyne prostota T’ (viz Véta 1.4.9(a)). Necht C > 0 je
dle tvrzeni (b) Véty 1.3.7, tj.
VyeY dze X: (Tx=y) & (|z| < Clly|).

Mg&jme dano y* € Syx. Necht ¢ > 0. Nalezneme y € Sy takové, ze |y*(y)| > 1 —e. Necht 2 € CBx splije Tz = y.
Pak
1

/% /. %k E _l * _l *
Iy = |(Ty*)(5)] = & lv* (To)] = = ly* ()
Tedy

1
inf{||T"y*|: y* € Sy«} > ol

a T’ je zdola omezené zobrazeni. Tedy je to izomorfizmus dle Lemmatu 1.4.10.

Obracené, necht T je izomorfizmus do. Pak existuje ¢ > 0 spliwjici |[T"y*| = c|y*|, y* € Y*. Dle Lem-
matu 1.4.14 plati T(Ux) o cUy, a tedy T je na.

Tvrzeni (c) plyne kombinaci (a) a (b). O

1.4.2 Kompaktni operatory a jejich vlastnosti

Definice 1.4.15. Linearni zobrazeni T : X — Y normovaného linearniho prostoru X do normovaného linearniho
prostoru Y se nazyvéa kompaktnim operdtorem, pokud je mnoZina T(A) relativng kompaktni v Y pro kazdou A ¢ X
omezenou (tj. T(A) je kompaktni v Y). MnoZinu kompaktnich operatorti z X do Y znadime K(X,Y’). Symbol
K(X) znamena K (X, X).

Zobrazeni T je konecné dimenziondlni operdtor, pokud Rng T' mé kone¢nou dimenzi. V dalsich avahach budeme
pracovat takika vyhradné se spojitymi koneéné dimenziondlnimi operatory, ozna¢me proto mnozinu vSech spojitych
kone¢né dimenzionalnich operatorti z X do Y jako FI(X,Y’). Symbol F(X) znamena F(X, X).

Tvrzeni 1.4.16. Necht XY jsou normované linedrni prostory.
(a) Plati K(X,Y) c L(X,Y).
(b) Ndsledujici turzent jsou pro linedrnd zobrazeni T: X — 'Y ekvivalentni:
(i) T je kompaktni,

(i) je-li {x,} omezend posloupnost v X, md {Tz,} vybranou konvergentni podposloupnost,

11) T(Bx) je relativné kompaktni.
J p
(c) Je-li Y Banachiv prostor a T : X — Y linedrni, pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) T je kompaktni,
(ii) T(Bx) je totdlné omezend.

Diikaz. (a) Je-li T kompaktni, je T'(Bx) relativné kompaktni, a tedy omezena. Proto T' e L(X,Y).

(b) (i) = (ii) MnoZina {T'z,, : n € N} je relativné kompaktni, a tedy lze vybrat konvergentni podposloupnost z
{Tz,}. (i) = (iii) Dle (ii) lze z kazdé posloupnosti v T'(Bx ) vybrat konvergentni podposloupnost. Tedy T'(Bx) je
relativné kompaktni. (iii) = (i) Je-li A € X omezen4, existuje C' > 0 spliwjici A € CBx. Pak T(A) c CT(Bx)
je téz relativné kompaktni.

(c) Plyne z (b) pomoci faktu, Ze v uplnych prostorech je mnozina totalné omezena pravé tehdy, kdyz je relativné
kompaktni. O

Véta 1.4.17 (Vlastnosti kompaktnich operatori). Necht X,Y jsou normované linedrni prostory a T : X — Y je
linedrni zobrazend.

(a) Zobrazeni T je v F(X,Y) prdvé tehdy, kdyz existuji x¥,...,2% € X* a y1,...,yn € Y takové, Ze Tz =
Yo @)y, v e X,

(b) Plati F(X,Y) cc K(X,Y) cc L(X,Y).
(¢) Pokud je' Y Banachiv prostor, je K(X,Y) uzavieny v L(X,Y).

(d) Kompakini operdtor zistane kompaktnim, sloZi-li se zprava & zleva se spojitym operdtorem.
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Diikaz. (a) Je-li T tvaru Tz = Y.\ | x¥(x)y;, pak je zjevnd spojity a Rng T < span{yi, ..., y,} je konetné dimenzio-
nalni. Obracens, necht je Rng T kone¢né dimenzionalni a {y,...,yn} je baze RngT. Necht {y¥,...,y*} < (RugT)*
jsou funkcionaly spliujici
1, i=j
*(y) =14 T ige{l,... n}.
yi (v5) {o, i Jefl, }
Pak

(b) Jsou-li T1, Ty € F(X,Y), je Rug(Th + T») < RugT; + RngTh, tedy je té7 koneéné dimenzionlni. Zjevné
cT'e F(X,Y)proceFaTeF(X,Y).

Dale plati, ze K(X,Y) cc L(X,Y). Jsou-li operatory T1,7» € K(X,Y) a {x,} je omezena posloupnost, lze
vybrat rostouci posloupnost indexit {n} takovou, ze {T1xz,,} je konvergentni. Dale nalezneme podposloupnost
{ng,}, ze {Tgxnkj} je konvergentni. Pak je posloupnost {(77 + Tg)(l'nkj )} konvergentni. Tedy T1 + T € K(X,Y).
Ziejmé (T e K(X,Y)proceFaTe K(X,Y).

(c) Necht {T,,} je posloupnost v K(X,Y) konvergujici k T € L(X,Y). Pro £ > 0 dané nalezneme n € N takové,
ze |T,, — T| < §. Déle nalezneme mnozinu {z1,...,7x} < Bx takovou, ze {T,x1,..., Tt} je konena £-sit pro
T, (Bx). Ukazeme, ze {T'z1,...,Txy} je konetna e-sit pro T(Bx). Pro € Bx totiz nalezneme i € {1,...,k} tak,
7e |Thx — Thai| < 5. Pak

g
T2 = Tail < T2 = Toall + 1 Tow = Tzl + [ Tuws = Tzl < T =Tl + 5 + |Ta = T| <=

Tedy T(Bx) je totalné omezena a T kompaktni dle Tvrzeni 1.4.16(c).

(d) Necht T': X — Y je kompaktni. Je-li S : Y — Z spojity a {z,,} omezena posloupnost v Bx, lze vybrat
konvergentni posloupnost z {T'z,}. ProtoZe se konvergentni posloupnosti zachovéavaji pfi spojitém zobrazeni, lze i
z posloupnosti {STx,} vybrat konvergentni podposloupnost. Tedy je S o T kompaktni. Je-li S : Z — X spojity
a {z,} omezena posloupnost v Bz, je i {Sz,} omezena. Tedy lze vybrat konvergentni podposloupnost z {T'Sz,} a
T o S je kompaktni. O

Priklad 1.4.18. Necht k € L2([0,1]?). Pak operator K : L2[0,1] — L2[0, 1] definovany jako
1
Kf(t) = J k() f(s)ds, te[0,1], feL2[0,1],
0

je kompaktni operétor.

Diikaz. Pro 1 € L*([0,1]?) ozna¢me K, operator definovany pomoci vyse uvedeného vzorce. Pak pro f € L?([0,1])

platf
sl = | 1 it < | 1 ((j el as) ([ it s)P ds) ) de = 111 -

0
Tedy vskutku K; € L(L*([0,1])) a navic plati | K;| < ||
Polozme

f (L, 5)f(s) ds

0

A: {2 fi(t)gz(s) fla"'afnagla"'agn € C([Ov ].:I),TLEN} .
i=1

Pak A je podprostor C([0,1]?) obsahujici konstanty, oddélujici body a uzavieny na komplexni sdruZeni. Navic
soudin dvou element z A, feknéme Y ; a;(t)b;(s) a 3,7*, ¢;(t)d;(s), splije

(Zaiu)m(s)) (chu)dj(s)) = D (@il (1)) (bi(s)ds(s)) € A

Tedy A je navic algebra. Dle Stoneovy-Weierstrassovy véty je jeji uzavér roven C([0,1]?). Protoze toto je husty
podprostor L?([0,1]?) (viz Véta 1.5.17(c)), je A husta v L2([0, 1]?).

Pro danou funkci k € L2([0,1]?) tedy existuje posloupnost {k,} funkei z A konvergujicich v normé prostoru
L2([0,1]%) ke k. Tedy k,, = >io fI(t)g2(s), kde funkce vyskytujici se v sumé jsou prvky C([0,1]). Pak

1Kk, — K| = [ Kk, k|l < [kn — k[ — 0.
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Nyni si sta¢i jen uvédomit, ze
M 1 mn
Kiof = 3, 0 | gl (9)(s)ds = Y F.GD17
i=1 0 i=1

tedy kaZzdy operator Ky, je elementem F(L?([0,1]?)). Z Véty 1.4.17 plyne, Ze K je kompaktni operator. O

Véta 1.4.19 (Arzela—Ascoli). Necht K je kompaktni metricky (nebo topologicky) prostor a F < C(K). Pak ndsle-
dugict tvrzent jsou ekvivalentni.

(i) F je relativné kompakini,
(i) F je omezend a stejné spojitd.

Diikaz. (i) == (ii) Kazd4 relativné kompaktni mnozina je omezena. Necht ¢ > 0. Nalezneme konecnou §-sit
{f1,..., fa} © F afixujeme bod z € K. Necht U je takové okoli z, ze

£

diam f;(U) < 3’ i=1,...,n.
Pak pro y e U a f € I' najdeme i € {1,...,n} spliwjici | f — f;| < § a dostaneme
7@) = F@) < 1F(@) = Ji@)| +|fil@) = )| + 1 fily) = f)l < 5+ 5+ 5 =<

Tedy F' je stejné spojita mnozina.

(ii) = (i) Necht {f,,,} je posloupnost v F. UkdZeme, Ze z ni 1ze vybrat konvergentni podposloupnost. Vezmeme
n € N pevné a pro kazdé z € K najdeme jeho okoli U, takové, Ze pro kazdé f € F plati diam f(U) < % Diky
kompaktnosti lze z {U, : © € K} vybrat koneéné podpokryti U,,.

Pro kazdé n € N a U € U,, najdeme bod z,, € U (pfedpokladame, ze pokryti U,, jsou tvorena neprazdnymi
mnozinami). Polozme D = {x,, iy : n € N,U € U, }. Diky omezenosti mnoziny F' lze diagonalnim vybérem nalezneme
podposloupnost {fy,,} takovou, ze {fm,(d)}7~, konverguje pro kazdé d € D.

Podrobnéji, necht D = {d,: p € N} je o¢islovani mnoziny D. Induktivné konstruujeme nekoneéné mnoziny
N> N; o Ny o --- takové, Ze posloupnost {fi(dp)}ien, je konvergentni pro kazdé p € N. Pak lze vybrat indexy
m1 < mg < mgz < - splitujici m,, € N, pro kazdé p € N. Ziejmé pak pro kazdé p € N je posloupnost {fm,; (dy)};2,
konvergentni.

Pak plati, Ze {fm,} je cauchyovska.

Abychom to ukazali, zvolme £ > 0. Necht n € N spliuje % < e. Necht jo € N je takové, Ze pro j1,j2 = jo plati
| fr;, (d) = fn,, (d)| < & pro viechny body d € D dané pokrytim U,. Je-li z € K dano, najdeme U € U,, obsahujici x
a necht d znaci prislusny bod z, . Pak pro tato ji, j2 plati

| g, () = fmgy (@) < | fony, (@) = oy, (@] + [ fiy, (@) = iy ()] + [fimy, () = iy, (¥)] <€+ e+ =3e.

Tedy
Hfmjl - fmj2 H = Su£|fmj1 (!T) - fmj2 ($)| <3e,  J1,J2 = Jo,
z€

a {fm,} je cauchyovska. O

Véta 1.4.20 (Schauder). Necht X,Y jsou Banachovy prostory a T € L(X,Y). Pak ndsledujici tvrzent jsou ekvi-
valentn.

(i) T je kompaktnt,
(ii) T' je kompakind.
Diikaz. (i) = (i) Necht T': X — Y je kompaktni. Pak K = T(Bx) je kompaktni a mnoZina
F ={y*|x : y* € By}

je tvofena 1-lipschitzovskymi funkcemi. Navic pro kazdé y* € By« je

ly*Ikllcu) = sup [y*(Tx)| < y*| sup [Tz| < |T.
.’I:EBX .’I:EBX
Tedy F < C(K) je omezen4d mnoZina stejné spojitych funkei na kompaktnim prostoru K.
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Necht {y*} je posloupnost v Byx. Pak dle Véty 1.4.19 lze vybrat rostouci posloupnost indexii {nj} takovych,
ze {yy, |k} je konvergentni v C(K). Pak {T"y; } je cauchyovska, protoze pro indexy k1, k2 € N mame

1Ty, — Ty, | = sup [(T7yy, — Ty, )(@)| = sup |yn (Tz) —y;, (T2)]

z€Bx r€BXx

= sup e, (6) =y, (B = lyn, | —yn,, Ixlo)-
€

Tedy je i konvergentni a 7" je kompaktni.
ii) = (i) Uvazujme kanonicka vnofeniex : X — X** aey : Y — Y** Je-li T' kompaktni, je i T” kompaktni
J J
z prvni ¢asti dikazu. Podle Véty 1.4.17(d) je tedy

T=ey'oT" oex

kompaktni (viz Lemma 1.4.12). O

1.4.3 Spektralni teorie kompaktnich operatori

V této kapitole jsou vSechny prostory Banachovy a nad C.

Definice 1.4.21. Necht X je Banachiiv prostor a T € L(X). Operétor S € L(X) se nazyva inverzni k T, pokud
plati
ST =TS =1.

Jelikoz za chvili ukdZeme, 7e inverze operatoru je jednozna¢né uréena, ma smysl ji znaéit symbolem 71,
Lemma 1.4.22. Necht X je Banachiv prostor.

(a) Inverze operdtoru je jednoznacné urdena,

(b) Jsou-li S a T invertibilni operdtory, je operdtor ST téz invertibilni a plati (ST)~! = T-18~1.

Diikaz. (a) Jsou-li Sy, Sy dvé inverze operatoru T, pak S; = ST = 51T Sy = 1S5 = Ss.
(b) Z¥ejme
(STYT™*S™ ) =T=T"1S71(ST).

Lemma 1.4.23. Necht X je Banachiw prostor a T € L(X). Pak ndsledujici turzent jsou ekvivalentni.
(i) T je invertibilng,
(i1) T je prosty a na,

(ii) T je izomorfizmus X na X.

Diikaz. (i) = (ii) Zjevné z = T(T~'z), z € X, a tedy T je na. Dale 0 = Tz implikuje z = T~ Tz = T-10 = 0,
a tedy T je prosty.
(ii) = (iii) plyne z Véty 1.3.7(a) a (iiil) = (i) je zfejmé. O

Definice 1.4.24. Necht T je spojity operator na Banachové prostoru X. Komplexni &islo A nazyvame vlastnim
¢islem operatoru T, pokud Ker(T'—\I) # {0}. Tento prostor je pak vlastnim prostorem prislusngm ¢islu X. Mnozina
vSech vlastnich ¢isel tvofi bodové spektrum a znadi se o, (T).

Spektrum operatoru T tvoii (znacime o(T')) vSechna ¢isla A € C, pro které neni operator T'— AI invertibilni (tj.
nema inverzi). Mnozina p(T') = C\o(T) je rezolventni mnoZina a zobrazeni

Aep(T)— (M —-T) ' e L(X)
se nazyva rezolventni funkce.
Vé&ta 1.4.25. Necht X je Banachiv prostor a T € L(X). Pak o(T) je neprizdnd kompaktni podmnoZina C a plati
o(T) < heC: N < |TI}.
Diikaz. Bez dikazu. O
Véta 1.4.26. (a) Necht X je Banachi prostor a T € L(X). Pak o(T) = o(T").

(b) Necht H je Hilbertiv prostor a T € L(H). Pak \ € o(T) prdvé tehdy, kdyz X € o(T*).
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Diikaz. (a) Protoze (T —AI)) =T' — A1 (viz Véta 1.4.2(a)) a operator je invertovatelny pravé tehdy, kdyZ operator
k nému duélni je invertovatelny (Véta 1.4.13(c)), o(T) = o(T") pro T € L(X).
(b) Protoze (T — AI)* = T* — X (viz Véta 1.4.2(a)) a operétor je invertovatelny pravé tehdy, kdyZ operator
k nému adjungovany je invertovatelny (Véta 1.4.13(c) a 1.4.3), o(T*) je rovno mnoZziné sdruZzenych komplexnich
isel ze o(T).
O

Véta 1.4.27. Necht X je Banachiv prostor a T € K(X).
(a) Pokud RugT je uzavieny, je dimRngT < co.
(b) Pokud X € C\{0}, je dimKer(T — A\I) < o0.
(¢) Pokud dim X = o0, je 0 € o(T).

Diikaz. (a) Je-li Rng T uzavieny, je T : X — RngT oteviené zobrazeni dle Véty 1.3.5. Tedy relativné kompaktni
mnozina T'(Bx) obsahuje néjaky nasobek Brygr, tedy i Brng 7 je relativné kompaktni. Diky Vété 1.1.61 tedy plati
dimRng T < 0.

(b) Necht Y = Ker(T — AI). Pak T = Al na Y, a tedy T(By) = ABy je relativné kompaktni podmnoZzina Y.
Opét z Véty 1.1.61 méme dimY < co.

(c) Pokud by 0 nebyla ve spektru, byla by identita I = T~'T kompaktni operator na X dle Véty 1.4.17(d).
Tedy by byl diky Vété 1.1.61 prostor X koneéné dimenzionélni, coz je spor. O

Véta 1.4.28. Necht X je Banachiv prostor, T € K(X) a A € C\{0}. Pak Rng(T — A\I) je uzavieny.

Diikaz. Bez Gjmy na obecnosti piedpokladejme, ze A = 1. Diky Tvrzeni 1.2.9(a) muZeme rozlozit X jako X =
Ker(T—1)®:Y, kde Y je uzavieny podprostor X. Ukazeme, 7e T—1I : Y — Rng(T —I) je zdola omezeny operéator.

Kdyby tomu tak nebylo, nasli bychom posloupnost {z,} v Sy spliujici (T' — I)z,, — 0. Diky kompaktnosti T
mizeme piedpokladat, ze {Tx,} konverguje k néjakému z € X. Pak

Tp=xp —Taxn + Ty, =1 —-T)x, +Ta, — 2.
Tedy z je téz v Sy. Na stranu druhou plati

0= lim (T — Dz, = (T —1)z.

n—00

Protoze T' — I je prosty na Y, je z = 0, coZ je spor. Tedy T'—I: Y — RngT je zdola omezeny operétor, coz podle
Lemmatu 1.4.10(iv) implikuje uzavienost Rng(T — I). Tim je dikaz dokoncen. O

Vé&ta 1.4.29 (Fredholmova alternativa). Necht X je Banachiv prostor, T € K(X) a A € C\{0}. Pak ndsledugjici
turzent jsou ekvivalentni.

(i) T — M je prosty,
(i) T — M\ je na.
Diikaz. (i) = (ii) Necht T'— AI je prosty. Pak pro kazdé n € N diky Vété 1.4.17(d) mame

(T — \I)" 2 <>T” B4 (=1)"A\"T = S — ul,

kde S € K(X) a ue C\{0}. Tedy prostory
Y, =Rng(T — AI)", neN,

jsou uzaviené. Polozme jesté Yy = X. Zieimé Yy oY1 D Y5 ---
Pak plati

Predpokladejme totiz, Ze (1.17) neplati. Pak pro kazdé n > 0 naJdeme X, € Sy, spliwjici dist(z,, Y,+1) =
Lemma 1.1.57). Pak pro indexy m > n méame

Try —Txy = (Tam — Aem) — (Tan — Axy) + ATy — A2y

Protoze
u=(Txy — Aty) — (Txy — Axp) + AN € Y1 + Y1 + Yo, = Youa,
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plati

Al

5"

Tedy posloupnost {T'z,} nema konvergentni podposloupnost, coz je spor s kompaktnosti 7. Tedy (1.17) plati.
Necht ng = 0 je index z (1.17). Pak plati

u
172 = T2al = A5 = 2n] >

Yo=Yi=Y=- =Yy, (1.18)

Protoze T'— Al je prosté, dostavame totiz z rovnosti
(T = A (Yn,) = Yag1 = Yo = (' = M) (Y1),

ze Yn, = Y,,—1. Indukei pak dostavame (1.18).
Rovnost (1.18) specialné fika, ze
X =Yy =Y; = Rng(T — AI).
Tedy T — AI je na.
(i) = (i) Pokud T — AI je na, plati z Véty 1.4.9(a)

Ker(T — M) = (Rng(T — M)+ = X+ = {0},

a tedy T" — AI je prosty. Pouzitim prvni ¢asti ditkazu a Schauderovy véty 1.4.20 mame Rng(7T” — A\I) = X*. Pomoci
Véty 1.4.9(b) pak plati
Ker(T — M) = (Rng(T" — X)), = (X*), = {0},

tedy T — Al je prosty. O

Lemma 1.4.30. Necht X je Banachiv prostor, T € L(X) an € N. Jsou-li A1, ..., \, riznd vlastni ¢isla operdtoru
T axq,...,x, € X nenulové vilastni vektory prislusné éislim Ay, ..., A,, pak jsou tyto vektory linedrné nezdvislé.

Driikaz. Dukaz provedeme indukci. Pro n = 1 tvrzeni ziejmeé plati. Pfedpokladejme tedy, Ze plati pro n € N. Necht
AL,y Apt1 jsou rizna vlastni ¢isla operatoru T a x1,...,x,41 jsou nenulové vlastni vektory k nim piislusejici.
Necht ci,...,cnye1 v C spliuji ZZS crxy = 0. Pak

n+1 n+1
0= T(Z Ck.’L‘k;) = 2 Ck)\k:xk:;
k=1 k=1

a tedy
n+1 n+1 n+1 n
0= Z CEARTE — Ant1 2 CLTE = 2 k(M — Ang1)zg = 2 k(A — Ang1)zk.
k=1 k=1 k=1 k=1

Diky indukénimu predpokladu plati
k(M —Ans1) =0, k=1,...,n,
atedy cg =---=¢, =0. Tim paddem i ¢,,41 = 0. O
Vé&ta 1.4.31. Necht X je Banachiv prostor a T € K(X). Pak
(a) o(T) < {0} U o, (T),
(b) mnozina o(T) n{\e C: |\ > r} je konednd pro kazdé r > 0.

Diikaz. Prvni ¢ast plyne z Véty 1.4.29. Abychom dokazali druhou ¢ast, zvolme r > 0. Pokud by mnozina {\ €
o(T) : |A| = r} byla nekone¢na, mizeme z ni vybrat posloupnost {\,} navzijem riznych vlastnich &sel a k nim
pfislugné nenulové vlastni vektory {z,}. Diky Lemmatu 1.4.30 pak prostory

X, =span{x1,...,z,}, neN,

(viz Lemma 1.1.57). Pak pro indexy

splinji X1 & Xo & X3 < ---. Zvolme z, € Sx, takové, ze dist(z,+1, Xn) = %

m >k mame \py12mi1 — L 2me1 + T2k € Xin, a tedy
. 1
IT2m11 — Tzl = [ At 12me1 — Ams12ma1 — Tzmyr + Tzp) | = dist(Amy12mr1, Xim) = 5

Tedy posloupnost {Tz,} neméa konvergentni podposloupnost, coZ je spor s kompaktnosti 7. O
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Véta 1.4.32 (Druhé Fredholmova véta). Necht X je Banachiv prostor, T € K(X) a A € C\{0}. Pak
Rng(T — M) = (Ker(T' — X)), a Rng(T' — M) = (Ker(T — X))* .
Diikaz. (a) Diky Véte 1.4.9(c) a 1.4.28 plati
(Ker(T" — M1))1 = Rng(T — M) = Rng(T — ).
(b) Opét diky Vété 1.4.9(b) méame pro S = T — A inkluzi
Rng S’ < ((Rng S') 1)t = (Ker S)*.
Necht nyni y* € (Ker S)*. Protoze dim Ker S < o0 (viz Véta 1.4.27(b)), mazeme podle Tvrzeni 1.2.9(a) psat
X=KerS®: Y.

Pak je S = S|y prosty a Rng S = Rng S je uzavieny diky Vété 1.4.28. Tedy S je invertovatelny dle Véty 1.3.7(a).
Proto je R
2¥(x) = y*(S'z), 2e€Rngs,

prvek (Rng S)*. Necht z* € X* je prvek rozsifujici z*.
Ukazme, Ze S'z* = y*. Necht z € X je rozlozeno jako x = x1 + x2, kde 21 € Ker S a 25 € Y. Pak

(S'x™)(x) = 2™ (Sz) = 2*(S(z1 + 12))
= 2% (Sx) = 2*(Sx2) = 7*(Sz2)
= y*(87'8m2) = y*(w2) = y*(2)
(posledni rovnost plati diky pfedpokladu y* € (Ker S)*1). Tedy y* € Rng S’ a (Ker S)* < Rng S’
Dohromady mame Rng S’ = (Ker S)*. O
Véta 1.4.33. Necht X je Banachiv prostor a' Y cc X je jeho uzavieny podprostor.

(a) Zobrazeni
y*'—>m*—|—YL:[x*], y*eY*,

kde x* € X* je néjaké rozsireni y* € Y*, je izometrie Y* na X*/Y+.
(b) At q: X — X /Y je kvocientové zobrazeni. Pak
¥ z2foq, e (X/)Y)*,
je izometrie (X /Y )* na Y.
Tedy (X/Y)* lze identifikovat s Y+ a Y* s X*/Y+.

Diikaz. (a) Zjevné je zobrazeni I z tvrzeni (a) dobfe definované a linearni. Je-li y* € Y* a z* je jeho rozsifeni

zachovévajici normu, pak
|Ty*|| = inf{[a* + 2% : z* € Y1} < [2*] = [y*].

Na stranu druhou, pro kazdé z* € Y+ plati

|2 + 2% = sup [(@* +2%)(z)| = sup [(&* +2%) ()| = sup |z*(2)| = [y*].
reBx zeBy zeBy

Tedy I je izometrie.
Je-li [z%] € X*/Y 1, plati
I(*ly) = [¢%].

Tedy I je na.

(b) Oznaéme I : (X/Y)* — Y piislusné zobrazeni. Pak zfejmé I je linearni a Rng I < Y+. Necht z* € (X/Y)*
je dano. Jelikoz |l¢| < 1, plati ||[Iz*| < [2*|. Pro € > 0 nyni zvolme [z] € Ux )y spliwjici 2*([z]) > [z*| — . Pak
najdeme z € [x] n Ux a odhadneme

I112%] = [12%(2)] = |2*([«])] = [2*] —e.

Tedy I je izometrie.
Koneng, je-li z* € Y1, lze definovat

2 ([z]) = 2*(x), [2] € X/Y,

a pak Iz* = z*. Tedy RngI = Y. O
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Véta 1.4.34 (Treti Fredholmova véta). Necht X je Banachiv prostor, T € K(X) a A € C\{0}. Pak

dim Ker(T' — A\I) = dim(X/Rung(T — AI))
=dim Ker(T" — X\I) = dim(X*/Rng(T" — \I))

a toto cislo je konecné.

Diikaz. Polozme S = T — AI. Pak jsou vSechny prostory vyskytujici se v tvrzeni uzaviené, a tedy jsou prislusné

faktorprostory dobfe definované. Dokazme nejprve nerovnost

dim Ker S < dim(X/Rng 5).

(1.19)

Predpokladejme opak, tj. dim Ker S > dim(X/RngS). ProtoZe je Ker S kone¢né dimenzionalni dle Véty 1.4.27(b),

je uzavieny prostor Rng S kone¢né kodimenze. Tedy lze psat

X=KerS® F=RngS&; F,

kde E, F' jsou uzaviené podprostory a dim Ker S > dim F. Necht A : Ker.S — F' je linearni surjektivni zobrazeni,
které se nuluje na n&jakém nenulovém prvku zy € Ker S. Zobrazeni A je diky kone¢né dimenzi prostori Ker S a
F automaticky spojité. Necht P : X — Ker S je projekce piislusna nasemu rozkladu. Pak P je spojita, a tedy je

operator
Ur=Tx+ APz, z€X,

kompaktni. Dale plati U — Al =S + AP a
Rng(U — A\I) = X.

Mame totiz
Vee E:(U—-M)x =Sx+ APx = Sz = (S + AP)z,

VeeKerS: (U— M)z =Sx+ Az = Az = (S + AP)x.
Tedy U — A\l = S+ AP. Dale

Rng(U — AI) o S(E) + A(Ker S) =Rng S+ F = X,

a tedy (1.20) plati.
7 Véty 1.4.29 vime, ze U — A je prosty. To je ale ve sporu s faktem

(U - )\I)l‘o = Al‘o =0.

Tim jsme oveéiili (1.19).
Aplikaci (1.19) na S a S’ dostavame

dimKer S < dim(X/RngS) a dimKerS' < dim(X*/RngS’).
Zmagi-li = existenci izometrického izomorfizmu mezi Banachovymi prostory, Véty 1.4.9 a 1.4.33 davaji
(X/RngS)* = (RngS)t = Ker S’ a (KerS)* = X*/(KerS) = X*/Rng S’
Vzhledem ke koneéné dimenzi prostorii Ker S a Ker S” tedy mame z (1.22)
dim(X/Rng S) = dim(X/RngS)* a dimKerS = dim(Ker S’)*.
Kombinaci (1.21), (1.22) a (1.23) dostavame

dimKer S < dim(X/Rng S) = dim(X/Rng S)* = dim Ker S’

<
< dim(X*/Rng S’) = dim(Ker S)* = dim Ker S.

1.5 Teorie distribuci

1.5.1 Prostor testovacich funkci

Definice 1.5.1. Necht € je oteviena podmnozina RY.

o a=(ag,as,...,a4) € Nd je multiindex a jeho fad je |a| = Zfi

i=1 Q-
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P a1 Py a2 P Xd . . .
o D = ( ) . (622) e (a;d) oznacuje diferencialni operator.

0z

e e C?(Q), N € Ny, pak |¢||xy = sup{|DYp(z)| : x € Q, |a| < N}.

e Oznacme spt = {z € R?: p(z) # 0} jako nosi¢ ¢.

o 7(0) = {pe CP() :spty je kompaktni podmnozina N}.

o Je-li K < Q kompakt, pak Zx () = {p e Z(Q) : sptyp < K}.

e Rekneme, Ze posloupnost {pn} v 2(2) konverguje k p € 2(Q), pokud existuje kompakt K < Q takovy, Ze
— spty, < K pro kazdé n e N,
— D%p, =2 D% pro kazdé o € Nd.

e Distribuci na ) rozumime linearni zobrazeni A: Z(Q) — F takové, Ze A(pn) — A(p), kdykoliv ¢, — ¢ v
2(9). Mnozinu viech distribuci zna¢ime 2'(2). Rekneme, Ze posloupnost distribuci {A,,} v 2'(€) konverguje
k distribuci A € 2'(Q2), pokud A,,(¢) — A(p) pro kazdou ¢ € 2(Q).

Priklad 1.5.2. Funkce

1
e =17 x| <1,
o) = 1€ T el
0, [ > 1,

patii do Z(R%).
Tvrzeni 1.5.3. Necht K < Q je kompaktng.
(a) Pro Ny M eN a N < M plati |¢||n < |o]ar-

(b) Zobrazeni p(f,g) = Ynen, 27" min{|[f — g|n, 1} je metrika na Dr(Q), ve které je D (Q) dplng metricky
prostor.

(¢) Posloupnost {¢on} v Pk (Q) konverguje k v € D () v D(Q) prdve tehdy, kdyz p(vn,p) — 0.

Ditkaz. Tvrzeni (a) je ziejmé. Je snadno vidét, Ze p je dobfe definovana metrika na Pk (Q2). Je-li {¢,} cauchyovska
v metrice p, pak pro kazdy multiindex a je {D%p,,} stejnomérné cauchyovska posloupnost. Tedy D%p,, = ¢, pro
n&jakou funkei g, € C(K). Oznac¢me ¢ = g(g,... o). Diky znamé vété z matematické analyzy pak mame D%p = g,.
Tedy ¢ € k() a p, — ¢ v 2(Q). Dle nasledujictho bodu pak plati p(¢n, ) — 0.

(c) Jestlize @, — ¢ v 2(Q), pak pro kazdé M > 0 plati Yy _, 2~ min{|e, — ¢|n, 1} — 0. Tedy

M ©
lim sup p(pn, ¢) < limsup Z 27N min{|e, — ¢|ln, 1} + Z 2N — o= M,
n—00 n=%0 N N=M+1
Odtud plyne lim p(¢p, ¢) = 0.
Pokud p(pn, ) — 0, pak [|¢, — @|n — 0 pro kazdé N = 0. Tedy ¢, — ¢ v 2(Q). O

Véta 1.5.4. Necht A : 2(Q2) — C linedrni. Pak ndsledugici turzend jsou ekvivalentni.
(i) Ae 7(Q),
(i) pro kaZdou posloupnost {p,} konvergujici k nule v () plati A(py,) — 0,

(ii3) Al o (),p) Je spojitd pro kazdy kompakt K < Q,

(iv) pro kazdy kompakt K < Q existuje N € Ng a C > 0, Ze |Ap| < Cl¢|n, ¢ € Pk ().

Diikaz. (i) <= (ii) je zfejmé diky linearité A.
(i) = (iii) Jestlize p(¢n,p) — 0 pro ¢, a ¢ v Ix(Q), pak ¢, — ¢ v 2(Q) dle Tvrzeni 1.5.3(c). Tedy
A(pn) = A(p) z definice 2'(2). Jinymi slovy, A je spojita funkce na (Zk (), p).
(iiil) = (iv) Necht K je kompaktni podmnozina Q. Pokud (iv) neplati, najdeme pro kazdé N € Ny funkce
©N € Dk () spliwjici
|Apn| = 2NN N

Pak jsou funkce

Yy =2 NN N>,
lon|n

v 9K (Q) a pro pevné M = 0 plati
l¥nlar < [¥nlv =27%, M <N.
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Tedy |¢¥n|ar — 0 pro kazdé M > 0, a proto p(1n,0) — 0. Tedy A(¢n) — 0 dle (iii). Na druhou stranu méame

COZ je Spor.
(iv) = (i) Pokud ¢, — ¢ v 2(Q), existuje kompakt K < Q takovy, Ze spt ¢, < K a pfitom [¢, — ¢||x — 0
pro kazdé N = 0. Necht N > 0 a C > 0 jsou dany diky (iv). Pak méame

[A(pn — @)l < Clign — llnv — 0,
tedy A € 2'(Q0). O
Definice 1.5.5. Necht A € _@/(Q). Pokud existuje N € Ny takové, ze pro kazdy kompakt K < Q existuje C' € R
splhujici
Vo € I () : |[Ap] < Cleln,

potom nejmensi N s touto vlastnosti nazveme fadem distribuce A. Pokud takové N neexistuje, pak fad A definujeme
jako nekonecno.

Priklad 1.5.6. e Necht f e L{ (Q). Potom Af(p) = §, fo, v € 2(Q), je prvek Z'(Q) Fadu 0.
o Necht p € M(Q). Potom A, (@) = §, pdu, ¢ € 2(Q), je prvek 2'(Q) Fadu 0.
e Zobrazeni A(p) = ¢'(0) je distribuce na R fadu 1.
e Zobrazeni A(p) = 3, ¢ (n) je distribuce na R #adu nekoneéno.

Diikaz. Je-li f € L () a K < Q kompakt, je f € L'(K) a plati

Aol < [ toti< ([ 1) telos oe 2@,

Obdobné pro u € M(2) a K <  kompakt mame

M@ < [ leldlnl < lullclo. ¢ € 7).

1.5.2 Operace s distribucemi
Definice 1.5.7. Mg&jme danu otevienou mnozinu 2 = R? a A € 2/(Q)(1Q).
o Je-li @ multiindex, a—td derivace distribuce A je definovana jako
(D*A)(p) = (=D)I*A(Dp), ¢ e 2(Q).
e Ndsobeni distribuce A funkci f definujeme jako

(fA)(@) = A(fe), ©e2(Q),Ae P'(Q), feC” ().

Tvrzeni 1.5.8. NechtQ < R? je oteviend mnoZina. Potom ¢ — A, je vnoveni 2(Q) do 2'(Q) takové, Ze A, — A,
v 2'(Q) pro kazdou posloupnost {¢,} konvergujici k ¢ v 2(£2).

Diikaz. Necht ¢, — ¢ v 2(Q) a ¢ € 2(2). Pak v, 3 ¢, a tedy
@)= [ = | ew= 2.
spt ¢ spt ¥

Proto A, — A, v 7'(Q). O
Tvrzeni 1.5.9. Necht je vse jako v definici 1.5.7. Pak

(a) D*A € 2'(Q) pro A e 7' (Q),

(b) A — DA je spojité na 9'() vzhledem ke konvergenci v 2'(Q),

(c) fAe 2'(Q) pro Ae Z'(Q) a f e CP(RY),

(d) Zobrazeni A — fA je spojité vzhledem ke konvergenci v 2'(Q).
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(e) Je-li feC®(Q) age L, .(Q), plati fA, =Asy, A€ Z'(Q).

loc

Diikaz. (a) Pro kompakt K < Q najdeme C' a N € Ny z Véty 1.5.4(iv) pro A. Pak pro ¢ € Pk (§2) méame
[(DA)(p)| = [(=D)*A(D%p)| < C|D¢|n = Cle]n+ar-

Tedy (iv) z Véty 1.5.4 plati i pro D¥A.
(b) Konverguje-li {A,} k A v 2/(Q) a e 2(Q), je D e 2(Q) a plati

(D*An) () = An (D) = A(D) = (D*A)(¢).

Proto D*A,, —> D*A v 2'(Q).
(c) Je-li K < Q kompaktni, necht C'> 0 a N € Ny jsou z V&ty 1.5.4. Pak pro ¢ € P () plati

[(FA) (@)l = IA(fo)l < Clfeln = Csup{[| D*(fo)lcx) = lal < N} < Cleln,

kde C’ > 0 je vhodn4 konstanta zavisejici na norméch derivaci f.
(d) Necht A,, > A in 2'(Q), f e CP(Q) a pe 2(Q). Pak foe 2(Q), a tedy

(FAR) () = An(fe) = Alf) = (fA)(p).
(e) Je-li feC®P(Q)age L (Q),je fge LL (Q) a pro ¢ € 2(Q) plati

loc loc

(FA9)(@) = Ag(f) = f fog

Asg(p) = Jfgsa

Véta 1.5.10. Necht f je absolutné spojitd na (a,b). Pak (Ap) = Ay v 2’ ((a,b)).

Diikaz. 7 klasické analyzy vime, ze f i f’ jsou v L _((a,b)), tedy Ay i A jsou dobie definované prvky 2’ ((a,b)).

loc

Pro ¢ € 2 ((a,b)), kde spt ¢ < [¢,d] < (a,b), pak méme

(A1) = ~As(e) == [ 'S = - j U = et + ch Jo = f fo=[ o=
O

Véta 1.5.11 (Baire). Necht je ddn metricky (topologicky) prostor X a funkce fn,f: X —F, fn, = f, fn spojité.
Pak mnoZina N = {x € X : f nespojitd v x} je pruni kategorie. Je-li tedy X prostor druhé kategorie, md f bod
spojitosti.

Véta 1.5.12 (Banachova—Steinhausova pro distribuce). Necht {A,} < 2'(Q) a Ap = lim,—,o App existuje pro
kazdé ¢ € 2(Q). Pak A € ' (Q).

Diikaz. Zjevné je A linearni zobrazeni na Z(f2). Necht K < Q je kompaktni. Pak Af((k),,) ma dle Véty 1.5.11
bod spojitosti ¥ € Z(K). Je-li tedy {®,} posloupnost v Z(K) konvergujici k p € 2(K), pak

Alpn) = M) = Alon — @ +1) — A() = A) — A(®) = 0,
tedy A(pn) — Alp) — 0. O

Definice 1.5.13. Necht G — Q je oteviena. Rekneme, Zze A je nulovd na G, pokud A(¢) = 0 pro kazdou ¢ s
kompaktnim nosi¢em v G. Nosi¢ A definujeme jako spt A = Q\ [ J{G < Q2 : G oteviena, A nulova na G}.

Tvrzeni 1.5.14. (a) Ap =0 pro ¢ splitujici spt p < Q\spt A,
(b) pokud spt A je kompaktni, pak A je konecného Fddu,
(c) sptA={p} = A= Z\a\sN caD*As,.
Diikaz. Viz Rudin. O
Véta 1.5.15. Necht A € 9'(Q). Pak existuji spojité funkce g, € C(Q) takové, Ze
o kaZdy kompakt K < Q protind pouze konecné mnoho nosici {g.} a
e A=3_ D¥\,,.
Diikaz. Viz Rudin. O
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1.5.3 Konvoluce funkci

Véta 1.5.16 (Luzin). Necht X je metricky prostor, & o-algebra na X obsahugjici borelovské mnoZiny a u je koneénd
reguldrni mira na & (tj. p splituje

w(A) = inf{uw(U) : U o A oteviend} = sup{u(F) : F c A uzaviend}, Ae.”).

Pak pro kaZdou p-meéritelnou funkci f: X - F ae > 0 existuje F < X uzaviend takovd, Ze u(X\F) < ¢ a f|r je
spojitd.

Diikaz. Necht {V;, : n € N} je béaze otevienych mnozin v R. Pro kazdé n € N najdeme z regularity p uzavienou
mnozinu F,, a otevienou mnozinu U,, v X takové, Ze

Foc f7'V) U, a p(U\F,) < 2%

Pak je F' = X\J;_, (Un\F,) uzaviena a plati u(X\F) < 5. Konetné je f|p spojitd, protoZe pro n € N je mnoZina
(fle) (Vo) = F ' (Va) nF=Up 0 F
oteviena v F'. O

Daisledek 1.5.17. Necht X je metrickyj prostor, . o-algebra na X obsahujici borelovské mnoZiny a p je o-konecnd
reguldrni mira na ..

(a) Je-li f méfitelnd funkce na X, existuje borelovskd funkce g rovnajici se f p-skoro viude.

(b) Necht f: X — F je u-mévitelnd. Pak existuje posloupnost {f,} spojitych funkci na X takovd, Ze |fnlloo <
2 flleo @ frn — f p-skoro vsude.

(c) Nechtp e [1,00). Oznacuge-li C*(X) prostor omezengjch spojityjch funkei na X, je C*(X) hustyj v LP(X, .7, i1).

Dikaz. (a) Pisme X = (JX,, kde X; < Xy © X3 < --- jsou kone¢né miry. Diky regularité miry p muZzeme
predpokladat, ze X, jsou borelovské. Pro kazdé n € N uvazujme méfitelny prostor (X, %, tn), kde 7, =
{AnX,: Ae ¥} a un(B) = u(A n X,) pro libovolnou mnozinu A € . spliwjici A n X,, = B. Pak p,, spliiuje
predpoklady Véty 1.5.16, a tedy existuje mnozina H, c X, takova, Ze H, je uzaviena v X,, f|m, je spojita a
pn (X, \H,) < 27""1. Dale nalezneme V,, = X,, uzavienou v X splitujici u(X,\V,,) <2771 Pak F,, = H,, n'V,, je
podmnozina X,,, ktera je uzaviena v X a f|gr, je spojita. Nakonec si pov§imnéme, Ze

WX \Fn) < p(Xn\Hy) + (X \Vi) = pn (X \Hn) + (X5 \V5) <2 27l =27m

Tedy jsme zkonstruovali posloupnost {F,,} uzavienych mnozin v X takovou, ze F,, < X,, f|p, je spojita a

(X \Ey) < 277

Bez tjmy na obecnosti muZzeme piedpokladat, ze Fy < F» < F3 < ---. Pak je funkce
g= [ na Uf:l Fy,
0 jinak,

borelovské a rovna f u-skoro viude. Oznag¢ime-li totiz A = {x € X: f(z) = g(x)}, pak pro kazdé k € N mame
o0
pX\A) < X\ Fy) < p(X\F) <277, n>k.
j=1

Tedy pu(Xr\A) = 0 pro kazdé k € N. ProtoZe xx,\4 /" Xx\4, diky Leviho vété dostavame

p(X\A) = fXX\A dp = J lim xx,\4dp = lim pu(X;\A) = 0.
k—o0 k—o0

(b) Necht X,, a F), jsou jako vySe. Pokud F = R, diky Tietzové v&té najdeme spojité funkce f,,: X — R spliujict
fuo =I5, & [fale < 117l < Ifloo- Pak fo — f na ., Fy, tedy peskoro véude,

Pokud F = C, aplikujeme vySe uvedeny postup na Re f a Im f a dostaneme posloupnosti {u,}, {v,} spojitych
redlnych funkei na X konvergujici k Re f a Im f p-skoro vude a spliwjici |u, |, < |Re fll, a [vn], < [Im f||.
Pak u, + iv, — f p-skoro viude a

[un +ivnll o < lunlly + lonly < IRe fllg + Im fll, < 2 f] -
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(c¢) Necht f e LP(u) a € > 0 jsou dany. Zvolme n > 0 splijici (277)% + (n(2P + 22”’1))% < e. Nejprve najdeme
mnozinu Y < X kone¢né miry takovou, ze SX\Y |f|? < n. Déle najdeme omezenou nenulovou méfitelnou funkei f

tak, ze f = 0 na X\Yaf,l|f- f|P < 7. Pak plati
f F— P = j Fa +j P < 2n. (1.24)
X Y X\Y

Polozme ¢ = | f] .. Pomoci Véty 1.5.16 najdeme mnozinu H < Y uzavienou v Y takovou, e u(Y\H) < nc? a
]?|H je spojita. Déle najdeme V < Y uzavienou v X spliwjici pu(Y\V) < nc™®. Pak F = H NV je uzaviena v X,
w(Y\F) < 2ncPa f|p je spojita. Dale diky regularité existuje oteviena mnozina U S F takova, ze u(U\F') < nc™P.
PouZitim Tietzeovy véty najdeme g: X — F spojitou omezenou, ktera je nulova na X\U, rovna f na I a [|gfle <
2 flrlle < 2¢. Pak mame diky nerovnosti (a + b)P < 2P~1(a? + b?) platné pro kazdou dvojici &sel a,b € [0, 00)

odhad
J o= [T o s | iFmar<osr || )
2P (Y \F) + (2¢)" w(U\F)) (1.25)
2P~ (cP2c7 P + 2PcPpeP)
=n(2P + 221’*1).
Kombinaci (1.24) a (1.25) dostavame

<
<

I =gl <1 = Flo+ 1T =gl = (| 17 =F0% + (| 1700 < )% + G+ 27))3 <

Definice 1.5.18. e Posun funkce f definujeme jako (7, f)(y) = f(y — x), kde z € R%.

~

e Pro libovolnou funkci f zavadime otoceni jako (f)(y) = f(—y), y € R%.

o Konvoluce funkci f a g je funkce f % g definovana jako
(f *9)(x) = fw fW)g(x —y)dy,

pro takova 2 € R?, pro ktera integral existuje.
Véta 1.5.19.  (a) y— f(y)g(z —y) je méFitelnd funkce na R pro viechna x € R? a f, g méritelné.
(b) Jsou-li f,ge L*(R?), je x — (f = g)(z) skoro vsude konecnd méritelnd funkce v L*(RY).
(c) spt (f =g) < sptf+sptyg, kde f,g jsou méFitelné omezené a s kompaktnim nosicem.
(d) ||f =gll, < |flpllgls pro f, g méFitelné, p e [1,00] (specidlni verze Youngovy nerovnosti),
(e) * je komutativni a asociativni operace na L*(R?).

(f) Je-li f e L (RY) age 2R, jex — (f=g)(x) = Spu f(¥)g(z — y) dy nekonecné hladkd funkce spliujict

loc
D (f = g) = f* D%g pro kazdy multiindex .
Diikaz. (a) ProtoZe je Lebesgueova mira transla¢né invariantni a symetricka, je funkce y — g(x — y) méfitelna.
Tedy iy — f(y)g(x —y) je méFitelna.
(b) Necht f,g € LY(R?). Protoze § f(y)g(z — y) dy se nezméni p¥i zméné funkei f, g na mnoziné miry nula, lze
piedpokladat, ze f,g jsou borelovské. Pak (z,y) — f(y)g(z — y) je borelovska funkce na (R%)2, a tedy lze pouzit
Fubiniovu vétu k vypodctu

[, 1ot =l ayds = [ 17001 ([ lote =l de) dy = lal, 171, <

Tedy (z,y) — f(y)g(z—y) je v L' ((R%)?), coZ znamené, Ze pro skoro viechna x € R? je integral {3, f(y)g(z —y) dy
kone¢ny a funkce z — (o, f(y)g(z — y) dy je element L' (R?).
(c) Necht 2 € R%\(spt f + spt g). Pak pro y € spt f plati z — y ¢ spt g, a tedy

(Feo)a) = | fwgta=wdy= [ fgta=ndy=0.

pt f
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(d) Piipad p = 1 je dokézany v (b). Necht tedy p € (1,), f € LP(R?) a g € L'(R%). Necht ¢ je sdruzeny
exponent k p. Jako vySe sta¢i uvazovat pripad borelovskych funkei f, g.

Necht h € L9(R%) je libovolna, opét predpoklddejme, 7e je borelovski. Pak (z,y) — h(z)f(y)g(x — y) je
borelovska funkce na (R%)?, a tedy z Fubiniovy véty a Holderovy nerovnosti dostavame

| k@il - ldyds = | @I 1= 2llg@)] ) ds
(R4)2 Rd

Rd

- [ @I Im@llf - o) doyds
]Rd ]Rd

< | lo)lolr sl dz

- j 9 hllg) Flp dz = [lq £l

Tedy pro kazdé h € L9(R?) existuje mnozina A, miry 0 takova, Ze funkce y — h(z)f(y)g(xz — y) je v L*(R?) pro
r € RN Ay,. Vezméme funkee h,, = XB(0,n) @ Prislusné mnoziny Ay, . Necht x € R%\ UZO=1 Ap,,. Pak existuje n € N
takové, ze x € B(0,n), tj. h,(z) = 1. Tedy je funkce y — f(y)g(z —y) = hn(2)f(y)g9(z — y) v L (R?). Tedy pro
skoro viechna z € R? je y — f(y)g(x — y) prvek L'(R?).

Polozme nyni f, = fXp(o,n)- Pak f, € L'(R?), a tedy f,, * g € L'(R?). Navic pro skoro viechna z € R? je

y = |fa(y)glz —y)| < |f(y)g(z —y)|

v L'(RY), a tedy z Lebesgueovy véty dostavame pro skoro viechna x € R?

(F+9)@) = [ fata =y = lim | Falwlate=9)dy = (5, +0)(o)

n—oo R

Tedy f * g je mé&Fitelna funkce na RY.
Pro libovolné h € L(RY) nyni zopakujeme piedchazejici vypodet a obrzime

LG a@in@lde < | @I 170l =l ds) dz < bl gl

Tedy je
gﬂ:hn—»J h(fg), heLI(RY),
Rd

dobfe definované linearni zobrazeni na L?(R?) spliiujici

J.

z ¢ehoz podle Véty 1.2.19(e) a Pozndmky 1.2.20 plyne f =g e LP(RY) a | f * g|, < | flpllgl1-
Je-li p = o0, obdobné jako v prvni ¢asti ditkazu odvodime méfitelnost f x g takto. Polozime f, = fxp(o,n), Pak
fn * g jsou méfitelné funkce a

N

h(f = g)l < [Plalflplgli,  he LR,

o (h)]

(F+a)@) = [ feata =y = i [ fawlgle =) dy = lim (f, < )(a)

n—0 Jpd
diky Lebesgueové vété (pouZijeme majorantu

e L*(RY)).

ly = fu()g(@ —y)| < |fllply = 9(z —y)

Konecné nerovnost | f  g||, < f], g/, plyne z odhadu

[(f * g)(2)] < fRd [f @)z —y)l dy < | fl gl

platného pro kazdé z € R,
(e) Substituci dostaneme

(F+9)e) = | 1ot —n)dy= [ o)f@=2d = (0 Pla).

Asociativitu odvodime pomoci Fubiniovy véty, jejiz pfedpoklady ovéfime podobné jako v bodu (b). Presnéji:

((f *g) *h)(@) =f

Rd

(e hta =y = | (| a2 dha =)y (1.26)
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Dale

(F+(em)a) = | fwa e —ndy= [ 1] aGnte-y=2)d2)dy
(1.27)

- [ 1w st b -wydwdy = [ ne- (| f@eu- vy du
R4 R4 Rd Rd
Z rovnosti (1.26) a (1.27) vidime, ze ((f * g) = h)(z) = (f * (g = h))(z).
(f) Nejprve si uvédomme, Ze integral

fW)glz —y)dy = f f@)alz — ) dy
Rd T—sptg

je koneény pro kazdé x € R?.
Dokazme tvrzeni pro multiindex o = (1,0,...,0) € N, tj. D® = ¢;. Oznaéme h(z) = (f * g)(x), z € R%. Necht
a€R? je dano. Pisme a = (a1,a’) € R x R4, Polozme ¢(t) = h(t,a’), t € R. Pak (£¢) (a1) = (01h)(a).
Ozna¢me déle

1/J(t7y) = g(<t7a/) - y)> w(t’y) = %w(tﬂ% (tvy) eR xR%
Pak ,w e C*(R x R?) a
0 d
sl = (0n) = @aa-p). yer’

Oznaéme K = B(a,1) — sptg, pak K je kompaktni podmnozina R?. Existuje C > 0 takové, Ze pro (t,y) €
(a1 —1,a1 + 1) x K plati

w(t, y)l < C.
Pak

Wa) = [ st ndy= | fale -y 2 Bla),
xr—spt g
a tedy diky vété o zaméné derivace a integralu dostavame

(D*h)(a) = (011)(a) = (;w)) )

(%J T My)t:al
- [ s )(jtw y>) O
- | fetary

- j () (@r9)(a — ) dy
K

= . fy)(D%g)(a —y)dy
= (f * D%)(a).
Pro vyssi multiindexy tvrzeni dokdzeme indukei. O

Definice 1.5.20. Posloupnost {h;}72, v P2(RY) je aprozimativni jednotka, pokud

VjeN: h;j(z) = j%h(jx), kde h e 2(R?) nezdporna a f h(z)dz = 1.
R4

Poznamka 1.5.21. V8&imnéme si, ze plati SRd h; =1aspth; = %spt h. (To ovéfime za pomoci rovnosti
1
{reR%: hj(z) > 0} = {x e R?: h(jz) > 0} = ~{z e R?: h(x) > 0}.)
J

Véta 1.5.22. At {h;}72, je aprozimativni jednotka.
(a) Pokud je f stejnomérné spojitd na RY, potom f +h; =3 f.
(b) Pokud f e LP(RY) ape[1,00), potom f+h; 5 f.
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2()

(c) Pokud f € 2(2), potom f  h,; I

Diikaz. (a) Pro e > 0 najdeme § > 0 takové, Ze | f(u) — f(v)| <e¢, je-li |u—v| < §. Protoze spt h; = %spt h, existuje
Jo € N tak velké, ze pro j > jo je spth; < B(0,6). Pak pro kazdé z € R? plati

|(f # hy) (@) = f(2)] =

Fhste = dy = [ i) a
<[ el @l < [ hwed=c

(b) Pro dané € > 0 najdeme r > 0 takové, Ze ||f — fx B0, |p < €. Pomoci Véty 1.5.17(c) najdeme g € C(B(0,7))
spliujict | x50, — 9l (B(0,r) < €. Rozsifime g na spojitou funkei na R? s kompaktnim nosic¢em (jmenuje se op&t
g) tak, ze | fxB,r) — 9lrr(re) < €. Pak ||f — g|1r@e) < 2¢. Protoze dle (a) plati g * h; 3 g a funkce g * h; maji
stejné omezené nosice, dostavame [ g * h; — g L»®ay — 0. Necht jo € N spliwje |g * h; — gllpr@ey < € Pro j = jo.
Pak méame pro j > jo diky Vété 1.5.19(c)

If =h; = floeay = [f*hj—g=hj+g=h; —g+9g— flrr(ra
< |f = gllr@eyllbilrway + g = by — glloe@ey + g — fllor@ey < 5e.

(c) Je-li f e 2(), existuje § > 0 takové, ze kompakt K = spt f + B(0,9) je v Q. Necht jo € N je takové, Ze
j% spt h < B(0, ). Pak pro j > jo plati

1 o1
spth; = —spth = 102 g thc—, (0,6) = B(0,96).
J J Jo J

Tedy pro j = jo plati
spt(f = h;) < spt f +spth; < spt f + B(0,9) =

Tedy funkce f * h; maji spole¢ny kompaktni nosi¢. Protoze dle (a) plati pro kazdy multiindex o

DO(f x hy) = (D*f) x hy =3 DO,
mame f«h; — fin 2(Q). O
Disledek 1.5.23. Pro p € [1,00) je 2() husté v LP(2).

Diikaz. Pro danou f € LP(2) a € > 0 najdeme kompaktni mnozinu K < Q takovou, Ze pro ¢ = fxx plati
I f—glp <e. Dle Véty 1.5.22(b) je pro dosti velké j € N funkce g = h; € Z2(Q) a plati odhad ||g = h; — g/, < e. Tedy
If =g hjlp <e N

Véta 1.5.24. Prope [1,0) a A < R? méritelnou je LP(A) separabilni.

Diikaz. Necht nejprve A lezi v n&jaké kompaktni mnoziné K — R?. Pak lze prostor LP(A) piirozené chapat jako
podprostor LP(K), a tedy sta¢i ukazat separabilitu LP(K). Ale C(K) je dle Disledku 1.5.17(c) husty podprostor
L?(K). Prostor (C(K), |- |p) je viak separabilni diky Stoneové-Weierstrassové vété o stejnomérné hustoté polynomi
v C(K). Tedy i LP(K) je separabilni.

Pro obecnou mnozinu A pak méame

[e¢]

U P(An B(0,n)),
z ¢ehoz plyne separabilita LP(A). O
1.5.4 Konvoluce distribuci

Definice 1.5.25. At ue 2'(R%) a p € 2(R?). Konvoluci funkce ¢ a distribuce u definujeme jako funkci

(ux@)(z) = u(ra@) = uly = p(x —y)), zeR™
Je-li z € RY, posun distribuce v o = definujeme jako
(2u)(9) = u(T-2) = uly = p(y + 7)), ¢ 2(R).
Lemma 1.5.26. Pro r € R\{0} a e € Sga oznaéme n, = %(To — Tre). Pak nro — Do v 2(RY) pro kazdé

v e 2(RY).
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Diikaz. Necht ¢ € 2(RY). Zjevné maji funkce {n,¢ : 7€ (—1,1)\{0}} nosi¢ obsazeny v jedné kompaktni mnozing.

Pro dikaz tvrzeni si ukazme, Ze 7, 3 Deo. Plati totiz (pro t = —r)
(1:0)() = () — plar — 7)) =~ (ol — 7€) — ()
. Lt (1.28)
= E(ap(x +te) — p(x)) = fJ (De)(z + se)ds.
0
Je-li t > 0, z (1.28) tedy mame
(ot 10) = 9(o)) = Deplo)| = | [ (Deo)la + 50) = Dt s
o (1.29)
<3 || (@)@ +50) = Dol s,
pro t < 0 plati
1 -1 (°
(e 10) = plo) = D) = |5 [ (Dup)o 4 50) = Degla) s
‘ (1.30)

4 0
<7 | 0@+ 56) = Dot s

ProtozZe je funkce D.p stejnomérné spojité, existuje pro dané € > 0 takové § > 0, Ze |Dep(x1) — Dep(x2)| < € pro
|z1 — 22| < 6. Pro t € R spliwjici |t| < § pak mame z (1.29) a (1.30) pro kazdé = € R? odhad

< e

0r0)) ~ (D)) = |7 [ (Do +50) = D) s

Tedy vskutku 0,9 =3 Deo.
Mgéjme nyni libovolny multiindex . Pak z predchoziho méme

D*(p) = (D6~ 7e( D)) = Do(D"p) = D*(Dep).

Tedy 1, — De v 2(R?). O
Véta 1.5.27.
(a) Proue 2'(R?) axeR? plati T,u e 2'(RY). Je-li navic u € L, (RY), plati T,Ay = Ay
(b) Je-liue 2'(RY), ¢ € 2(RY), plati 7, (u * p) = (Tyu) * p = u * (Top).
(c) Je-liue 2'(RY), o € 2(RY), je us o € CP(RY) a D*(u* @) = (D%) % ¢ = u* D%p.
(d) Prove 2(RY), ue L (RY) plati Ay +v = uxv.
(e) Je-live Z'(RY) av,we ZRY), plati u* (v*w) = (u*v) *w.
(f) Je-li {h;} aprozimativni jednotka a uw € 2'(R?), pak Aysn, — u v Z'(RY).
Driikaz. (a) Je-li {p,,} posloupnost konvergujici k 0 v Z(R?), konverguje k 0 i posunuté posloupnost {7_.,}. Tedy
(Tzw)(Pn) = u(T—zpn) = 0
a T,ue 7' (RY).
Je-li u e Ll (R%), plati pro ¢ € Z2(R?)
(raa)(0) = Aulrsp) = [(roap) = [plt 4 o)utt) s
= [eo)uts =~ 2)ds = Ar.uti)
(b) Ozna¢me 1) = 7. Postupné pak dostaneme z definice rovnosti
Te(ux ) (y) = (ux @)y — 2) = wry—op) = u(z = oy - - 2)),
((aw) = ) (y) = (2u)(1yP) = w(T-0yP) = W(T21yP) = u(z = (=T +y — 2)),
(us (720))(y) = (uxP)(y) = ulry¥) = u(z = Y(y = 2)) = u(z = (y — 2 — x)),
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tedy (b) plati.
(c) Necht 2 € R? a e € Sga. Dokazeme, Ze D.(u * ¢) v bodé x existuje a je rovna (u * Dep)(z) a (Deu * @) ().
Necht 7, = (79 — 7¢) pro r € R\{0}. Dle Lemmatu 1.5.26 mame n,¢ — D¢ v Z2(R?). Tedy

(e (u ) (x) = (us (:0)) (@) "= (ux (D)) (),

a proto
(De(ux@))(x) = (u* (Dep)) ().

Dale
(Deu @) (x) = (Deu)(129) = (—Lu(De(y — ¢(z —y))

)
= (=Du((=1)(y = (De)(z —y))) = u(y — (Dep)(x —y))
a je-li Y = D.p, mame

(ux Dep)(x) = u(r29) = uly — Pz — y)) = uly = (Dep)(x — y)).

Tedy rovnost plati pro derivaci ve sméru e. Indukei zfejmé dostaneme u * ¢ € C*°(R?) a pozadovanou rovnost
pro kazdy multiindex a.
(d) Mame

m*m@o=fu@—ym@ww

(A 5 0)(@) = Au(0) [(mB)u = [ol = gl dy = [ vl2)ule - ) de

Tedy tvrzeni plati.
(e) Je-li z = 0, dostaneme

(u (0% w))(0) = u(uwFv) = uly — JU(S)w(*y —s)ds)

((u*v) *w)(0) = fw(s)(u #v)(—s)ds = Jw(s)u(T,ST)) ds
~ [wuty o5 - ) ds.

Rovnost téchto vyrazt neni v zadném pifpadé zfejma, ale dle strany 172 v [?] plati.
Je-li z # 0, pouZijeme piedchozi rovnost nasledujicim zptusobem:

(us (vxw))(z) = (ux (v 72w))(0)
— ((wxv) * (rw))(0) = (1w v) * ) (@),
(f) Necht {h;} je aproximativni jednotka, u € 2'(R?) a p € Z(R?). Pak
A, (B) = M, (T0@) = (Ausen; * )(0)
= ((wxhy) % )(0) = (ux (hy * 9))(0) "= (wx 0)(0) = ().
(Limitni p¥echod lze provést, nebot pro ¢; — ¢ v Z(R?) plati
(ux@5) (@) = u(r2@5) = w(rap) = (uxp)(x).)
O
Definice 1.5.28. Jsou-li u,v € 2'(R?), definujeme konvoluci distribuci v a v jako distribuci definovanou vztahem
(uxv)(p) = (ux (v+§))(0), ¢eI(RY).
Poznamka. Tato definice dava dobry smysl v pfipadech, které vice osvétli nasledujici véta.
Véta 1.5.29. (a) u=v je dobie definovdno, pokud alespor jedna distribuce md kompakitni nosic,
(b) AfxAg=Agsg, f€DRY), g€ L (RY),
(¢c) Nyws =uxAp, ue 'R, fe I(RY,

(d) = je komutativni (asociationi), pokud alespori jedna (dvé) distribuce maji kompaktni nosic,
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(e) spt(u*v) < sptu + sptv, u,v e Z'(R?),
(f) D*(u=v) = D% v =u = D%, md-li alesponi jedna kompaktni nosic,
(9) uw=As, *u a D*u = (D%As,) * u.
Drikaz. Provedeme pouze naznaky dikazt nékterych tvrzeni.
(a) Ma-li v € 2'(R?) kompaktni nosi¢, je v * p € Z(R%), a tedy u * (v * @) je dobie definovano.
Ma-li u € 2'(R?) kompaktni nosi¢, je funkce v * % pouze v C*(R?). Vezmeme funkci n € 2(R?) tak, ze n = 1 na
oteviené mnoziné obsahujici sptu. Pak pro 1 € C®(R?) mtzeme vyraz u(¢) chapat jako u(yn) (je vidét, ze tato

hodnota nezalezi na volbé funkce 7).
(b) Necht f e 2(RY), g e LL (R?). Pak pro ¢ € 2(R?) plati

(Mg * Ag)(p) = (Mg # (Ag # £))(0) = (Mg * (9% 2))(0) = (f = (9% $))(0)

ff G g)-o)de = [ 1) | Fla(- - ) dy) ds
- [| r@e-vg(-o ~ y) dody

(Af*gxsa):f(f*g)()(dy—j [ 5@ty ) da)dy

ij y)dxdy = Jff Yo(—y) dz dy.
Tedy Apx Ag = Afyy.

(c) Proue 2'(R?Y), f € 2(RY) a ¢ € 2(R?) mame

(M) = J (us F)(y)p(y) dy = f u(ry Holy) dy
= Ju(m = fly —x))p(y) dy.

(wx Ap)(@) = (ux (Ap* $))(0) = (ux (f *$))(0)
= u(f*@) = u(z — (3= f)(—))

* @)
— u(z fsz(y)f(—a: —y)dy) = ulz — fso<—y>f<—x —y)dy)
chf y—x)dy) = Jw(y)U(chf(y—x))dy

(posledni rovnost opét neni ziejma). Tvrzeni (c) tedy diky provedenym vypo&tam plati.
(g) Pocitejme

(Aso #u)(0) = (Agy * (u $))(0) = Agy (u * P)

1.5.5 Fourierova transformace funkci a Schwartziv prostor

Definice 1.5.30. Mame dan prostor R?. Pak zavadime
e normalizovanou miru myg = (27r)’d/ 2X?. vit¢i ni budeme uvazovat i konvoluci a LP-prostory,
e pro t € RY definujeme charakter jako e;(x) = e*, z € RY,
e Fourierova transformace funkce f € L*(R%,my) je definovana jako

fi =) = [ f@e-dw)dma@) = o [ e, vew

<=

e operator D, = (i)~1*/D> = (%ﬁ)o‘l (5 di)“d,
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e Pro P polynom na R?, tj.

P(t) = Yeat® = Y caltyt - t59),

definujeme diferencialni operétory

D) =Y caDa, P = Y ea(-1)D,.

Tvrzeni 1.5.31. Necht P polynom d proménnijch, f,g e L'(R?), z,t € R%. Pak

(a) Dyer = t%e,

(b) P(D)e, = P(t)er,

(¢) (of) = eaf.

(@) (ezf) =7,

(¢) Fxg=fa.

(f) je-li A >0 a h(z) = f(£), pak h(t) = ALf(AL).

Dikaz. (a) Zjevné
1 d 1 d R o
<(Z dxl) N (’L dl‘d) > (6 ZJ:l g ]) = (t? . 'tdd)e Z.7=1 tjx;

(b) Diky (a) plati

D)e; = ZCQDaet = anto‘et = P(t)e

(c) Z definice dostavame pro t € R? rovnosti

0 = [(mfe = [ 5= 2 dma(s)

_ f Flu)e™ e dmy(u) = e—o (8 F(2).

(d) Dale

exf(t) = f(ewf)(s)e_”'s dmyg(s) = fe”'sf(s)e_”'s dmg(s)

= [ dmats) = fit - 2) = (m o).
(e) Pro f,g e L'(R?) pocitejme

(Fx9)(t) = f(f*gx) = g (s) j (j Fw)g(s — ) dma ))e-”ﬂdmd@)

= Jf(y) (Jg(s —y)e dmd(S)) dma(y)
Jf (J —it-(uty) dmd(u)> dma(y)
= e (st dmaw) amat) = Fogo,

Jf Je ™ dmg(x )\dff TN dimy(s) = X F(EN).

(f) Méame

O

Definice 1.5.32. o Schwartziv prostor . = . (R?) je systém viech nekoneéné hladkych funkci na R¢ s do-

state¢né rychlym poklesem, presnéji

S ={fec®®RY): sup | (1+[z])" (Daf)(@)]w < o, N € No}.

la|<N

Pro N =0,1,2,... uvazujme normy

pn(f) = sup | (1+[22)" (Daf)(@)]eo-

|lal<N
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Na .7 (R%) uvazujme konvergenci danou témito normami, tj. {p,} in .7 (RY) konverguje k ¢ € ./ (R%) v
7 (R?), pokud
lim py(on —p) =0, N =0,1,2,....

n—o0

e Piipomeiime, 7ze Cy(R?) znaéi prostor spojitych funkei f na R? spliwjicich, ze mnozina {z € R?: |f(z)| = ¢}
je kompaktni pro kazdé ¢ > 0. Na Cy(R?) uvazujeme supremovou normu.

Poznamka. Vzhledem k tomu, Ze pro dany polynom p(z) = (1 + |z|*)™ ¢asto budeme hledat m > 0 takové, ze
§((1+ |2|°)™) ™ dmg(z) < 0, je dobré pripomenout Fubiniovu vétu pro sférické souradnice, tj. rovnost

o0
J <p(|x\)dx:d/<;df rdilap(r) dr,
]Rd

0

kde ¢: (0,00) — [0, 0) je mé&Fitelna funkce a k4 zna¢i objem d-dimenzionalni jednotkové koule. Z tohoto vzorce jiz
snadnym vypoctem najdeme pozadované m.

Véta 1.5.33.  (a) & < Co(RY) N (epr o0 LP(RY).

(b) Je-li {f,} posloupnost v.7, pak f, — 0 v.# pravé tehdy, kdyz P-D,, f,, = 0 pro kazdy polynom P a multindex
a. Ddle je & s metrikou p(f,g) = Zﬁ:o 2% min{pn (f — g), 1} dplny metricky prostor.

(c) Je-li g€ ., P polynom a o multiindez, jsou zobrazeni f — Pf, f— Duof a f — gf spojitd na <.
(d) (P(D)f)=Pf aPf=P(-D)f.

(e) Fourierova transformace je linedrni zobrazeni . do ..

(f) Pro f € L' (&) plati f € Co(R?) a |fllo <[]

(9) Fourierova transformace je spojité zobrazeni . do .7 .

Diikaz. (a) Necht f € .7 je dana. Pak g(z) = (1 + |z|?) f(z) € .7, a tedy ||g|,, < 0. Pak pro & > 0 mame

1 lg|
lg(z)| = e} c {zeRY: 22 > g},
1+ |z)? (1+ [z?)

{zeR%: |f(x)| = ¢} = {xreRe:
coZ je omezena mnozina. Tedy f € Co(RY) = L*(R?).

Necht p € [1,0) a N € N je zvoleno tak, Ze e LP(RY). Pak g(z) = (1 + |z|*)N f(z) € .7, a tedy

1
(A+z[H)N

|15 - f<1+||)> mpsm&f<u+ifw) <

(b) Necht f,, — 0 v ., tj. pn(fn) — 0 pro kazdé N € Ny. Z definice norem py vidime, ze |z|*(Dg.fn)(z) = 0
pro kazdy multiindex a a kazdé k € Ny. Tedy PD,, f,, konverguje stejnoméné k 0 pro kazdy multiindex a a polynom
P. Obracena implikace je pak snadné.

Zobrazeni p je zjevné metrika na ., pro kterou plati p(fy, f) — 0 pravé tehdy, kdyz f,, — f v .Z. Necht {f,}
je p-cauchyovska posloupnost, pak pro kazdy polynom P a multiindex o existuje spojitd funkce gp . takova, Ze
PD,fn = gpa (protoze & < Cp(R?), je funkce gp, omezend). Specialné tedy mame spojitou funkei f takovou,
7e fn 3 f. Z Kklasické véty pak mame D, f,, 3 D, f pro kazdy multiindex «. Pak ale pro kazdy polynom P vime,
ze {PD,f,} konverguje lokalné stejnomérné k PD,, f. Tedy PD,f = gp a dostavame, ze f € . a f, — f v 7.

(c) Necht f, - 0 v .7.

Je-li P polynom, pak pro kazdy multiindex 8 a polynom @ plati, ze vyraz QDg(P f,) je konetna suma obsahujici
Cleny Q' Dg fr, kde Q" polynom a 8’ multiindex. Tedy QDg(Pf,) — 0 v 7.

Je-li @ multiindex, pak pro kazdy multiindex S a polynom @ plati, Ze vyraz QDg(Dqyfr) je konetna suma
obsahujici ¢leny Q' Dg f,,, kde Q' polynom a " multiindex. Tedy QDg(Dqy frn) — 0 v .&.

Je-li g € ., pak pro kazdy multiindex S a polynom @ plati, Zze vyraz QDg(gf,) je koneéna suma obsahujici
Eleny Q' Dg, gDg, frn, kde Q' polynom a 31, 2 jsou multiindexy. Tedy QDg(gfn) — 0 v .&.

(d) Pro f € . a polynom P mame P(D)fe.” a

(P(D)f)(t) = (P(D)f % e)(0) = (f * P(D)er)(0) = (f * P(t)e:)(0)
= (P(t)(f * e))(0) = P()((f * e)(0)) = P(£) F(8).
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Pro diikaz druhé identity uvazme polynom P(z) = x;. Pak P(—D) = =0,. Z Lebesgueovy véty mame

7

A -1 0

(PDINW) = 5 o [ e dmalt) = | S Fla)e (i) dmao)

- f 21 (@)e " dma(w) = ().

Pro obecny polynonAl P pak pozadovana rovnost plyne opakovanou aplikaci pfedchoziho vypoctu.
(e) Ukazme, 7e f € .# pro f € .#. Je-li P polynom a o multiindex, polozme Q(z) = (—1)l*lz* a g = Qf. Pak
g € . a plati diky (c)

—~

§=Qf=Q(-D)f = D.f.
Dale mame o
PD.J = P§ = P(D)g,

coz je omezena funkce na R?. Tedy PD, f Je omezena pro kazdy polynom P a multiindex a, tj. f e.7.
(f) Necht f e LY(R%). Pak zjevné plati |f] < |f[ 1. Je-li € > 0, potom dle Diisledku 1.5.23 existuje g € .%

tak, 7e | f — glur < =. Pak |f = gl < | — glur <&, atedy fe 71  Co(RY).
(g) Necht nyni f,, — 0 v .. Necht polynom P a multiindex « jsou dany. Pak pro Q(z) = (—1)!*lz a

gn(z) = Q(z) fn(z)

plati g, — 0 v .7. Tedy i P(D)g,, — 0 v .#. Z definice konvergence na .# dostavame, ze P(D)g, — 0 v L*(R%).
Tedy

PDofy = PQ(~D)fy = PQf, = PGy = P(D)gn 30
dle (c).ProtoﬁHOVY. O
Lemma 1.5.34. Necht ¢q(z) = e z1*I° e R9. Pak
(a) ¢pa€ S (RY),
(b) @ = ¢q (je to vlastni funkce Fourierovy transformace pro hodnotu 1),
(c) ¢4(0) = pa ba dmg.

Diikaz. Necht nejprve d = 1. Pak funkce ¢, a gg; spliwji diferencialni rovnici ¢’ + zy = 0. Pro funkci ¢ je to zfejmé,
pro ¢; mame

2

—~ v . 22 . 70 22 . —~
G () = i J e (a)e dm(2) = [iemF o] (i) J =T e~ dmy (1) = —ton ().
—0o0
Tedy z véty o jednoznac¢nosti existuje konstanta ¢ € C spliujici q/b: = c¢1. Ale ze vztahu
—~ a2
$1(0) = JeT dmi(z) =1

plyne
¢ = cé1(0) = p1(0) = 1.

Tedy ¢1 = 1.
Je-li nyni d > 1, plati ¢q(x) = ¢d1(x1) - - p1(x4), a tedy dle prvniho kroku plati

Sa(t) = 01(t1) -+~ d1(ta) = d1(t1) -+~ b1 (ta) = da(t).

Konecéné

64(0) = Ba(0) = f¢d<x> dma(x) = f Galt) dma(t).

Lemma 1.5.35. Necht f € Ll (R?) je takovd, Ze § fo = 0 pro kazdé ¢ € 2(R?). Pak f = 0.

loc
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Dikaz. Je-li f # 0, existuje kompakt K < R", ze SK f # 0. Necht {h;} je aproximativni jednotka, pak x g *h; — XK
v LY(R") dle Véty 1.5.22(b). Navic

Ixx # hjllo, < Ixrlolhsl <1
Vybérem vhodné podposloupnost muzeme zarucit, ze xx * h; — xx skoro vSude. Necht r > 0 je takové, ze
spt hi < B(0,7). Pak L = K + B(0,r) je kompakt, spt(xx * h;) = L a xx = hj € 2(R?). Dale

|f - (xr # hy)| < | fxel € LH(R™).
7 Lebesgueovy véty tedy méme

0= Jim |1+ (ucehy) = [ 170,
j—w©

COZ je spor. O

Poznamka 1.5.36. Prechozi lemma ukazuje, ze vnofeni f — Ay, f € L (R™), je prosté.

loc

Véta 1.5.37 (O inverzi). (a) Necht f,ge L*(R?), pak ng dmg = § fgdmg.

(b) Pro g€ & plati g(z) =  Ge, dmg, x € RL.

(¢) Fourierova transformace je spojitd bijekce ¥ na .7, kterd md spojitou inverzi a periodu 4. Navic platz’é =,
pe.”.

(d) Je-li f, f e LY(RY) a fo(x Sfex dmg, x € R?, pak f = fo skoro viude.

Diikaz. (a) Pozadovana rovnost snadno plyne z Fubiniovy véty, nebot

f Fodma = f f F(@)g)e™ Y dma(a)dma(y) = f fGdma.

(b) Necht g€ .. Je-li p € & a A > 0, pak pro f(z) = ¢(x/)\) mame
| 930 amate) = [ g01x*5000) dmatt
- [s@Ft) dmatt) - [ 3w)6(%) dmaty).

Protoze ’
lim o(5) = 9(0) a Jim 6(%) = 6(0),

A—00 A—00

dostavame pomoci Lebesgueovy véty rovnost
f g(O) t) dmg(t J #(0)g(y) dma(y).
Zvolime-li za ¢ funkci ¢4 z Lemmatu 1.5.34, mame rovnost
9(0) = [ 3(0) dmat).

Tedy pozadovna rovnost plati pro x = 0.
Je-li nyni € R? obecné, plati diky pfedchozimu

(@) = (r-29)0) = [ g dma = [ ges dm.

Tedy (b) plati.
(c) Oznatme Ff = f, f € .. Pak Ker F = {0} dle (b), a tedy F je prosta. Z tvrzeni (b) téZ dostavame, Ze

~0) = [ Feosma = 721(0),
atedy F2f = f.Proto F4f = f a F je surjektivni. Koneéné je inverze F~! spojité, nebot plati (F3)F = I = F(F3),

coz implikuje, ze F~ L= F3.
(d) Necht fi fe LY(RY). Pak pro g € . mame z (a) a (b)

| radma = [of ama | fia (f( e dma(y )dmd
- a0 ([ F@e= dmatw)) amat) = [ a1 dna.
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Tedy
Vge .7 : J(f — fo)gdmg = 0.

Protoze je Fourierova transformace surjektivni, plati rovnost 0 = {(f — fo)g pro kazdou funkci g € .. Plati
fo € Co(RY) dle Véty 1.5.33(e), a tedy je f — fo € LL _(R?). Vhledem k tomu, ze Z(R?) < .7, je funkce f — fo
nulova dle Lemmatu 1.5.35, tj. f = fo skoro vSude. O

Véta 1.5.38. Jsou-li f,ge ./, pak f+rge .S a E = f* g.
Diikaz. Dokazme nejprve druhou rovnost a ozna¢me jako F Fourierovu transformaci. Protoze

fia.fge S < LMRY) a fxge LY(RY),

plati dle Tvrzeni 1.5.31(e) pro funkci h = f*g

—

h=TF+g = (PN(F9) =Fi=Ta=Ts

Tedy he s, a proto i f* g =h e .. Pomoci Véty 1.5.37(c) tedy mame ]?* g= J/‘B
Vezméme nyni funkce f1, g1 € . splhwjici f1 = f a g1 = g. Pak z predchoziho plati

frg=fixgied

O

Véta 1.5.39 (Plancherelova véta). Ewistuje prdvé jedna surjektioni izometrie F : L*(RY) — L?(R?) takovd, Ze
Ff=f, fe. Navic Ff = f pro f e LY(R%) n L?(R?).

Diikaz. Nechf (-,-) znaéi skalarni souéin na L?(R%) = (L%(R?), m4). Pak pro f, g € .¥ mame

Go)= | fadma= [ gta (ff e )dmd
f fie <f e dma(z) )dmd f (J ‘”'tdmd(x)) dma ()

= <fvg>'

Tedy Fourierova transformace je izometrickym zobrazenim . = L?(R?) na .¥ < L?(R¢). Diky hustoté . v L?(R?)
a Vété 1.1.37 existuje operator F : L2(R?) — L2(R?) rozsifujici Fourierovu transformaci z .# na L?(R?). Je snadné
si rozmyslet, Ze toto roziifeni je izometrii L?(R?) na L?(R%).

Mé&jme nyni funkci f € L*(RY) n L2(RY). Fixujme r > 0 a oznaéme f, = fXB(o,r)- Pak existuji funkce {f,} z
@(B(Oa 2T)) SplﬁujiCi an - frHLZ(Rd) = an - frHLz(B(O,Q'r')) — 0. Tedy i ”fn - f’l“HLl(Rd) = an - fTHLl(B(O,Q'r)) -0
a Ff, — Ff.v L*(R%). Protoze

1Fr = Falloo < 1 fr = Fal ey = 0,

mame

fr_fnoo_’ov HFfT_FfNHL2(Rd)—>O a fn:an

Tedy Ff, = fr pro kazdé r > 0. (MiZeme totiZ vybérem podposloupnosti zafidit, ze F f,, — F'f,. skoro vSude.)
Provedme nyni limitni pfechod pro r — c0. ProtoZze

T |f = frle@e =0 a lm |f = frf g =0,
mame pror = N, N e N,
i |Ffn — Fflp2mey =0 a i Ifn = flloo = 0.
Protoze F fy = fg\v podle pfedchazejictho kroku, analogicky jako vyse plati F'f = f . O
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1.5.6 Temperované distribuce

Tvrzeni 1.5.40. Vnoreni 2(R%) do . je spojité na hustou podmnoZinu.

Diikaz. Zjevné je 2(R?) podmnozinou ..

Pokud posloupnost {¢,} konverguje k 0 v 2(R?), pak spty, < K, n € N, pro ndjaky kompakt K < R? a
D%p,, 3 0 pro kazdy multiindex «. Je-li nyni P polynom a « multiindex, konverguje dle pfedchoziho posloupnost
{Duown} stejnomérné k 0, a tedy i PDqp, 3 0. Tedy ¢, —> 0 v 7.

Ukazme nyni, 7ze Z(R?) je hustou podmnozinou .#. Necht f € .7 je dana. Vezmeme v € 2(R?) rovnajici se 1 na
B(0,1) a polozme f,(x) = f(z)¥(x/n), z € R, n e N. Pak jsou funkce f,, € Z(R?) a plati f,, — f v .. Vskutku,
je-li P polynom a « multiindex, pak

P(2)D(f = fa)(x) = P(x) Y gD (f)D*(1 = ¢(a/n).
p<a
Jelikoz D?(1 — 4(x/n)) = 0 pro |z| < n, funkce DP(¢)(z/n)) jsou stejné omezena a funkce PD*A(f) je v Co(R?),
konverguje PD*(f — f,) stejnomérné k 0. Tedy f, — f v 7. O

Definice 1.5.41. Spojité linearni funkcionaly na . se nazyvaji temperované distribuce. Prostor temperovanych
distribuci zna¢ime .. Na .’ uvazujeme nasledujici konvergenci: Posloupnost {A,} v .’ konvergujev.¥' k A € &/,
pokud A, (¢) — A(p) pro kazdou ¢ € 7.

Poznamka 1.5.42. Funkciondl u: ¥ — F je v .7/ pravé tehdy, kdyz v = u|gmga) € 2'(R?) a existuje spojité
rozsifeni v z 2(R?) na ..
Priklady 1.5.43. Nasledujici objekty jsou temperované distribuce.
(a) Kazdy prvek u e 2'(R?) s kompaktnim nosi¢em.
(b) Mira pe M+ (R?) spliwjict {(1 + |z|*) ™% du(z) < oo pro ngjake k € (0, 0).
(¢) Funkee g splitujici §|(1 + |z|?)"*g(2)|P dma(z) < o0 pro ndjaké k > 0 a p € [1,0).
(d) Funkce z (LP(R%),my), p € [1, 0], a funkce majorizované ngjakym polynomem.
Diikaz. (a) Vezmeme 1 € 2(R?) spliwjici 1) = 1 na oteviené mnoziné obsahujici spt u a polozime

o(f) =ulfv), feS.

Pak nezalezi na volbé 1 a pritom v je spojité rozsifeni u na .&.
(b) Splituje-li e M (R?) odhad §(1 + |z|?)~* du(x) < o pro k € (0,0), pak definujme

= [s@du). ses.
Zobrazeni A, je diky predpokladu dobie definované, nebof
Hl< JH(l + 1) F (@) oo (1 + [2*) 7 dp(z) < 0.
Je-li dale {f,} posloupnost konvergujici k 0 v ., pak mame [(1 + |2|*)* £, (z)]|c — 0, a tedy
AL (f)l < f\fn(w)l dp(z) < (1 +[2?)* fo ()] J(l + |2*) 7 dp(x) — 0.

Tedy A, je v ..
(¢c) Necht k > 0 a p € [1,0) jsou dany predpokladem. Polozme

f) = ffgdmd«c), fes.

Necht {f.} je posloupnost konvergujici k 0 v .. Necht ¢ je sdruZzeny exponent k p a m > 0 je voleno tak, Ze
(§(1 + |&[2)®=™)4 dmgy(x))7 < 0. Pak mame

[Ag(fn)l f\fngldmd f\fn L |21 + [2]*) g ()] dma(x)

< (J i@+ japytrdmate ) (J1ca-+1o2)- <x>|Pdmd<x>)‘l“

<o([lsiprra )mfn(w)lqdmd(w)y

< O3+ 2™ fu @) (fa n |332)(k_m)qdmd(x)> Cnop
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(d) Je-li g € LP(R?) pro p € [1, ), plyne tvrzeni z (c). Je-li g majorizovano né&jakym polynomem P, tj. |g| < |P|,
pak lze volbou vhodného k € N zaridit, ze

f|(1+|az|2) )| dma(x fIP (14 [22)* dma(z) < oo.

Tedy zavér opét plyne z (c). Tedy i funkce z L*(R?) jsou v .7’ O

Tvrzeni 1.5.44. Je-li a multiindex, P polynom a f € %, jsou u — D%u, u — Pu a u — fu dobie definované
spojité operace na ..

Diikaz. Necht v € .’ a je multiindex a {f,} konverguje k 0 v .#. Pak D*f,, — 0 v ., a tedy
(Du)(fn) = (=1)*lu(D* f) — 0
Tedy D%u € . Déle pro posloupnost {u,} konvergujici k 0 v’ a pevné f € . méame
lim (D%, )(f) = lim (=1)*lu, (D*f) = 0,

n—o0 n—o0

a tedy u — D%u je spojité zobrazeni na .7".
Ostatni pripady se dokazi obdobné. O

Definice 1.5.45. Fourierova transformace temperované distribuce u je definovana jako u(f) = u(f), fes.
Véta 1.5.46. Plati ndsledugjict tvrzend.
(a) Fourierova transformace je spojitd bijekce &' na &' s periodou 4 a spojitou inverzi.

(a) Mdmeﬂ}ZUApmfeLl auy =ups pro f € L*.

(c¢) Je-li P polynom, plati P( Ju = Pii a Pu = P(-D)a.

Diikaz. (a) Necht ue . a {f,} jdek 0 v 7. Pakﬁ—>0v§’, a tedy

lim a(f,) = hm u(fn) = 0.

n—0o0

To znamena, e 4 € ..
Necht {u,} konverguje k 0 v .. Pak pro pevné f €. plati

a u — U je spojité zobrazeni na ..
Ozna¢me Fu = U, u € .. Pak
Fru(f) =w(F f) =u(f), fe,
a tedy F* je identita na .#’. Tedy je F bijekce .#’ na .. Protoze téz dostavame F—! = F3, je inverze F~! spojita.
(b) Necht g € L'(R%). Pak pro f € .7 plati

~

B() = uy(P) = 20 [ Fydma = 2y [ fgama = [ 15 = (1)

Pro funkci g € L?(R?) je t¥eba jako vySe ovéfit, ze je-li f € .7, plati § fFgdm, = ng dmyg (zde Fg znadi
Fourierovu transformaci na L?(R%) z Véty 1.5.39). K ovéfeni této rovnosti uvazujme g, = 9XB(0,n)- Pak g, €
LY (RY) A L?(RY) a plati limitni prechody g, — g v L2(R?) Sgnf — ng Tedy i Fg, — Fg v L*(R?) a dostavame

Jgfmnd= hm,fgnfmnd= hm,f§;fdmd
n—oo n—0o0

— lim | (Fgn)f dmg = f (Fg)f dma.

(c¢) Pro polynom P, temperovanou distribuci u a f € . mame
P(Dyu(f) = (P(D)u)(f) = (3 caDau)(f
= Z(CaDau)(f) = an((l 7|a|Dau)(f)
= Y eali) =) lu(D? ) = u (Y ea (1) @) 1o D7 f)
= u(P(=D)) = u(Pf) =@



Tedy ]5(1_)711 = Pa.
Dale plati

Definice 1.5.47. Je-liue .7’ a f €.7, definujeme konvoluci u = f jako (u = f)(z) = u(ro f), x € RY.
Véta 1.5.48. Nechtue.? a f,g€ .. Pak plati ndsledugjici turzend.

(a) us fe CPRY) a D¥(ux* f) = D*ux f = u* Df.

(b) uxfe S

(c) uxf=Ffiafu=7ixf.

(e) us(f+g)=(uxf)xg.
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Kapitola 2

Uvod do funkcionalni analyzy - piiklady

2.1 Témata ke cvi€eni (zima 2014,/2015)

e Téma 1:

N e N

Néco z Prikladu 2.2.9(a) i (b).

Priklad 2.2.5.

Separabilita a tplnost C'(K) se supremovou a integralni normou.
Separabilita a dplnost ¢y a £P.

Néco o M (K) (priklady, separabilita, uplnost).

Komplexifikace.

Néco na faktorprostory, napt. Priklady 2.4.4, 2.4.9.

e Téma 2

NS ok Ny

Néco na komplementy, napt. Priklady 2.4.8, 2.4.6.

Lemma 1.1.30(a),(d).

Néco norem funkcionélt a operatoru, viz Sekce 2.10, 2.13.1.

Ridkost uzaveného vlastniho podprostoru, vlastni husty podprostor, vlastni podprostor druhé kategorie.
Priklady 2.7.3, 2.7.4.

Priklad 2.10.7.

Néco na tady, napf. Piiklady 2.5.1 a 2.5.2.

e Téma 3

BT ol R S

Dukaz Véty 1.1.41.
Priklad 2.5.4.

Priklad 2.6.11.
Priklad 2.6.19.
Priklad 2.6.3.
Priklady 2.8.3 a 2.8.4.

e Téma 4

1. Priklad 2.7.6.
2. Tvrzeni 1.1.58.
3.

4. Priklad 1.1.60.

Tvrzeni 1.1.59.

e Téma 5

1.
2.
3.

Tvrzeni b) a c¢) z Véty 1.2.19.
Priklad 2.8.1.
Priklad 2.8.5.
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4. Véta 1.2.10.
5. Priklad 1.2.28(c).

e Téma 6

Priklad 2.12.5.
Priklad 2.12.2.
Priklad 2.12.3.
Priklad 2.12.15.
Priklad 2.12.8.

A

e Téma 7

Priklad 2.13.8

Souvislost dualnich a adjungovanych operatord s maticemi.

Priklad 1.4.18

Piiklady na spektrum (koneéné dimenzionélni, posuny, integralni operator)
Kompaktni podmnoziny riznych prostori.

Priklad 1.4.18.

A

e Téma &
1. Priklady 2.15.: 5, 6, 8, 10, 21, 31
e Téma 9

1. UkaZte, Ze zobrazeni u: ¢ — Sil ©(t) dt je temperovana distribuce na R spoctéte .

2. Ukazte, Ze ue= neni temperovand distribuce. (Uvazte funkci e™*x(2,,0) a shladte ji pomoci konvoluce
vhodnou hladkou funkei s kompaktnim nosi¢em.)

3. Ukazte, Ze rovnice y' — y = 0 neméa nenulové feseni v .#'(R). (Je-li v temperovana distribuce Fesici
tuto rovnici, splituje jeji Fourierova distribuce F'u rovnici (1 + ig)Fu = 0, kde g(x) = z, z € R. Odtud
odvodte, ze u = 0.)

4. Spoc¢téte F(uy) a F(us, ), kde a € R.

5. Necht f e L'((0,27)) a >}, afr(k)e?*® je jeji Fourierova fada. Dodefinujte f na R 27-periodicky a vyja-
drete F'(us) pomoci koeficientti {a(k)}. (Rozved'te podrobné& nasledujici navod. Predpokladejme nejprve,
ze f € L*((0,2m)). Pak f = X, , ar(k)e’™ v L?((0,2m)) a dostaneme F(uy) = 21y, ,ar(k)é,. V
obecném pifpadé aproximujte danou f € L'((0,27)) funkcemi v L2((0,27)) a proved'te limitni pFechody
k ovéten! F(uy) =21 Y cp ar(k)dy.)

2.2 Normované linedrni prostory

Priklad 2.2.1. (a) Najdéte nejakou algebraickou bazi v R™ a v C™.
(b) Napiste definici eukleidovské normy na R™ i C™ pro n € N.
(¢) Ukazte (vysvétlete, z ¢eho plyne), ze (R™, | -|) a (C™,| - |) jsou Banachovy prostory dimenze n.

(d) Co jsou normy |- ||, p € [1,0], a jaky je jejich vztah k eukleidovské normé. Odvod'te odpovédi na otazku (c)
i pro tyto normy.

Priklad 2.2.2. Ukazte, Ze na kone¢né rozmérném prostoru jsou kazdé dvé normy ekvivalentni.
Priklad 2.2.3. Ukazte, ze libovolna norma na kone¢né dimenzionélnim prostoru je uplna.

Priklad 2.2.4. Najdéte na daném nekone¢né rozmérném Banachové prostoru X dvé uplné normy |- ||; a || - ||2 tak,
ze identita I : (X, -|l1) — (X, ] - |l2) neni spojita ani v jednom sméru.

Priklad 2.2.5. Kazda koule v normovaném linearni prostoru je konvexni a kazda konvexni mnozina je souvisla.
Priklad 2.2.6. Vnitfek konvexni mnoziny je konvexni.

Piiklad 2.2.7. Sféra alespont dvoudimenzionalniho prostoru je souvisla.
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Priklad 2.2.8. (a) Uzavér prodprostoru je podprostor a uzavér konvexni mnoziny je konvexni.
(b) Plati
n
span A = {Z Aixi ineN A, .. A\ €F .. 2, € A},

i=1

coA={Z)\ixi:neN,/\l,...,)\n>O,Z)\i=1,x1,...,xneA}.
i=1

i=1
Priklad 2.2.9. Necht X je normovany linearni prostor.
(a) Necht A ¢ X. Pak span A = Spand a co A = oA.
(b) U(x,r) = B(z,r) a Int B(z,r) = U(z,r). Najdéte piiklad metrického prostoru, kde tyto identity neplati.

Piiklad 2.2.10. (a) Ukazte, ze prostor matic A = (a;;)7;_; redlnych (komplexnich) &isel je vektorovy prostor s
obvyklymi operacemi s¢itdni a nasobku.

(b) Urcete jeho dimenzi.

(¢) Je norma definovana vyrazem , /Z?jzl aj; rovna normé operatoru T'(z) = Az na R™ (C"), uvazujeme-li na

R™ eukleidovské normy? Pripadné plati aspon néjaké nerovnost mezi nimi?

Priklad 2.2.11. Necht z1,...,z, jsou v normovaném linearni prostoru X. Pak néasledujici tvrzeni jsou ekviva-
lentni.:
(i) {z1,...,zy} jsou linedrné nezavislé.

(ii) Existuje C' > 0 tak, ze {(t1,...,tn) € F" : | X, t;xwi| < C} je omezena v F™.
(iii) Pro kazdé C > 0 plati, ze {(t1,...,t,) € F" : | X1 | t;xi| < C} je omezend v F™.
Priklad 2.2.12. Necht (X, |- |1) je Banachav prostor a | - ||z : X — [0, 0] méa nasledujici vlastnosti:
e Namnozind Y = {z € X : |z|2 < o} je to norma,
e | - |2 je zdola polospojita na X.
Pak (Y, - |2) je Banachuv.
Piiklad 2.2.13. Zkuste pouzit pfedchozi piiklad na X = (0, | - |lg=) a |- |2 =] - [er-

Priklad 2.2.14. Necht X je metricky prostor a A, B © X neprazdné. Zjistéte, zda se nabyva dist(A, B) v nasle-
dujicich pfipadech:

e bez dalsich predpokladii,

e A jakakoliv a B jednobodové,

e A, B uzaviené,

e A, B uzaviené a X uplny,

e A, B uzaviené a X = R",

e A kompaktni a B uzaviena,

e X Banachuv prostor, A uzavieny podprostor a B jednobodova,
e A, B uzaviené a omezengé,

o A kompaktni, B uzaviena a X lokalné kompaktni,

e A kompaktni, B uzaviena, X uplny a lokalné kompaktni,
e A kompaktni, B uzaviena, X = R".

Priklad 2.2.15. (a) Najdéte klesajici posloupnost {B,} uzavienych kouli v tiplném metrickém prostoru X tak,
ze (), Bn = .
(b) Ukazte, Ze takovou posloupnost nelze najit v Banachové prostoru.
(¢) Najdéte netiplny prostor X a klesajici posloupnost {B,} uzavienych kouli s diametry jdoucimi k 0 tak, Ze
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2.3 Priklady Banachovych prostori

Priklad 2.3.1. Necht ¢*(T") je vektorovy prostor v8ech realnych (komplexnich) omezenych funkei na mnoziné T'.
(a) Dokaite, Ze ||f|o = sup{|f(7)| : v € '} je norma na ¢*(T).
(b) Pro jaka T je ((*(T), ]| - |o0) kone¢né rozmérny?
(¢c) Projaka T je ({*(T),|| - |o0) separabilni?
(d) Dokazte, Ze normovany linearni prostor (£*(T), | - |«) je tplny.
Priklad 2.3.2. (a) Pfipomeiite, jak jsou definovany normy v prostorech C([0,1]), co, ¢, £* = {*(N).
(b) Ukazte, Ze jde o uzaviené linearni podprostory ¢ (T") pro I' = [0,1], resp. I' = N.
(¢) Jak z toho plyne, Ze jde o Banachovy prostory?
(d) Které z téchto prostori jsou separabilni?

Pfiklad 2.3.3. (a) Pfipomeiite, jak jsou definovany normy na prostorech ¢? pro p € [1, ]. Zopakujte si dikazy
toho, Ze jde o normy a Ze jsou uplné.

(b) Pro ktera p jde o separabilni Banachovy prostory?
(¢) V jakém vztahu jsou prostory P a £? pro p < ¢?
Priklad 2.3.4. (a) Pripomeiite, jak jsou definovany vektorové prostory LP(R) pro p € [1, o0].
(b) Jde o Banachovy prostory?
(¢) Pro ktera p jde o separabilni Banachovy prostory?
(d)
(e) V jakém vztahu jsou prostory LP a L pro p < ¢ (uvazujte, zda je mira prostoru kone¢na & nikoliv)?

Piiklad 2.3.5. Necht C*([0,1]) = {f € C([0,1]) : f® e C([0,1])} a | f| = sup{|f(z)| : = € [0,1]} + sup{|f*) (z)] :
z € [0,1]} pro f € C*([0,1]). (Zde derivaci v nule a v jedné rozumime odpovidajici jednostranné derivace.)

d) Ukazte, ze LP(R) obsahuje podprostor, ktery je izomorfni prostoru ¢?.

(a) Dokazte, ze (C*([0,1]),] - |) je nekone¢nd rozmérny, separabilni Banachiv prostor.
(b) Jde o uzavieny podprostor prostoru C([0,1])?

Priklad 2.3.6. Necht (X, p) je metricky prostor s metrikou p a xg € X je dano. UvaZzujte prostor Lip(X) v8ech
lipschitzovskych funkci na X s normou

I fllLip = [f(zo0)| + SHP{W

Je Lip(X) Banachiv prostor? Je Lip[0, 1] separabilni? Co se stane, kdyz vynechame v definici normy | - |rip ¢len

| f(z0)]?

Pfiklad 2.3.7. Prostor X vSech posloupnosti {z,} s kone¢nou variaci, tj. posloupnosti spliwjicich

cx £yl

o]

Iz} = la1] + D Jexsr — zx < o0,
k=1

je s touto normou Banachuv.

2.4 Operace s prostory

Priklad 2.4.1. Ukazte, ze X/M z predchoziho piikladu je Banachiv, pokud je X Banachtv.

Piiklad 2.4.2. Necht X,Y jsou normované prostory. Uvazujte | - ||1, | - [0, resp. | - |, na soucinu X x Y.
(a) Jsou tyto normy ekvivalentni?
(b) Kdy je souéin aplny?
(c) Jak vypada dual k X x Y?
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Priklad 2.4.3. Necht X je normovany linearni prostor, X = A@® B, kde A je uplny a B koneéné dimenzionalni.
Ukazte, ze X je uplny.

Piiklad 2.4.4. Necht X =C(K)aY = {f e X : f = Ona F}, kde F c X je uzaviend mnozina. UkaZte, Ze
XY =C(F).

Priklad 2.4.5. Necht H je Hilbertiiv prostor a Y cc H jeho uzavieny podprostor. Pak H/Y je izometricky
izomorfni Y.

Piiklad 2.4.6. Ukaiztek Ze LP(R) = LP((—0,0)) @ LP((0, 0)).
Priklad 2.4.7. Necht X =C([0,1]) aY = {f e X : f(0) = 0}. Popiste X /Y.
Piiklad 2.4.8. Necht X =C([-1,1]), Y1 ={f e X : f lichd} a Yo = {f € X : f suda}. Pak X =Y; @, Ya.

Priklad 2.4.9. (a) Necht Y je uzavieny podprostor normovaného linearntho prostoru X. Je-1i Y i X /Y tplny,
je X také uplny.

(b) Necht Y je uzavieny podprostor normovaného linearniho prostoru X . Pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni.

(i) X je separabilni,
(ii) Y i X/Y jsou separabilni.

2.5 Rady v normovanych prostorech

Priklad 2.5.1. Necht X je Banachiv a )", [#,| < co. Pak pro kazdou permutaci m : N — N plati >, | &(n) =
Y1 Tne

Piiklad 2.5.2. Najdéte X Banachuv a radu Zle T, konvergujici pfi kazdém pferovnéni, kterd ale spliiuje
Yt lal = oo

Piiklad 2.5.3. Ukazte, ze pfedpoklad tplnosti ve Vét& 1.1.39(c) nelze vynechat.

Priklad 2.5.4. Necht {z, : n € N} je mnoZina navzajem kolmych prvkia Hilbertova prostoru. Pak nasledujici
tvrzeni jsou ekvivalentni.

(i) Y%, z,, konverguje,

(i) Yooy lal?® < oo,

(iif) Y3, x, konverguje bezpodminecné,
)

(iv) 32 {(xn,y) konverguje pro kazdé y € H.

Jak tvrzeni dopadne v pfipadé obecného systému {x; : i € I} kolmych prvka?

2.6 Hilbertovy prostory

Pfiklad 2.6.1. Najdéte nekolik riznych skalarnich soudint na R™ (na C™). Vysvétlete, pro¢ normy definované
kazdym z nich jsou ekvivalentni s eukleidovskou normou.

Priklad 2.6.2. Necht M je uzavieny podprostor Hilbertova prostoru H a xg € H. Pak dist(z, M) = max{|{xo,y)| :
ye M*, |y| =1}

Priklad 2.6.3. Spoctéte min, p . Sil |3 — a — bx — cx?|? du.

Priklad 2.6.4. Spoc¢téte ming p . SSO |23 — (a+ bz + cx?)|?e~* dx, a max SSO 23g(x)e~* dz kde g je kolmé na {1, z, 2}
a ) |g(z)Pe®do = 1.

Priklad 2.6.5. Necht ¢ : H — R je funkcional. Dokazte, Ze kodimenze prostoru {z : o(z) = 0} je nejvyse jedna.
Piiklad 2.6.6. Dokazte tvrzeni: M je uzavieny podprostor H, pravé kdyz (M*)+ = M.
Priklad 2.6.7. Je-li M podprostor Hilbertova prostoru, plati M = (M*)*.

Priklad 2.6.8. Necht A c [0, 27] je mé&Fitelna. Dokazte, Ze

lim sinnz = lim cosnx = 0.
n—o0 A n—o0 A

79



Priklad 2.6.9. Popiste ortogonalni projekce H na M, pokud
M ={feL*0,2r) :c,(f) =0prone Ac Z},
M={feL*(R): f=0s.v.proze BcR}

(A a B jsou dané mnoZiny a ¢, (f) znac¢i Fourierovy koeficenty funkce f).

Piiklad 2.6.10. Ukazte, Ze na C([0, 1]) nelze zavést skalarni souéin generujici |.|q.

Priklad 2.6.11. Najdéte prostor se skalarnim sou¢inem a v ném maximélni ortonormalni soustavu, jejiz linearni
obal nenf husty.

Piiklad 2.6.12. Nechf N je piirozené &islo, a € C, a¥ = 1 a a? # 1. Dokaite, Ze skalarni sou¢in na Hilbertové
prostoru splituje identity

1 N
@) =5 X o+ oyl

1 4 . .
(x,y) = Dy J |z + efty|%e™ dt.
T

—T

Piiklad 2.6.13. Necht X je prostor se skalarnim sou¢inem. Pak je ekvivalentni:
(i) <z, y) =0,
(ii) |z + ay| = |z — ay| pro kazdy skalar «,
(i) |z + ay| = |z| pro kazdy skalar a.

Priklad 2.6.14. Necht X je mnoZina viech realnych absolutné spojitych funkei na [0, 1], pro néz f' € L%(0,1).
Rozhodnéte, zda X je prostor se skalarnim soucinem, ¢i zda je dokonce Hilberttv, pokud

Mm:f®M®+Lf¢

Priklad 2.6.15. Urcete ortogonalni doplnék v L2(0,1) k prostoru {f € L?(0,1) : Sé f =0}

Priklad 2.6.16. Necht X c Y jsou uzaviené podprostory Hilbertova prostoru. Pak existuje y € Y tak, Ze |y| = 1
a |y —z| =1 pro kazdé z € X.

Priklad 2.6.17. Pro n pfirozené a t € [—1,1] polozme f,(t) = t"~!. Pak existuje pravé jedna ortonormalni
posloupnost g, € La(—1,1) tak, Ze
Span{fla R fk} = Spa’n{gl o 7gk}

Spoctéte g1, .., gs5-
UvaZzujte analogicky problém pro interval [0,1].

Priklad 2.6.18. Dokaite, Ze v mnoziné A = {z € /2 : 3}(1+ +)z? < 1} neexistuje prvek z tak, aby |z = sup{|a] :
ac A}

Priklad 2.6.19. Nechf (X,S, ) je pravdépodobnostni prostor a 7 < S je o-algebra. Je-li f € L*(X,S,u), je
funkce g € L*(X, T, 1) podminén4 stiedni hodnota f, pokud plati

VTGT:J fduzf gdp.
T T

Hilberttv prostor M = L?(X, T, 1) lze pfirozend uvazovat jako podprostor Hilbertova prostoru H = L?(X,S, p).
Ukazte, Ze g je podminén4 stfedni hodnota f pravé tehdy, kdyz || f — g| = dist(f, M).

2.7 Baze vSeho druhu

Pfiklad 2.7.1. Najdéte dimenzi algebraické baze pro prostory C([0,1]), co, % a LP[0,1].

Priklad 2.7.2. Ukazte, ze dvé rizné baze vektorového prostoru maji stejnou mohutnost.

Priklad 2.7.3. Najdéte nekone¢né rozmérny normovany prostor se spocéetnou algebraickou dimenzi.

Priklad 2.7.4. UkaZte, Ze algebraickd dimenze Banachova prostoru nemuze byt nekonecna a spocetna. (Navod:
Uzijte Baireovu vétu.)
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Piiklad 2.7.5. Ujasnéte si rozdil mezi algebraickou a ortonormélni bazi Hilbertova prostoru.
Priklad 2.7.6. Necht X je normovany linearni prostor. Pak néasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni.
(i) dim X < oo,
(ii) kazdé dvé normy na X jsou ekvivalentni,

(iii) kazdé linearni zobrazeni T prostoru X do normovaného linearntho prostoru Y je spojité.

2.8 Hahn—Banachova véta

Pfiklad 2.8.1. (Banachova limita) UkaZte, Ze existuje spojity linearni funkcional L na prostoru £* takovy, Ze
L(z) = lim, o 2, pro x € ¢,
L(z) < L(y), je-li @, < yp, pro vechna n € N a koneéné
L(xy,x9,...) = L(zk, xg+1,...) proxz € L* a ke N.

(a) UZijte navod: Uvazujte funkciondl, ktery konvergentni posloupnosti pfiradi jeji limitu, a sublinearni funkcional
limsup,, .,  Y0_, k.

(b) Uzijte navod: Uvazujte funkcional rovny nule na posloupnostech tvaru (xo — 21,23 — @2,...) a sublinearni
funkcional p(z) = sup{x, : n € N}.

(¢) Ukazte, ze "Banachova limita" L nemize spliiovat rovnost L(zy) = L(x)L(y).

Priklad 2.8.2. Necht f je konkévni a g je konvexni na konvexni uzaviené mnoziné K < R"™, necht f(z) < g(x)
pro z € K. Rozhodnéte, zda existuje afinni funkce h na R™ takova, ze f(z) < h(z) < g(x) proz € K.

(Funkee h je afinni, jestlize h(x) — h(0) je linearni. Ukazte, Ze h je afinni, pravé kdyz h(ax + by) = ah(x) + bh(y)
pro viechna a,be R, a+b=1, z,y € R™)

Priklad 2.8.3. Necht f je omezeny funkcionél na podprostoru M Hilbertova prostoru X. Dokazte, Ze existuje
pravé jedno rozsifeni f na cely X se stejnou normou a Ze se toto rozifeni anuluje na M.

Piiklad 2.8.4. Sestrojte omezeny funkcional na podprostoru L'(u) tak, aby existovala dvé riizna rozsifeni na
L' (u) zachovéavajici normu.

Priklad 2.8.5. Pripomeiite si, Ze funkcionéal f na normovaném linearnim prostoru X je spojity, pravé kdyz Ker f
je uzavieny. Ukazte, Ze obdobna véta neplati pro operatory.

Priklad 2.8.6. Necht M je podprostor normovaného prostoru X. Jestlize jedina spojita linearni forma na X, ktera
je nulova na M, je nulova, potom M je husty v X.

Piiklad 2.8.7. Mnozina H < R" se nazyva nadrovina, pokud existuji redlna &isla aq,...,a,, ¢ tak, 7ze H = {z €
R™: > a;x; = c¢}. Necht E je konvexni s neprazdnym vnitikem a y leZi na hranici E.DokaZte, Ze existuje nadrovina
H tak, ze y € H a E lezi na jedné strané H.

Priklad 2.8.8. Necht Sx je jednotkova sféra normovaného linedrniho prostoru X nekoneéné dimenze. Je mozné
Sx pokryt koneéné mnoha uzavienymi koulemi, které neprotinaji pocatek?

2.9 Dualni prostory a reflexivita

2.9.1 Klasické dualni prostory

Priklad 2.9.1. (a) Popiste, jak lze reprezentovat spojité linearni funkcionaly na R™, na Hilbertové prostoru, na
co, na P, na C(K), na c,... a co to znamena o jejich normé. Ve kterych pfipadech umite ukazat, Ze jde o
izometrii?

(b) V pfipade reprezentace funkcionalu na c¢ zkuste pouZit znalost reprezentace funkcionalu na prostoru spojitych
funkei na kompaktnim metrickém prostoru {0} U {+ : n € N}.

(¢) Jsou prostory ¢ a ¢* "linearné izometricke"?

Priklad 2.9.2. Ktery z klasickych prostortu je reflexivni?
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2.9.2 Dualy obecné

Priklad 2.9.3. (a) UkaZte, Ze prostor spojitych linearnich operatort mezi Banachovymi prostory je Banachuv
prostor s obvyklou normou.

(b) Ukazte, Ze dudlni prostor X* k Banachovu prostoru X je specidlnim pf¥ipadem piedchoziho.

(¢) Najdéte linearn{ izometrii prostoru X* na podprostor prostoru £*(Bx), kde Bx je otevien4 jednotkova koule
v prostoru X.

Priklad 2.9.4. Dokazte: X* separabilni, pak X separabilni. (Navod: Zvolte {f,} spofetnou hustou v jednotkové
sféfe X*. Najdéte {z,} v jednotkové sféfe X tak, Ze f,(z,) > 5. Ukazte, Ze {x,} je husta v jednotkové sfére X a
tim padem je X separabilni.)

Plati to i naopak?

Piiklad 2.9.5. Necht X je Banachuv prostor, jehoz dual X* je reflexivni. Pak X je reflexivni. DokaZte.
Priklad 2.9.6. Uzavieny podprostor reflexivniho prostoru je reflexivni.
Priklad 2.9.7. Reflexivni normovany prostor je uplny.

Priklad 2.9.8. (a) Existuje spojity funkcional s normou jedna, ktery na jednotkové kouli nenabyva hodnotu
jedna, na prostoru co, C([0,1]), £, ...7

(b) Existuje v jednotkové kouli prostoru co (C([0, 1]), £}, ...) posloupnost, kterd nema vybranou slabé konvergentni
podposloupnost?
Najdete konkrétni priklady takovych funkcionélt a posloupnosti na uvedenych nereflexivnich prostorech.

Priklad 2.9.9. Necht X Banachtv. Pak néasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni.
(i) X reflexivni,
(ii) pro kazdy vlastni uzavieny Y cc X existuje x € Sx tak, ze dist(z,Y) = 1,
(iii) pro kazdy vlastni uzavieny ¥ cc X a xz € X existuje y € Y tak, Ze |z — y| = dist(z,Y).

Priklad 2.9.10. Necht ¢! je uvazovano s normou |z, = |z|l¢r + |2]=. Ukazte, ze (£1,] - |,)* 1ze ztotoznit s £* s
normou

|zl = SUP{; Z |z;] : N < N kone¢na}.
|N| +1 ieN

Pfiklad 2.9.11. Necht Y cc X uzavieny, Y reflexivni a X /Y reflexivni. Pak X je reflexivni.

2.10 Funkcionaly

Priklad 2.10.1. Spoctéte normy nasledujicich funkcionalu (pokud jsou dobie definovany) z X do R (respektive
do C) a urcete, zda se jich nabyva.

(a) F:{z,}—> 2" 25, X =co.
(b) (2,y) = 2z + 5y, kde (z,y) € R? s normou [ - 1, |- 2, [ - [lco-
F:fw (0 f(z)sinzde, X = L*(0,).

F: f = Zf:l(_l)n%f(%)v X = C([_la 1])

F:{z,}— >, (2+7i)%xn, X =12

(c
(d

)
)
)
(e)
Cf o limg o § f(E7) dE, X = C([—1,1]).
L[ §otf(t)dt, X = LP(0,1).

L f e St f()dt, X = L2(0,1).

Az, (1 - %)xn, X =/,
:f— f(0), X ={feC([-1,1]) : f je polynom nejvySe 2. stupné}.

HAzp}t - Yn-x,, X = co.

S I T E s N
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() F:fo S0, £ ke, fec([o,1]).
Piiklad 2.10.2. Najdéte normu nasledujicich funkcionala na C([0,1]):
() () = X S /R),

(b) F(f) = S5, S F/k),
(c) F(f) =1lim, 0 Zk:l %f(k/n>7

3/4
=t

So t) sgn(sin(1/t)).
Piiklad 2.10.3. Necht a, b, c jsou realna a ac — b > 0. Definujme skalarni soudin na R? piedpisem
(z,y) = az1y1 + b(z1Y2 + T2y1) + CT2Yy2.
Najdéte Rieszovu reprezentaci funkciondlu f a jeho normu, pokud je definovan vzorcem f(z1,z2) = ax + Sy.

Priklad 2.10.4. Najdéte normu ¢ : C1([—1,1]) — R daného piedpisem ¢(f S t)dt a norma f je dana
IF1 = 1£leo + 1l co-

Piiklad 2.10.5. Ukazte, Ze linearni forma f : X — F je spojita pravé tehdy, kdyz jeji jadro je uzaviené.
Priklad 2.10.6. Ukazte, ze linearni zobrazeni f : X — F" je spojité pravé tehdy, kdyz jeho jadro je uzaviené.

Priklad 2.10.7. Necht X je normovany linearni prostor a f : X — R line4rni zobrazeni. Jaké implikace plati mezi
nasledujicimi vyroky?
(i) feXr,
(ii) Ker f uzavieny,
(iii) f je oteviené zobrazeni (tj. posila oteviené mnoZiny na oteviené),
(iv) graf f je uzavieny v X ®R.
)

(v) Ker f nenf husty v X.

2.11 Slaba konvergence

Priklad 2.11.1. Ukazte, ze konvergence posloupnosti v normé splyva se slabou konvergenci v R™ a ve v8ech
konec¢né rozmérnych Banachovych prostorech.

Priklad 2.11.2. Ve kterych Hilbertovych prostorech splyvéa konvergence posloupnosti v normé se slabou konver-
genci? Kdy lze najit posloupnost na jednotkové sfére, které slabé konverguje k nule?

Piiklad 2.11.3. Najdete posloupnosti na jednotkové sféfe, které konverguji slabé k nule, také v prostorech cg, £%,

Piiklad 2.11.4. UkaZte, Ze slaba a w*- konvergence posloupnosti splyvaji na dualu k Hilbertove prostoru.

Priklad 2.11.5. Ukazte, ze kazda posloupnost v dudlu k Banachovu prostoru X, ktera konverguje slabé, konverguje
téz w*.

Priklad 2.11.6. Posloupnost {f,} < C([0,1]) konverguje slabé k f € C([0,1]), pravé kdyz {f,} je omezena a
fn — f bodové.

Priklad 2.11.7. UkaZte, Ze slaba a w*—konvergence v dudlu k reflexivnimu prostoru splyvaji.

Piiklad 2.11.8. Necht X je normovany prostor, {z,} je relativné kompaktni mnozina a z,, — « slabé, pak x,, — .
Priklad 2.11.9. Necht H je Hilbertuv, x,, — x slabé a |z,| — |z|. Pak z,, — «.

Piiklad 2.11.10. (Schurova véta) Dokazte, Ze kazd4 slabé konvergentni posloupnost v ¢! je konvergentni v normé.
Priklad 2.11.11. Necht X je Banachuv a T omezeny operator na X. DokaZte

(a) z, konverguje slab& v X, pak |z,| je omezena.
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(b) x, — x slabg, pak Tx,, — Tx slabé.
(¢) T kompaktni a x,, — x slabé&, pak Tx,, — Tz.

(d) Pokud X je reflexivni, T, — Tz kdykoliv x,, — z slabé&, pak T je kompaktni.
(e) X reflexivni a T : X +— [!, pak T je kompaktni, a proto R(T) # I*.

(f) Y reflexivni a T': ¢g — Y, pak T je kompaktni.

Priklad 2.11.12. Necht f,, f € L' (i), fn — f p-s.v. a f, konverguji k f slabé. Pak |f, — f|z+ — 0.

2.12 Daisledky Baireovy véty

Priklad 2.12.1. Necht X, K jsou metrické prostory a K je kompaktni. Ma-1i T : X — K uzavfeny graf, je jiz
spojité.

Priklad 2.12.2. (a) Ukazte, ze C([0,1]) je vektorovy podprostor L'([0,1]) (v tom smyslu, Ze spojitou funkci
ztotoznime s t¥idou funkei, které se ji rovnaji skoro vsude).

(b) Najdéte posloupnost spojitych funkei lezici na sféfe prostoru C([0,1]), které konverguji v normé prostoru
L'([0,1]) k nule.

) Je identita na C([0, 1]) oteviené zobrazeni?
) Ma identita spojitou inverzi?
(e) Obraz C([0,1]) je 1. kategorie v L'[0,1].
(f) Inverzni zobrazeni k identité je uzaviené.
) UkaZte p¥imo, Ze vektorovy podprostor C([0,1]) neni uzavieny v L'([0, 1]), a tedy nejde o Banachiiv prostor.
Priklad 2.12.3. Dokazte, ze L?(0,1) je 1. kategorie v L'(0, 1) témito postupy:
(a) {feL?*:(|f|*> <n} jsou uzaviené v L' a maji prazdny vnitiek.
(b) Ukazte, Ze identita z L? do L' je spojit4, ale neni na.
To samé dokaZte pro LP a L4, kde p < ¢ (resp. I?,19).

Priklad 2.12.4. (a) UkaZte, Ze posloupnost (1/n,...,1/n,0,...) lezi v £* < ¢y a konverguje v normé prostoru cg
k nule, kdezto v norme prostoru ¢! lezi na jednotkové sfére a nema4, limitu.

(b) Je identita z ¢! do ¢y oteviené zobrazeni? Jak z toho plyne, Ze ¢! neni v ¢y normé tplny? (UZijte Banachovu
vétu o otevieném zobrazeni.)

(c) UkaZte piimo, Ze vektorovy podprostor ¢! neni uzavieny v co, a tedy nejde o Banachiiv prostor.
Priklad 2.12.5. Necht {a,} jsou nezdporna &isla takova, ze > a,b, < oo pro kazdou {b,} € ¢*. Pak {a,} € (2.
Priklad 2.12.6. Necht {a,} jsou nezdporna &isla takova, ze > a,b, < o pro kazdou {b,} € co. Pak {a,} € ¢*.

Priklad 2.12.7. Necht {c,} je posloupnost konvergujici k nekoneénu. Ukazte, Ze existuji posloupnosti a = {a,} a
b = {b,} kladnych &isel tak, Ze be (', a ¢ (' a a,/b, = c,, n € N.

Priklad 2.12.8. Definujme funkcionaly L, a T, na coy predpisy:

L, :{zn,} — nx, a Ty, {z,} — Z zj.
j=1

Pak | Ly, || = n asup{|L,(z)| : n € N} < 0o pro kazdé = € cgg. Déle {T,,} konverguje bodové na cqg a pfesto tato limita
neni spojitym funkcionalem na cgg. Neni to ve sporu s principem stejnomérné omezenosti ¢i Banach-Steinhausovou
vétou?

Priklad 2.12.9. Definujme funkcionaly na C([0,1]) F,, F piedpisem F,,(f) = f(1) a F(f) = f(0). Pak pro kazdou
f spojitou plati F,(f) — F(f). Nicméné spoc¢téte limsup |F — F,| a liminf |F — F,|.

n

1
Priklad 2.12.10. Definujme pro f € C([0,1]) F.(f) = 5 X f(£) a F(f) = §f. Dokazte, ze F,(f) — Fy, ale
k=0 0
| F, — F| nekonverguje k 0.
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Priklad 2.12.11. Dokazte, Ze existuje hustd G5 mnozina F v C[0, 27| tak, Ze pro kazdou f € E je mnozina téch
x, kde Fourierova fada funkce f nekonverguje, husté a typu Gs.

Priklad 2.12.12. Necht T je spojité prosté linearni zobrazeni Banachova prostoru X na Banachuv prostor Y. Pak
existuje ¢ > 0 tak,ze |Tz| = c||z].

Priklad 2.12.13. Najdéte neuplny prostor, ktery neni 1. kategorie.
Priklad 2.12.14. Necht X je husty podprostor Y, ktery je 2. kategorie v sobé. Miize byt 1. kategorie v Y7
Priklad 2.12.15. Najdéte X,Y a T € L(X,Y) surjektivni neinvertovatelny tak, ze

(a) X,Y nejsou Banachovy,

(b) X neni Banachiv,

(¢) Y neni Banachiv.

Priklad 2.12.16. Sestrojte uplny metricky prostor a posloupnost do sebe zanofenych omezenych uzavienych kouli
tak, Ze maji prazdny prunik. Jde to v Banachovych prostorech?

Priklad 2.12.17. Ukazte, ze predpoklad uplnosti ve vété o otevieném zobrazeni nelze vynechat ani pro X, ani
pro Y.

2.13 Operatory a jejich spektrum
2.13.1 Neéco prikladi
Piiklad 2.13.1. Najdéte normu zobrazeni F : (R3,| - ) — (R2, | - |2), F(z,y,2) = (22 + 3y — 2,47 — 3y — 2z).

Piiklad 2.13.2. Prozkoumejte prostotu, surjektivitu, jadro a normu nasledujicich zobrazeni na £* zobrazujicich
{z1} na {yx} takto:

(&) y1 =0, yp+1 = Tk,
(b) Yk = Tht1,
(©) yr = 1+ (=1)")zy,
(d) yr = %,
(e)
(f)

)

(21 + - + 2) /K2,

Yk
Y = T2k,
(8) yn = Tl Tkl

Priklad 2.13.3. Hledejte spektrum (bodové spektrum) operatoru
= (0,71,...) na (2.

(wn))
(b) T((xn)) = (¥n+1) na £2.
(wn))

= (@, + Tpy1) na 3. (Navod: Pro ditkaz toho, Ze nektera komplexni &isla nejsou ve spektru, mizete

n
uzit Banachovu vétu o kontrakei.)

1)

(d) Tf = gf naC(]0,1]) v zavislosti na g € C([0, 1]).

(e) Tf(t) = tf(t) na podprostoru X < £*([0,1]) téch funkci, které jsou spojité v nule zprava, spojité v jedné
zleva a maji v nule limitu nula. VySetfete, pro které prvky o(T)\op(T') je (T’ — A)(X) husty v X.

() Tf = (x— §; f(t) dt) na C([0,1]). (Navod: UZijte své znalosti o FeSeni linedrnich diferencialnich rovnic.)

Priklad 2.13.4. Spoctéte normy nésledujicich operatoru z X do X, urcete, zda se jich nabyva a podivejte se na
jejich spektrum.

(a) T:{xn}— (0,0,21, 322, 373,...) , X = lo.
(b) T : {x,} > (iwy,i%z2,i323,...), X = {s.
(C) T {1’71} — (:cl, %lEQ, %1’3,. . .), X = Eg.
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(d) T:{xn}— (x2,23,24,...), X = L.
() Tf(x) = g(x)f(x), X = C([0,1]).
(£) Tf(x) = {5 f(£)dt, X = C([0,1]).
() Tf(x) = 22£(0), X = C([0,1]).
(h) Tf(z) = f(22), X = C([0,1]).
(i) Tf(x) = §g f(t)dt, X = {f € C([0,1]) : £(0) = 0}.
() Tf(x) =L, 2®tf(t)dt, X = L2(~1,1).
(k) Tf(x) =x§0 t)dt, X = L?(0,1).
() Tf(z) = f(x+1), X = L3(R).
(m) Tf(z) = xf(x), X = L3(~1,1),
(n) Tf(z) = F(v/x), X = L*[0,1].
(o) Tf(x) = Sg tf(t)dt+ f(1), f € C([0,1]).
(p) Tf(x) =S5 f(t)dt + f(1), f € C([0,1]).
(@) Tf(x)=2f(z) +x§0 dt+x2§0tf Ydt, f e C([0,1]).

2.13.2 Operatory obecné

Priklad 2.13.5. AT : X — Y je linearni zobrazeni mezi normovanymi prostory. Necht existuje oteviena mnozina
M c X tak, ze T(M) je omezena. Ukazte, Ze T je spojity.

Priklad 2.13.6. Najdéte spojity prosty operator zobrazujici neseparabilni prostor do separabilniho.

Priklad 2.13.7. Ukaite, Ze zobrazeni T'(z,y) = {z sin a,, +ycos a,} je izometrie (R?, |- |2) do £, je-li {a,} husta

v [0, 27].

Priklad 2.13.8. (a) Napiste, co je adjungovanym operdtorem k T : (z,) € ' — (0,21,...) € co. Popiste
operator jako zobrazeni z £! do (.

(b) Uvazujte operator T' definovany piedpisem jako v (a) na prostoru £2. Porovnejte adjungované operétory ve
smyslu Hilbertova prostoru a ve smyslu Banachové. Napiste, jak lze dostat jeden pomoci druhého.

Piiklad 2.13.9. Necht Y = {(x,,) : 21 = 72 = 23 = 0} je podprostor prostoru X = ¢}, resp. X = (2. Najdéte n&ja-
kou spojitou projekci P prostoru X na Y, pokud existuje. Je v tom piipadé prostor Ker P izomorfni (izometricky)
s prostorem X /Y7

Priklad 2.13.10. Je T : f — 4(f(z) — f(—)) projekce na prostoru C([—1,1])? Co je jadro a co obraz T? Plati,
7e X/KerT je izomorfni s T(X)? Je T'(X) doplnék k Ker T'?

Priklad 2.13.11. Najdete piiklad omezeného operatoru T' Banachova prostoru X do sebe, pro ktery neni X /Ker T
izomorfni s T(X). Uvazujte nap¥. operator T definovany piedpisem T f(z) = §; f(y) dy na X = C([0,1]).

Priklad 2.13.12. Ukazte, ze zobrazeni T — T" z véty 1.4.2 obecné neni na.

Priklad 2.13.13. Necht T je operator definovany predpisem T'(z,) = ((1 + +)x,) na X = ¢'. Plati v tomto
piipade, ze X/T(X) je izomorfni s ker T'?

Priklad 2.13.14. Najdéte omezeny operator 7' na né&jakém Banachové prostoru X takovy, ze
(a) X/KerT je izomorfni s T'(X);
(b) X/T(X) neni izomorfni s Ker T'.

Uvazujte operator T, ktery je definovan na ¢ piedpisem 7T : (x,,) — (21,0, 22,0,...).

Priklad 2.13.15. Necht X je komplexni Banachuv prostor a ¢ € X*. Pak adjunkce k ¢ zobrazuje C do X*.
Najdéte obraz C pii zobrazeni ¢*.

Piiklad 2.13.16. Dokaite, 7e T € B(X,Y) je izometrie, pravé kdyz operator T € B(Y*, X*) je izometrie.

86



Priklad 2.13.17. Popiste izometrii v mezi ¢} a £! a v mezi c* a ¢'. Definujte S : ¢g — ¢ vztahem Sz = z a popiste
operator vS*u~!, ktery zobrazuje ¢! do ¢!. Definujte operator T : ¢ — ¢y vztahem 1 = Teo, Ypnt1 = T — Top PO
n = 1. Dokazte, Ze T je prosty a na. Najdéte |T'| a |T~|. Popiste operator uT*v~! | ktery zobrazuje ¢! do ¢*.

Piiklad 2.13.18. Necht S a T jsou spojité linedrni operatory na X a T' = T'ST. Dokazte, Zze T' mé uzavieny obor
hodnot.

Priklad 2.13.19. Necht f, g e L?(0,1) a f L g. Definujme operator Ah(z) = { f(x)g(y)h(y) dy. Dokaite, ze A% =0

Oty =

a Fedte rovnici (I — A)h = w.

Priklad 2.13.20. Necht X je (?(Z) aY = {z € X : z(n) = 0 pro n < 0}. Najdéte spektrum operatoru Az(n) =
xz(n — 1). Urcete dale spektrum Aly a porovnejte obé spektra.

Piiklad 2.13.21. Necht S je libovolnd neprazdna kompaktni podmnoZina komplexni roviny. Najdéte Banachuv
prostor X a operator T : X — X tak, ze o(T) = S.

Piiklad 2.13.22. Necht A # 0 je operator na konecné rozmérném prostoru X. Pak existuje pravé jeden polynom
p(t) = t™ + a1t 4 - a1t + oy tak, Fe p(A) = A" + A 4 a1 A4 o] = 0 a g(A) # 0 pro
polynom menstho stupné.

Priklad 2.13.23. Necht P je spojita projekce na Banachové prostoru X. Najdéte o(P) a popiste operator (Al —
P)~! pro A z rezolventy P.

Piiklad 2.13.24. Necht X je normovany komplexni prostor. M4 kazdy operator na X neprézdné spektrum?

Piiklad 2.13.25. Rozhodnéte, zda pro operator A na konetné rozmérném Banachové prostoru plati:

(a) Spektrum A zavisi na normé X.
(b) [All = sup{[A[ : A € o (A)}.
¢) Kazdy bod spektra A je vlastnim ¢islem A.

)
)
(d) Operator A lze reprezentovat matici, pokud ano, napiste jak.
(e) Vlastni vektory pro ruzné vlastni &isla jsou linedrné nezavislé.
)

(

(f) Existuje x € X tak, ze |[Tz| = ||T||z|.

(g) Spektrum A zavisi na volb& baze prostoru.
Priklad 2.13.26. UkaZte na piikladu,ze S o T = I neimplikuje T 0 S = I.
Priklad 2.13.27. Jak vypada pfedchozi piiklad v koneéné dimenzi?
Piiklad 2.13.28. Zkuste najit na ¢2 nenulovy operator spliujici 72 = 0.

Piiklad 2.13.29. Necht T je operator na X a Y je jednodimenzionalni podprostor X takovy, ze TY < Y. Dokaite,
7e existuje vlastni ¢islo A tak, Ze kazdy vektor y € Y je vlastnim vektorem pro ¢islo A.

Piiklad 2.13.30. Necht operator na komplexnim Hilbertové prostoru H spliiuje (Ax,x) = 0. DokaZzte, ze A = 0.
Dale najdéte protipiiklad na toto tvrzeni pro pfipad, ze H je realny.

Piiklad 2.13.31. Necht X je normovany linearni prostor nad C a T € L(X). Je o(T) # &7

2.14 Kompaktni operatory

2.14.1 Kompaktni mnoziny
Piiklad 2.14.1. Charakterizujte kompaktni podmnoziny v klasickych Banachovych prostorech, tj. cg, (<%, C(K).
Konkrétné:

(a) Omezena mnozina K < ¢ je relativnd kompaktn{ pravé tehdy, kdyz {sup,cx |z(n)|} € co,

(b) p € [1,), pak omezend mnozina K < ¢? je relativné kompaktni pravé tehdy, kdyz
[e0]
. Np
Jim 37 [ (i) =0
=N

stejnomérné na K,

(¢) Omezenad mnozina K < £ je relativné kompaktni pravé tehdy, kdyZ pro kazdé e > 0 existuje rozbiti Ny u
-+ u N = N tak, ze diam f(N;) <eprokazdé i =1,...,ka f € K.
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(d) Je-li p € [1,00), pak omezend mnozina K < LP(R) je relativné kompaktni pravé tehdy, kdyz
o0

lim lf(z+t)— f(z)Pdx =0

t—0 J_

stejnomérné na K.

Priklad 2.14.2. H je Hilbertuv prostor a {e,} je ortonormalni soustava. Pak Q = {Dane, : |z,| < L} je
kompaktni. Dale Zadny nekoneéné rozmérny Hilbertuv prostor neni lokalné kompaktni. Dokazte.
Piiklad 2.14.3. Ukazte, Ze jsou nasledujici tvrzeni o mnoziné A ve metrickém prostoru X ekvivalentni:
(i) Pro kazdé € > 0 existuje F' < A kone¢na splhujici A < |J,.p B(z,¢€).
B(z,¢).

(ii) Pro kazdé € > 0 existuje F' = X kone¢na spliujici A < J
(iii) Pro kazdé e > 0 existuje F' < A kone¢na spliwjici A < (J,cp U(x,€).
) :

zeF
(iv) Pro kazdé e > 0 existuje F' < X konec¢na spliujici A < | J,.p U(z,€)

2.14.2 Operatory
Priklad 2.14.4. Které z operatort v kapitole 2.13 jsou kompaktni? Co to znamena o jejich spektru?

Priklad 2.14.5. Dokazte, ze kazdé spojité linearni zobrazeni z kone¢né rozmérného normovaného linearniho pro-
storu do libovolného normovaného linearniho prostoru je kompaktnim operatorem.

Priklad 2.14.6. Je operator T definovany piedpisem T'f(x) = Sé f(t) dt + 22 f(1) na C([0,1]) kompaktni?

Priklad 2.14.7. Dokazte, ze kazdy omezeny operator z normovaného prostoru do kone¢né rozmérného normova-
ného linearniho prostoru je kompaktni.

Priklad 2.14.8. Ukazte, 7e operator T definovany predpisem 7' : (z,,) — (z,,/n) je kompaktni na ¢2. VySetiete
jeho spektrum.

Priklad 2.14.9. Ukazte, Ze operéator T : (x,,) € P — (z,x,) je kompaktni na P, p € [1,00], pravé kdyZ (z,) € co.

Piiklad 2.14.10. Dokaizte, ze pokud |T,, —T'| — 0 pro posloupnost omezenych operatoru normovaného linearniho
prostoru X do Banachova prostoru Y a pokud kazdy T, (X) je kone¢né rozmérny, pak je T kompaktni. Najdéte
piiklad, Zze T(X) nemusi byt kone¢né rozmérny.

Piiklad 2.14.11. Necht k € L*(R?) a zobrazeni T je definovano predpisem 7' f(z) = §; k(z,y)f(y) dy na L*(R).
Ukaite, 7e T je kompaktni operator na L?(R).

Ndvod. Ukazte nejprve, 7e ke k lze v L?(R?) najit jednoduché funkce k,, tvaru 2 @i,jXA;XB,, kde suma je
kone¢na. Z toho ukaZte, Ze operatory T,, definované predpisem T, f(z) = SR kn(z,v)f(y) dy maji kone¢né rozmérné
obrazy a konverguji v operatorové norme k T'.

Piiklad 2.14.12. Ukazte, Ze operator T definovany predpisem T f(z) = Sﬁﬂ sin(z — y) f(y) dy je kompaktni na
L2([0,27]). Najdéte jeho normu a spektrum.

Priklad 2.14.13. UkaZte, Ze operator T definovany jako T'f(x) = Sé |z — y|®f(y) dy je kompaktni na L?([0, 27]),
pokud 0 < a < 1/2. Najdéte jeho normu a spektrum.

Priklad 2.14.14. Necht
1—s)t 0
K(s,t)—{ (st pro
( s

a definujme operator T' na L?(0, 1) rovnosti

Tf(s) = L K(s,Of(t)dt (0<s<1).

Dokazte, Ze:

2

(a) Vlastni ¢isla T jsou &isla (nm)~2, n = 1,2,3,..., odpovidajici vlastni vektory jsou sinnmx a kazdy vlastni

prostor je jednodimenzionalni.

(b) Vlastni funkce tvoi{ ortonormélni bazi v L2(0,1).

0
(c) Necht g(x) = > ¢psinnmz. Zkoumejte rovnici Tf — Af = g.

n=1
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(d) T je dokonce kompaktni operator na C([0,1]) (Navod: Arzela-Ascoli.)

Piiklad 2.14.15. Dokaite, Ze identita na prostoru C™([0,1]) je kompaktni operator z C™([0,1]) do C([0, 1]).
Ndvod. uZijte Arzela-Ascoliho vétu.

Priklad 2.14.16. UkaZte, Ze operator T' definovany predpisem T'f(x) = Sg k(z,y) dy je kompaktni na C([0,1]),
pokud k € C([0,1]?).
Ndvod. Uzijte Arzela-Ascoliho vétu.

Piiklad 2.14.17. Necht T € K(H), H Hilbertiav. Pak T € F(H).

Piiklad 2.14.18. Necht X je normovany linearni prostor nekonetné dimenze a T € K(X). Pak T neni na.

2.15 Distribuce

1. At S je 2-rozmérna hladks omezena plocha v R3 a p je spojita funkce na S. UkaZte, Ze nasledujici zobrazeni

definuji distribuce:
Op(x)
— d .
¥ L W p(z)dS(x)

wHL@wmmww,

2. UkaZte, Ze neexistuje distribuce T' € 2'(R) tak, Ze pro viechny ¢ € Z(R\{0}) plati
7(¢) = | eFola)d.
R
3. At ¢, € L*(R) jsou nezaporné, SR ©n = 1 a pro kazdé € > 0 plati

lim ppdzr =0 .

n—o0 lz|>e

Pak ¢, — 6o v Z'(R).
4. Ukazte, Ze sin(nz) — 0 v 2'(R), ale sin(nz) nekonverguje bodové k nule.

5. Spoctéte derivace a druhé derivace distribuci:
do, sinz-xqy, Inlz|, [sinz|, max{0,z}.

6. Ukazte, ze plati
w/\go = 0, a:A; = Al.

Z toho odvodte, ze na 2'(2)(R) nejde definovat komutativni a asociativni nasobeni, které by rozsifovalo
nasobeni distribuci hladkou funkei.

7. Af f(t,x) = 3 prot > |z| a 0 jinak. Ukazte, Ze T := T splituje rovnici
Tyt — Toa = 0(0,0) -
8. Najdéte funkci f € C%([0,0)), f = 0 na (—o0,0) tak, Ze
"+ f=46

v D'(R).
9. Ukazte, ze formule

T ()= p@) = 2(0) 2(2) 4,
( ) J.|x|<1 +J

[ |z[? =1 |2l
definuje distribuci v 2’(R?), které fesi rovnici
lz|?T =1.

10. UkaZte, Ze vSechna TFeSeni rovnice f' =0 v 2’((a,b)) jsou konstanty.
11. Ukazte, ze funkce

0,z =1,

o(x) S
e 122 |z| <1,

je prvkem Z2(R).
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12.
13.

14.

15.
16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.
24.

25.
26.

27.

28.
29.
30.

Ukazte, ze 2(R™) a 2'(R™) nejsou metrizovatelné prostory.
Ukazte, Ze

AT‘l“ = —47'('(5(0’070)
v 7'(R?).
K tomu aby trigonometricka fada '
lan| < Mn*. Dokazte.
At f,ge Ll (R") a Ty = T,. Ukaite, ze f = g skoro viude.

Ukazte, ze formule

el a,e™® konvergovala v 2'(R) stadi, aby existovala ¢isla M,k tak, Ze

@daj

T = i
(0= tim [ 2

e—04 |z|>e

definuje distribuci.

Ukazte, ze formule

T(p):= lim me_s o) o +jm+g (p.(w)d;v

e=0+ = Jor—z sinx nmte SINT

definuje distribuci p.v.

sina*

A co formule

Definuje

distribuci na R? A definuje distribuci na (0, 0)?
Obecnéji, jak je to s predpisem

0

T(p) == Y, (D™ ¢)(@n) ,

n=0
kde «;, jsou multiindexy a {z,} je posloupnost bodu v €, ktera nem4 hromadné body.
Déna distribuce S € 2'(R) a a € C*(R). Existuje T € 2'(R) tak, aby oT = S? Ukazte, Ze jediné FeSeni je
éS pokud a > 0 v8ude. Obecné miiZze byt feSeni vic, napt. T = T} pravé tehdy, kdyz existuje c € R tak, ze
T = T; + T, .
Ukazte, Ze

o0

Z z—2mn .

n=—0oo

At f e L'(R) spojita a §, f = 1. Pak nf(nz) — do.

Q0
Z COb na:

>1\»—~

At T, - T v Z'(R). Pak T] — T'. Dokazte a aplikujte na funkci f(z) = \/#276771'2. Tak dokazete, ze ¢’ je
limitou funkei.

Spoététe lim y/ne~"*" v distribucich.

Ukazte, Ze distribuce T € 2'(R™) je generovana mirou pravé tehdy, kdyZz T'(¢) = 0 pro kazdou ¢ > 0 lezici v
2(R"™).

Af u a f jsou lokalné integrovatelné funkce na (a,b) a v’ = f ve smyslu distribuci. UkazZte, Ze existuje absolutné
spojita funkce v a konstanta ¢ tak, Ze u = v + ¢ skoro v8ude na (a, b).

At f,, fe L' alim, SK |fr. — f| = 0 pro kazdy kompakt K. Ukazte, ze Ty, — T¥.

Ukazte, ze % — 0y pro n — 0.

At f je 2m—periodicka funkce na R definovana jako

fm—az), wxe(0,7],
f(z) = —%(W-ﬁ-x), z € [-m,0),
0, rz=0.

Ukazte, ze

i sin kx
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ve smyslu distribuci. Dale derivace f je 2m—periodickd mira, jejiz restrikce na [—m, 7] je —% + dop. A nakonec
ukazte, ze plati

0
(Tf)l = Z Teoska -
k=1

31. Najdéte v8echna FeSeni rovnice 7" — T = 0 v Z'(R).
32. Necht T e 2’(R") spliwje VT = 0. Ukaite, Ze T je konstantni funkce.
33. Najdéte v8echna FeSeni rovnice zA = 0 v Z'(R).

34. Najdéte v8echna FeSeni rovnice zA = A; v 2'(R).

2.16 Konvoluce

1. Konvoluce pro funkce z LP:
(a) Ukazte, Ze
1 # gl <[ £lxlgllp
pokud f € L*(R") a g € LP(R™).
(b) Prop=1a p= o0 miZe v (a) nastat rovnost. Najdéte podminky, kdy rovnost plati.
(¢) Pokud 1 < p < o0 a v (a) nastava rovnost, je f nebo g rovna 0 skoro viude.
(d) Ukazte, Ze € > 0 existuje f € L' a g € LP tak, Ze

If o glp > (A=)l fl1lglp -
(e) Ukazte, Ze f * g je stejnomérné spojita, pokud f € LP, g € L7 a % + % = 1. Je-li navic 1 < p < o0, je
f * g € Cy, coz obecné neplati pro f € L' a g e L®.
(f) Najdéte netrivialni f,g € L! tak, Zze f * g = 0. (Pockejte na Fourierovu transformaci.)
(g) Pokud fe L' a f* f = f, je f = 0. Dokaite.
(e) Pokud fe L' a f* f =0, je f = 0. Dokazte.
4. Spoctéte:

—lz| 4 o2l
)

H(z)sinz = H(x)cosx , e ke
1 « 1 g

(o) Hio)si 1 2z
(z)sinz * H(z)sinz , ﬂ_z,Q_,_aQ*,n_xQ_’_ﬁQ J

o, 8>0,
H(x)« H(z)
kde H =1 proz >0 a H = 0 jinak.

2.17 Temperované distribuce a Fourierova transformace

1. Dokaite, 7e .¥ < L', L' <« .9’ a L® c ..
2. Spoctéte Fourierovu transformaci funkce H(1 — |x|), kde H je Heavisidova funkce.
3. Spoctéte inverzni Fourierovu transformaci temperované distribuce e*‘“ﬂ, a > 0.
4. Spoctéte f, kde
()= | p@)ds).
2B(0,1)

kde B(0,1) je jednotkova koule v R3.
5. Najdéte posloupnost T,, € ./(R) takovou, Ze konverguje k 0 v 2’'(R), ale nekonverguje k nule v ./(R).
6. At f e Ll (R) je 2rperiodickd funkce a >, _, are™*? je jeji Fourierova fada. Spoctéte f.

7. Ukazte, Ze pro funkce f € L'(R) plati

A~

Tf = Tf .
8. Spoctéte YA};O a IA‘l.
9. At p je polynom na R. Je T}, temperované distribuce?
10. Spoététe Fourierovu transformaci funkce f, kde f € .7 (R).
11. Najdéte funkci f, ktera spliiuje o
—Af+f=9
v 7'(R?).

12. Ukaizte, %e e neni temperovana distribuce na R, zatimco e” cos(e”) je.
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2.18 Fourierova transformace

1. At f znac¢i Fourieorovu transformaci. Ukazte, Ze plati

f(z)e(t) = f(t—a)

, A>0,
(f() = —iaf@)(t), jeli —iaf(z)eLt.
At f e L' je absolutné spojitd na R a f’ € L. Pak
Fy) = iyf (y);.-

2. Zobrazeni f — f je homomorfismus L' do Cy. Ukaite, Ze nenf na, nicménd obor hodnot je husty v Co.
3. Jelif,feLl'a

1 o .
T) = — t)et dt ,
g(x) mjﬂ{f()
je g€ Cy a f = g skoro vsude.

. At fe L', f> 0. Ukaste, 7e plati |f(y)| < f(0) pro viechny y # 0.

. Najdéte viechny komplexni homomorfismy na algebte L!.

At g = Zle a‘ia. Najdéte vztah mezi f a §.
. Ukazte, 7ze F : f — fje unitarni operator na L?. Spodtéte F*.
. Najdéte a klasifikujte spektrum F'.
2
(Uvazujte funkce exp(%-)(-L)™ exp(—z?)).

dx
9. Spoctéte

10. Spoctéte Fourierovy transformace funkci

11. Spoctéte pomoci bodu predchoziho

sin «v
f( )2 dy
R

Y

sin oy
[E=2yay
R Y

sin «v
J( V)3 dy .
R Yy

12. At g€ LA1 je dvakrat diferencovatelna a ¢’,¢” € L' a g, ¢’ jsou absolutné spojité. Ukazte, Ze existuje f € L*
tak, ze f = g. Dale ukazte, Ze piedpoklady na ¢ jsou splnény, pokud g,¢’,¢" € L' n Cp.

13. At F c U c R, kde F je kompaktni a U je oteviena. Ukaite, ze existuje f € L' tak, Ze f =1naF a f =0
na R\U.

14. Najdste f € L2\L* tak, aby f e L',
15. Spoctéte Fourierovu transformaci funkei

OL(L‘Z

cos(ax), e " | sin(ax)
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Kapitola 3

Funkcionalni analyza 1.

3.1 Topologické vektorové prostory

3.1.1 Zakladni vlastnosti
Definice 3.1.1. Necht X je vektorovy prostor a A ¢ X. Mnozina A se nazyva

e vyvazené, pokud «A c A pro kazdé « € F spliwjici |o| < 1,
e pohleujici, pokud pro kazdé z € X existuje ¢t > 0 takové, ze sz € A pro kazdé s € [0, t].
e symetricka, pokud —A = A.

Dale definujme vyvéazeny obal A jako
b(A) = ﬂ{B: B vyvaZzena nadmnozina A}
a vyvazeny konvexni obal A jako
beo(A) = ﬂ{B : B vyvaZzena konvexni nadmnoZina A}.

Tvrzeni 3.1.2. Necht X je vektorovy prostora A < X. Pak plati ndsledujici tvrzeni.

(a) MnoZina b(A) je vyvdZend a beo(A) je konvexni a vyvdZend.

(b) Plati b(A) = )y <1 A4

(c) Je-li A vyvdZend, je co(A) vyvdZend.

(d) Plati beco(A) = co(b(4)).
Diikaz. Tvrzeni (a) je ziejmé.

(b) Mnozina C = U|A|<1 AA je zfejmé vyvaZzena a obsahuje A. Tedy bco(A4) < C. Je-li nyni B © A vyvaZena,

x € Aa el spliiuje |\| < 1, plati z € B, a tedy Az € B. Proto C' < B, coz implikuje C' = b(A).

(c) Pokud z € co(A) a A € D jsou dany, dle Tvrzeni 1.1.8(b) existuji z1,...,z, € Aa X = (A1,..., ) € A,
takové, ze x = >, | \;z;. Pak Az; € A pro kazdé i € {1,dots,n}, a tedy

Ar = Z A\iz; = Z Ai(Az;) € co(A).
i=1 i=1

Mnozina co(A) je tedy vyvaZena.

(d) Zjevné plati bco(A) o b(A). Jelikoz je mnozina bco(A) konvexni, plati bco(A) o co(b(A)). Jelikoz je b(A)
a vyvazena, a co(b(A)) je tak dle (c) konvexni a vyvéazena, plati bco(A) < co(b(A)).

O

Priklad 3.1.3. Necht X = R? a A = {(1,0), (0,1)}. Pak bco(A) # b(co(A)).
Diikaz. Dukaz jest elementarni. O
Definice 3.1.4. Necht X je vektorovy prostor nad F a 7 je topologie na X. Pokud 7 je reguléarni a operace

+: X xX—>X a:FxX->X

jsou spojité, nazveme dvojici (X, T) topologickym vektorovym prostorem.
Systém vSech okoli 0 zna¢ime 7(0).
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Definice 3.1.5. Necht X je topologicky vektorovy prostor a A — X. Mnozina A se nazyva
e omezend, pokud pro kazdé V € 7(0) existuje s > 0 takové, Ze pro kazdé ¢t > s plati A c tV,

e prekompaktni (totalné omezend), pokud pro kazdé V € 7(0) existuje F' — A koneéna spliujici A ¢ F + V.

Tvrzeni 3.1.6. Necht X je topologicky vektorovy prostor.
(a) Je-liae X a X\ € F\{0}, jsou operace x — x + a a x — ax homeomorfismy X na X.
(b) Pro kazdé x € X je {x + U: U € 7(0)} bdze okoli x.
(c) Je-li U = X oteviend a A c X libovolnd, je A+ U oteviend mnoZina.
(d) Je-li U € 7(0), pak existuje V € 7(0) symetrickd, oteviend takovd, Ze V. +V < U.
(e) Kazda U € 7(0) je pohlcugict.
Dikaz. (a) Spojité inverze k danym zobrazenim jsou dany po fadé dany predpisy x — z —a a x +— éx
(b) Je-li x € X dano a U je otevienad mnozina obsahujici x, je U — x oteviena mnoZina obsahujici 0. Existuje
tedy V € 7(0) spliwjici V c U —z. Pakz + V c U.
(c) Tvrzeni plyne z (a) arovnosti A+ U =|J{a+U: ae A}
(d) Jelikoz 0+ 0 = 0 a 0 € U, existuji V1, V2 € 7(0) oteviené, které spliji Vi + Vo c U. Pak V =V} n Vo n
(=V1) n (=V42) je oteviena, symetrickd mnoZina v 7(0) spliwjici V +V c U.
(e) Necht z € X a U € 7(0) je déno. JelikoZ nasobeni na F x X je spojité v bodé (0,2) € F x X, existuje § > 0

a Ve 7(0) takové, ze Ay € U, kdykoliv Ae F, |A\| < ,ayex+ V. PoloZme t = %. Pak pro kazdé s € [0, ¢] plati

|s| < 4, a tedy sz € U. O

Definice 3.1.7. Necht X je topologicky vektorovy prostor. Pak X je
e lokilné konvexni, pokud existuje béaze okoli 0 tvofena konvexnimi mnozinami,
e lokilné omezeny, pokud existuje omezené okoli 0,
e lokalné kompaktni, pokud existuje relativné kompaktni okoli 0,
e metrizovatelny, pokud existuje metrika generujici topologii X,

e F-prostor, pokud je topologie na X generovand translatné invariantni tiplnou metrikou (metrika p na X je
translaéné invariantni, pokud pro kazdé z,y, z € X plati p(z,y) = p(z + 2,y + 2)),

e Fréchettv, pokud X je lokalné konvexni F-prostor,

e normovatelny, pokud je topologie na X generovana normou.

Priklady 3.1.8. Nasledujici prostory jsou pfiklady lokaln& konvexnich prostori:

e normované vektorové prostory,

je-li Q = RY oteviena, uvazujme Zx (), 2(Q) a .7 (R?) se standardnimi topologiemi (viz Sekce 3.1.6),

C(K) s topologii lokalné stejnomérné konvergence na kompaktech, kde K je lokalné kompaktni topologicky
prostor,

prostor Hol(Q2) holomorfnich funkcich na oteviené mnoziné Q2 < C s topologii lokalné stejnomérné konvergence,
e prostory funkci na mnoziné s topologii bodové konvergence,

e lokalné konvexni prostor s w-topologii,

e duélni lokalné konvexni prostor s w*-topologii.

Pfiklad 3.1.9. Uvazujme prostor X = LP([0,1]) pro p € (0,1) s metrikou p(f,g) = S(l) lf —gl”, f,g € LP([0,1]).
Pak X je topologicky vektorovy prostor.

Diikaz. Dukaz spolu s dalsimi informacemi lze nalézt v Piikladu 3.1.46. O

Pfiklad 3.1.10. Uvazujme prostor X = {f: [0,1] — F: f méfitelna} s metrikou p(f,g) = Sé min{1, |f — g|} dA,
f,g € X (ztotozhujeme pritom funkce rovnajici se skoro vdude). Pak X je metrizovatelny topologicky vektorovy
prostor a plati, Ze posloupnost {f,} v X konverguje k f € X pravé tehdy, kdyz f, — f v mife.
Ditkaz. Krok 1. Zobrazeni p je zjevné metrika, ktera je navic transla¢né invariantni. Necht 7 je topologie generovana
p. Ukazme, Ze (X, T) je topologicky vektorovy prostor.

Pokud p(fn, f) = 0 a p(gn,g) — 0, pak

o+ gurf +9) =f0 wmin{L,|(fo + ga) — (f + @)} dX <L wmin{L, |(fo + ga) — (f + )} dX

1 1
<f min{1,|fn—f|+|gn—g|}dA<f (min{1, | fn — f[} + min{1,[g, — g[}) dA
0 0

= p(fnvf) + P(9n79)7
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atedy +: X x X — X je spojité.
Pokud ¢,, » ¢vF a f,, — f v p, oznaéme M = 1+sup{|c,| : n € N}. Pak funkce g, (z) = min{1, |f(z)||c, — |},
x € [0, 1], konverguji bodové k 0 a plati nerovnost min{l, Mz} < M min{l, =}, = € [0, 00). Proto

1 1
penfscf) = fo min{L, len fo — cf|} d < fo min{1, [enfo — enf] + lenf — cf]} dA

1
< f (in{L, |ea| | £ — £1} + min{L, |f] e — cf}) dA

1 1 1
< | Mmin{1,|f, — f|}d\ A\ = Mp(f,, dA.
<f0 min{1, |f, — f1} +Lg olf f>+fog

Jelikoz S(l) gn dX — 0 dle Lebesgueovy véty, mame p(cp fn,cf) — 0. Tedy i operace -: F x X — X je spojita.
Krok 2. Necht nyni posloupnost {f,} v X konverguje k f € X v p. UkdZeme, Ze konverguje v mife, tj. Ze plati

Ve > 0: A({z € [0,1]: |fu(z) — f(z)| > €}) — 0.

Necht tedy € > 0 je dano. Bez Gjmy na obecnosti pfedpokladejme, Ze € < 1.
Pro n € N polozme

E, ={ze[0,1]: |fulz) = f(z)| > e} Ap={ze[0,1]: |fu(z) — f(z)| > 1} a
B, ={ze[0,1]: e <|fulz) — f(z)| < 1}.
Pak E, = A, u B,,, n € N, a plati

1
AMA4,) = ‘[4 1d\ = JA min{1, |f, — f|} dX < Jo min{l, |f, — f|} dX = p(fn, f) — 0.
7 toho dostavame

A(En)zf ld/\=f Ld\ = AA4,) +
E. A,uB,

n

™ | =

1 .
an ed)\ = \A,) + . Ln min{1, |f, — f|} dX

N

NAw) + oo )
Tedy \(E,,) — 0.

Obrécens, necht f,, — f v mife. Necht € € (0, 1) je dano. Ozna¢me

E,={xe[0,1]: |fu(z) — f(x)| > €}, neN.

a zvolme ng € N takové, ze A(E,) < € pro n = ng. Pak pro tato n € N plati

1
Jmin{lﬁfnff\}d)\:J min{l,lfnffl}dA+J min{L, |, — [} d\
0 E., 0

[0,1]\Ey

n

gf 1d/\+f edA < A\(E,) +¢ < 2e.
E [0,1]\E},

Tim je dtikaz dokoncen. O

Tvrzeni 3.1.11. Necht X je topologicky vektorouvyj prostor.
(a) Necht K je kompakini a C uzaviend podmnoZina X disjunktni s K. Pak existuje V € 7(0) oteviend takovd, Ze
(K+V)n(C+V)=¢.
(b) Je-li U € 7(0), pak existuje V € 7(0) takovd, 7e V < U.
(c) Prostor X je Hausdorffiv.

Diikaz. (a) Pro kazdé x € K nalezneme pomoci Tvrzeni 3.1.6(d) symetrickou otevienou mnozinu V,, € 7(0) spliujici
(+Vo+Vo+Ve)nC=.

Diky symetrii pak plati (x 4+ V. + V) n (C+V,) = &. (Jsou-li totiz v; € V,, i =1,2,3, ce C ax+ vy +vy = ¢+ s,
dostavame

c=x4+v1+va—v3€(@+Vo+Vo+Vo)nC=¢,
coz je spor.) Jelikoz K je kompakt, existuji body z1,...,2z, v K takové, ze K < |J.,(z; + V). Polozime-li
V =(i_, Va,, plati V € 7(0) a

n

(x; +Vy, + V) U(JCZ + Vi, + Vo) € X\(C + V).

i=1 i=1
(b) Pouzijeme (a) pro K = {0} a C = X\ IntU.
(c) Pouzijeme (a) pro K = {z} a C = {y}. O

K+Vc
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Tvrzeni 3.1.12. Necht X je topologicky vektorovy prostora A, B < X. Pak plati ndsledujici turzeni:
(a) A={A+V :Ver(0)},
(b) A+ Bc A+ B,
(c) je-li Y cc X, pak Y cc X,
(d) je-li A konvexni, pak A a Int A jsou konvexns,
(e) je-li A vyvdZend, pak A je vyvdZend,
(f) je-li A vyvdZend a 0 € Int A, pak Int A je vyvdZend,

(g) je-li A omezend, pak A je omezend.

Diikaz. (a) K diikazu si sta¢f uvédomit, %e pro x € X diky Tvrzeni 3.1.6(d) plati
reAd=WeT0): (a+V)nA#F=VWer0):zeA-V <= VWer(0):zeA+V.

(b)-(e) Tvrzeni o uzavérech se snadno ovéti, napiiklad pomoci nett (viz Tvrzeni ?7).
Necht A je konvexni a A € (0,1). Pak AInt A a (1 — X\)Int A jsou oteviené mnoZiny stejné jako AInt A + (1 —
A) Int A. Diky konvexité A plati
AInt A+ (1 —A)IntAc A,

atedy AInt A+ (1 — A)Int A < Int A.
(f) Necht A je vyvaZzenéd a a € F spligje 0 < |a| < 1. Pak

alnt A = Int(aA) < Int A.

Pro a = 0 plati aInt A = {0} € Int A piimo z pFedpokladu tvrzeni. o
(g) Necht A je omezena a V e 7(0) je dano. Pak existuje W € 7(0) takové, ze W < V. Nalezneme s > 0 takové,
7e pro kazdé t > s plati A c tW. Pak pro t > s plati

ActW =tW c tV.
Tim je dtikaz dokoncen. O
Priklad 3.1.13. Necht
A={(z,y) eR?: 2] < Jyl}.

Pak A je vyvazena mnoZina, jejiz vnitfek neni vyvazeny.

Diikaz. Mnozina A je ziejmé vyvézena. Bod (0,0) nenf ve vnit¥ku A, nebot napiiklad posloupnost {(1,0)} k nému
konverguje. Plati v8ak a = (0,1) € Int A, p¥i¢emZ Oa ¢ Int A. O
Véta 3.1.14. Necht X je topologicky vektorovy prostor

(a) Pro kazdé U € 7(0) existuje vyvdZend, oteviend V € 7(0) takovd, Ze V < U.

(b) Pro kazdé U € 7(0) konvexni existuje vyvdZend, oteviend a konvexni mnoZina V € 7(0) spliujici V < U.
Diikaz. (a) Je-li U € 7(0) dano, pouZijeme spojitost zobrazeni -: F x X — X v bodé (0,0) € F x X a obdrZime
d > 0aV e7(0) otevienou splitujici aV < U pro kazdé a € B(0,6). Polozime-li W = | J{aV: a € B(0,0)}, je W
pozadovani mnoZina.

(b) Necht konvexni mnozina U € 7(0) je dana. Pak A = ﬂlalzl aU je konvexni mnozina. Zvolme W e 7(0)
vyvaZzenou mnozinu splitujici W < U. Pak ='W = W < U pro kazdé a € F spliwjici |a] = 1, a tedy W < A.
Mnozina A je tedy (ne nutné oteviené) okoli 0 a navic 0 € Int W < Int A. Tedy Int A je konvexni, oteviené okoli 0

mnozina a Int A ¢ A < U. K dokoné&eni diikazu staci dle Tvrzeni 3.1.12(f) ovéfit, ze A je vyvaZena mnoZzina. Necht
r €[0,1] a 8 splije || = 1. Pak dostavame

(rB)A= () (rB)alU = (| raU c (] aU = A. (3.1)

|a|=1 lal=1 lal=1
(Inkluze v (3.1) pfitom plati, protoze aU je konvexni mnozina, 0 € aU a r € [0, 1].) O

Dusledek 3.1.15. Necht X je topologicky vektorovy prostor.
(a) Prostor X md bdzi sestdvajici z otevienyjch, vyvdZenych a pohlcujicich mnoZin.
(b) Je-li X lokdlne konvexni, md bdzi sestdvajici z oteviengch, vyvdZengch, konvexnich a pohlcujicich mnoZin.

(¢c) MnoZina A v X je omezend prdvé tehdy, kdyZ pro kazdé U € 7(0) existuje t > 0 takové, Ze A < tU.
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Diikaz. (a) Tvrzeni plyne z Véty 3.1.14(a) a 3.1.6(e).

(b) Pouzijeme opét Vétu 3.1.14 a 3.1.6(e).

(c) Je-li A omezen4, je podminka v tvrzeni trivialné splnéna. K ditkazu obracené implikace nyni pfedpokladejme
platnost této podminky a zvolme U € 7(0). Nalezneme V € 7(0) vyvaZzenou, ktera spliiuje V < U. Necht s > 0
splituje A < sV. Pak pro kazdé t > s plati 3V < V, a tedy

Ac sV ctV ctU.
Tim je dtkaz dokoncen. O

Véta 3.1.16. Necht X je vektorovy prostor a U je systém mnoZin obsahujicich 0 takovy, Ze
(1) U sestdvd z vyvdZengch, pohlcugicich mnoZin a U je bdze filtru (tj. pro vsechna Uy,Us € U existuje Us € U
spliiugict Us < Uy n Us),
(2) pro kazdé x € X\{0} existuje U € U spliiujici x ¢ U,
(8) pro kazdé U e U ezistuje V e U spliiujici V +V < U.
Pak existuje na X prdvé jedna topologie T takovd, Ze (X, T) je topologicky vektorovy prostor a U je bdze okoli 0.

Diikaz. Definujme topologii 7 takto: mnozina G ¢ X je v 7 pravé tehdy, kdyz pro kazdé x € G existuje U € U
spliwjici « + U < G.

Krok 1. Snadno se ukaZe, 7Ze T je topologie (vyuZije se pfitom predpoklad (1)).

Krok 2. Ukdzeme, Ze {0} je uzaviena mnozina. Pro kazdé x € X\{0} existuje dle (2) prvek V' € U spliujici z ¢ V.
Necht W e U spliuje W + W < V (viz (3)). Pak (z + W) n W = &&. (Pokud by totiz nastala rovnost « + wq = wo
pro néjaké prvky wq,wq € W, dostali bychom diky rovnosti = wy + (—wq) € Wy + Wa < V spor.) Dostavame
x+ W < X\{0}, a tedy X\{0} je oteviena mnozina.

Jelikoz je z definice zfejmé, Ze zobrazeni x — z + a je na X homeomorfizmus pro kazdé a € X, tvoii kazdy bod
X uzavfenou mnozinu.

Krok 3. Ukdzeme, ze kazdé U € U je okoli 0. Mame-li tedy U € U dano, polozime

G ={xeX:3IV el splimjici z + V < U}.

Pak 0 e G a G < U. Mnozina G je dokonce oteviena, nebot pro dané y € G nalezneme V € U spliwjici y + V < U
a dale W e U takové, ze W + W < V. Pak

(y+W)+Wecy+Vcl,

atedy y + W c G.

Proto je G oteviena podmnozina U obsahujici 0, a tedy U € 7(0).

Krok 4. Ukazme, Ze operace s¢itani je spojita na X x X. Necht (z1,22) € X x X. Uvazujme libovolnou otevienou
mnozinu G obsahujici 1 + z2. Z definice 7 existuje U € U spliwujici 1 + 22 + U < G. Nalezneme V € U takové, ze
V+V cU.Pakplati (1 + V) + (z2 + V) € 21 + 22 + U © G a diky tfetimu kroku vime, Ze z1 + V7 je okoli z; a
x9 + V4 je okoli z5. Tim je spojitost séitani v bodé (z1,x2) ovéfena.

Krok 5. Ovéfime nyni spojitost nasobeni na F x X. M&jme (Mg, x9) € F x X dano. Pro dané U € U hledame
0 >0aV el takové, ze

YA e U(/\o,(S) Vrexg+U: Axe Nxg+ U

Nejdrive induktivné zkonstruujeme mnoziny V,, € U, n € N, takové, ze V3 = U a pro kazdé n e Nplati V,, 11+ V41 C
V,. Pak pro kazdé n € N plati
Viko bV, U (3.2
2"~ ! krat
Vezméme n > |Ag|. Jelikoz V12 je pohlcujici, existuje § € (0,1) spliwujici dzg € V;, 2. Pak pro (\,z) € F x X
spliwujici |A — Ag| < & a x € zg + V,,42 plati diky vyvaZenosti V,,;2 a (3.2)

Az = (Xozo) + (A = Xo)(z — o) + (A — Ao)zo + Aoz — 20)
A—A
€ Aoxo + Vigo + TOVn+2 + AoVt

< Aoxo + Vo + Voo + 1V
< >\01’0 + Vn+2 + Vn+2 + 2nVn+2
C Aoxo + (Vn+2 + -+ Vn+2) < Aoxo + U.

2"+ krat
Krok 6. Ovéime nyni, ze U je baze okoli 0. Necht G je oteviend mnozina obsahujici 0. Pak existuje U € U
spliwjici U < G. Jelikoz U je okoli 0 dle t¥etiho kroku, je U baze okoli 0.
Krok 7. Uvazujme nyni jinou topologii o, s niz je X topologicky vektorovy prostor a pro niz je U baze okoli
0. Necht V € 7(0) je libovolné. Pak existuje U € U takové, ze U < V. Jelikoz U je baze okoli 0 v topologii o, je
U e o(0). Tedy i V € 0(0). Obdobné obdrzime, ze o(0) < 7(0). Pouzitim Tvrzeni 3.1.6(a) ditkaz zakoncime. O
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Tvrzeni 3.1.17. Necht X je topologicky vektorouvy prostor. Pak plati ndsledujici tvrzent.
(a) Je-li \eF a A c X je omezend, je i mnoZina NA omezend.
(b) Jsou-li A, B < X omezené mnoZiny, jsou i mnoZiny A+ B a AU B omezené.
(c) Je-li A c X omezend, je i mnoZina b(A) omezend.

Diikaz. (a) Zjevné muZeme predpokladat, ze A # 0. Necht U € 7(0) je dano, pfi¢emZ miZzeme piedpokladat, ze V'
je vyvazené. Nalezneme ¢ > 0 spliujici A < tU. Pak

A
)\Act/\U=t\)\|mUct|)\|U.

Tedy AA je omezena.
(b) Necht A, B ¢ X jsou omezené a U € 7(0) je dano. Nalezneme V € 7(0) spliujici V + V < U. Dle definice
existuji ¢isla s,, s € (0, 0) takova, Ze pro t, > s, a tp > sp plati A < t,V a B < ¢,V. Pak pro t > max{s,, s;} plati

A+BcsV+sV=s(V+V)csU

Mnozina A + B je tedy omezena dle Disledku 3.1.15.

Dale Au B ctV ctU, atedy i AU B je omezena.

(¢) Necht U € 7(0) je dano. Nalezneme vyvéazenou mnozinu V € 7(0) obsaZenou v U a necht ¢t > 0 spliuje
A c tV. Pak

b(A) = | Jr e [ JV =tV c .
\eD \eD

Tedy b(A) je omezena. O
Tvrzeni 3.1.18. Necht X je topologicky vektorouvy prostor. Pak plati ndsledujici turzent.

(a) Necht A ¢ X. Pak je A totdlné omezend prdve tehdy, kdyZ pro kazdé U € 7(0) existuje F < X koneénd
splriugici Ac F+U.

(b) Je-li A c X totdlné omezend a B c A, pak B je téZ totdlné omezend.

(c) Je-li A\e F a Ac X je toldlné omezend, je i mnoZina AA omezend.

(d) Jsou-li A, B c X totdlné omezené mnoZiny, jsou i mnoZiny A+ B a A U B totdlné omezené.

(e) Je-li A totdlné omezend, jsou i mnoziny A a b(A) totdlné omezené.
Diikaz. (a) Implikace = je zjevna. Abychom dokézali <=, mé&jme U € 7(0) dano. Nalezneme symetrické V € 7(0)
spliwjici V + V < U a necht F' ¢ X je kone¢na takova, ze A ¢ F + V. Vybereme a € A libovolné. Pro kazdé
x € F zvolme a, € An (z + V), pokud je tato mnoZina neprazdné, v opaéném piipads pak polozime a, = a. Pak

A c U,eplag +U). Vskutku, necht y € A je dano. Vybereme x € F takové, Ze yex + V. Pak (z+V)nA# &, a
tedy méme a, € A n (z + V). Dostavame

y—aze(z+V)—(z+V)=V-VclU.

Tedy A c |J,cp(az +U) a A je totalné omezena.
Tvrzeni (b) okamzité odvodime pomoci (a) z definice totalni omezenosti.
(c) Zjevné miizeme predpokladat, ze A # 0. Necht U € 7(0) je dano. Pak A\=*U € 7(0), a tedy existuje F < A
kone¢na takové, ze A = F + \1U. Pak
M C AF + MU = AF + U.

(d) Jsou-li A, B totalné omezené a U € 7(0) je dano, vezmeme V' € 7(0) spliujici V+V < U. Nalezneme kone¢né
mnoziny F, H ¢ X takové, ze Ac F+V aBc H+V.Pak

A+Bc(F+H)+U a AuBc (FUH)+U.

(e) Je-li A totdlné omezend a U € 7(0) je dano, zvolime V' € 7(0) vyvazenou splitujici V +V < U. Necht F' < X
je konena takova, ze A F + V. Jelikoz A ¢ A+ V (viz Tvrzeni 3.1.12(a)), dostavame

AcA+VcF+V+VcF+U.

Nyni si povSimneme, Ze plati



kde ¢: D x F — X je definovano jako ¢(\,x) = Az, (A\,z) € D x F. Tedy b(F) je jakoZto spojity obraz kompaktni
mnoziny kompaktni, a tedy totalné omezend. Proto existuje H < b(F) kone¢nd takové, ze b(F) = H + V. Necht
nyni A € D je libovolné. Pak

McMNF+V)=AF+ AWV cb(F)+VcH+V+VcH+U.

Proto
b(4)=JrMcH+T
AeD
O

Tvrzeni 3.1.19. Necht X je topologicky vektorovy prostor a K,...,K, < X jsou kompakini konvexni mnoziny.
Pak co(Ky v -+ U K,,) je kompaktni.

Driikaz. Necht A, je jako v Tvrzeni 1.1.8. Pak je zobrazeni

¢ Ap x K1 x -+ x K, > X,

n
()‘71‘1) e 7xn) = Z )\ixia
i=1

spojita surjekce kompaktu A,, x K7 x -+ x K, na co(K; u --- U K,,), coZ dokazuje pozadovné tvrzeni. O

Tvrzeni 3.1.20. Necht X je topologicky vektorovy prostor. Pak plati ndsledujici tvrzent.

(a) NechtV e 7(0). Pokud 0 <ry <rg <--- ar, — o0, pak X = Uf=1rnV.

(b) Kompaktni podmnoziny X jsou totdlné omezené, a totdlné omezené podmnoZiny X jsou omezené.

(¢) Pokud 5, \, 0 a V je omezené okoli 0, pak {0,V : n € N} je bize okoli 0.
Diikaz. (a) Necht x € X je dano. Nalezneme ¢ € (0, 00) takové, ze sz € V kdykoliv s € [0,¢]. Necht n € N spliuje
(rn)~t <t.Pak z er,V.

(b) Necht K < X je kompaktni mnozina a U € 7(0). Pak K < |, (z + IntU), a tedy diky kompaktnosti K
nalezneme kone¢nou mnozinu F' < K splhujici

K c U(;U+IntU)<: U(x+U).

zeF zeF

Necht K je totalnd omezena a U € 7(0) je dano. Vezmeme vyvaZenou mnozinu V € 7(0) spliwjici V +V < U.
Necht F' < K je kone¢né spliwjici K < F + V. Jelikoz je F' koneéna, je téZ omezend, a existuje tak s > 0 splitujici
F < sV. Diky vyvazenosti V muZeme predpokladat, ze s > 1. (Je-li totiz s’ > s, pak sV < §'V.) Dikaz tak
zakon¢ime pomoci pozorovani

KcF+VcsV+VcsV+sV=sV+V)csU.

(c¢) Necht U € 7(0) je dano. Nalezneme vyvazené W e 7(0), které je podmnozinou U. Pak existuje ¢ > 0 spliiujici
V < tW. Je-li nyni n € N zvoleno tak, Ze plati ¢t,, < 1, mame

1 1
Vctha—”WC(s—nU.

Tedy 9,V < U a tvrzeni je dokazano.

3.1.2 Linearni zobrazeni

Véta 3.1.21. Necht X a'Y jsou topologické linedrni prostory a T: X —'Y je linedrni zobrazeni. Pak jsou ndsledujici
turzent ekvivalentni:

(i) T je spojité,
(i) T je spojité v 0,
(iii) T je stejnomeérné spojité (tj. pro kazdé V- 'Y okoli 0 existuje U okoli 0 v X takové, Ze Tz —Txq € V kdykoliv
z1,29 € X splitugi x4 —x2 € U ).
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Dikaz. Zjevné (i) = (ii). Pokud (ii) plati a V < Y je dané okoli 0, existuje U < X okoli 0 spliwjici T(U) < V.
Spliwji-li nyni prvky x1, 29 € X vztah x1 — x9 € U, pak Tay — Tag = T(x1 — x2) € V. Tedy (ii)) = (iii).

Necht T je stejnomérné spojité a xg € X je dano. Necht W je dané okoli T'zg. Pak existuje V < Y okoli 0
spliwjici Tzg + V < W. Nalezneme U < X dle (iii). Pak pro x € xg + U plati

Te =Txog+T(x—xz9) €Ty +V cW.
Tedy T je spojité v zg a (iii)) = (i). O

Véta 3.1.22. Necht X je topologicky vektorovy prostor a T: X — F je nenulové linedrni zobrazeni. Pak ndsledujici
turzent jsou ekvivalentni.

(i) T je spojité.
(i) Jddro Ker T je uzaviené.
(#ii) Plati KerT # X.

(v) Zobrazeni T je omezené na néjakém okoli 0 (tj. existuje U € 7(0) takové, Ze T(U) je omezend mnoZina v F).

Diikaz. Zjevne (i) = (i) = (iii).

Pokud Ker T # X, nalezneme x € X a V € 7(0) spliwjici (z + V) nKerT = ¢J. Bez Gjmy na obecnosti miZzeme
predpokladat, ze V je vyvazena mnozina. Pak T'(V) je vyvaZena mnozina v F spliwjici 0 ¢ Tz +T(V'), coZ specialné
znamend, ze T(V) # F. Pokud by T(V) byla neomezené, nalezli bychom body A, € T(V), n € N, takové, ze
|An| — 0. Diky vyvazenosti obsahuje T'(V') s kazdym svym bodem X téz kruh B(0,|A|) o stfedu 0 a poloméru |A|.
Tedy T(V) = J*_, B(0, [An|) = F.

(iv) = (i) Necht V e 7(0) a M > 0 spliuji |Tz| < M pro kazdé x € V. Je-li nyni ¢ > 0 déno, pak
U= 5Ver(0)a|Tz| <eproxeU. Tedy T je spojité v 0. O

Definice 3.1.23. Necht X a Y jsou topologické linearni prostory. Linearni zobrazeni T: X — Y nazveme izomor-
fizmem (do), pokud T je homeomorfizmus X na RngT. Je-li T' na, nazveme T izomorfizmem X na Y.

3.1.3 Konec¢né dimenzionalni prostory

Lemma 3.1.24. Necht X je topologicky vektorovy prostor a T: F™ — X je linedrni (F™ wvaZujeme s eukleidovskou
normou). Pak T je spojité.

Diikaz. Necht {eq,...,e,} je baze F". Pro x € F" necht x;, i = 1,...,n, jsou soufadnice z. Pak Tz = >, x;Te;,
x € F". Jelikoz pro kazdé i € {1,...,n} je zobrazeni x — z; spojité na F", je spojité i zobrazeni z — z;Te; z F" do
X. Tedy x — Y, x;Te; je jakoZto soudet spojitych zobrazeni téz spojite. O

Véta 3.1.25. Necht X je topologickyj vektorovy prostor a Y je jeho podprostor dimenze m. Pak kazZdd linedrni
bijekce T: F™ — Y je izomorfizmus a Y je uzavieny podprostor X .

Diikaz. Krok 1. At T: F* — Y je linearn{ bijekce. Dle Lemmatu 3.1.24 je T spojité, a tak je T'(Spn) kompaktni
podmnoZina Y, ktera neobsahuje 0. Nalezneme V < Y vyvazené okoli 0 takové, ze V n T(Sgn) = . Pak T~1(V)
je vyvaZena mnozina obsahujici 0 a neprotinajici Spn. Z tohoto faktu dostéavame, ze T—1(V) < Upn. (Kdyby totiz
existoval prvek z € T=1(V) o normé vétsi nez 1, diky vyvazenosti by platilo T € T=Y(V) A Sgn, coz by byl spor.)
Tedy T~ je omezené zobrazeni na Y. Pro kaZzdy soufadnicovy funkciondl p;(z) = x;, i = 1,...,n, tak dostavime z
Véty 3.1.22 spojitost p;oT~t. Jelikoz T~ = 37" | p;oT !, je T spojité. Dostavame tak, Ze T' je homeomorfizmus.
Krok 2. Ukazme nyni, ze Y je uzavieny podprostor. Necht = € Y je dano a V je mnozina zvolena v piedeslém.
Necht U € 7(0) je okoli 0 v X, které splimje U n'Y < V. Nalezneme ¢ > 0 takové, ze x € tU. Protoze plati
T~Y(tV) < tBpn, mame tV < T(tBgn), pricemz T (tBg») je kompaktni podmnozina Y. Dohromady dostavame

reY ntUctV cT(tBg.) =T(tBp) C Y.
Tedy Y je uzavieny. O

Véta 3.1.26. Je-li X lokdlné kompaktni topologicky vektorovy prostor, je X konecné dimenziondlni.

Diikaz. Necht V je relativné kompaktni prvek 7(0). Dle Tvrzeni 3.1.20(b) je V omezend mnozina a navic dle
Tvrzeni 3.1.20(c) systém B = {27"V: n € N} tvofi bazi okoli 0. Diky kompaktnosti V' nalezneme zy,...,z, € V
takové, ze V < | J;", (z; + 3V). Polozme Y = span{x1, ..., %, }. Dle Véty 3.1.25 je Y uzavieny. Rozmysleme si, Ze

1 1
VY + -V .
SV Y+ v (3.3)
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Je-li totiz x € V dano, existujen index i € {1,...,m} a v e V takové, ze v = x; + %v. Tedy
1 1 1 1
§$:§$Z+EU€Y—|—ZV

Nyni ukdZeme, Ze pro kazdé n e N plati V < Y + 27"V, Pro n = 1 diky (3.3)

1 1 1
VCY+§VCY+Y+ZV=Y+ZV.

Predpokladame-li nyni platnost tvrzeni pro néjaké n € N, mame diky (3.3)
1 1
VoY +2"V=Y+ 2*”“51/ cY +27" Y + V) =Y+ 27"y

Jelikoz je B baze okoli 0, Tvrzeni 3.1.12(a) implikuje
VcY =Y.

Jelikoz V' je okoli 0, mame X =Y. O

3.1.4 Metrizovatelnost a omezenost
Véta 3.1.27. Necht (X, 1) je topologicky linedrni prostor se spocetnou bdzi okoli 0. Pak existuje zobrazeni p: X —
[0,00) takové, Ze

(a) p(Azx) < p(x) pro kazdé x € X a A€ F spliugici || < 1,

(b) pro kazdé x,y € X plati p(x + y) < p(z) + p(y),

(c) p(x) =0 prdve tehdy, kdyZ x = 0,

(d) Metrika p(x,y) = p(z —y), x,y € X, generuje .

Prostor (X, T) je tak metrizovatelny.
Dikaz. Krok 1. Zvolime bazi {V,,: n € N} vyvaZenych okoli 0 splitujici
Vas1+ Va1V, nelN. (34)

Necht F(N) zna¢i systém vSech neprazdnych, kone¢nych podmnozin N. Pro kazdou F € F(N) kone¢nou polozime

VF:ZVn a pF=Z2_n.

nel ner

Nejprve si rozmyslime, Ze funkce ¢: F(N) — [0, 1) definovana jako ¢(F') = pr je prosta. To vSak ihned plyne z
faktu, ze 27" > ZZ:;”H 27% pro kazdé n,m e N.

Ukéazeme nyni, Ze kdykoliv dvé mnoziny Fy, F» € F(N) spliwji pgr, +pr, < 1, existuje mnozina F € F(N) takova,
Ze pr = pr, + pr,. Navic pak plati Vg, + Vi, © V. Diikaz provedeme inducki podle poctu prvki mnoziny Fs.

Mgjme mnoziny Fy € F(N) a Fy = {l}, kde [ € N, dany. Pokud [ ¢ F}, staci polozit F = Fy U Fb.

Pokud by platilo Fy n [1,1] = {1,...,1}, dostali bychom spor s nerovnosti pp, + pr, < 1. Tedy lze definovat
j =max ({1,...,l}\F1). Oznacime

Ay=Finfl....j=1, A=FRnlj+L0={+1,...,0} a As=F n[l+10).

Polozime
F:Alu{j}UAg.

Pak F' mé pozadované vlastnosti.
Plati totiz
PR T PR, = DA, T DPi+1,..0) T Pa;, = Py = pa, +pjy +pa, = pr.

Dale diky (3.4) mame
Vi, + Ve, = Va, + V{j+1,.4.,l} +Va, + V{l} cVa, + V{j} +Va, = Vp.

Predpokladejme nyni, Ze pro néjaké n € N je tvrzeni ovéfeno pro kazdou mnozinu F; € F(N) a kazdou n-prvkovou
mnozinu H € F(N). Necht F; € F(N) je ma n + 1 prvki. Ozna¢me m = max Fy. Pak H = F5\{m} ma n prvki, a
tedy podle indukéniho predpokladu existuje mnozina F’ € F(N) takova, Ze ppr = pp, + pg a Vp, + Vg < Ve Na
dvojici F' a {m} nyni opét aplikujeme indukéni predpoklad, a obdrzime tak mnozinu F € F(N) spliwjici

pr =pr +DPimy a Ve + Vi < Vp.
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Pak
PF = PF' + P{m} = PF, + PH + P{m} = PF, + PF,

Ve, + Ve, = Ve, + Vg + V{m} < Vi + V{m} c Vr.

Tim je dtukaz existence F' dokoncen.
Diky prostoté funkce g je navic F' jednozna¢né urcena.
Krok 2. Ukazeme, Ze plati

VneNVFeF(N):pr<2™ = n<minF = VpcV,. (3.5)

Diikaz provedeme indukei podle po¢tu prvkd mnoziny F. Necht F je jednoprvkova mnoZina. Pisme F = {k},
kde k € N. Necht n € N je dano. Pokud pr = 27% < 27", zjevné n < k = min F. Tato nerovnost pak zfejmé
implikuje Vp = Vi, < V,,.

Predpokladejme nyni, Ze tvrzeni plati pro kazdou m-prvkovou podmnoZinu N. Necht F' = {k1,...,kn41}, kde
k1 < ko < --+ < ka1 jsou Cisla v N, je dana. Nerovnost pp < 27" zjevné implikuje n < min F'. Pfedpokladejme
nyni tuto nerovnost a oznatme F' = {ka,...,kmi1}. Pak n+ 1 <k <min F’ a F’ je m-prvkova. Proto

VE=Vig+ (Vip + 4+ Vinsr) © Vg1 + Vir € Vg1 + Vg1 € Vi,

Tim je (3.5) ovéfeno.
Krok 3. Definujeme

p() = {inf{ppz zeVp, Fe FN)}, 2€Uperm Ve, e X

1, jinak.

Ovéifme nyni pro funkei p vlastnosti (a)—(d). Pokud A € D a = € X, pro kazdou F € F(N) plati Az € V, pokud
x € Vp. Tedy (a) plati.

Dale ovefime (b). Necht x1,22 € X jsou dany. Pokud p(z1) + p(x2) > 1, poZadovana nerovnost zjevné plati.
Predpokladejme tedy opacnou nerovnost a zvolme € > 0 takové, Ze p(x1) +p(x2) +2¢ < 1. Necht nyni Fy, F» € F(N)
spliwji x; € Vi, a pp, < p(z;) + ¢, i = 1,2. Jelikoz pp, + pr, < 1, existuje pravé jedna mnozina F' € F(N) spliiujici
Pr = Pr, + pr,. Diky prvnimu kroku plati Vg, + Vg, < V. Tedy 1 + 22 € Vp, a proto

p(x1 +x2) < pr = pry, + e, < p(x1) + p(2) + 2€.

Tim je vlastnost (b) ovéfena.
Déle pro mnoziny
B, ={zeX:p(x)<r}, rel0,0),
plati inkluze

By—(ns1y €V, © By-n, neN. (3.6)

Vskutku, inkluze V,, © By je ziejma, nebot p(x) < 27", kdykoliv z € V;,. Pokud je viak p(x) < 2-(+D),
existuje F' € F(N) spliwjici pr < 27" a x € Vp. Pak 2 € V,, diky (3.5).
Z (3.6) nyni plyne vlastnost (c), nebot

o0
r=0<zxc€ ﬂVn@p(m):O, xeX.

n=1

Nakonec ovéiime (d). Necht 7, znaci topologii generovanou metrikou p. Z (3.6) pak plyne, ze béaze okoli 0 v 7,,
totiz systém {B,: r > 0}, je téz béaze okoli 0 v 7. Z (3.6) v8ak také plyne, ze 7(0) je baza okoli 0 v 7,. JelikoZ je
metrika p translan¢né invariantni, topologie 7 a 7, splyvaji.

O
Dusledek 3.1.28. Necht X je topologicky vektorovy prostor. Pak ndsledugict turzent jsou ekvivalentni.
(i) X je metrizovatelny,
(i) X je metrizovatelny translacné invariantni metrikou,
(i11) X md spocetnou bdzi okoli 0.
Diikaz. Implikace (ii) == (i) plati zjevng a (iii) == (ii) dle predchozi véty. Implikace (i) == (iii) plati v
kazdém metrizovatelném prostoru. O

Véta 3.1.29. Necht X je topologicky vektorovy prostor s omezenym okolim 0. Pak X je metrizovatelny.
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Dikaz. Necht V' je omezené okoli 0. Dle Tvrzeni 3.1.20(c) je systém {%V: n € N} baze okoli 0. Véta 3.1.27 tedy
implikuje metrizovatelnost X. O
Tvrzeni 3.1.30. Necht X je topologicky vektorovy prostor.

(a) Je-li d translacné invariantni metrika na X, pak p(nx,0) < np(x,0) pro kaZdé x € X ane N.

(b) Je-li X metrizovatelny a {x,} konverguje k 0, pak existuje posloupnost {~y,} < (0,00) takovd, Ze v, — © a

YnTn — 0.

Diikaz. (a) Pro dané x € X ovéfime pozadovanou nerovnost indukei. Pro n = 1 zjevné plati. Predpokladame-1i jeji
platnost pro néjaké n € N, pro pfirozené ¢islo n + 1 mame

pl(n+ 1)2,0) < p((n + L), x) + p(x,0) = p(n,0) + p(,0) < np(x,0) + p(,0) = (n + 1)p(a,0).

(b) Necht p je transla¢né invariantni metrika na X kompatibilni s 7. Pak pro kazdou posloupnost {z,} v X
plati z,, — 0 v 7 pravé tehdy, kdyZ p(z,,0) — 0. Vezméme indexy 1 = ng < n; < ng < --- spliwjici p(z,,0) < 1%2

pro kazdé k € N a n = ny. PoloZzme
Yo =k, np_1<n<ng, keN.

Pak v, — o0 a pro kazdé k > 1 a n € N spliiujici np_1 < n < ng plati

k

= < ns gi
p(¥nTn, 0) = p(kry,0) < kp(zn,0) (k—1)2

Tedy p(Ynzn,0) — 0, coZ dava y,z, — 0 v 7. O

Tvrzeni 3.1.31. Necht X je topologicky vektorouvij prostor a A < X. Pak ndsledujici turzent jsou ekvivalentni.
(i) MnozZina A je omezend.
(ii) Pro kaZdou posloupnost {x,} v A a posloupnost v, — 0 plati v,x, — 0.

Dikaz. (i) = (ii) Necht V € 7(0) je dana, pficem? lze pfedpokladat, Ze je vyvaZzena. Nalezneme ¢t > 0 spliiujici
A c tV a dale index ng € N takovy, Ze |y,|t < 1 pro n = ng. Necht v, € V jsou prvky spliujici z,, = tv,. Pak

Yndn = ’Vntvn = (A/nt)vn eV.

Tedy vpx, — 0.
(i) == (i) Neni-li A omezena, existuje vyvazena V € 7(0) takové, ze A ¢ nV pro kazdé n € N. Necht
xneA\nV,neN.Pak%—>Oa%¢V.Tedyﬂ—»0. O

Véta 3.1.32. Necht X a Y jsou topologické linedrni prostory a T: X — Y je linedrni zobrazeni. Uvazujme
ndsledujict vyroky:
(i) T je spojité,
(ii) T je omezené (tj. T zobrazuje omezené mnoZiny na omezené),
(iii) pokud x,, — 0, pak mnoZina {Tx, : n € N} je omezend,
(iv) pokud x,, — 0, pak Tz, — 0.
Pak (i) = (i) = (#i). Je-li X metrizovatelny, pak (iii)) = (iv) = (i).
Dikaz. (i) = (ii) Je-li A € X omezend a W < Y okoli 0, necht V < X je okoli 0 spliwujici T'(V) — W. Nalezneme
t > 0 takové, ze A c tV. Pak T(A) c T(tV) =tT(V) < tW, a tedy T(A) je omezena.
(i) == (iii) Pokud {z,} je posloupnost v X konvergujici k 0, je mnozina {z,: n € N} omezena. Tedy
{Tx,: ne N} je omezena dle (ii).
Necht nyni X je metrizovatelny. Dokazme (iii) == (iv). Pokud posloupnost {z,} v X konverguje k 0,

nalezneme pomoci Tvrzeni 3.1.30 posloupnost {v,} konvergujici do nekone¢na, ktera spliuje y,z, — 0. Pak
Tz, = =T (ynz,) — 0 dle Tvrzeni 3.1.31.

n — 77
(iv) = (i) JelikoZ X je metrizovatelny, existuje {V,,: n € N} spocetna baze okoli 0. MiZeme pfitom piedpo-
kladat, ze V4 © Vo © V3 D ---. Necht T neni spojité v 0. Existuje tedy W < Y okoli 0 takoveé, ze T(V,,) &€ W pro

kazdé n € N. Pro kazdé n € N vybereme x,, € V,, spliujici Tx,, ¢ W. Pak z,, — 0, ale Tz, - 0. O]

Tvrzeni 3.1.33. Necht X,Y jsou topologické linedrni prostory, dimY < o0 a T: X — Y je surjektivni linedrni
zobrazeni. Pak T je oteviené, pokud plati jedna z ndsledugjicich podminek.
(a) Prostor X je lokdlné konvexnd.

(b) Plati dimY < 1.
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Dikaz. Z¥ejmé stadi uvazovat piipad Y # {0}. Necht tedy dimY = n a {ey,...,e,} je kanonickd baze Y. Bez Gjmy
na obecnosti miZzeme uvazovat na Y normu |y| = >, |y, y € Y. Prokazdé i € {1, ..., n} zvolime z; € X splitujict
TiL’i = €;.

K ovéfeni otevienosti T staci vzhledem k linearité T' ukéazat, ze 0 € Int T'(U) pro kazdé U e 7(0). Necht tedy
U € 7(0) je dano.

(a) V pripadg, ze X je lokdlné konvexni, zvolime vyvaZenou konvexni mnozinu V € 7(0) spliwjici V < U. Necht
t > 0 je takové, ze sz; € V pro kazdé s € [0,t] ai € {1,...,n}. Je-li y € By nenulové, tj. pokud 0 < 31", |y;| < 1,
pak

Yy = Z yie; = Z h | |yl senyie; € co{he;: A < 1,i=1,...,n}.

Tedy
tBy ctco{de;: |A < 1,i=1,...,n} =co{tre;: |\ <1,i=1,...,n}

=co{tA\Txz;: |\ <1,i=1,....,n} =T (cofthx;: [N\ <1l,i=1,...,n})
cT(V)cT).
(b) Pokud Y = T, nalezneme V € 7(0) vyvazené spliwujici V' < U. Necht zg € X je takove, ze Taxg = 1. Necht
t > 0 spliwuje sx € V pro kazdé s € [0, t]. Pak
tBrp = t{\: |A\| <1} = {tX: || <1} = {tA\Txo: || <1}
=T ({thzo: |\ <1}) cT(V) < T(U).
Diukaz je tak dokoncen. O
Piiklad 3.1.34. Necht X = C([0, 1]0 s topologii 7, bodové konveregence a Y = C([0, 1]) s topologii 7, konvergence
v mife (viz Piiklad 3.1.10). Necht I: X — y je identické zobrazeni. Pak plati nasledujici tvrzeni.
(a) Je-li A c X omezené, je I(A) omezena v Y.
(b) Zobrazeni I je sekvencialné spojité.

(¢) Zobrazeni I neni spojité.
Dikaz. Necht L
- [ winflf@) - @l B dr@), fgey,
0

znadi metriku generujici topologii 7.

(a) Predpokladejme, Ze A je omezenéa v X, ale neni omezené v Y. Dle Tvrzeni 3.1.31 existuji posloupnosti {f,} v
Aa {y,} v (0,00) takové, Ze lim~, = 0 a v, f, - 0 v Y. Z tohoto faktu plyne existence &isel €, € (0, 00) takovych,
Ze pro mnoziny

Ap ={ze[0,1]: |ynfalx) =€}, neN,

je mnozina téch indexi n € N, které splnhuji

A(A4y) =0,
nekone¢na. Pomoci prechodu k podposloupnosti mizeme piredpokladat, ze tato nerovnost plati pro kazdé n € N.
Polozme
Q0 e
A= U A
n=1k=n
Pak

A(A) JEOA<UA;€>/

Zvolime-li x € A, dostavame bod z € [0, 1], pro ktery plati |y, fn(z)| = J, n € N. Z omezenosti A v X plyne, Ze
posloupnost {f,(z)} je omezena. Tato dvé fakta jsou vSak ve sporu.

(b) Necht {f.} je posloupnost konvergujici k 0 v X, tj. f,(z) — 0 pro kazdé x € [0,1]. Pak jsou funkce
gn(x) = min{|fn(z)|,1}, = € [0, 1], omezené konstantou 1 a bodové konverguji k 0. Proto

1
P, 0) fmwnﬂnwu L%wwm=m

tj. fn > 0vY.
(¢) Pro libovolnou kone¢nou mnozinu F < [0, 1] zkonstruujeme spojitou funkci fr: X — [0,1] takovou, ze
1
fe@ =1, zeF A(re[1]: frl@) = 1) > 5
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Pro systém F([0, 1]) kone¢nych podmnozin [0, 1] uvazujeme usporadani dané vztahem F' < F’, pokud F' < F’. Pak
F([0,1]) je nahoru usmérnéna mnozina a systém {fr} je tak net v X. Zfejmé lim fr = 0 v X. Na druhou stranu
vSak méame

e F([0,1]),

m\»—t

p(fr,0) J fr(z)d\(z

takze {fr} nekonverguje k 0 v Y. O

3.1.5 Pseudonormy a lokalni konvexita

Definice 3.1.35. Necht X je vektorovy prostor a A < X je pohlcujici mnozina. Definujme p4: X — [0, 00) jako
pa(x) =inf{t > 0: z € tA}, zeX.

(Pov&imnéme si, Ze p4 je dobfe definované, nebot A je pohlcujici.)
Zobrazeni p: X — [0,00) se nazyva pseudonorma, pokud plati

o p(z+y) <p(@) +py) zyeX,
e plax) = |a|p(z), aeF, z e X.

Poznamka 3.1.36. Je-li X normovany linearni prostor a A = Bx, je pa(z) = |z, z € X.

Tvrzeni 3.1.37. Necht X je vektorovy prostor a p je pseudonorma na X. Pak plati ndsledujici tvrzend.

(a) Platip(0) = 0 a [p(z) — p(y)| < p(z —y), v,y € X.
(b) MnoZina Kerp je podprostor,
(c) Polozime-li A = {x e X : p(x) < 1}, pak A je konvexni, vyvdZend, pohlcujici a navic plati p = pa.

Diikaz. (a) Zvolme z € X. Pak plati p(0) = p(0x) = Op(x) = 0. Déle pro z,y € X plati
p(x) <plz—y)+ply) a ply) <ply—=z)+p)=pe-—y) +p),

coz implikuje |p(z) — p(y)| < p(z —y).
(b) Pokud z,y € Kerp a «, 8 € F, plati

0 < plaz + By) < |a|p(z) + [B]p(y) = 0,

a tedy Ker p je podprostor X.
(c) Je-liz e A a ael, pficemz |a| < 1, plati p(az) = |a|p(z) < 1. Tedy A je vyvazena.
Pokud z,y € A a A€ [0,1], plati p(Az + (1 — N)y) < Ap(z) + (1 —AM)p(y) <1, a tedy A je konvexni.
Je-li 2 € X dano, existuje ¢ > 0 splitujici p(z) < t. Pro s € [0, 1] pak mame

~

plsz) = spla) < = = 1,

|

a tedy sz € A.
UkéaZzeme, Ze p = pa. Necht x € X je dano a t € (p(x),0). Pak z € tA, a tedy pa(x) < t. Jelikoz ¢ bylo libovolné
¢islo vetsi nez p(x), je pa(x) < p(z).
Nyni ovéfime, Ze p(x) < pa(x). Pokud p(x) = 0, nerovnost zjevné plati. V opafném pripadé ozna¢me ¢ = p(x).
Pak p(%) = 1, a tedy x ¢ tA. Necht s € (0,t] je libovolné. Pak p(%) = é > 1, atedy = ¢ sA. Tedy

(0,t] " {u>0: zeud} =

Proto
pa(x) =inf{u > 0: z € ud} =t = p(z).

Véta 3.1.38. Necht X je vektorovy prostor a A ¢ X je konvexni a pohlcujici. Pak plati ndsledujici tvrzend.
(a) Plati pa(z +y) < pa(z) +pa(y), v,y e X,
(b) Plati pa(tx) =tpa(x) proxe X at = 0.
(¢) Pokud je A vyvdZend, je pa pseudonorma.

(d) Polozime-li B={xe X:pa(x) <1} aC={xeX:pa(z) <1}, pak B i C jsou konvexni a pohlcugici. Navic
plati Bc Ac C aps =pp = pc.
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Dikaz. (a) Necht z,y € X jsou dany a € > 0 je libovolné. Nalezneme t < pa(z) + € a s < pa(y) + € takove, Ze
r€tA aye sA. Pak
r+y l o= sy

= = ZeA,
s+t s+ttt s+ts

atedy x +ye (s+t)A Tedy pa(z +y) < s+t <pa(z) +paly) + 2.
(b) Necht z € X at > 0. Pokud ¢t = 0, mame pa(tx) = pa(0) =0 = Opa(x). Pro ¢ > 0 pocitejme

tpa(z) = tinf{s > 0: x € sA} = inf{ts: s > 0,z € sA}
=inf{ts: s > 0,tx € tsA} = inf{u > 0: tx € uA} = pa(tz).

(c) Necht x € X a a € F ma normu 1. Jelikoz « ' A = A, mame

palax) =inf{t > 0: ax € tA} = inf{t > 0: v € ta" ' A}
=inf{t > 0: z € tA} = pa(z).

Je-li a € F libovolné nenulové, mame

patas) = pa (Jal ) = lalpa o) = lalpata).

|

(d) Konvexitu B i C' snadno ovéfime ze sublinearity p4. JelikoZ p4 mé koneéné hodnoty, jsou ob& mnoZiny
pohlcujici. (Je-li € X dano, nalezneme ¢ > p4(x). Pak pro s € [0}] plati pa(sz) = spa(z) < 1, a tedy sz € B.)

Zvolme x € B. Pak existuje t € (0,1) takové, ze = € tA. Jelikoz A je konvexni, plati tA c A. Tedy = € tA c A,
a proto B c A.

Je-linyni z € A, pak x = 1z € A, tj. pa(xz) < 1. Proto x € C, a tedy A = C.

Jelikoz B ¢ A < C, mame pg > pa = pc. Necht nyni z € X je libovolné a s,t jsou kladna ¢isla spliujici
pc(r) < s < t. Jelikoz pc(%) < 1, mame z prvni ¢asti diikazu tvrzeni (d) aplikované pro C v roli A fakt % € C.
Tedy pa(%) <1, a proto

x sx s oz
5= paCH =2pa <1
pa(3) =pal37) = 7pals)
Z toho dostavame T € B, coz implikuje pp(z) < t. Ukazali jsme, Ze pro kazdé t > pc(z) plati pp(x) < t. Z toho jiz
plyne kyZzena nerovnost po(x) = pp(z). O

Tvrzeni 3.1.39. Necht X je topologicky vektorovy prostor a A < X je konvexni a pohlcujici. Pak

IntAc{zeX :pa(z)<llc{re X :pa(x)<1}c A

Diikaz. Krok 1. Necht z € Int A. Pak x € A, a tedy pa(x) < 1. Pokud by platilo pa(z) = 1, vezmeme posloupnost
{tx} v (0,1) spliwjici t,, /1. Pak = ¢ ti A (t]. ¢ A) a 7o — x. Tedy z ¢ Int A, coZ je spor.

Krok 2. Necht pa(x) < 1. Pak pro kazdé t > 1 plati z € tA. (Jelikoz pa(7) < 1, je § € A dle Véty 3.1.38(d).)
Zvolme posloupnost {tx} v (1,0) spliwjici ¢ N\, 1. Pak € Aa +—a. Tedyze A. O

Véta 3.1.40. Necht X je topologicky vektorovy prostor. Necht B je bdze okoli 0 sestdvajici z konvexnich oteviengch
a vyvdzZenyich mnozin. Pak plati ndsledugici tvrzent.

(a) Pro kazdé B € B plati B = {x € X : pp(x) < 1}.

(b) Pro kazdé B € B je pp spojitd pseudonorma a systém {pp: B € B} oddéluje X\{0} a {0} (tj. pro kaZdé
x € X\{0} existuje B € B spliiugici pg(z) > 0.)

Diikaz. (a) Je-li x € B, pak z € Int B, a tedy pg(z) < 1 dle Tvrzeni 3.1.39. Predpokladejme nyni, Ze x ¢ B. Plati-li
t<laxzetB, pak x € tB c B, coZ je spor. Tedy {t > 0: z € tB} n [0,1) = &, coZ implikuje pg(z) > 1.

(b) Z Véty 3.1.38(c) vime, Ze pp je pseudonorma. Necht 2z € X a & > 0 jsou dany. Pak B je okoli 0 a pro
y € x + B plati diky Vété 3.1.38(d) odhad

Ip5() — ()| < Poly — 7) = epp (y‘) <

Tedy pp je spojita v x.
Je-li z € X\{0}, nalezneme B € B spliwjici = ¢ B. Pak pp(z) > 1 dle (a). O

Ddsledek 3.1.41. Necht X je lokdiné konvexni prostor. Pak X je uplné requldrni.
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Diikaz. Necht x € X a F < X je neprazdné, uzaviena mnoZina neobsahujici x. Bez tjmy na obecnosti muzeme
predpokladat, Zze © = 0. Necht B € 7(0) je konvexni, oteviend a vyvaZend mnoZina spliujici B n F' = (. Pak
pp = 1 na F. Necht g: [0,00) — [0, 1] je funkce definovana jako

f1-t, tefo1],
9lt) = {O, te (1,).

Pak gopp: X — [0,1] je spojita funkee, pp(z) =1 a pp =0 na F. O

Véta 3.1.42. Necht X je vektorovy prostor. Necht P je systém pseudonorem oddélujici X\{0} a {0}. Prope P a
n € N oznacéme

1
Upn ={zeX:p(x) < ﬁ} (3.7
Pak systém

ki
U:{mUhni:l,kleN aproi=1,... k jep; € P,n;eN}L
i=1

generuje na X lokdlné konvexni topologii T takovou, Ze plati ndsledujici tvrzend.
(a) Systém U je baze 7(0) sestdvagici z konvexnich oteviengch vyvdZenych mnoZin.
(a) Kazdd pseudonorma p € P je T-spojitd,
(b) MnoZina A < X je T-omezend prdvé tehdy, kdyZ p(A) je omezend pro kaZdé p € P,
(c) Net {x;}icr konverguje v T k x prdve tehdy, kdyz p(x; — x) — 0 pro kaZdou p € P.

Diikaz. Nejprve ukdzeme, Ze systém U spliuje predpoklady Véty 3.1.16.

Vskutku, je-li z € X\{0}, existuje p € P spliwjici p(z) > 0. Pak pro n € N spliwjici % < p(z) plati z ¢ U, ,,. Kazda
mnozina z U je zjevné vyvazena, konvexni a pohlcujici (viz Tvrzeni 3.1.37(c)). Kone¢né je-li U tvaru ﬂf‘zl Up, s
pak mnoZina V = ﬂf;l Up, 2n; spliiuje V +V c U.

Systém U tedy U jednoznaéné generuje topologii 7, ve které je X topologicky linearni prostor a U je baze okoli
0. Jelikoz U sestava z konvexnich mnozin, je 7 lokalné konvexni topologie na X. Tim je i ovéfeno (a).

(b) Je-lipe P ae > 0, plati pro n € N spliwjici % <, ze p(x) < € pro kazdé Up .. Tedy p je spojita v 0. Jelikoz
je p pseudonorma, plyne ze spojitosti v 0 spojitost na celém X (viz dikaz tvrzeni (b) Véty 3.1.40).

Ze spojitosti kazdé pseudonormy p téz plyne T-otevienost mnozin systému U.

(c) Necht A je T-omezena a p € P je dana. Pak existuje ¢ > 0 takové, ze A  tU), 1. Pak pro x € A plati § € Uy 1,
a tedy p(x) < t.

Obréceng, necht p(A) je omezené pro kazdou pseudonormu p € P. Necht V' € 7(0) je dano. Nalezneme U € U
tvaru U = ﬂle Up, n; spliwyjici U ¢ V. Pro kazdeé i € {1,...,k} necht M; > 0 spliiuje p; < M; na A. Pak pro

t>max{Mmn;:i=1,... k}
plati A  tU < tV. (Je-li totiz x € A, plati p;(x) < M;, a proto p;(§) < n%, i=1,...,k Tedy $€U.)

(d) Pokud x; — = v 7, plati p(x; — 2) — 0 pro kazdou p € P diky spojitosti vSech p.
Obrécens, necht {x;},er je net a x € X splije p(x; — ) — 0 pro kazdé p € P. Necht U € 7(0) je dano.

Nalezneme k € N, py,...,pr € P anq,...,n; € N takové, ze
k
ﬂ Up, o, < U.
I=1
Polozme m = max{ni,...,ni}. Nalezneme iy € I takové, Ze pro viechny i € I, i > ig, plati p(z; — z) < =,

l=1,...,k Pak pro ¢ > iy plati
k
T; — X € ﬂUphm cU,
=1

atedy z; >z v T.
O

Véta 3.1.43. Necht (X, 7) je lokdlné konvezni prostor a B je bdze okoli 0 sestdvajici z oteviengch, konvexnich,
vyvdZengch mnoZin. Necht o je topologie generovdna systémem {pp : B € B}. Pak o = 7.

Diikaz. Jelikoz {x € X: pp(z) < 1} = Int, B = B € 7, jsou mnoziny U,, 1 T-oteviené. Tedy o mé bézi okoli 0
tvofenou T-otevienymi mnozinami, a proto plati ¢ < 7.

Obracené, necht B € B. Pak podle Véty 3.1.40(a) plati B = Uy, 1, coZ je mnozina v 0. Tedy T méa bézi okoli 0
tvorenou o-otevienymi mnozinami, a proto 7 < o. O
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Tvrzeni 3.1.44. Necht X je lokdlné konvexni prostor a A < X je neprdzdnd. Pak plati ndsledugjici turzend.
(a) Je-li A omezend, je co A omezend.

(b) Je-li A totdlné omezend, jsou mnoZiny b(A) a co A totdlné omezené.

Diikaz. (a) Necht P je systém pseudonorem generujici topologii X (viz Véta 3.1.42). Pak mnoZina je co A omezené
pravé tehdy, kdyZz p(A) je omezena pro kazdou p € P. M&me tedy p € P danu a necht M = sup p(A). Je-li z € co A,
je tvaru z = Y1 | Ny, kde ne N, A€ (Aq,...,\,) € A, (viz Tvrzeni 1.1.8) a z1,...,x, € A. Pak

p(x) < i Xip(x;) < Mi i =M,
i=1 i=1

a tedy co A je omezend mnozina.

(b) Necht A je totalné omezena a U € 7(0) je dano. Nalezneme konvexni okoli V' € 7(0) takové, z2e V + V < U.
Necht F < X je konetna takova, ze A < F + V. Jelikoz co F' je kompaktni, a tedy totidlné omezena mnoZina (viz
Tvrzeni 3.1.19 a Tvrzeni 3.1.20(b)), existuje H < X konefnéa takova, 7e co F' ¢ H + V. Pak diky Tvrzeni 1.1.8(c)
plati

co(F+V)=co<U(a:+V)> =coF+7V,
zeF
a tedy

coAcco(F+V)=coF+VcH+V+VcH+U.

Tedy co A je totalné omezend mnoZina. O
Tvrzeni 3.1.45. Necht (X, 7) je Fréchetiv prostor a A < X je kompaktni. Pak ¢6A je kompaktnd.

Diikaz. Necht p je translac¢né invariantni uplné metrika generujici 7.

Krok 1. Nejprve ovéfime, ze mnozina C' < X je totalné omezena v (X, 7) pravé tehdy, kdyz C' je totalné omezena
v (X, p).

Piedpokladejme nejprve, ze C' je T-totalné omezena a € > 0 je dano. Pak U(0,¢) = {x € X: p(0,z) < e} je v
7(0), a tedy existuje F'  C kone¢na takova, ze C < F + U(0,¢). Tedy F je konetné e-sit pro C.

Pokud C je totalné omezena v (X, p) a U € 7(0) je dano, existuje € > 0 spliwjici U(0,¢) < U. Necht F < C je
kone¢na e-sit. Diky translaéni invariantnosti p plati « + U(0,e) = U(x, €), z ¢ehoZ plyne

Cc Q‘U(x,r) = Lélﬂ(x-l—U(O,r)) =F+U0,r)c F+U.

Tedy C' je T-totalné omezené.

Krok 2. Necht nyni A (X, 7) je kompaktni. Pak je i p-kompaktni, a tedy p-totalné omezena. Dle pfedchazejiciho
kroku je i 7-totadlné omezené, coZz dle Tvrzeni 3.1.44 implikuje 7-totélni omezenost co A. Z prvniho kroku opét
mame p-totalni omezenost co A. JelikoZ je v metrickém prostoru uzavér totalné omezené mnoziny totalné omezeny,
je to” A p-totalné omezend mnozina. Vzhledem k tuplnosti (X, p) je €6”A p-kompaktni. Tedy je ¢6”A = ¢o”A
T-kompaktni. O
Priklad 3.1.46. Necht X je prostor LP([0,1]) z Piikladu 3.1.9 (tedy p € (0,1)). Pak plati nasledujici tvrzeni.

(a) Prostor X je lokalné omezeny F-prostor.

(b) Je-li A c X oteviena a konvexui, je bud'to prazdné, nebo A = X.

(¢) Pro duélni prostor plati X* = {0}.
Diikaz. (a) Oznacme |f], = Sé [fI”dX, f e X. Pak [cf], = |c|”|fll, a diky nerovnosti (a + b)P? < a? + b7,
a,b € [0,00), plati |f + g, <|f], + lgl,, f,g € X. Zobrazeni p(f,g) = Sé |f —gl” d\, f,g € X, je tak translacné

invariantni metrika. Uplnost prostoru (X, p) se dokaze zcela analogicky jako u klasickych L9 prostori (tj. prostort,
kde ¢ > 1).
Spojitost vektorovych operaci nyni snadno ovéfime z nerovnosti

pfi+ foo1+g2)=|fi—aq+ fo—gl, <|fi —ail, + |2 — 92,

plcf,dg) = |lcf —cg +cg—dg|, = llc(f —g) + (c = d)gl, <lc||f —gl, +|c—d"|g], -

Baze okoli 0 je tvofena mnozinami
1
B,={feX: j I[fI" dx<r}, r>0.
0
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Ukézeme, ze By je omezené okoli 0. Necht tedy okoli tvaru B, je dano. Pro f € B; pak plati T%f € B,, a tedy
1
B; c r~?» B,. tedy je By omezena.
(b) Staci ukazat, ze X nema jiné oteviené, konvexni okoli 0 nez X. Necht tedy U € 7(0) je konvexni. Nalezneme

r > 0 takové, ze B(0,r) < U. Necht f € X je libovolna. Zvolime n € N takové, aby nP~! Sé lfIP <.
Nyni nalezneme déléni 0 = xg < x1 < --- < x, = 1 intervalu [0, 1] takové, Ze

Ti41 P 1 1 » )
f Vi dxzﬁf IfIPd\, i=0,...,n—1.
0

Zq

To provedeme nasledujicim zpisobem. Funkce G(z) = So |f| d\, x € [0,1], je neklesajici, spojita a spliuje G(0) =
a G(1 So |fI? d\. Polozime

zo=0 a mi—sup{ [0,1]: f|f|pd)\} ief{l,...,n}.

MnoZina {xg,...,Z,} je nyni hledané déleni.
Polozme nyni
9i =Xy, €L 0}
Pak pro kazdé i € {1,...,n} plati

1 Ty 1
f lgi|” d)\:f n? |fIP d)\:np_1J IfIP dx <7,
0 : 0

Ti—1

tj. gi € B(0,r) < U. ProtoZe viak

S\H

je feU. Tedy U = X. O
rikla .1.47. Necht p € (0, a = (P, 1. = & = (zn): _1lxn” < 0§ s metrikou p(z,y) =

Piiklad 3.1.47. Necht 0,1) a X = (7, tj. X o ikou p

3% |@n — yalf, 7,y € X. Pak plati nasledujici tvrzeni.

(a) Prostor X je lokalné omezeny F-prostor.

(b) Zobrazeni ¢: £* — X* které kazdému y € £* piifadi funkcional

o]

Z Tnyn, w€X,

je surjektivni linearni zobrazeni.
(¢) Existuje kompaktni mnozina A c X, jejiz konvexni obal neni omezeny.

Diikaz. (a) Ditkaz faktu, ze X je lokalné omezeny F-prostor, se provede stejné jako v Prikladu 3.1.46.

(b) Nejprve ukazeme, ze ¢, € X* pro kazdé y € £*. Je-li totiz y € {* a x € X, nalezneme M > |z|_,. Pak

vSechny soufadnice vektoru 7 maji modulus mensi nez 1, a tedy plati

) L
Z TnlYn <M HyH Z ‘l
n=1 OOnzl M

Tedy ¢, je dobfe definovny.
Necht nyni {z*} je posloupnost v X konvergujici k 0. Od jistého indexu ko € N pak maji vektory z* viechny
soufadnice mensi nez 1. Proto plati

o0 [o0)
oy ()] < ylle D k] < ylle D |25 =yl 2"
P
n=1 n=1

= M7 |yl 2], < oo

< M\”n
1 My

n=

a tedy ¢, (z%) — 0. Funkcionél ¢ je tedy spojity na X.

Necht nyni ¢ € X* je dano. Polozime y, = ¢(X{n}), n € N. Pak {y,} je omezena posloupnost. Kdyby tomu
totiz tak nebylo, existuje podposloupnost {y,,} takova, ze |y,,| — 0. Nalezneme posloupnost kladnych ¢isel {7},
ktera konverguje k 0 a p¥itom vy, — . Pak ¥ = YeX{ny}> k € N, jsou prvky X konvergujici k 0 v (7, ale ¢isla

lo(@®)| = 7 [ 210} = Vo Y|

k 0 nekonverguji. To je ovSem spor se spojitosti ¢. Proto y € £%.
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Necht nyni z € X je libovolné. Oznacme x* = Z:=1 TnX{n}, k € N. Pak zF — x, a tedy

k—o0

plx) = lim p(a*) = lim Yz = Hm Y anyn = 9y(2).
n=1 n=1

Tedy ¢ je na.
(c) Zvolime nerostouci posloupnost kladnych ¢isel {cx} konvergujici k 0, ktera splituje limy_,o, k' "Pcl = o0.
(Sta&i napiiklad poloZit ¢, = (1 + logk)~!, k € N.) Necht

xk = CEX{k}> ke N.

Pak kaHp =cl — 0, a tedy je mnozina A = {0} U {2*: k € N} kompaktni.
Polozime-li vSak
- 1
=2 €N,
m"

k=1
dostaneme prvky co A, které spliuji

m

ly™ 1, =

k=1

4 m
-p P _— nl—p.p
>m Zcm—m Crn-

—cp,
m k=1

Diky volbé ¢isel ¢,,, tak plati ||y™| — oo.
UkéaZzeme nyni, %e coA ¢ tB(0,1) pro kazdé t € (0,00). To je v8ak zfejmé z predchoziho, nebot tB(0,1) <
B(0,t77). O

Véta 3.1.48. Je-li (X, 1) lokdlné konvexni prostor se spocetnou bdzi okoli 0, pak X je metrizovatelny translacné
invariantni metrikou.

Diikaz. Necht {B,,: n € N} je baze okoli 0 tvofena otevienymi, konvexnimi a vyvaZenymi mnozinami. Pak pg,_ jsou

pseudonormy a
a0

1
p(z,y) Z; min{pp, (z —y),1}, z,y€X,

je transla¢né invariantni metrika na X. (Pokud p(z,y) = 0, pak z = y, nebot systém {pg, : n € N} oddé&luje X\{0}
a {0}.)

Ozna¢me o topologii generovanou p. Jelikoz pp, jsou 7-spojité funkee, je p: X x X — [0,00) spojita funkce.
Proto je kazda o-otevien& mnozina v 7. o
_ Necht nyni W € 7(0). Nalezneme k € N spliwjici By, = W (viz Tvrzeni 3.1.11(b)). Pak {z € X: pp, (v) < 1}
By c W, atedy {x e X: p(x,0) < 5z} € W. (Mame-li totiz z € X splitujici

Z; min{ps, (2), 1},

plati 2% min{pp, (z),1} < 2% Tedy pp, () < 1, coz déva x € B, € W.) Tedy T < 0. O

Piiklad 3.1.49. Necht K je lokalné kompaktni topologicky prostor. Pro kazdy kompakt . ¢ K uvaZujme pseu-
donormu

pL(f) =sup|f(z)|, feC(K).

zell
Pak plati nasledujici tvrzeni.
(a) Systém P = {pr: L c K kompaktni} generuje na C(K) lokaln& konvexni topologii 7.
(b) Necht dale K méa spocetnou bézi.
(b1) Necht {K,} je vyCerpani K zajisténé Tvrzenim 9.1.48. Pak systém {pg, : n € N} generuje téz topologii T,
pri¢emz nezavisi na volbé& vycéerpani.
(b2) Prostor (C(K), ) je Fréchettv prostor.

Dikaz. (a) Topologie 7 je lokalné konvexni diky Vété 3.1.42.

(b1) Pro dané vycerpani {K,} prostoru K uvazujme topologii o generovanou systémem Q = {pg, : n € N}.
To je opét lokalné konvexni topologie na C(K), nebot systém Q oddéluje body C(K). Jelikoz Q < P, je kazda
o-oteviend mnozina 7-oteviena. Je-li nyni U € 7(0) déano, existuji dle Véty 3.1.42 kompakty Li,...,L; v K a
piirozené ¢isla ny, ..., n; takova, Ze



kde Uy, n, jsou mnoziny tvaru (3.7). Vzhledem k tomu, Ze {K,} je vycerpani, existuje m € N takové, ze ULI L; c
K,,. Polozme n = max{ni,...,n;}. Pak

Ume,n < ﬂ UpLiynqz < U’

a tedy je o(0) téz baze okoli 0 vzhledem k topologii 7. Proto 7 < o.
Vzhledem k tomu, Ze vycerpani {K,} jsme volili libovolné, kazda takova volba generuje topologii 7.
(b2) Necht {K,} je vyCerpani K a necht

p(f.9) =Y. 2 " min{pk, (f —9),1}, f,g€ C(K).
n=1

Pak p je dobfe definovana metrika na C(K), ktera generuje topologii 7 (viz dikaz Véty 3.1.48). K dokondent
dikazu staci ovérit, ze (C'(K), p) je uplny prostor. Necht {f;} je p-cauchyovska posloupnost. Pro kazdé n € N je
pak posloupnost {f;|k, }72, cauchyovskd v (C(Ky), ||, ). Tedy existuje funkee f,, € C(K,) takova, ze fj|k, = fn
na K,. Jelikoz je posloupnost {K,} neklesajici, nutné plati f,+1|x, = fn , n € N. Tedy existuje funkce f: K - F
takova, ze fj|k, 33 f|k, na kazdém kompaktu K.

Dokazeme, ze f € C(K). Necht z € K je dano. Necht U je lokalné kompaktni okoli bodu z a necht n € N spliuje
U c K,. Jelikoz f je spojita na K, je spojitd na U, a tedy i v z. Tedy f je spojita v kazdém bodé K, tj. f € C(K).

Jelikoz jiz vime, Ze lim; o px,, (fj|x, — flk,) = 0 pro kazdé n € N, plati p(f;, f) — 0. Prostor (C(K), p) je tak
aplny. O
Priklad 3.1.50. Necht € je oteviena podmnozina C. Pro kazdy kompakt L < € uvazujme pseudonormu

pu(f) =sup|f(z)|, feHol().

zel
Pak plati nasledujici tvrzeni.
(a) Systém {pr: L < Q kompaktni} generuje na Hol(2) lokalné konvexni topologii 7.
(b) Necht {K,} je vyCerpani ) zajisténé Tvrzenim 9.1.48. Pak systém {pg,: n € N} generuje téz topologii T,
pfi¢emz nezavisi na volbé vycerpani.
(c) Prostor (Hol(2),7) je Fréchetiiv prostor.

Driikaz. Dtkaz je zcela analogicky dikazu Prikladu 3.1.49, pouze je tfeba vyuzit faktu, ze lokalné stejnomérna limita
posloupnosti holomorfnich funkci je také holomorfni funkce. O

Piiklad 3.1.51. Necht X = F[%! s topologii bodové konvergence, tj. s topologii generovanou systémem pseudo-
norem

pa:(f):|f(x)|7 f€X7 xe[O,l].

Pak existuje posloupnost {f,} v X konvergujici k 0 takova, Ze v, f, - 0 pro kazdou posloupnost skalari {v,} v
(0, 00) konvergujici k nekoneénu.

Diikaz. Oznacime
I'={{v}: lim v, =0,7, € (0,0),n e N} c (O,OO)N.
n—0o0

Pak I' ma cardinalitu kontinua, a tedy existuje bijekce ¢: I' — [0, 1] mnoziny T' na [0, 1]. Definujme

fal@) = (671 (2))a)™", @ e0,1].

Pro pevné z € [0,1] pak f,(xz) — 0, nicméné pro kazdou posloupnost {7,} € T' plati

Tedy vn fn = 0. U

Véta 3.1.52. Necht (X, 1) je topologicky linedrni prostor. Pak X je normovatelny prdvé tehdy, kdyZ existuje
omezené konvexni okoli 0.

Diikaz. ,,<=" Necht V je omezené konvexni 7-oteviené okoli 0. Vezméme konvexni vyvazené oteviené U € 7(0) a
uvazujme py. Pak dostavame pseudonormu, kteréd je dokonce normou.

(Systém {1U: n € N} je totiz baze okoli 0 dle Tvrzeni 3.1.20. Pokud tedy py(z) = 0, plati py(nz) = 0 pro
kazdé n e N, a tedy x € %U pro kazdé n e N. Tedy = = 0.)
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Necht o znaéi topologii generovanou py. Z 7-spojitosti py plyne, Ze o < 7. Obraceng, je-li V' 7-okoli 0, existuje
n € N spliujici %U c V. Tedy {x e X:py(x) < %} = %U cV.Tedy 7 co.

Dohromady tedy mame, Ze norma py generuje 7.

» = “ Je-li 7 generovana néjakou normou |-| na X, je U = {x € X: ||z < 1} 7-omezené konvexni okoli 0.

Vskutku, necht V' € 7(0) je libovolné. Pak existuje n € N takové, Ze

1 1
Vo{reX: |z <=} =-U.
n n

Tedu U < nV, coz znamené, ze U je T-omezené. O
Tvrzeni 3.1.53. Necht K < R" je kompakini mnozZina. Pak je mnoZin co K je téZ kompaktny.
Diikaz. Pro m € N oznacme

Ay ={Ae[0,00)™: A =1}

It

@
I
—_

a necht ¢: K™ x A, ;1 — R” je zobrazeni definované jako

n+1
Z Nxi,  (z,0) e K™ x Ay

Diky kompaktnosti mnoziny K™*! x A, ;1 bude tvrzeni dokizano, jakmile ovéiime rovnost
co K = ¢(K x Apy1).

K ditkazu této rovnosti stati ukézat, ze pokud x = >.;" | x;\; pro néjaké m >n a (z,\) € K™ x Ay, 11, lze ©
vyjadrit jako konvexni kombinaci nejvySe m prvki z K. Bez Gjmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze A\; > 0,

i=1,...,m. Jelikoz je k > n, linearni zobrazeni 1): R**! — R" x R definované jako
k+1 k+1
= <Z Mi$i>zm‘> ) MERk+1a
i=1 i=1

ma netrivialni jadro. Existuje tak nenulové p € RF+! splitujici

k+1 k+1

2#1‘%:0 a 2;“:0.
i=1 i=1

Oznatme I = {i € {1,...,k + 1}: u; # 0} a necht iy € T je takové, ze plati

Ai :
& =min{—:i€e I}
| i | \Nz|
Pak &islo p = sgn /U’ioﬁ spliuje
20
Aig
Hibio = SN [ | |IU“LU = Aio
Hig
a
o = eyl < gyl =20 il
"l=0<n, ie{l,... k+ 10\
Koeficienty

Vi = A\ — [, iE{l,...7k+1},

jsou nezaporné,
k+1 k+1 k+1 k+1

IR JEVRS TR LI
=1 =1 =1 i=1

a pfitom v;, = 0. Navic

E+1 k+1 k41 k41
Z vy = Z AiTi — b Z iy = Z Aix; = .
i=1 i=1 i=1 i=1
Tedy (v1,...,Vig—1,Vig+1,- - -, Vk+1) jsou koeficienty konvexni kombinace nejvys k vektort, jejiz vysledek je .
Jak bylo vysvétleno vyse, dikaz je timto dokoncen. O
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3.1.6 Prostor distribuci

Definice 3.1.54. Uvazujme otevienou mnozinu Q = R% a necht () znaéi prostor z Definice 1.5.1. Necht K <
je kompaktni mnozina a necht 75 znaci topologii generovanou metrikou p z Tvrzeni 1.5.3. (Pfipomefime, Ze pro
N € Ny mame

lely = sup {|D%(2)] : € Qo] <N}, ¢ e Pk(w)

p(fr9)= Y, 2 N min{|f —g|n,1}, f.ge 2().)

NeNg
Pak (Z2k(Q), 7k ) je Fréchetuv prostor.
Véta 3.1.55. Méjme objekty jako v Definici 3.1.54. Pak pseudonormy |-|| 5, N € No, generuji na Zx (2) topologii

T, U niZ je D (Q) Fréchetiv prostor, pridemz p je metrika generujici topologii Tk .

Diikaz. Dle Véty 3.1.42 je (Zk (), Tk ) lokalné konvexni prostor. Dikaz Véty 3.1.48 fik4, Ze p generuje topologii
7k . Dle Tvrzeni 1.5.3(b) je 2k () Fréchettv prostor.
O

Definice 3.1.56. Mé&jme objekty jako v Definici 3.1.54 a uvazujme systémy
U ={Uc 2(Q): U vyvazena, konvexni, pohleujici, U n Pk () € 7x(0) pro kazdy kompakt K < Q}.

Véta 3.1.57. Uvazujme objekty jako v Definici 3.1.54 a 3.1.56. Pak plati ndsledujici tvrzend.
(a) Systém U spliiuje piedpokladu Vety 3.1.16.
(b) Je-li T topologie generovand systémem U, je (2(), 1) lokdlné konvexni prostor s ndsledujicimi vlastnostmi.
(b1) Plati 7|g, () = TKk-
(b2) Je-li E < (2(2),7) omezend, existuje K < Q kompaktni takovd, Ze E ¢ 2k ().
(b3) Necht {pn} je posloupnost v 2(Q) a ¢ € D(N). Pak @, — ¢ v 2(Q) dle Definice 1.5.1 pravé tehdy, kdyz
On > P UT.

Diikaz. (a) Prvky systému U jsou vyvazené, konvexni a pohlcujici z definice. Pokud Uy, Uy € U, pak Uy n Us je téZ
v U, nebot pak pro kazdy kompakt K < Q plati U; n Uz n Zk(Q) € 7x(0).
Je-li ¢ € 2(2) nenulové, polozme

W={pe2(): [¢], < el

Jelikoz je [|-|, pseudonorma, je W konvexni mnozina. Zfejmé se téZ jedna o vyvaZzenou a pohlcujici mnozinu. Je-li
K < Q kompakt, je ||| : Zk(©2) — [0,00) spojita funkce, a tedy je W n Pk () prvek 7x(0). Zfejmé pak plati

pe¢eW.
Necht nyni U € U je dano. Pak je V = %U prvek U a diky konvexité U plati

1 1
V+V:§U+§UCU.

Tim jsou ovéfeny pozadavky (1), (2) a (3) Véty 3.1.16.
(b) Dle (a) tedy systém U urcuje jednoznaénym zpusobem lokalné konvexni topologii 7 na 2(Q).
Ovérime nyni vlastnost (bl). Jsou-li G € 7 a ¢ € G N Pk () dany, existuje U € U spliwjici ¢ + U < G. Pak
plati
e+ UnZkQ)=(p+U)nZr(Q) < (p+G) N Dx ().

Jelikoz mame U n Pk () € 7x(0), je (¢ + G) N Dk () Tk-okoli ¢ v Dk (). Mnozina G n Dk (§2) je proto Tx
oteviena.
Pokud G € 7k je libovolna neprazdné, mnozina

U= JiVver:Vn2k(Q) cG}

je T-oteviena a

Un 2x(Q) =G. (3.8)

Vskutku, necht ¢ € G je dano. Pak existuje M € Ny a 1, ...,ry € (0,00) takové, Ze Tx-okoli 0 dané predpisem
B={Ye2x(Q): |||y <rn,N€{0,...,M}}
spliiyje p + B < . Uvazujme mnozinu

C={pez2(): [¢|y <rn,Ne{0,...,M}}.
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Pak C nalezi do U, a tedy 0 lezi ve vnititku mnoziny C' vzhledem k topologii 7. Proto je mnozina V = ¢ + Int, C'
v 7. Jelikoz

Vn .@K(Q) C (g& + C) N .@K(Q) c B,

plati V. U. Proto ¢ € U. Ukazali jsme tak inkluzi ,>* v (3.8). JelikoZ obracena inkluze je zjevnéa, je rovnost (3.8)
ovéfena. Dtkaz (bl) je tak zakoncen.

(b2) Predpokladejme, Ze T-omezend mnoZina E < 2(Q) nelezi v zadném prostoru Z (), kde K je libovolny
kompakt v Q. Pak exsituji body x,, €  a funkce ¢,, € 2(22), m € N, takové, Ze posloupnost {x,,} nema hromadny
bod v Q a @, () # 0. Polozme

V =g € 29): olam)] < - lpm(em)] ;m e N}

Pak V e U. Vskutku, je-li K < ) kompakt, existuje mg € N takové, ze x,, ¢ K pro kazdé m > mg. Tedy

Vo k() ={pe Ix(): [o(zm)] < % [om (@m)],m e {1,...,mo}},

coZ je Ti-oteviend mnozina.

Nyni v8ak vidime, ze @, ¢ mV pro kazdé m € N, tj. F neni 7-omeznené. Tento spor dokazuje pozadované
tvrzeni.

(b3) Necht {®,} je posloupnost v 2(€) konvergujici k néjakému ¢ € Z(Q). Zjevné miZzeme predpokladat, ze
@ =0.

Necht nejprve ¢, — 0 v Z(). Pak existuje kompakt K < Q takovy, ze sptp, < K, ne N, a |¢,|y — 0 pro
kazdy index N € Ny. Pak zjevné plati ¢, € 2k (), n € N. Necht U € 7(0) je ddno. Dle Véty 3.1.16 tvori systém U
bazi okoli 0. Lze tedy pfedpokladat, ze U € U. Pak U n Pk () € 7k (0), a tedy existuje ng € N takové, ze ¢, € U
pro n = ng. Tedy ¢, = 0 v 7.

Obracens, necht ¢, — 0 v 7. Pak je mnozina E = {¢,: n € N} T-omezen4, coz dle (b2) zarucuje existenci
kompaktu K < € spliwjiciho spt ¢, < K, m € N. Je-li nyni V € 7x(0) dano, existuje dle (bl) oteviena mnoZina
W e 7(0) spliwjici W n Pk (Q) = V. Z definice konvergentni posloupnosti dostavame, Ze aZ na koneéné mnoho
¢lent lezi prvky posloupnosti {¢,} v mnozing W. Tedy ¢, — 0 v 7x. Vzhledem k Tvrzeni 1.5.3(c) konverguje
posloupnost {¢,} k 0 v 2(Q).

O

Véta 3.1.58. Necht A: 2(Q) — F je linedrni zobrazeni. Pak ndsledujici turzend jsou ekvivalentni.
(i) Zobrazeni A je T-spojité.

(i) Zobrazeni A je T-omezené.

(1i1) Pokud {©n} je posloupnost v () konvergugici v T k 0, plati A(p,) — 0.

(iv) Zobrazeni A je distribuce ve smyslu Definice 1.5.1.

(v) Pro kazZdyj kompakt K < ) je restrikce A|g, ) Tk -spojité zobrazend.

Diikaz. (i) = (ii) dle Véty 3.1.32.

(i) = (iii) UkdZeme nejprve, Ze pro libovolny kompakt K < Q plati, Zze {Ap,: n € N} je omezena mnoZina,
kdykoliv {¢,} je posloupnost v 2k () Tx-konvergujici k 0. Pro takovou posloupnost v8ak plati, Zze konvergujek 0
iv 7, atedy je jeji obraz omeznené posloupnost diky (ii).

Necht nyni {¢,} je posloupnost v (Z2(2), 7) konvergujici k 0 v 7. Pak je mnozina F = {¢,: n € N} 7-omezena,
a tedy dle Véty 3.1.57(b3) existuje kompakt K < Q takovy, Ze E ¢ Pk (). Jelikoz jsme ovéfili podminku (iii)
Véty 3.1.32 pro prostor Zk (§2) a zobrazeni Alg, () a prostor Zk () je metrizovatelny, plati Ay, — 0.

(ili) = (iv) Posloupnost {p,} v 2(§) konverguje k 0 v 7 pravé tehdy, kdyz konverguje k 0 v 2(Q0) (viz
Véta 3.1.57(b3)). Tedy A je distribuce dle Definice 1.5.1.

Implikace (iv) = (v) je dokazana ve Vét& 1.5.4.

(v) = (i) Necht V < F je vyvaZené, konvexni okoli 0. Pak U = A=Y(V) je vyvéaZen4, konvexni, pohlcujici
munozina v Z(Q), ktera obsahuje 0. Dale pro kazdy kompakt K < Q diky pfedpokladu (v) plati

-1
Uﬁ.@K(Q) = {@E.@K(Q)I /\(pEV} = (A‘@K(Q)) (V)GTK(O)
Tedy U € U, tj. U je T-okoli 0. Proto je A 7-spojité zobrazeni. O
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3.1.7 Hahnovy-Banachovy véty

Definice 3.1.59. Necht X je topologicky linearni prostor. Ozna¢me
X# ={p: X > TF: pjelinearni} a X* = {p:X — F: ¢ je spojité a linearni}.

Zjevné jsou X7 a X* s operacemi definovanymi bodové vektorové prostory. Prostor X# nazyvame algebraickym
duélem a X* topologickym duélem (¢i jenom dudlem).

Véta 3.1.60. Necht X je topologicky vektorovy prostor. Jsou-li A, B disjunktni konvexni neprdzdné mnoZiny v X,
pak plati ndsledujict tvrzend.
(a) Je-li A oteviend, pak existuje p € X* a a € R, Ze Rep(a) < a < Rep(b) pro kaZdé ae A abe B.

(b) Je-li X lokdlné konvexnt prostor, A kompakini a B uzaviené mnoZiny v X, existuje p € X* a «, 8 € R takové,
Ze Rep(a) < a < f < Rey(b) pro kazdé a € A a be B.

Dikaz. Nejprve si povSimneme, ze diky Lemmatu 1.2.3 mtaZzeme bez jmy na obecnosti uvazovat X nad R.

(a) Zvolme ag € A a by € B. Ozna¢me 29 = —ap + by a C = 29+ A — B. Pak 0 € C a C je konvexni oteviena
mnozina. Necht pco je Minkovského funkciondl mnoziny C. Jelikoz An B = ¢, mame zq ¢ C, a plati tak pe(z9) = 1
(viz Véta 3.1.40(a)).

Definujme f: span{zo} — R jako f(txg) =t, t € R. Pak f < pc na span{zg}. Je-li totiz t € R, mame

ftxo) =t < tpe(xo) = pe(txo), te[0,00),
f(txg) =t <0< pe(tay), te(—0,0).

Pomoci algebraické verze Hahnovy-Banachovy véty (viz Véta 1.2.2) nalezneme ¢: X — R spliiuyjici ¢ < pc na
X a ¢ = f naspan{zo}. Pak mame ¢ < pc < 1 na C, coz znamené, 7e ¢ = —1 na —C. Proto |p| < 1 na C n (=C).
Protoze C n (—C) je okoli 0, je ¢ spojité dle Véty 3.1.22.

Méjme prvky a € A a be B dany. Pak a — b + x¢ € C, coz implikuje

p(a) —p(d) + 1 =p(a) — (b) + p(zo) < pcla—b+mx) < 1.

Tedy ¢(a) < ¢(b). Polozime-li a = sup{y(a): a € A} dostavame pozadované &islo diky Tvrzeni 3.1.33.

(b) Necht nyni K je kompaktni a B uzaviena. JelikoZ je X lokalné konvexni prostor, existuje diky Tvrzeni 3.1.11
oteviené konvexni okoli V' € 7(0) spliwjici (A + V) n B = . Nalezneme dle (a) funkcional ¢ € X* spliwjici
sup (A + V) < inf p(B). Jelikoz je ¢(A) kompaktni a p(A + V) oteviend podmnozina R (viz Véta 3.1.33, je
existence poZzadovanych ¢isel «, 8 nabiledni. O
Disledek 3.1.61. Necht X je lokdlné konvexni prostor. Pak plati ndsledujict tvrzend.

(a) Prostor X* oddéluje body X .
(b) Je-li M cc X a g ¢ M, pak existuje o € X* takové, Ze o(x0) # 0 a M < Ker .
(c) Je-li M cc X a p € M*, pak existuje 1 € X* rozsitujici ¢.
Diikaz. (a) Je-li z € X\{0} ddno, pouzitim Véty 3.1.60 pro A = {0} a B = {x} obdrzime pozadovany funkcional.

(b) Polozme A = {z¢} a B = M. Opét dle Véty 3.1.60 existuje ¢ € X* spliujici Re p(z¢) < inf Re p(M). Pak
je (Re¢)|57 zdola omezeny funckional na vektorovém prostoru M, a tedy je na M nulovy.

(¢) Necht p € M* je dano. Zjevné lze predpokladat, Ze je nenulové. Nalezneme xg € M spliujici ¢(xg) = 1. Pak
xo ¢ Ker <pX (index X znadi, Ze uzavér uvazujeme v celém prostoru X), a tedy existuje dle (b) funkcional ¢ € X*
spliiujici ¥(zg) = 1 a ¢ = 0 na Ker goX. Pak ¢ = ¢ na M.

Je-li totiz x € M libovolné, plati z = (x — p(z)x0) + @(z)x, plitemz = — ¢(x)zo € Ker . Tedy

Y(x) =¥ ((z — p(z)20) + P(T)T0) = P(T)P(70) = ().
O

Vé&ta 3.1.62. Necht X je lokdlné konvexni prostor a B < X je konvexni, vyvdZend a uzaviend. Je-li xg € X\B,
existuje o € X* splitujici || <1 na B a p(xg) > 1.

Ditkaz. Polozme A = {zo}. Pouzitim Véty 3.1.60 nalezneme o € R a ¢ € X* spliwjici sup(Rey)(B) < a <
(Re))(z0). Necht b e B je libovolné. Pisme 1(b) = re® pror > 0 a t € [0,00). Pak e~ b e B, a tedy

a > Re(e”"b) = Re (e "re) =r = |1(b)|.
(Specialné plati a > 0.)
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—it

Necht 1(z¢) = re® pror =0 a t € [0,00). Definujme ¢(z) = <—1)(z), x € X. Protoze

[

a < Ret(xg) =rcost <,

plati

Jelikoz mame "
—1

¢(b)’ <1, be B,
(6%

(&

lp(D)] =

je dukaz dokonéen. O

Piiklad 3.1.63. Necht X je normovany line4arni prostor nekoneéné dimenze. Pak existuji dvé disjunktni konvexni
mnoziny G1, G < X, ketré jsou v X husté.

Diikaz. Zvolime nespojity linearni funkcional f: X — F (viz ?7?) a polozime G; = Ker f. Necht 2y € X\ Ker f
je libovolné a Go = zy + G1. Pak G; a G2 jsou konvexni mnoziny, které jsou dokonce disjunktni. (Je-li totiz
x € G1 n Gy, plati © = z¢ + y, kde z,y € Ker f. To je vSak nemozné.) MnoZina G je husta diky nespojitosti f (viz
Véta 3.1.22). JelikoZ jsou posuny na X homeomorfizmy, je i mnoZina Gs husta. O

Priklad 3.1.64. Necht X = L?([0,1]). Definujeme
Go={feXnC(0,1]): f(0) =a}, «a€eF.

Pak plati nasledujici tvrzeni.

(a) Kazda mnozina G, je neprazdny husty podprostor X.

(b) Pro a # 3 jsou mnoziny G, a Gg disjunktni.

(c) Pro a # § nelze mnoziny G, a Gg oddélit prvkem X*.
Diikaz. (a) Staci dokazat hustotu kazdé mnoziny G,. Vzhledem k Vé&té ?? stadi dokdzat, ze 2((0,1)) = G,. Je-li
viak f e 2((0,1)) dana, plati spt f < (0,1) a snadno zkonstruujeme funkce f, € G, takové, ze f, = f na spt f,

fn(0) = a a |fr| < max{|al,|f|}. Pak f, — f dle Lebesgueovy véty.
Tvrzeni (b) je zfejmé a (c) plyne z (a). O

3.1.8 Banachova limita

Véta 3.1.65. Necht {* znaci prostor vSech omezengch redlnyjch posloupnosti se supremovou normou. Necht je
operdtor t: £ — €% definovdn jako

t: (z1,22,23,...) — (T2, 23,24,...), x=={x,}€L’.

Pak existuje zobrazeni A: £* — R spliiujict pro kaZdé x € £*
(a) A(t(z)) = Az,

(b) liminf z,, < Az < limsup x,,.
n—o n—o0

Driikaz. Pro kazdé n € N definujeme zobrazeni A,, : £* — £*

T+ -+
App =270 g™,
n
Necht
Y = {z € (*: existuje lim A,z}.
n—0o0
Nakonec uvazujme p: £* — R definované jako

p(z) = limsup A,x.

n—ao0

Zjevné je Y podprostor X a zobrazeni A\: Y — R definované jako

AMz) = lim Az, z€Y,

n—aoo
je linearni funkcional na Y spliiujici A < p. Dle Hahnovy—Banachovy véty 1.2.2 existuje linearni zobrazeni A: {* —
R spliiujici A = A na Y a A < p na £*. Ovéfime nyni, Ze pro x € £*° plati

1
limsup — (21 + -+ + 2,,) < limsup z,,. (3.9)
n—ow 1 n—o
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Vskutku, pro dané ¢ > limsup,,_,, &, nalezneme ng € N takové, ze z,, < ¢ pro kazdé n > ng. Pak dostavame

. 1 ) 1
limsup — (x1 + -+ x,) = limsup — (21 + -+ + Tpg + Tng+1 + -+ + Tn)
n—oo N n—oo N

1 1
<limsup — (@1 + -+ + @y, ) + Hmsup — (Tpg41 + - + 20)
n—oo T n—ooo N

c(n—mn n
< 0+ limsup M = limsupc (1 — —0> =c
n—oo n n—00 n
Tim je nerovnost (3.9) ovéfena.
Z ni ovSem okamzité dostavame vlastnost (b), nebot pro x € £*° méame

1
Az < p(z) = limsup — (z1 + -+ = x,) < limsup z,,
n—ow N n—0o0
a
A(—z) < p(—2) < limsup(—x,) = —liminf z,,
n—oo n—o0

z ¢ehoz dostavame Ax > liminf,,_, o 2.
Abychom ovéfili vlastnost (a), uvazujme libovolné x € £* a polozme

y=x—t(x) = (r1 — 2,T2 — T3,L3 — Tqg,...).

Pak
. 1
Az — t(z)) = Ay < p(y) = limsup -~ (1 —x2) + (w2 —x3) + -+ + (Tne1 — Tn) + (T — Tt1))
n—o0
= limsup — (1 — Tp11) =0
n—0o0
a podobné
. 1
A(t(z) — z) < p(—y) = limsup - (k2 —x1) + (x5 —@2) + -+ + (Tp, — Tp—1) + (Tny1 — Tpn)) = 0.
n—o0
Tim je dokon¢en dikaz nejen vlastnosti (a), ale i celé véty. O

3.1.9 Konstrukce a komplementy

Definice 3.1.66. Necht X;, i € I, jsou topologické linearni prostory a X = Il;c;X;. Soucin prostora X;, ¢ € I
je pak prostor (X,7), kde 7 je topologie bodové konvergence. (Topologie 7 je tedy projektivné d4ana projekcemi
pi: X — X;, i € I, coz znamena, Ze baze otevienych mnozin v X sestavd z mnozin tvaru

1L, U;, U ETi,{iGIZ U; #Xl} je konecné.
Suma Y, _; X; prostort X;, i € I je prostor

ZXi ={x = (2;)ier € Wies X;: {i € I: z; # 0} je konecna}
iel
uvazovany jako podprostor IT;c; X;.

Tvrzeni 3.1.67. Necht X;, i € I jsou topologické linedrni prostory. Pak W1 X; a Y]
prostory. Pokud jsou X;, i € I, lokdlné konvexnt, jsou i prostory i1 X; a >,

se1 Xi jsou topologické linedrni
o1 Xi lokdIné konvexnt.
Driikaz. Necht X znaci soudin IT;c; X;. UvaZujme systém

Ie;U;,  U; € 7(0) vyvazena, {i € I: U; # X} je kone¢nA. (3.10)

Dle Véty 3.1.16 stadi ovéfit, Ze systém mnoZin danych (3.10) spliuje pFedpoklady (1)-(3) této véty. Zjevné je
kazda mnozZina z téchto mnozin vyvaZzena. Je-li x = (x;)ier € ILies X;, necht ¢; € (0,00), i € F, jsou zvoleny tak,
7e s;x; € U; pro kazdé s € [0,¢;] a i € F. Pak pro ¢t = min{t;: i € F} je sz € U pro s € [0,t]. MnoZina U je tedy
pohlcujici.

Mame-li dany mnoziny U = I;c;V; aV = Vi, kde Fy = {i € I: z; # 0} a Fy = {i € I: x; # 0} jsou kone¢né,
nalezneme pro i € Fyy v Fy mnoziny W; € 7;(0) vyvazené takové, 7e W; c U; n'V;. Pak W = ;e /W, c U 0 V.
Tedy predpoklad (1) je ovéren.

Necht z € X je nenulové. Zvolime j € I takové, ze x; # 0 a nalezneme U; € 7;(0) vyvazené, které spliuje
x; ¢ Uj. Pak x ¢ U; x IIi € I\{j}X;, coz je mnozina tvaru (3.10). Tedy pfedpoklad (2) je ovéfen.
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Koneéné necht U = I;c;U;, kde U; jsou vyvazené a F = {i € I: x; # 0} je dano. Pro indexy j € F nalezneme
Vj € 7;(0) vyvazené, které spliwji V; + V; < U;. Pak mnozina V' = ILjcpVj x e p X; spliwje V +V < U. Tim je
ovéfen i predpoklad (3).

Dle Véty 3.1.16 tak existuje na X pravé jedna topologie o, se niz je X topologicky linearni prostor a pro kterou
mnoziny tvaru (3.10) tvoii bazi okoli 0. Ukazme, %e 7 = . Necht U X je déana.

Je-li G T-oteviend a x € U je libovolné, existuje mnozina U tvaru Il,c;U;, kde U; c X; jsou 7;-oteviené a
F ={iel:U; # X;} je konena, ktera splituje z € U < G. Nalezneme V; € 7;(0) vyvazené spliujici  + V; < Uj,
i€ F. Pak V = IljerpV; x Iliep\pX; je 0-okoli 0 a x + V < U. Tedy G je o-oteviena.

Predpokladame-li, Ze G je o-oteviend a x € G je libovolné, existuje U tvaru IL,c;U;, kde U; € 7;,(0) jsou oteviené
aF ={iel:U; # X;} je konecna, kterd spliiuje v + U < G. Pak U = Hjer(z; + Uj) x iep pX; je T-oteviena
mnozina spliujici z € U < G. Tedy G je T-oteviena. Dohromady méame 7 = o.

Jsou-li navic prostory X;, i € I, lokdlné konvexni, vezmeme za bazi okoli 0 v topologii 7 mnoZiny tvaru (3.10),

kde U; jsou navic konvexni. Vysledna topologie pak bude lokalné konvexni.
Vzhledem k tomu, Ze Zie] X; méa topologii zdédénou ze soucinu Il;c; X;, je tvrzeni dokazéano. O
Definice 3.1.68. Necht X je topologicky vektorovy prostor a N cc X je uzavieny. Uvazujme faktorprostor X /N
a kvocientové zobrazeni ¢: X — X /N. Definujme topologii ¢ na X /N takto: Mnozina U < X /N je o-oteviena
pravé tehdy, kdyz ¢~ 1(U) je T-oteviena. Prostor (X /N, o) je faktorprostorem X podle N.

Tvrzeni 3.1.69. Necht N je uzavieny podprostor topologického linedrniho prostoru (X, T).
(a) Faktorprostor X /N je topologicky linedrni prostor. Pokud X je lokdlné konvexnt, je i X /N lokdiné konveznd.

(b) Je-li X normovany linedrni prostor, je topologie X /N generovdna normou prostoru X /N.

Diikaz. (a) Oznaéme Y = X/N a u={V cY: ¢ (V) e 7}. Pak pu je zjevné topologie na Y.

Krok 1. Zobrazeni q: X — Y je oteviené. Je-li totiz U < X 7-oteviena mnoZina, je mnozina ¢~ (q(U)) = N+U
T-oteviena. Mnozina ¢(U) je tedy p-oteviena.

Krok 2. Uvazujme systém V = {q(U): U € 7(0) T-otevFena, vyvazena}. Pak V spliiuje pfedpoklady (1)-(3)
Véty 3.1.16. Vskutku, podminky (1) a (3) jsou spluény trivialng. Je-li [z] € Y\{0} déano, je mnozina z + N 7-
uzaviena. Existuje tedy vyvaZzen4, oteviena mnozina U € 7(0) spliwjici U n (z + N) = . Pak ¢q(U) € V neobsahuje
[z]. Tedy i pFedpoklad (2) je ovéfen.

Oznaéme v linearni topologii na Y danou systémem V.

Krok 3. UkaZzeme nyni, Ze u = v. Necht V < Y je dana. Pfedpokladejme nejprve, Ze je u-oteviena, tj. ¢~ (V) € 7.
Méjme [x] € V déno. Pak existuje U € 7(0) oteviena a vyvazené, které spliuje z + U = ¢~ (V). Pak [z] + q(U) je
v-okoli [x] spliwjici [x] + q(U) < V. Tedy U je v-oteviena.

Pokud predpoklddéme, Ze V je v-oteviena a x € ¢~1(V) je dano, necht U € 7(0) je oteviena a vyvazena mnoZina
spliwjici [2] + ¢(U) € V. Pak 2 + N + U je T-oteviena mnozina v X, pro kterou plati  + N + U < ¢~ (V). Tedy
q (V) je T-otevFena, coz znamena, ze V je u-oteviena.

Time je diikaz (a) dokoncen pro pfipad, kdy X je topologicky linearni prostor. Je-li X dokonce lokalné konvexni,
generuje systém

{q(U): U € 7(0) oteviena, vyvazena a konvexni}

téz topologii u, ktera je tim padem lokalné konvexni.

(b) Necht ||y zna¢i kanonickou normu prostoru Y. Systém {1Ux: n € N} je baze okoli 0 topologie T prostoru
X a {1Uy: n € N} je baze okoli 0 prostoru (Y, [-[y). Systém {¢q (+Ux) : n € N} generuje diky dikazu tvrzeni (a)
také topologii o z Definice 3.1.68. Jelikoz ¢ (%UX) = %Uy dle Véty 1.1.20(cl), je topologie ¢ totozna s topologii
danou normou |-y . O

Tvrzeni 3.1.70. Necht X je topologicky vektorovy prostor. Je-li F cc X wuzavieny podprostor a N cc X md
konecnou dimenzi, pak F + N je uzavieny podprostor.

Diikaz. Uvazujme faktorprostor X /F a kvocientové zobrazeni ¢: X — X /F. Jelikoz q(N) je kone¢né dimenzionalni
prostor v X /F, je podle Véty ?? q(N) uzavieny podprostor. Tedy F + N = ¢ (q(N)) je uzavieny. O
Tvrzeni 3.1.71. Necht X je topologicky vektorouvyj prostor a A cc X.
(a) Ndsledugici turzent jsou ekvivalentnd.
(i) Existuje spojitd projekce X na A.

(i1) Ezistuje B cc X takové, Ze J: Ax B — X dané predpisem J(a,b) = a+b, (a,b) € Ax B, je izomorfizmus
Ax B na X.

(b) Je-li P spojitd projekce X na A a B = Ker P, je J: Ax B — X dané piedpisem (a,b) —> a+b, (a,b) € Ax B,
je izomorfizmus A X B na X.
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Dikaz. (a) (i) = (ii) Necht P: X — A je spojita projekce X na A. Polozme B = Ker P. Pak X = A® B dle
Tvrzeni 1.1.22. Tedy zobrazeni I: A x B — X je linearni bijekce A x B na X. JelikoZ operace +: X x X — X je
Spojita operace, je zobrazeni J spojité. Inverzni zobrazeni k J, které je dano pfedpisem x — (Pz,x — Px), x € X,
je pak spojité diky spojitosti P.

(ii) = (i) Pfedpokladejme nyni, ze J je izomorfizmus A x B na X . Pak zfejmé A+ B = X a pokud z € An B,
pak J(z,0) = J(0,z) = x implikuje diky prostoté J, ze z = 0. Tedy X = A@B. Necht P4: A x B — A je kanonicka
projekce (tj. Pa(a,b) = a pro kazdé (a,b) € A x B). Pak P = P4 o J~! je spojita projekce X na A.

(b) Je-li P spojita projekce, diikaz implikace (i) = (ii) tvrzeni (a) dokazuje (b). O

Definice 3.1.72. Necht X je topologicky vektorovy prostor a A cc X. Rekneme, Ze A je komplementovatelny,
pokud spliuje podminku (i) Tvrzeni 3.1.71.

Tvrzeni 3.1.73. Necht X je topologicky vektorovy prostor a P je spojitd projekce na X. Pak P je oteviené
zobrazent.

Diikaz. Necht A = RngP a B = Ker P. Pak J: A x B — X je izomorfozmus A x B na X a P = P4oJ~ !, kde
P4y: A x B — A je kanonicka projekce. Jelikoz baze okoli 0 je dana mnoZinami tvaru Ug x Up, kde Uy € 74(0) a
Uy € 75(0), je P4 oteviené zobrazeni. Tedy i P je oteviené zobrazeni. O

Tvrzeni 3.1.74. Necht X je lokdlné konvexni prostor a Y cc X. Pak F je komplementovatelnyj, je-li spinéna
jedna z ndsledujicich podminek.

(a) ProstorY je konecné dimenze.

(b) ProstorY je uzavieny a konecné kodimenze.

Diikaz. Duikaz je analogicky dikazu Tvrzeni 1.2.9.
(a) Necht {eq,...,e,} je baze Y. Definujme funkciondly fi,..., f, na Y pomoci pfedpisu

n
fj(Zciei):cj, j:1,...,n.
i=1

Protoze Y je konecné dimenze, jsou funkcionaly fi,..., f, spojité na Y. Lze je tedy rozsifit na spojité funkcionaly
g1, ---,9n na X. Pak zobrazeni

Px = Z gi(z)e;, xelX,
j=1

je spojita projekce X na Y.
(b) Necht dim(X/Y) = n a {e1,...,ep} © X jsou vybrany tak, ze {[e1],...,[en]} je baze X /Y. Vezmeme
funkciondly fi,..., fn € (X/Y)* takové, Ze

L i=y
i([ei]) = o
fy(led) {0’ L
Polozme
gi(z) = fi([z]), zeX,j=1,...,n.
Pak ¢1, ..., gy jsou spojité funkcionaly na X. Zobrazeni

Px = Z gi(z)e;, xelX,
j=1

je pak spojita projekce na span{es, ..., ey}, kterd je nulova na Y. Pak Q = I — P je projekce X na Y. Pro z € X
aj=1,...,n totiz plati

fi(1Qx]) = 9;(Qx) = g (= — Z gi(z)ei) = g(x) — g;(z) = 0.

Tedy f;([Qz]) =0 proj =1,...,n, a tedy [Qx] = 0. To ale nefika nic jiného, nez ze Qz € Y. Protoze Q = I na
Y,jeRngQ =Y. O



3.1.10 Uplné prostory

Definice 3.1.75. Necht X je topologicky vektorovy prostor.

(a) Rekneme, 7e net {z;}ier je cauchyovsky, pokud pro kazdé U € 7(0) existuje ig € I takové, ze x; —x; € U pro
kazdé i, j € I spliwjict 4o < 7, ;.

(b) Mnozina A ¢ X je upln4, pokud je kazdy cauchyovsky net v A konvergentni.

(¢) Necht F je baze filtru v X. Rekneme, Ze F je cauchyovské, pokud pro kazdé U € 7(0) existuje F € F
spliwjici FF — F c U.

Lemma 3.1.76. Necht X je topologicky vektorovy prostor. Pak X je uplni prdavé tehdy, kdyZ kaZdd cauchyovskd
baze filtru je konvergentni.

Dikaz. = Necht X je tiplny a F je cauchyovska baze filtru. Necht {zr} je net zkonstruovany dle Tvrzeni 9.1.11(a).
Pak {zr} je cauchyovsky. Je-li totiz U € 7(0) dano, necht F € F spliuje F' — F € U. Pak pro kazdé Fy, Fy € F
splhujici Iy, F, < F plati

Tp —rp, C P —IhcF-FcU.

Proto existuje x € X takové, Zze = limzp. Necht nyni U € 7(0) je dano. Hledame F € F takové, ze FF c x4+ U.
Predpokladejme, Ze takové F' neexistuje. Pak lze zvolit prvky yr € F\(z + U). Jako vySe pak ovéfime, Ze net {yp}
je cauchyovsky, a tedy konvergentni k n&jakému y € X. Pak x # y. Zvolime nyni V € 7(0) vyvazené takoveé, Ze
V +V cU. Necht F € F je takové, ze xg e x+V ayyg € y+ V pro kazdé H € F spliwjici H ¢ F. Dale nalezneme
F’ e F spliwjici F' — F/ < V. UvaZujme nynf mnozinu H = F n F’ a p¥islusné prvky zg,yy. Pak

yg = (yg —xg) +rge (FF—FY+(xz+V)caz+V+Vcaz+U,

coz je spor. Proto x = lim F a F je konvergentni.

= Predpokladejme, Ze je kazda baze cauchyovska baze filtru konvergentni a necht je cauchyovsky net {z;} v
X dan. Pak je systém F = {F;: i € I}, kde F; = {z;: j > i}, béaze filtru, ktera je navic cauchyovska. Je-li totiz
U € 7(0) dano a iy € I je volena tak, ze x; — x; € U kdykoliv 4,j > ip, pak mnozina Fj, spliuje F;, — F;, < U.
Je-li nyni « € X limita F, plati = limz;. Pro dané U € 7(0) totiZz nalezneme vyvéazené V € 7(0) obsaZené v U a
zvolime iy € I takové, aby z; — x; € V kdykoliv ¢, j > io. Necht 41 € I spliiuje F;, < = + V. Necht iy € I spliiuje
iQ = io, il. pak pro 7= iQ plati

xi:(xi—xi2)+xi2eV+Fi2CV+F¢1Cx+V+VCx+U.

Tim je dikaz dokoncen.

Tvrzeni 3.1.77. Necht X je topologicky vektorouvyj prostor. Pak plati ndsledujici tvrzent.
(a) Kazdy konvergentni net je cauchyovsky.
(b) Je-li A c X dpind, je uzaviend.
(c) Je-li A c X dplnd a B < A uzaviend, je B iplnd.
(d) Necht A c X. Pak A je kompaktni prdavé tehdy, kdyZ A je uplnd a totdlné omezend.

Diikaz. Dtkaz tvrzeni(a),(b) a (c) je zcela pfimocary.
(d) = Necht A je kompaktni. Diky Tvrzeni 3.1.20(b) staci ovérit uplnost A. Necht tedy {x;}ier je net v
A. Vzhledem ke kompaktnosti A existuje indexovd mnoZzina J a zobrazeni ¢: J — I takové, Ze prvky y; = x4(;)
tvoii konvergentni podnet {z;}. Necht z € A je limita {y;} a necht U € 7(0) je dano. Zvolime V € 7(0) spliujici
V +V c U a vybereme index ig € I takovy, Ze x; — xy € V pro kazdeé i,i’ > ig. Necht j; € J spliiuje ¢(j) = i pro
kazdé j > ji a necht js € J je takové, ze y; — x € V pro kazdé j € J spliwjici j > jo. Zvolme jo = j1, ja.
Uvazujme nyni libovolné i = ¢(jo). Pak ¢(jo) = i, a tedy

Ti— X=X — T() T Togjo) — T = (Ti — Zg(jo)) + (yjp —x) €V +V c UL

Tedy x; — x.

<= Necht nyni A je dplna a totalné omezena. K ovéfeni kompaktnosti A pouzijeme Tvrzeni 9.1.35. Necht
tedy F < Z(X) je systém uzavrenych mnoZin s kone¢nou priinikovou vlastnosti. Pak systém G = {(F': F' <
F kone¢na} je baze filtru, a dle Tvrzeni 9.1.12 existuje ultrafiltr H obsahujici G.

Ukazeme, zZe

pro kazdou mnozinu U € 7(0) existuje H € H spliujici H — H c U. (3.11)

Pro dané U € 7(0) totiz nalezneme V € 7(0) takové, ze V — V < U. Diky totalni omezenosti A existuje D < A
kone¢na takova, ze A = D+ V. Pak existuje alespoii jeden bod x € D takovy, Ze pro kazdé H € H plati (z+V)nH #

.
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V opaéném piipadé bychom totiz méli mnoziny H, € H, = € D, takové, ze (z + V) n H, = . Mame-li nyni
libovolné y € (,.p Hz, existuje x € D takové, Ze y € x + V. Pak ale y € (x + V) n H,. Tedy (),op He = &, coZ je
spor.

Z maximality H nyni plyne, ze  + V € H. Pokud by tomu totiz tak nebylo, systém

C={Cc A:3H e H spliwjici C > H n (z +V)}

by byl filtr obsahujici H, ktery by navic spliioval A # H.
Proto
(+V)—(z+V)=V -V cU.
Tim je tvrzeni (3.11) ovéfeno.
Systém H nyni uvazujme uspotadany inkluzi, tj. H; < Hy pokud Hy o H,. Pak (H, <) je nahoru usmérnéna

Castednd usporiddand mnozina. Pro kazdé H € H zvolime gy € H. Pak {xy} ey je cauchyovsky net. Vskutku, je-li
U € 7(0) dano, nalezneme H € H spliujici H — H < U. Pak pro Hy, Hy € H takové, ze Hy, Hy ¢ H, plati

T, — g, € i —Hyc H—-HcU.

Existuje proto = € A takové, ze limzy = x. Nyni stadf jen ukazat, Ze x € (| F.
Necht F' € F je libovolna. Méjme U € 7(0) dano. Pak existuje H € H takové, Zze xy € U kdykoliv H' € H
spliuje H' < H. Pak F n H € H, a tedy

FAUS(FnH)NU #J.

Tedy z € F. Jelikoz F je uzaviena, mame z € F. Diikaz je tak hotov. O

Tvrzeni 3.1.78. Necht (X;,7;), i € I, jsou uplné topologické vektorové prostory. Pak [[,.; X; je t€Z uplny.

el
Diikaz. Necht X = [[,.; X; a p;: ZX — X, jsou kanonické projekce. Necht F je cauchyovska baze filtru v X. Pak
pro kazdé i € I je p;(F) je cauchyovska béze filtru v X;. Tedy existuje x; € X; takové, ze x; = lim p;(F). Oznacme
x = {x;}. Nyni satéi ovefit, ze x = lim F.

Necht tedy U < X je okoli 0. Z definice topologie na X plyne existence vyvaZenych mnoZin U; € 7;(0) takovych,
ze | |,c; Ui < U a pfitom mnozina J = {i € I: U; # X;} je konecna. Nalezneme F; € F takové, ze p;(F;) < x; + Uj,
j € J. Necht F' € F spliwuje F' < ﬂjeJFj' Pak Fcxz+ U.

Vksutku, je-li y = {y;} € F, pro j € J plati y € F}, a tedy y; € p;(F};) < «; + U;. Dostavame tak

yj—l‘jEUj, jEJ, yi—xieUi:Xi, ZEI\J

Tedy yexz + U.
Proto = lim F a diikaz je hotov. O

Definice 3.1.79. Necht (X, 7),(Y,0) jsou topologické vektorové prostory a f: X — Y je zobrazeni. Pak f je
stejnomérné spojité, pokud pro kazdé V € o(0) existuje U € 7(0) takové, Ze f(z1)— f(x2) € V kdykoliv x; —x9 € U,
T1,T2 € X.
Tvrzeni 3.1.80. Necht (X, 7),(Y,0) jsou topologické vektorové prostory . Pak plati ndsledujict turzend.
(a) Necht f: X — 'Y je zobrazeni. Pak plati ndsledujici tvrzend.
(al) Pokud je f stejnomérné spojité, je spojité.
(a2) Pokud je f spojité a linedrni, je stejnomérné spojité.
(a3) Pokud je f stejnomérné spojité a {x;} je cauchovsky net v X, je {f(x;)} cauchyovsky net vY.
(b) Je-li M cc X husty podprostor, Y je uplng a g: M — Y je stejnomérné spojité, existuje prdvé jedno stejno-
meérné spojité zobrazeni h: X —'Y rozsitujici g.
(c) Je-li M cc X husty podprostor, Y je dplng a g: M — Y je spojité a linedrni, existuje pravé jedno spojité,

linedrnt zobrazeni h: X — 'Y rozsitujici g.

Diikaz. Tvrzeni (al) a (a3) jsou zfejmé a (a2) plyne z Véty 3.1.21.
(b) Je-li stejnomérné spojité g: M — Y déno, pro kazdé x € X polozime

Fe={(z+U)nM:Ucer(0)}.

Pak F, je baze filtru takové, ze g(F,) je cauchyovskd béaze filtru. Je-li totiz V € o(0) dano, nalezneme U € 7(0)
takové, Ze g(x1) — g(z2) € V kdykoliv x1, 29 € M spliwuji 21 — z9 € U. Pak

g(z+U)nM)—g((z+U)n M)V,
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a tedy g(F,) je cauchyovsky.
Vzhledem k tplnosti prostoru Y tak miuizeme definovat

h(z) =limg(F;), z€X.

Vsimnéme si, Ze diky spojitosti g plati h = g na M. Pro dané x € M a V € ¢(0) nalezneme vyvazené V' € o(0)
takové, ze V' + V' < V. Necht U € 7(0) je takové, ze g((x + U) n M) < g(x) + V'. Z definice limity béze filtru nyni
dostavame existenci mnoziny W e 7(0) takové, ze g((z + W) n M) < h(x)+V'. Pak pro z € (x + U n W) n M plati

g(z) = h(z) = (9(z) — g(2)) + (9(2) = h(z)) e V' + V' < V.

Jelikoz V' bylo libovolné, g(z) = h(x).

Ovéfime nyni stejnomérnou spojitost h. Necht V' € o(0) je libovolné. Zvolime vyvazené okoli V7 € o(0) spliwjici
Vi+Vi+ Vi c V. Necht U € 7(0) je vyvazené okoli takové, ze g(Uy n M) — g(U; n M) < V. Nalezneme vyvazené
Us € 7(0) tak, aby platilo Us + Uy + Uy < Uy. Necht a1, 29 € X spliwji 21 — 29 € Us. Z definice limity béze filtru
nalezneme vyvazené UsT(0) takové, Ze

g((x; +Us) n M) < h(x;) + Vi, i=1,2.
Bez Gjmy na obecnosti lze piedpokladat, ze Us < Us. Vybereme nyni z; € (z; + Us) n M, i = 1,2. Pak
21—2’2=(Zl—561)+(£L’1—132)+(1‘2—22)€U3+U2+U3CU2+U2+U2CUl.
Tedy g(z1) — g(22) € V1. Dostavame tak
h(z1) = M@2) = (M(@1) — 9(21)) + (9(21) — 9(22)) + (9(22) — h(z2)) eVi+ V1 + Vi V.
Funkce h je tak stejnomérné spojita.

(c) Necht linearni, spojité zobrazeni g: M — Y je dano. Dle (b) je stejnomérné spojité, a tedy diky (c)
existuje jeho stejnomérné spojité rozsifeni h: X — Y. To v8ak je jiz linedrni. Mé&me totiz x1,22 € X dany.
Necht V' € o(0) je libovolné. Zvolime vyvazené Vi € o(0) splitujici. Nalezneme vyvazené U; € 7(0) takové, ze
h(x1 + 29 + Uy) < h(xy + x2) + V1. Necht Us € 7(0) je vyvazené okoli spliwjici Us + Uy < U; a

h(mi—i-Ug) ch(:ri)—le, 1 =1,2.
Zvolime z; € (x; + Us) n M, i = 1,2. Pak

h(z1 + 22) — h(z1) — h(22) = g(z1 + 22) — g(21) — g(22) = 0

Z1—|—22:(21—1‘1)+(22—l‘2)+($1-‘rxg)exl+$2+U2+U2C$1+$2+U1.

Tedy dostéavame

h(z1 4+ x2) — (h(x1) + h(x2)) = (h(x1 + ®2) — h(21 + 22)) + (h(z1 + 22) — h(z1) — h(22))
+ (h(z1) — h(z1)) + (h(z2) — h(x2)) e V1 + Vi + VL c V.

Jelikoz V' bylo libovolné, h(x; + x2) = h(z1) + h(x2).
Obdobné se ovéif rovnost h(Ax) = Ah(x) platné pro kazdé z € X a A € F. Necht totiz V € ¢(0) je dano. Zvolime
vyvéazené Vi € o(0) spliwjici Vi + AV; < V. Necht vyvazené Uy, Us € 7(0) spliiuji
h(fE + Ul) c h(xl) +V: a h()\fE + UQ) € h()\l’) + V1.
Zvolime dale Us « Uy n A"'Us a z € (x + Us) n M. Pak

AeMx+NUs)nMc Ae+Us))n M

h(Az) = g(Az) = Ag(z) = Ah(2).
Proto plati
h(Az) — Ah(z) = (h(Az) — h(A2)) + (h(Az) — AR(2)) + A (h(2) — h(z)) e V1 + AV < V.
Tim je dikaz dokoncen. O

Véta 3.1.81. Necht X je topologicky vektorovyj prostor. Pak plati ndsledujicti tvrzend.
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(a) Ezistuje uplny topologicky vektorovy prostorY a linedrni zobrazeni ¢: X — Y takové, Ze ¢ je homeomorfizmus
X na ¢(X) a ¢(X) je hustjv'Y.

(b) Pokud topologicky vektorovy prostor Z a zobrazeni v: X — Z spliuji (a), existuje izomorfizmus w: Y — Z
prostoru Y na Z takovy, Ze w(p(x)) = P(z), z € X.

Pokud X je lokdlné konvexnt, Y lze téZ zkonstruovat jako lokdlné konvexni.

Diikaz. (a) Konstrukei prostoru Y provedeme nasledovné. Uvazujme systém

F = {F: F je cauchyovska baze filtru v X} .

)
o
=
X
)
!
Y

Ozna¢me Fy = {F < X: 0 € F, F omezena}. Na mnoziné .% definujeme operace +: # x % —
jako
.7'-1+f2={F1+F22F1€]:1,F2€./.'.2}, ]'-1,]'-26557
M ={AF: FeF}, XeF\{0},FeZ,
0F = Fy, FeZF.

Pfimoc¢arym zpusobem se nyni ovéfi, ze tyto operace jsou dobie definované.
Krok 1. Definujeme relaci ~ na .% jako

.Fl ~ fg pokud hm(]:l - fg) =0.

Oveéiime, Ze ~ je relace ekvivalence na 7. Je-li F € & a U € 7(0), existuje F' € F spliwjici F — F < U. Tim jsme
ovefili, ze lim(F — F) =0, tj F ~ F.

Pokud F; ~ F5 a U € 7(0) je dano, nalezneme vyvazené V € 7(0) obsaZené v U. Pokud F; € F;, i = 1,2, spliuji
Fy — F, c V, plati proné téz Fo — Fy c V < U. Tedy Fo ~ Fi.

Pokud F; ~ Fo a F2 >, F3 a U € 7(0) je dano, zvolime vyvazené V € 7(0) spliwjici V +V < U. Necht F; € F;,
1=1,2,3, spliuji F} — Fho <V a Fy, — F3 c V, pak

Fl—Fgc(Fl—F2)+(F2—F3)CV+VCU.

Tedy fl ~ .Fg.

Dale je ~ invariantni vzhledem k operacim + a -, tj. pokud F; ~ F3 a A € F a F3 € .Z jsou libovolné, plati
Fir+Fs~Fo+Fs, Fi+Fo~Fo+ FrarF1 ~ AF.

Krok 2. Uvazujme mnozinu Y = %/ ~. Diky vlastnostem ~ je tato mnoZina s operacemi

[fl] + []:2] = []:1 + ./rg] a )\[.Fl] = [)\fl], AE F, Fi,Fe e f,

vektorovy prostor.

Vskutku, + je komutativni, jelikoz [F; + Fa] = [F2 + F1] pro kazdé Fy, Fo € F. Asociativita se ovéif piimodare.
Ttida [Fo] je nulovy element Y a je-li [F] € YV, je [-F] inverzni prvek k [F]. Snadno se téz ovéii asociativita
nasobeni a distributivita.

Krok 3. Definujeme topologii o na Y néasledujicim zpisobem. Pro kazdé vyvaZzené okoli U € 7(0) definujeme
mnozinu Sy < Y takto:

[Fle Sy « IH e [F|IHeH: HU.

Ukéazeme, Ze systém S = {Sy: U € 7(0) vyvaZené} splituje podminky (1), (2) a (3) z Véty 3.1.16.

Kazdé Sy je vyvdZené. Plati-li totiz pro n&jaké H € [F| a H € H inkluze H < U, mame A\H € AH € [\F] a
AH c AU c U. Tedy A[F] € Sy kdykoliv [F] € Sy.

Kazdé Sy je pohlcujici. Necht U € 7(0) vyvazené a [F| € Y jsou dany. Zvolime V € 7(0) vyvazené, které spliiuje
V +V c U. Necht F € F je nalezeno tak, aby F — F < V. Zvolime libovolné x € F. Pak

F—xcF—-FcV,
tj. <z + V. Necht s > 1 je takové, ze x € sV. Pak
Fcax+VcsV4+VcsV+sV=s(V+V)csU.

Necht 7 € [0,571] je libovolné. Pak rF € rF e r[F] arF < rsU < U. Tedy r[F] € Sy pro kazdé r € [0,s71], tj. Sy
je pohlcujici.

Systém S je bdze filtru. To plyne ze snadno ovéfitelné inkluze Sy, < Sy, n Sy, platné pro kazdé vyvazené
Ul, UQ,U3 € T(O) splﬁujici Us c Uy nUs,.

Pro kazdé nenulové [F| €Y existuje Sy bod [F]| neobsahujici. Necht nenulové [F] € Y je dano. Pak neni pravda,
Ze lim F = 0, a tedy existuje vyvazené U € 7(0) takové, Ze pro kazdé F € F plati F' ¢ U. Zvolme vyvazené V € 7(0)
spliujici V + V < U. Pak [F] ¢ Sy.
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Vskutku, kdyby existovalo H € [F] a H € H spliwjici H < V, z faktu lim(F — H) = 0 bychom nalezli H' € H a
F' € F spliujici F' — H' < V. Necht H” € H spliuje H” < H n H'. Pak by platilo

Fc(FF-H"Y+H'c(F-H)+HcV+VcU,

coz by byl spor.

Pro kazdé Sy emistuje Sy spliiugici Sy + Sy < Sy. Je-li dano U € 7(0) vyvaZené, nalezneme vyvazené V € 7(0)
splinjici V +V < U. Pak Sy + Sy < Sy. Vskutku, necht [Fi],[F2] € Sy. Pak pro i = 1,2 existuji H; € Z a
H; € H; takové, ze H; € [fz] aH,cV.Pak Hi+Hs € []:1 Jr]'-z] aHi+Hy,cV+VcU. Tedy [fl +f2] e Sy.

Dle Véty 3.1.16 tedy existuje jednoznacéné uréena topologie o na Y, se kterou je Y topologicky vektorovy prostor
a S je baze okoli 0.

Krok 4. Uvazujme zobrazeni ¢: X — Y definované jako

¢(r) = [Fa], = e X\{0},

kde F, ={F c X:z€ F}.

Zobrazeni ¢ je dobfe definované, nebot F, € .% pro kazdé x € X. Navic Fy, + Fo, = Fuitas, T1,T2 € X, a
Frg = AFz pro Ae F a z e X. Z téchto vztahi tedy plyne, Ze ¢ je linearni.

Zobrazeni ¢ je dokonce spojité. K tomu staci overit jeho spojitost v 0. Pro dané vyvazené U € 7(0) uvaZujme
munozinu Sy. Pak zjevné ¢(U) < Sy, tj. ¢ je spojité v 0.

Krok 5. Ukazme, Ze Y je uplny prostor. Necht 2 je cauchyovska baze filtru v Y. Necht 9 znaéi systém vSech
vyvazenych prvki 7(0). Uvazujme mnoZinu 2 x B s usporddanim definovanym jako (A,U) < (A’,U’), pokud A o A’
a U D U’. Pak A x B je nahoru usmérnéna ¢asteéné usporadana mnozina. Pro kazdé y € Y zvolime F, € .Z takové,
ze y = [Fy]. Pro kazdé (A,U) € A x B vybereme y4 € A a zvolime F(4 1) € F, spliwjici Fia ¢y — Fa,yy < U. Nyni
vybereme libovolné x4 1) € Fa,v)-

Systém {x(4 1)} je nyni cauchyovsky net v X. Vskutku, necht U € B je ddno. Zvolime V € B spliujici

V+V+V VIV VIV VU

a dale necht pro Ag € ™A plati Ag— Ay = Sy. Necht (A1, V1) = (Ao, Vo). Proi = 0,1 pak plati Fia, v,)—Fa,v,) < V.
Jelikoz A1 < Ap, mame

(Fyag = Fya, ) = [Fyag] = [Fya, ] = 4, —ya, € Sv.

Dle definice tedy existuji H € [Fy, —Fy,, | a H € H takove, ze H < V. Jelikoz lim(H — (Fy,, —Fa,)) = 0, existuji
mnoziny Fp € Fy, a Fie€F,, takové, ze H — (Fp — F1) < V. Nalezneme mnoziny I € Fy, a Fj € F,, takové,
ze ] c Fa, v,y N Fi, i =0,1. Vybereme zj € Fj. Pak

$/1—$6EF6—F{CF0—F1C((Fo—Fl)—H)+HCV+V
Pak mame

T(A, Vi) — T(A0ve) = (Tay vy = 21) + (27 —20) + (20 — 2(a0,v)) € (Fla,va) — F1) + (V + V) + (Fg = Fa,w))
< (Faywv) = Faav) + (V V) + (Fag vy — Flapwy) cV+V +V + V.

Méame-li tedy libovolné prvky (Asa, V), (A1, V1) mnoziny 2 x B, které majorizuji (Ag, Vo), plati
T(Ay,Va) — T(A, V1) = (J)(A%Vz) - x(Ao,Vo)) + (x(Aoyvo) — x(A17V1)) eV+VHV VAV VAV H+V cU.

Tedy net {x (4,1} je cauchyovsky.
Pro kazdé (A,U) € A x B polozme

Hoav) = {z@ao: (AU) = (A,0)}

a uvazujme bézi filtru
H = {H(A,U): (A7 U) e A x %}

Snadno se ovéii, ze H je cauchyovska.
Nyni zbyva dokézat, Ze [H] = lim 2. M&me tedy U € B libovolné. Hleddme A € 2 spliujici A = [H] + Sy.
Zvolime V € B takové, ze V+V +V +V < U. Necht Ay € A spliiuje Ag — Ag < Sy. Necht (A, W) € A x B spliwje
Taryry —xanyn €V, (AL U),(A",U") e A x B majorizuji (A, W).

Bez Gjmy na obecnosti miZeme predpokladat, ze A < Ag a W < V. UkaZeme, Ze A je hledand mnoZina.
Necht y € A je libovolné. Pak

[]'—y*]:yA]:[fy]*[]:yA]Zy*yAEAO*AOCSV-
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Tedy existuje C € [F, — Fy,]| a C1 € C takové, ze Cy < V. Jelikoz lim(C — (F, — F,,)) = 0, existuji Cy € C, F' € F,
a Fa e F,, takové, ze (F — Fa) — Cy < V. Pak pro Cs € C splaujici C5 < C; n Cy mame

F*FAC(FfFA)*Cg+03C(F*FA)702+01CV+V.

Uvazujme mnozinu H( 4 ). Pak pro libovolné z € F' a x4/ w+), kde (A", W') = (A, W) zvolime z € F'a N F( 4 w).
Pak
v—zwy = (=2 + (2= 2@aw) + (@aw) = z@aw) € (F = Fa) + (Faw) — Faw) +V
cV+V+WH+VcVHV+V+V U
Tedy FF — Ha,wy € Fy —H a F — H4 w) < U. To znamena, ze [F, — H] € Sy. Proto
y—[H] = [F)] - [H] = [Fy — H] € Su,
cili
ye[H]+ Su.
Tim je ovéfen fakt [H] = lim 2L
Prostor ¢(X) je husty vY. Nejprve si poviimneme, Ze ¢(X) protina kazdé Sy € S. Mame-li totiz n&jaké Sy
déano, zvolime libovolné x € U. Okamzité je pak vidét z definice, Ze ¢(z) = [F,] € Su.

Necht nyni y € Y a Sy € S jsou dany. Nalezneme 21 € Sy n ¢(X). Pak 21 — y € Sy, a tedy existuje Sy € S
spliwjici 1 —y + Sy < Sy. Nalezneme x5 € Sy . Pak

r1+ax0o—yexy —y+ Sy < Sy.

Tedy z1 + 22 € (y + Sy) N ¢(X), a tedy je ¢(X) husty v Y.
Konstrukce pro lokdlné konvenxi prostor. Pfedpokladejme, Ze X je navic lokalné konvexni. Pak uvazujeme systém

S ={Sy: U € 7(0) vyvazena, konvexni}

a provedeme konstrukci Y jako vySe. K dikazu lokalni konvexity pak stac¢i ukazat, Ze mnoziny Sy jsou konvexni.
Necht tedy [F1], [Fz] € Su a A € [0,1] jsou dany. Pak pro ¢ = 1,2 existuji H; € §F a H; € H; takové, ze H; € [F;] a
H; c U. Pak

NHL + (1= NHs € MH1 4+ (1= MHo € VF1L+ (1= N Fa] = A[F1] + (1 — N[F]

M, +(1=XNHyc U.
Tedy )\[]:1] + (1 — )\)[}—2] € Sy.
(b) UkaZeme nyni jednozna¢nost prostoru Y. Necht Y; a ¢;: X — Y;, i = 1,2, jsou objekty spliiujici (a). Ozna¢me
a: ¢1(X) — ¢o(X) definované jako a = ¢ 07 '. Pak « je spojité linearni zobrazeni, a tedy je stejnomérné spojité.
Dle Tvrzeni 3.1.80 existuji spojitd, linearni zobrazeni ¥1: Y7 — Y3 a ¥9: Yo — Y7 spliwjici ¢y = o na ¢1(X) a

1,[)2 =a ! na ¢2(X)
Ukéazeme, Ze 11 je bijekce Y7 na Y5, jejiz inverze je rovna 9. Necht nejprve yo € Y3 je dano. Nalezneme net {z;}
takovy, Ze ¢o(x;) — yo2. Pak je net {a =1 (¢a(x;))} cauchyovsky, a tedy konverguje k n&jakému y; € Y;. Pak

Y1(y1) = lim ¢y (™ (d2(24))) = im (¢ (z;)) = lim ¢o(2;) = yo.

Tedy 1 je surjektivni.
Necht nyni y; € Y7 je dano. UkdZeme, Ze y; = 12(11(y1)). Oznacime yo = 11 (y1). Zvolime net {x;} v X takovy,
ze Yy = lim qf)l (331) Pak
Y2 = P1(y1) = lim 1 (¢1(z;)) = lim (¢ (z;)) = lim da(z;).
Proto mame

Va(y2) = lim Yo (¢a(z;)) = lima ™" (d2(z;)) = lim ¢y (z;) = y1.

Tedy 1, je pozadovany izomorfizmus Y7 na Y5. O

3.1.11 Slabé topologie

Lemma 3.1.82. Necht X je vektorovy prostor a ¢, ¢1,...,90n: X — F jsou linedrni zobrazeni Pak ndsledujici
turzent jsou ekvivalentni.

(i) Plati ¢ € span{p1,...,pn}
(i1) Ezistuje C > 0 takové, Ze |p(z)| < C - max;—1,  n|pi(z)|, v e X.
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(ii1) Plati (), Ker p; < Ker .

Diikaz. (1) = (ii) Necht ¢ = 3" | ¢;¢; pro néjaké c1,...,c, € F. Pak

lp(2)] < (id) (ii?%m(xn), zeX.

Tedy C' = 3", |¢;| + 1 je pozadovana konstanta.
(i) = (iii) Je-li C € (0,00) dano predpokladem (ii) a = € ()_, Ker ¢;, plati

lp(2)| < €+ max |g;(z)] =0,
i=1,...,n

tj. « € Ker . Tedy (iii) plati.

(iii) = (i) Uvazujme r: X — F", kde r(z) = (¢1(2),...,on(x)), z € X. Pak r je linearni zobrazeni X do
F™ splijici Kerr = (), Ker; < Ker ¢. Existuje tedy linearn{ zobrazeni s: F* — F splitujici ¢ = s or. (Toto
zobrazeni sestrojime takto: Definujeme s': Rngr — F pomoci vzorce s'(r(z)) = ¢(z'), kde 2’ € 7~1(z) je libovolné,
a to rozsfifme na linearni zobrazeni s na celé F™.) Existuji tedy &isla c1,...,¢, € F spliujici s(y) = >\, ¢y,
y € F". Tedy pro x € X mame p(z) = s(r(z)) = >, cipi(x). O

Definice 3.1.83. Necht X je vektorovy prostor a M cc X# oddéluje body X. Pak o(X, M) je topologie na X
dané systémem pseudonorem p,(z) = |p(x)|, z € X, kde p € M.

Véta 3.1.84. Necht X je vektorovyj prostor a M =< X% oddéluje body. Pak (X,0(X,M)) je lokdlné konverni
prostor a (X,o(X,M))* = M.

Diikaz. 7 Véty 3.1.42 plyne, Ze topologii o(X, M) je X lokalné konvexni prostor.

Je-li ¢ € M dano, je dle Véty 3.1.42 pseudonorma p, o(X,M)-spojita. Jelikoz Kerp, = Kerg, je podle
Véty 3.1.22 zobrazeni ¢ o(X, M)-spojité.

Necht je nyni dano o(X, M)-spojité zobrazeni ¢ € X#. Pomoci Véty 3.1.22 nalezneme o (X, M)-okoli U bodu
0, na kterém je ¢ omezené. Pak existuje mnozina V splhujici V' < U, pfic¢emz

V:{JZEX: |¢i(x)|<€iai:1a"'?n}7

kde proie {l,...,n} jepe M a¢e; > 0.
Necht nynf z € ();_, Ker ¢; je libovolné. Pak

span{z} c ﬂ Kerp, cV cU.

i=1

JelikoZ je ¢(U) omezena mnozina, dostavame ¢(z) = 0, tj. € Ker . Dle Lemmatu 3.1.82 je ¢ € span{p1,...,pn} C
M. O

Definice 3.1.85. (a) Necht X je lokalnd konvexni prostor. Topologie o(X, X*) se nazyva slabou topologii (w-
topologii) na X.

(b) Je-li X topologicky vektorovy prostor, uvazujeme X * a X jako podmnozinu (X *)#. Pak o(X*, X) se nazyva
slabou* topologif (w*-topologii) na X*.

Poznamka 3.1.86. Definice t&chto topologii je korektni, nebot X* oddéluje body X (viz Dusledek 3.1.61) a X
oddéluje body X* z definice.

Disledek 3.1.87. Necht (X, 7) je topologicky vektorovy prostor. Pak plati ndsledugjici tvrzent.
(a) Je-li X lokdlné konvexni, pak o(X, X™*) c 7 a plati (X, w)* = X*.
(b) Plati (X*, w*)* = X.

Diikaz. Tvrzeni plyne z Véty 3.1.84. O

Véta 3.1.88. Necht X je lokdIné konvexni prostor a A < X je konverni. Pak plati ndsledujici tvrzend.

. *
(a) Plati A=A (X ),
(b) MnoZina A je w-uzaviend prdvé tehdy, kdyZ A je uzaviend.

(c) Je-li X metrizovatelny a x, — x slabé, pak existuji y, € co{x; : i = n} takové, Ze y, — x.
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— — *
Diikaz. (a) Necht 7 znadi topologii na X. ProtoZe zjevné plati (X, X*) < 7, mame A« AT,

Pro dikaz obracené inkluze vezméme z ¢ A . Pak dle Véty 3.1.60 existuje ¢ € X* splitujici Re pz) <

—r —0 *
inf Rep(A ), z GehoZ plyne, Ze z ¢ A XX

(b) Tvrzeni plyne z (a).
(c¢) Necht {x,} je posloupnost v X slabé& konvergujici k x. Pak pro kazdé n € N plati

we{zp: k>n} Ccofmp: k>n} =cofzk: k> n}.

Necht p je metrika kompatibilni z topologii X. Pak pro kazdé n € N nalezneme y,, € co{xg: k = n} spliujici
p(x,yn) < % Pak y,, — z a dikaz je hotov.
L]

Véta 3.1.89. Necht X je lokdlné konvexni prostor a A ¢ X. Pak A je omezend prdvé tehdy, kdyZ A je slabé
omezend.

Dikaz. Necht 7 zna¢i pivodni topologii X a 7, topologii slabou. Vzhledem k tomu, Ze 7,,(0) < 7(0), je kazda
T-omezeni mnozina 7,,-omezena.

Predpokladejme nyni, Ze A je 7,-omezend. Necht U € 7(0) je ddno. Nalezneme vyvaZené konvexni oteviené
okoli V' € 7(0) spliwjici V < U a uvaZujeme Minkowského funcional py . Necht Y = X /Ker py je vektorovy prostor
dany faktorizaci X podle Ker py (viz Tvrzeni 3.1.37). Je snadné ovéfit, Zze vzorec

Iyl = pv(2), zelyllyleY,

definuje normu na Y. Dale je kvocientové zobrazeni g: X — Y spojité, nebot
¢ (Uy) =Kerpy + {zre X:py(z) <1} =Kerpy +V

je T-oteviend mnozina.
Je-li nyni y* € Y* libovolny prvek, je y* o ¢ € X*. Dle predpokladu je (y* o ¢)(A) omezena mnozina v F. Z
Véty 77 plyne, Ze q(A) |-||-omezena v Y, tj. existuje t > 0 takové, Ze

pv(a) = |q(a)| <t, ac€A.

Z tohot faktu jiz plyne A < tU. Vskutku, je-li # € A déno, py(z) = ||[z][, < t, a tedy py(§) < 1. Proto § € V,

coz znamend x € tV < tU. Mnozina A je tak 7-omezené. O

3.1.12 Polary

Definice 3.1.90. Necht X je topologicky vektorovy prostor, a necht A € X a B ¢ X* jsou neprazdné. Definujeme
(absolutni) polary jako

A ={z* e X*: [z*(z)|< L,ze A} a B,={zeX: |z¥(x)| <1,2* € B}.

Poznamky 3.1.91. Necht X je lokalné konvexni prostor.

(a) Je-i Y = (X*, w*), pak Y* = X a pro B <Y méame ,B° = B.*“.

(b) Je-li A c X, pak ,,druba polara® A by se méla nachazet v druhém duélu k X. Vzhledem k tomu, Ze jedina
topologie na X, kterou jsme zatim uvedli, je w*-topologie a (X*,w*)* = X, nemame zatim rozumny koncept
druhého duélu, a tedy ani druhé polary.

Tvrzeni 3.1.92 (Polarni kalkulus). Necht X je topologicky vektorovy prostor a A < X je neprdzdnd. Pak plati
ndsledugjict tvrzend.

(a) MnoZina A° je vyvdZend, konverni a w*-uzaviend.

(b) Je-li A cc X, plati A° = A*.

(¢) Plati {0}° = X* a X° = {0}.

(d) Pro ce (0,00) plati (cA)° = LA°.

(e) Pro neprdzdné mnoZiny A;, i€ I, v X plati ({J,.; 4i)° = () A5.
Diikaz. (a) VyvaZzenost i konvexita A° je zfejméa. Jelikoz je pro kazdé x € X mnozina {z* € X*: |z*(z)| < 1}
w*-uzaviena, je mnozina

A° = (V{a* e X*: |2*(2)| < 1}
TEA

w*-uzaviena.
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(b) Zjevnd At < A°. Necht z* € A° je dano. Pak pro kazdé z € A a t € F plati tz € A, a tedy [t||z*(z)| =
|z*(tz)| < 1. Proto 2*(z) = 0 a 2* € AL,

(c¢) Tvrzeni je zfejmé.

(d) Necht ¢ € (0,00) je dano. Pak pro z* € X* plati

1
¥ e (cA)° = Vre A: |z¥(cr)| <1 = Vze A: |(cz®)(2)| <1 = cx* € A° = z* € —A°.
c
(e) Je-li 2* € ({J,o; 4i)°, pak pro kazdé i € I a x € A; plati |2*(z)| < 1, tj. * € A7. Opacné inkluze se dokaze
obdobné. O

Véta 3.1.93 (O bipolare). Necht X je lokdlne konvezni prostor a A X je neprdzdnd. Pak (A°), = bco A"
(=bco A).

Diikaz. Pimotarym ovéfenim z definice dostaneme A < (A°),. Z Tvrzeni 3.1.92(a) plyne, Ze bco A” < (A°)..
Necht z € X\bco A" je dano. Diky V&ts 3.1.62 existuje ¢ € X* takové, ze p(z) > 1 a |p(y)| < 1 proy € bco A"
Tedy ¢ € A°, a pfitom ¢(z) > 1. Tedy = ¢ (A°)o. O

*

Véta 3.1.94 (Goldstine). Je-li X normovany linedrni prostor, plati s(Bm)w = Bx#x.

Diikaz. Necht e: X — X** zna¢i kanonické vnofeni. Oznacime-li Y = (X** o(X**, X*)), plati diky Vété 3.1.84
vztahy Y* = X*. Polary v této dualité ozna¢ime A®. V radmci tohoto znadeni pak mame

A*=A,, Ac (Y,o(Y,Y*)) = (X* o(X* X*)),
. =B, BC(Y*,O'(Y*,Y))Z(X*,J(X*,X**)).

Pouzijeme Vé&tu 3.1.93 v ramci duality prostoru Y a jeho dudlu Y* a dostaneme tak

a(Y,Y¥) B a(Y,Y'*) _ o (X** X*)

((e(Bx)),)° = ((e(Bx))*), = beoe(Bx) = &(Bx) £(Bx) (3.12)

(Predposledni rovnost plati, jelikoz Bx je konvexni vyvaZena mnozina.)
Jelikoz
(e(Bx))o = {z* € X*: |, (™) < 1,z€ Bx} = {z" € X*: |[2¥(z)| <1,z € Bx} = (Bx)° = Bx=,
plati
((eBx)o)® = (Bx%)° = Bx#x. (3.13)
Kombinaci (3.13) a (3.12) dostavame pozadovanou rovnost
[e] 71“*
Bxsx = ((e(Bx)),)” = e(Bx)

Tim je dikaz proveden. O

Véta 3.1.95 (Banach-Alaoglu). Necht X je topologicky vektorovy prostor.
(a) Je-li U okoli 0, pak U° je w*-kompaktni mnoZina.
(b) Je-li X separabilni a U je okoli 0, pak U° je metrizovatelnd w* -kompaktni mnoZina.
Dikaz. (a) Necht U € 7(0) je dano. Pro kazdé x € X nalezneme ~, > 0 spliujici « € y(x)U. Uvazujme kompaktni
podmnozinu D, v F definovanou jako D, = {a € F: |a| < v,}. Diky Tichonovové vété ?7? je mnozina P = [, x D,
kompaktni v topologii 7,, coZ je topologie zdédéna z FX (coz je topologie bodové konvergence). Mnozinu U°
uvazujme jako podmnozinu P.
Krok 1. Plati (U°,w*) = (U, 7).
Vskutku, necht z* € U° je déno. Systém okoli okoli z* v (X*, w*) je pak generovan mnoZinami

Uspoooane =y e X*: |2*(zy) —y*(zi)| <ei=1,...,n}, neNux,...,z,€X,e>0, (3.14)
a systém okolf z* v (F¥,7,) je generovan mnoZzinami
Viriane ={fe X5 Ja* (@) — f(z)| <eyi=1,...,n}, neNz,...,2,€ X,e>0. (3.15)

Zjevné plati, Ze je-lineN, z1,..., 2, € X ae >0, plati Uy, 5, U°=Vy, 2. .NU°
Krok 2. Déle plati, ze U° je Tp,-uzaviend podmnozina P. Je-li prvek f e U°™ libovolny, je funkce f: X — F
linarni. Mame-1i totiz dany x,y € X a o, 8 € F, pro libovolné € > 0 nalezneme x* € U° takové, Ze

[f(@) —2*(@) <& |fy) —2* (W) <e a |flox+Py) —a*(az+ By)| <e.
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Pak

|flazx + By) — (af (x) + Bf ()] = | flax + By) — «™ (ax + By) + 2™ (ax + By) — af (x) — Bf(y)]
|flax + By) — 2*(azx + By)| + |ax™(x) — af (z)| + [B2*(y) — Bf(y)|

<
<e+lale+|Ble.
Dale pro x € U plati | f(z)| < 1. Pro € > 0 totiz nalezneme z* € U° spliwjici | f(x) — 2*(x)| < e. Pak
[f@)] < [f(z) — 2 (@) + [2*(2)] < e + 1.

Tedy f: X — F je linearni zobrazeni omezené na okoli 0, tedy je prvkem X* (viz Véta 3.1.22).

Krok 3. Jelikoz je U° uzaviena podmnozina (P,7,), je U° 7,-kompaktni. Diky Kroku 1. je U° w*-kompaktni
mnozina.

(b) Je-li nyni X separabilni, existuje spocetnd mnozina {z,: n € N}, ktera je hustd v X. Uvazujme na X*
topologii o generovanou pseudonormami p,, (z*) = |z*(z,)|, * € X*, kde n € N. Pak je ¢ hausdorffovska lokalné
konvexni topologie na X*, ktera je diky Vété 3.1.28 metrizovatelna. JelikoZ je slabsi nez w*-topologie a U° je
w*-kompaktni, o na U° splyva s w*. Prostor (U°, w*) je tak metrizovatelny. O

Véta 3.1.96. Je-li X Banachiv prostor, pak ndsledugjici tvrzent jsou ekvivalentni.
(i) X je reflexivni.
(ii) Jednotkovd koule Bx je w-kompaktni.

Diikaz. (1) = (ii) Je-li X reflexivni, kanonické vnofeni € spliiuje e(Bx) = Bx#x. Navic je zobrazeni ¢: (Bx,w) —
(Bx##,w*) (surjektivni) homeomorfizmus. Z Véty 3.1.95 plyne slaba kompaktnost Bx.
(i) = (i) Predpokladejme, Ze Bx je slabé kompaktni. Jelikoz je zobrazeni e: (Bx,w) — (e(Bx),w*)
*

homeomorfizmus, je e(By ) w*-uzaviens podmnozina Bys«. Z Véty 3.1.94 dostavame Bys# = e(Bx) = = (Bx).
7 této rovnosti jiz reflexivita X okamzité plyne. O

Véta 3.1.97. Necht X je reflexivni Banachiv prostor. Pak lze z kazdé omezené posloupnosti v X wvybrat slabé
konvergentni podposloupnost.

Diikaz. UkéZzeme nejprve, Ze je-li Y separabilni reflexivni prostor, je (Bx,w) metrizovatelny kompaktni prostor.
Diky reflexivité je Y** téz separabilni, a tedy i Y* je separabilni. JelikoZz By=x je okoli 0, je dle Véty 3.1.95
prostor (Byss,w*) kompaktni a metrizovatelny. Jelikoz je e: (By,w) — (Bys#x,w*) homeomorfizmus, je (By,w)
kompaktni metrizovatelny prostor.

Necht nyni {z,,} je omezen4 posloupnost v prostoru X. Bez Gjmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze vektory
Zn, n € N, jsou obsaZeny v Bx. Polozme Y = Span{z,,: n € N}. Dle Véty 1.2.27(d) je Y reflexivni prostor, ktery je
zfejmeé separabilni. Posloupnost {z,,} je obsaZena v By, coZ je dle pfechazejici uvahy slab& kompaktni metrizovatelny
prostor. Lze tedy vybrat podposloupnost {x,, } a © € By takové, 7e x,, — x v o(Y,Y*). Zjevné pak x,,, — x slabg
v X. O

Lemma 3.1.98. Necht X je topologicky vektorovy prostor a Y je jeho husty podprostor. Necht U € 7(0). Pak
w*-topologie splgvd na U° s topologii o(X*,Y).
Specidlné, je-li’ Y husty podprostor normovaného linedrniho prostoru X, na Bxx splyvd o(X*,Y) s w*-topologii.

Diikaz. Dle Véty 3.1.95 je U° w*-kompaktni mnozina. Diky hustoté Y je topologie o(X*,Y) na U° Hausdorffova,
pfi¢emz kazda o(X*,Y)-oteviend mnozina je téz w*-oteviena. Zobrazeni id: (U°, w*) — (U°,0(X*,Y)) je tedy
Spojité, prosté zobrazeni kompaktniho prostoru do Hausdorffova prostoru. Jedné se tedy o homeomorfizmus, coz
znamené, ze tyto topologie splyvaji.

O

Pfiklad 3.1.99. Necht X je topologicky vektorovy prostor, jehoz duél oddéluje body X. Pak (X*, w*) je metri-
zovatelny pravé tehdy, kdyz X ma spocetnou algebraickou bazi.

Diikaz. Pro prvek z € X oznacme ¢, € (X*)# funkcional definovany jako e, (x*) = 2*(x), * € X*. Necht p, znaci
pseudonormu na X* danou vektorem z € X (viz Definice 3.1.85).

, = “ Necht {z,,: n € N} je baze X a P = {p,,: n € N}. UvaZujme topologii o generovanou systémem
pseudonorem P. Ta je metrizovatelna dle Véty 3.1.42 a 3.1.48. UkaZeme, Ze 0 = o(X*, X). Zjevné plati o <
o(X*, X). K dikazu obracené nerovnosti sta¢ai ukazat, Ze pro kazdé U,_ 1, kde z € X, existuje n € N a ¢ > takové,

ze
ﬂ (e Upw,1~

Pzqs--sPap s€
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Jelikoz X = span{z,: n € N}, existuje n € N a koeficienty c1,...,¢, € F splijici z = " | ¢;z;. Pak pro
e<(I+X" lal) b az*ely, ., cDplati

n
Z ciz™*(x;)
i=1

Tedy x* € Up, 1. Tim je diikaz prvni implikace dokondcen.

,<=" Predpokladejme nyni, Ze je w*-topologie (znafime 7,%) na X* je metrizovatelna. Pak existuje spocetna
baze T,%(0). Vzhledem k Vé&té 3.1.42 existuje mnozina {z,: n € N} < X takova, Ze pseudonormy p,, na X*
generuji pomoci mnozin tvaru (3.7) topologii 7,,%. Necht nyni € X je libovolny vektor. Pak U,_; je w*-okoli 0,
a tedy existuje k € N a m € N takové, ze

2% (@) =

n
< Z lei] |2 (x;)] < 1.
i=1

Upay sevopagm © Up,1-

7 tohoto faktu dostavame i

ﬂ Kere,, < Kere,,
i=1
a tedy e, € span{es,,..., e, }. Jelikoz dle predpokladu X* oddéluje body X, plati = € span{xy,...,zs}. Proto
X = span{z,: n e N}.
O

Priklad 3.1.100. Necht p € (0,00) a X = ¢P. Pak plati nasledujici tvrzeni.

(a) Je-li p € (1,00), posloupnost bazovych vektort {e,} konverguje k 0 slabg, ne v8ak v normé.

(b) Je-li p = 1, kazda slabé konvergentni posloupnost je normové konvergentni, ale slaba topologie nesplyva s
normovou.

(c) Je-li p e (0,1), je Bx slab& omezend, avSak neomezens mnozina.

(d) Prope (0,1) necht 7, oznacuje w*-topologii na £* danou pomoci standardni duality. Pro 0 < p < ¢ <1 pak
plati 7, # 7, na £*°, i kdyz tyto splyvaji na omezenych mnozinach £*.

Diikaz. (a) Necht p € (1,00) je libovolné. JelikoZ |e,| = 1, posloupnost {e,} nekonverguje v normé k 0. UZijeme

nyni dualitu z Véty ?7?(c). Pro libovolné y € 9, kde ¢ je exponent sdruzeny k p, v8ak plati fy,(e,) = yn, — 0. Tedy

e, — 0 slabé.

(b) Sta¢i dokazat, ze kazda posloupnost slabé konvergujici k 0 konverguje k 0 normové. Budeme postupovat
sporem a predpoklddat tak existenci posloupnosti {z;} v ¢! slabé konvergujici k 0, ktera v8ak splituje x| > 6,
k € N, pro néjaké kladné ¢islo 4.

Induktivné nyni nalezneme indexy 1 =ng <nj; <ng <--- al =k < ko <--- spliujici

1 . ‘ . _ .

. Z?il |xk]. (z)| >4 a Zim ‘xkj (z)! <2736, 5>1,

(] Z:Li1 ‘Zk(2)| < 2735, k= kj, J=2.

V prvnim kroce indukce nalezneme 1, > 1 takové, ze S |ay, ()] > 0 a Yt |k, (i) < 2736, Jelikoz druhé
podminka po indexu k1 = 1 nepozaduje nic, je prvni krok za némi.

Piedpokladejme nyni, Ze indexy 1 =ny < --- <nj al =k <--- < k; splinjici poZzadované vlastnosti méme
pro néjaké j € N jiz nalezeny. Jelikoz xp — 0 slabé, pro kazdou soufadnici ¢ € N plati limg_,o 2 (7) = 0. Proto
existuje kj 1 > k; takové, Ze pro kazdé k > kji1 plati 3.7, |k (i)] < 2738, Dale zvolime nj1 > n; spliiujict
Syt |2k, (1) > 6 a Z?injﬂ |zk,,, (1)| <2736, Tim je konstrukce dokonéena.

UvaZzujme nyni prvek y € £ definovany jako

y(i) = sgnay, (i), nj_1 <i<ngjeN.

Chépeme-li vektor y jako funkcional v, € (¢})*, dostavame pro kazdé j > 2 odhad

by (x| = nji_llly(i)xkj(i) +n;_1 y(i)z, () +O; y(i)z, (i)
> Z y(i)a, (i) - Z [k, (0)] - i [, 0)
= S 1 5 0
> nJZ_‘; |y, (4)] — 2n:_21]1_1 |k, (1)) — 2 |k, (1)

>5—2.2—35—2—35:§5.
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To je v8ak spor s predpokladem z, — 0 slabé.

Slaba topologie na ¢! v&ak nesplyva s normovou, coz plyne z Piikladu 3.1.99 nasledujicim zptisobem. Uvazujeme
v ném prostor X = ({*, w*). Pak (X* o(X*, X)) = (£}, 0(¢1,£*)). Dle P¥ikladu 3.1.99 je (X*, w*) metrizovatelny
pouze tehdy, kdyz X = £ ma spocetnou algebraickou bazi. Tak tomu v8ak rozhodné neni.

(c) Neomezenost Bx plyne z Piikladu 3.1.47(c), slaba omezenost pak z duality dané tvrzenim (b) tohoto
prikladu. Je-1i totiz y € £*°, mame

<l D l2al < [yl Nl < Iyl @€ Bx.

n

[0y ()] =

0
S ey
n=1

(Zde pouzivame odhad a < aP platny pro a € (0,1].)

(d) Nejprve si povs§imneme, 7e (¥ — (2. Vskutku, je-li @ € By, plati pro kazdou soufadnici n € N odhad
|25 |* < |2 |P. Tedy @ € Bya. Z tohoto faktu nyni plyne, Ze 7, < 7.

Krok 1. Vezmeme nyni z € £9\¢?. Prvek y € {* nyni budeme ztotoziiovat s ¢, danym Piikladem 3.1.47(b).
Podobné budeme chapat prvky ¢F jako funkcionaly na ¢* generujici 7,. Polozime

0
=1

U={yel”: |y(z)] <1}
Pak U € 7,(0), ale U ¢ 7,(0). V opa¢ném pfipadé by totiz existovali prvky z1, ...z, € ¢’ takové, ze
V=A{yel®: |y(z;)| < 1l,i=1,...,n}

je mnozina obsazena v U. Pro kazdé y € ();_, Kerz; vSak plati ty € V, t € F, z ¢ehoZ plyne ty € U pro kazdé ¢ € F.
Proto y € Kerz. Z Lemmatu 3.1.82 nyni plyne z € span{z1,...,2,} < ¢P, coZ je spor. Proto 7, # 7.
Krok 2. Ovéfime nyni, ze By je T,-kompaktni mnozina. K tomu staéi ukazat, ze By = (Byp)°. Inkluze ,,c* je
jasna. Pokud je y € (B )°, pak
lynl = ly(en)| <1, neN.

(Zde e, opét znadi n-ty bazovy vektor.) Proto je y € Byw.

Dle Véty 3.1.95 je tak By kompaktni v topologii 7,

Krok 3. Je-li nyni A < ¢*° (normové) omezend mnoZina, existuje r > 0 takové, ze A  rBy«. Na zakladé druhého
kroku tak vime, Ze 7By~ je 7, i 7,-kompaktni. JelikoZ jsou to obé hausdorffovské topologie a 7, < 7,4, na rBy» tyto
topologie splyvaji. Proto splyvaji i na A.

O

Priklad 3.1.101. Necht X = L*([0,1]) s dualitou (L'([0,1])* = X a uvazujme Y = C([0, 1]) jakoZto podprostor
— —w¥
X Pak V' =y a?” = x.

Diikaz. Pro kazdy prvek f € Y plati HfHC([o,l]) = ||f||Lgo([O’1]). Proto je Y normové uzavieny v X. Predpokladame-

—w*
li viak Y # X, existuje dle Véty 3.1.61(b) nenulové funkce g € L'([0,1]) takova, Ze S[o 11 fgdA = 0 pro kazde
f €Y. Distribuce Ay € 2'((0,1)) je tak nulova, coz znamena, ze g = 0 (viz Lemma ?7). To je vSak spor. O

Piiklad 3.1.102. Necht X = ¢2 a e,, n € N, jsou standardni bazové vektory. Uvazujme mnozinu
A = {v/ne,: neN}.
Pak 0 e Zw, ale neexistuje posloupnost z A slabé konvergujici k 0.

Diikaz. Krok 1. Necht U je libovolné slabé okoli 0. Pak existuji x1,. ..,z € £2 takove, Ze
V=A{zel: [(e,x)|<li=1,...,k} cU.

Uvazujme vektor y € £2 se soufadnicemi

k
y(n) = Z |zi(n)|, neN.

MnoZina

je nekone¢na, nebot y € £2. JelikoZ



pro kazdé n € N vektor \/ne, splije

Kvnen, zi)| = |Vnai(n)| <1, i=1,... k.

Tedy
#VnAcUnA.

Krok 2. Libovolna posloupnost v mnoziné A je bud'to od jistého indexu konstantni, nebo neomezena. Z Véty 3.1.89
tak plyne, Ze zadna posloupnost z A nekonverguje slabé k 0. Tim je dikaz dokonéen. O

Piiklad 3.1.103. Necht X je metrizovatelny topologicky vektorovy prostor nekoneéné dimenze. Pak je (X*, w*)

prvni kategorie.

Dikaz. Vezméme systém otevienych vyvazenych mnozin {V,: n € N}, ktery je bazi 7(0). Dle Véty 3.1.95 jsou
muoziny (V,,)°, n € N, w*-kompaktni, a tedy w*-uzaviené a w*-omezené.
Ukazeme, ze

Necht z* € X* je dano. Pak existuje n; € N a M > 0 takové, Ze |z*(z)| < M pro x € V,,, (viz Véta 3.1.22). Necht

e}

ng € N je zvoleno tak, aby V,,, © 47 Vy,. Pak pro kazdé z € V,,, plati |z*(z)| < 1, tj. z* € (V;,,)°.
Nyni ovéfime, Ze kazda mnozina (V,,)°, n € N, ma prazdny vnitiek ve w*-topologii. Pokud by tomu tak nebylo,
nalezneme n e N, zf € X* a x1,..., 2, € X takové, Ze

U={z*eX*: |2%(z;)| <1}

spliuje z¥ + U < (V,,)°. JelikoZ je X nekonetné dimenze, X # span{zi,...,2,}, a proto existuje x € X spliiujici
ﬂle Ker z; ¢ Kerz (viz Lemma 3.1.82). Zvolime x* € (ﬂle Ker axi) \ Kere,. Pak

zy + span{z*} c zf + U < (V,,)°.
Jelikoz je (V;,)° w*-omezena, je mnoZina
{z}(z) + =™ (tx): t € F}

omezena v F. To vSak neni mozné, nebot z*(x) # 0.

3.2 Bochnertiv integral

3.2.1 Meéritelné funkce

Umluva 3.2.1. V této sekci bude X znacit Banachiv prostor a (Q, %, 1) bude meFitelny prostor s konecnou, iplnou
mirou.

Definice 3.2.2. Uvazujme f: Q — X. Rikéme, Ze f je jednoducha, pokud Rng f je kone¢n& mnozina, tj. existuji
z1,...,2n€ X a By ..., E, € ¥ takové, ze f = 3" | TixE,-

Funkce f se nazyva p-méfitelna, pokud existuje posloupnost {f,} jednoduchych funkeci, ktera spliiuje, Ze
limy, o || frn(w) — f(w)] = 0 pro p-skoro vSechna w € Q.

Funkce f se nazyva slabé p-méfitelna, pokud skalarni funkce w — z*(f(w)) je p-méfitelna pro kazdé z* € X*.

Tvrzeni 3.2.3. Necht f,g: Q — X jsou funkce a c € F. Pak plati ndsledugjici tvrzend.
(a) Je-li f jednoduchd, je f p-méFitelnd a je-li f p-mévitelnd, je f slabé p-méFitelnd.

(b) Jsou-li f a g jednoduché (u-mévitelné, slabé p-meritelné), jsou jednoduché (p-mévitelné, slabé p-mévitelné) i
funkce f+ g acf.

(c) Je-li f p-métitelnd, je skaldrni funkce w — || f(w)| meéritelnd.
Diikaz. (a) Prvni tvrzeni je zfejmé a druhé plyne z faktu, Ze normova konvergence implikuje slabou konvergenci.
(b) Tvrzeni okamzité plyne z definic.

(¢) Pokud fn, n € N, jsou jednoduché a konverguji u-skoro vsude k f, plati ||f.(w)| — | f(w)| pro p-skoro
vBechny w € Q. Funkce w — | f(w)| je tak mé&Fitelna. O

Lemma 3.2.4. Necht {z,: n € N} je hustd podmnoZina Banachova prostoru X. Necht {z¥*: n € N} je podmnoZina
Sxx splitugict 2% (x,,) = |||, n € N. Pak pro kazdé x € X plati |z| = sup{|zX(x)| : n € N}.
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Diikaz. Necht x € X je dano. Ziejmé plati sup{|z} (z)| : n € N} < |z|. Pro dikaz obracené nerovnosti zvolme £ > 0.
Necht n € N je vybrano tak, ze |z — x,| < €. Pak

[z < llz = 2nl + [2n] <&+ [aq (@)l < € + 25 (2)] + 27 (20 — 2)] < |275(2)] + 2¢.
Tedy |zk(x)| = ||=| — 2¢, a dikaz je tak dokon&en. O

Véta 3.2.5 (Pettis). Necht f: Q — X je funkce. Pak f je p-méFitelnd prdvé tehdy, kdyz plati ndsledujici podminky:

(1) Funkce f md esencidlné separabilni obor hodnot, tj. existuje E € X spliiujici p(Q\X) = 0 a f(E) je separabilni
podmmnozina X .

(2) Funkce [ je slabé u-mévitelnd.

Dikaz. Necht f je p-méfitelna. Nalezneme posloupnost {f,} jednoduchych funkei takovou, Ze mnozina N = {w €
Q: | f(w) — fu(w)| - 0} ma miru 0. Pak |J;_, fn(Q\N) je separabilni podmnozina X a

"o

FIOON) U (Q\N).

Tedy f ma esencialné separabilni obor hodnot.

Je-li nyni z* € X*, plati 2*(f,(w)) — «*(f(w)) pro w € QO\N. Tedy z* o f je p-skoro v§ude bodovou limitou
p-méFitelnych funkei z* o f,, (toto jsou funkce s kone¢nym oborem hodnot), a proto je p-méfitelna. Funkce f je
tedy slabé p-méfitelné.

Necht nyni f splituje vlastnosti (1) a (2). Necht N € ¥ je takova, ze f(QQ\N) je separabilni podmnozina X.

Krok 1. Necht {x,,: n € N} je spocetna husta mnozina v f(QQ\N) a 2* € Sxx jsou zvoleny tak, aby z (z,,) = |2,|,
n € N. Podle predpokladu (2) jsou funkce ¥ o f p-méfitelné, a proto je funkce

sup{lzy,(f(w))]: ne N}, we Q\N,
p-méfitelna na Q\N. Dle Lemmatu 3.2.4 plati

|f (@) = supflzn(f(w)]: neN}, we,

a tedy je funkce w — | f(w)| méfitelnd na Q\N. Podobné odvodime, Ze funkce w — | f(w) — z,|, n € N, jsou
méfitelné na Q\N.

Krok 2. Necht € > 0. Pro n € N polozme E,, = {w € O\N: g,(w) < €}. Polozme Ey = J a definujme funkci
g: 0 > X jako

w e .

ENUV L E
o) = 0 & B\ Uno B
0, jinak,

Pak pro w € Q\N plati |g(w) — f(w)] < e.

Vskutku, je-li w e Q\N déno, existuje n € N takove, ze | f(w) — x| < €, tj. gn(w) < €. Necht ng € N je nejmensi
s touto vlastnosti. Pak w € Bno\z0 "o Bm, a tedy g(w) = x,,. Proto |f(w) — g(w)]| = ||f(w) — z,| < e.

Krok 3. V Kroku 2. jsme ukazali, Ze pro kazdé € > 0 existuje méfitelna funkce g.: Q\N — X s hodnotami v
mnoziné C' = {0} u {z,,: n € N}, ktera spliiuje ||f — g-| < & na Q\N. Nalezneme tak posloupnost {g;} méFitelnych
funkci s hodnotami v {0} U {z,,: n € N}, ktera spliuje |f — gr| < 27% na Q\N.

Polozme gy = 0 a necht

hi(w) = gr(w) — gr—1(w), weQ\N,keN.

Protoze
lgk — ge—1l < lge — f + |f — gr—1] <27 F 427Kt < 2. 27F4 —97h 2 feN,

plati |hg]| < 27%*2. Dale Rnghy, = D, kde D = C — C' je spocetné. O&islujme mnozinu D jako D = {z;: j € N} a
pro kazdé k € N definujme

21y hkw :Zlaje la"'aja .
hij(w) = {O jin;k) { ; jeNwe Q\N.

Pak hy ; — hy a |hg ;|| < 2752, j € N. Polozme

J
Uj :Zhi’j’ ]EN
i=1

Pak u; jsou jednoduché funkce, které bodové konverguji k f na Q\N.
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Abychom tento fakt ovefili, vezméme w € Q\N a e > 0. Necht kg € N je vybrano tak, Ze Z;iko 277+2 < ¢, Necht
jo € N spliiuje
€ ) .
[hi(w) = hij (@) < o= i€ {l,... Ko}, j > jo
0

Pak pro j > max{jo, ko} plati

[f(w) = u;(w)] =

0 k
Z Z hi j(w)
i=1 i=1

ko

N oh)+ | Y i)

<[] (hilw) = haj(w)) | +
i=1 i=ko+1 i=ko+1
ko 0 J
< D (i(w) = hij @D+ Y Tha@)+ Y5 i)l
i=1 i=ko+1 i=ko+1
< Z 7+ Z 9—i+2 | Z g—i+2
i=ko+1 i=ko+1
< 3e.

Tedy u; — f na Q\N. Dodefinujeme-li u; na mnoziné N hodnotou 0, ziskdme posloupnost jednoduchych funkei,
které konverguje k f u-skoro vsude. O

Dausledek 3.2.6. Necht f: Q — X je funkce. Pak f je u-mévitelnd prdavé tehdy, kdyZ f existuje posloupnost {g,}
w-meértielngch funkci na Q, které magi separabilni obor hodnot a stejnomeérné konverguji k f na mnoziné plné miry.
Diikaz. Je-li f pu-méfitelné, dikaz predchazejici véty implikuje existenci pozadované posloupnosti.
Predpokladame-li existenci takovéto posloupnosti, ihned obdrzime, Ze f ma esencialné separabilni obor hodnot
a je slabé p-méfitelné. O
Tvrzeni 3.2.7. Necht dim X =n a f = (f1,... fn). Pak plati ndsledujici tvrzend.
(a) Funkce f je p-méritelnd prave tehdy, kdyz f je slabé p-méFitelnd.
(b) Funkce f je p-méFitelnd pravé tehdy, kdy? viechny souiadnicové funkce jsou méFitelné (tj. f;1(U) € ¥ pro
kazdé ie {1,...,n} a U c F otevienou).
(c) Funkce f je p-méritelnd prave tehdy, kdyz f=1(U) € X pro kazdou U = X otevienou.
Diikaz. (a) Implikace zleva doprava je obsahem Tvrzeni 3.2.3(a) a obracené implikace plyne z Véty 3.2.5 a separa-
bility X.
(b) Pokud f je p-mé&fitelna a ¢ € {1,...,n}, uvazujme souradnicovy funkcional p;: X — F. Pak f; = p; o f je
méfitelna dle Véty 3.2.5.
Jsou-li nyni vSechny souradnicové funkce méfitelné a z* € X*, vyjadiime z* jako z* = 31" | ¢;p;, kdeci, ..., cp €
F jsou vhodna ¢isla. Pak
n
a¥o f = Z cifi
i=1
je mé&fitelna funkee, a tedy f je slabé p-méfitelna. Dle (a) je p-méFitelna.
(c) Pokud f je p-méfitelnad a U < X je dané oteviend mnozina, nalezneme oteviené obdélniky Oy = II7_ Oy, 4,
kde Oy,; < F jsou oteviena koule, takové, ze U = Uzozl Oy. Pak

e} 0 n
:Uffl(Ok):Uﬂ (Or.4)
k=1 k=1i=1
je méfitelnd mnozina.

K dikazu obracené implikace uvazme opét souradnicové funkcionély p;, i = 1,...,n. Pak f; = p;o f je méfitelna

funkce, nebot
Y U) = fHp; ' (U)) e X, U cF oteviena.

Priklad 3.2.8. Necht Q) = [0, 1] s Lebesgueovou mirou A a X = ¢2([0, 1]). Uvazujme funkci

ft) =e te][0,1],

kde €t = X{t}-
Pak f je slabé méfitelna funkce, ktera neni méritelna.
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Drikaz. Necht z* € £2([0,1]) je dano. Dle Véty 1.2.17 existuje y € £2(]0,1]) takové, ze

a*(x) = D x(s)y(s), xe([0,1)).

s€[0,1]

JelikoZz plati 3.1 1 ly(s)|> < o0, mnozina C = {s € [0,1]: y(s) # 0} je spotetna. Proto je

(z* o )(t) = y(t), te[0,1],
skalarni méfitelna funkce.
Pro kazdou mnozinu F < [0, 1] v8ak plati, Ze mnozina f([0,1]\E) je separabilni pravé tehdy, kdyz [0, 1]\F is
countable. Dle Véty 3.2.5 tak f neni méfitelna. O
3.2.2 Bochnertyv integral

Definice 3.2.9 (Bochneriiv integral). Necht g: @ — X je jednoduché funkce tvaru g = Y. | 2;Xp,. Definujme
pro E € ¥ Bochneriv integral g pfes mnozinu E jako

f gdu = Z i u(E; 0 E).
E i=1

Necht f: Q — X je funkce. Rekneme, 7e je bochnerovsky integrovatelné, pokud existuje posloupnost {f,}
jednoduchych funkei takové, Ze lim, o §o [ f — ful dp = 0.
Pro kazdou mnozinu E € ¥ pak definujeme Bochnertv integral f pfes mnozinu E jako

deﬂ= 1imf fndu.
E n—90 Jp

Umluva 3.2.10. V ndsledujicim textu budeme casto pouZivat pouze termin ,integrovatelnd funkce.

Véta 3.2.11. (a) Je-li g: Q — X jednoduchd funkce a E € X, hodnota SEgd,u nezdlezi na vyjadreni funkce g.

Navic plati
o] < [ 1ot e
E E

(b) Jsou-li g1,g2: Q — X jednoduché funkce a c € F, plati

J(gl +92)dH:J g1du+f g2dp a J(cg)d,u:cf gdu.
Q Q Q Q Q

(c) Je-li f: Q— X integrovatelnd funkce, plati ndsledugici tvrzend.
(c1) Funkce f p-méfitelnd.
(c2) Pro kazdé E € X je integrdl SE fdup dobre definovdn a nezdleZi na volbé aproximugjici posloupnosti.

(d) Jsou-li g1,g2: Q — X integrovatelné funkce a c € F, jsou funkce g1 + g2 a cgy téZ integrovatelné a plati

f(gl +gz)du=f gldu+f g2dp a f(cg)du=CJ gdpu.
Q Q Q Q Q

Diikaz. (a) Necht E € ¥ a g: Q — X je jednoducha funkce. Pfechodem k prostoru (E, X|g, 1| g) miZeme bez tjmy
na obecnosti predpokladat, ze F = (). Predpokladejme, ze £ a F jsou kone¢né systémy v ¥ a vektory xg € X,
Ee& ypre X, F e F, jsou takové, ze spliuji

9= Z TEXE = Z YFXF-

Ee& FeF

Vezméme kone¢né disjunktni pokryti G prostoru 2 sestavajiciho z mnozin X, které spliiuje
VAeEUFVGeG: (GnA+#g = GcA).

(Existence takovéhoto systému se snadno dokaze naptiklad indukei.)
Pak pro G € G a w € G plati

g(w) = Z TEXE(W) = Z TE = Z TE a

EeE {Be&: EnG#Z} {EcE: GeE}
g(w) = >} yrxr(w) = > yr= Y, ur
FeF {FeF: FnG#gZ} {FeF: GcF}
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Oznacme jako zg tuto spoleénou hodnotu.
Pocitejme nyni

Z rpu(E) = Z TR 2 w(G) | = Z zpu(G)

Ee€ Ee€ {Geg: GeE} {(E,G)eExG: GCE}
= > u(@) doae | =) wan(G)
Geg {Ee&:GcE} Geg

Podobné odvodime, 7e Y p.r yrp(F) = X geg 2ap(G). Tim je prvni ¢ast tvrzeni (a) dokdzéna.
Druha ¢ast pak plyne z trojuhelnikové nerovnosti. Lze totiz dle prvni ¢asti dikazu predpokladat, ze g je tvaru
> TiXE:, kde systém {E;: i€ {1,...,n}} je disjunktni. Pak

H [ gdu‘ < YL (e )l = [ 19l ae

(b) Tvrzeni plyne ihned z definic.
(c1) Necht {f,} je posloupnost jednoduchych funkei spliwjici §, | f — fn| dp — 0. Tedy jsou funkce

gn(w) = [f(w) = faw)|, weQ,
méfitelné a §, g, du — 0. Existuje tedy vybrana podposloupnost {gn,} takova, ze g,, — 0 p-skoro vsude. Tedy
frns k€N, jsou jednoduché funkce spliwjici || f(w) — fn, (w)| — 0 pro p-skoro vSechny w, tj. f je p-méfitelna.
(c2) Necht {f,} je aproximujici posloupnost a F € ¥. Pak

leuE NnE)

jE (o= fn) du” < L 1= full da < L 1o — £l ds + L I = ful dp,

a tedy posloupnost {SE fndu} je cauchyovska. Jeji limita tudiz existuje, coZ jsme méli dokazat.
Jsou-li nyni {f,} a {gn} dvé aproximujici posloupnosti, plati

[ gotn=] an du' <[ W= onlaus [ g s [ 15l du

a tedy limg, o0 § 1 fr dp = limy, o0 § 1 g dpa-
(d) Tvrzeni ihned plyne z definic. O
Véta 3.2.12. Necht f: Q — X je p-mévitelnd funkce. Pak ndsledujict turzeni jsou ekvivalentns.
(i) Funkce f je integrovatelnd.

(i) Plati §g, | f| dp < .

Diikaz. (i) = (ii) Necht {f,} je aproximujici posloupnost pro f dana Definici 3.2.9. Dle Tvrzeni 3.2.3(c) je funkce
w — || f(w)|| mé&Fitelnd a navic plati

L 7] du < L I = ful dut L 1full da < 0.

(i) = (iii) Jelikoz je f p-méfitelna, je i w — | f(w)| méFitelna (viz Tvrzeni 3.2.3(c)). Dle Dusledku 3.2.6
existuji p-méfitelné funkce f,, n € N, se spofetnym oborem hodnot takové, ze | f, — f| < % p-skoro vsude. Jelikoz
Ifnll < I +% p-skoro vude, dostavame {, | fn| dp < oo Pisme pro kazdé n € N funkci f, jako f, = D T iX B
kde z,,; € X a {E,;: ¢ € N} je disjunktni systém v ¥. Pro kazdé n € N nalezneme p,, € N takové, ze

1l dpe < 2ED.
. n

i=pn+1

Polozime-li

Pn
gn = Z Tn,iXEn,s NE N,

dostavame jednoduché funkce spliiujici

[ 1e=gul s [ 15 = ll i [ 18l du < f

= Il da < 2”“”.

n EnJ n

du

Z Tn,iXEyn,;

i=pn+1

i=pn+1

Tedy f je integrovatelna. O
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Disledek 3.2.13. Necht K je kompaktni topologickyj prostor s Radonovou mirou i, X je Banachiv prostor a necht
f: K — X je spojitd. Pak f je integrovatelnd.

Dikaz. Jelikoz je f spojita, je f(K) kompaktni podmnozina X, a tedy ma f separabilni obor hodnot. Vezmeme-li

nyni libovolné z* € X* je funkce z™* o f spojita, a tedy méfitelna. Funkce f je tedy pu-méritelna dle Véty 3.2.13.
Jelikoz je funkce k — | f(k)| omezena na K, je §,. | f| du koneény. Tvrzeni tak plyne z Véty 3.2.12. O

Véta 3.2.14. Necht XY jsou Banachovy prostory a f: Q — X je integrovatelnd. Je=li T € L(X,Y), je funkce
To f:Q—Y integrovatelnd a pro kazdé E € ¥ plati

r([,ow) - frosn

Diikaz. Necht fn: Q@ — X, n €N, jsu jednoduché funkce spliwjici {,, || f — full diu — 0. Pak {T'f,} je posloupnost
jednoduchych funkci s hodnotami v Y takova, ze

ti, [ 177~ Tsal do< Jim [ JT11E =l die = 170 | 15 = full du=o.
Dle Definice 3.2.9 je tak T o f integrovatelna a pro kazdé F € X je SE To fdu = lim,_ SE T o f, du. Jelikoz

renaer(fnw) « m ] oo so

dostavame pozadovanou rovnost §. T o fdu =T (§, fdp). O

Véta 3.2.15. Necht f: Q — X je integrovatelnd. Pak

U fap < [ 11 du Bex
E E

Diikaz. Necht z* € Sy je zvoleno tak, e * (§, fdu) = |§ f du|| (viz Véta 1.2.6). Dle Véty 3.2.14 mame

[ fduH o ( jEfdu) ~[@ronaus [ o sans | e dn= [ 151 d

O

Véta 3.2.16 (Lebesgueova véta). Necht [, — X, n € N, jsou integrovatelné funkce. Necht f: Q — X je funkce
a g: Q — R je integrovatelnd funkce. Predpoklddejme, Ze f, — f pOskoro vsude a ||fn| < g p-skoro vsude. Pak f
je integrovatelnd a pro kazZdé E € ¥ plati

deuz hmJ fndp.
E n—0o0 E

Diikaz. Krok 1. UkdZzeme nejprve, ze f je p-méfitelna. Necht N € ¥ je mnozina miry 0 takova, ze UZ_; f(Q\N) je
separabilni. Protoze

FOWN) < [ Fa(@),

mé f esenncialné separabilni obor hodnot.

Déle pro kazdé z* € X* plati 2* o f,, — a* o f u-skoro vSude, takZe x* o f je mé&fitelna. Pomoci Véty 3.2.5
dokoné¢ime diikaz p-méfitelnosti f.

Krok 2. JelikoZ | f|| — | f|| p-skoro viude a || f,| < g p-skoro viude, | f|| < g p-skoro viude, a tedy §, | f|| dp < 0.
Tedy f je integrovatelna dle Véty 3.2.12.

Krok 3. Pro kazdé E € ¥ nyni pocitejme

lim U fln— | fudu) < Jim [ 1=l du =0,
nebot lze pouit klasickd Lebesgueova véta s majorantou 2g (plati |f — f,.| < 2g p-skoro viude). O

Véta 3.2.17. Necht f: Q — X je integrovatelnd. Pak plati ndsledujict tvrzend.
(a) Platilim,, g0 §,, fdp = 0.
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(b) Pokud {E,} je posloupnost po dvou disjunktnich mnozin ¥ a E = |J_,, je suma Y, SEn fdu absolutné

konvergentni a plati
a0
fdp = f [dp.

(¢) Definujme zobrazeni
F(E):: Y > X,

EHJ fdu, EeX.
E

Pak F je vektorovd mira na X (tj. F(&) =0 a F je spocetné aditivni) konecné variace, tj. pro kaZdé FE € ¥ je
|F| (E) = sup{ ) |F(P —{P:ieN}C X je déleni E} < w0
PeP
a plat?

F|(E f 171 d.

Navic F je absolutné spojitd vzhledem k u, tj. pokud u(E) = 0 pro néjakou E € X, |F|(E) = 0.

UE fduH < JE ILf1 d,

pozadované tvrzeni ihned plyne ze své skalarni verze.

(Predpokladejme, ze g € L' (11) a existuje € > 0 takové, ze pro kazdé § > 0 existuje E € ¥ spliwjict §, [g] dp > e.
Nalezneme tak posloupnost {E,} v ¥ takovou, ze u(E,) <27 a SE 9| dp > €. Pak mnoziny Fy, = J_,, k€N,
tvoii nerostouci posloupnost mnozin v ¥ a spliujici u(Fy) < 27%+!. Proto F = ﬂkmzl Fj mé& miru 0. Funkce
gr = |g| xF,, k € N, konverguji p-skoro vsude k 0 a jsou majorizovany integrovatelnou funkei |g|. Tedy mame

€<f g1 duéj gl du:f gk dp,
Ey Fy, Q

pfi¢em? prava strana konverguje k 0. Tim je tvrzeni ovéfeno.)
(b) Polozime-li fx = fx_jx_ g, k€N, plati | fi| < |f], tedy diky Lebesgueové vété mame

Diikaz. (a) Jelikoz

0

2

0 k
fdu‘ < f fl dp = lim f fl du
. X, W= g [l
i [l i [ 1A de
2P B h=e e
= [ 11 dn <o
E

Rada {§5 fdu} je proto absolutné konvergentni a

k 0
fdu—hm fdu—hm fdp = lim J fdp = j fdu.
f * k=0 JUk_, B, k=0 21 En, 7;1 En,

Tim je dtikaz tvrzeni (b) dokoncen.
(¢) Necht F € ¥ je dano. Uvazujme libovolné déleni P mnoziny E. Pak

S [ raul< 3 [ urvan= | 151 a

PeP
Tedy |F|(E) < o0 a navic |F|(E) <, || f|| du.

Necht E € X je dano. Uvazujme nyni posloupnost {f,} jednoduchych funkei, ktera spliwje §, ||f — gnll dp.
Kazdou funkci f, piSme jako g, = ZQGQ” zoXxQ, n € N, kde Q,, < ¥ je déleni 2. Pro n € N definujme P, =
{QnE: Qe Q, apro P e P, polozme xp = ¢, kde Q € Q,, spliuje P = QnE. Funkce f,, = gnXE = Zpepn TpXPp,
n € N, jsou pak také jednoduché.

Plati

PeP

f 1 = fol du:f T du<f If = gul da. (3.16)
E E Q
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Dale mame

] [islrau=[ i du‘ _ UE lonl = [ 11 du‘ <[1r-nlns [ 1r-gl e @D

f -

Pouzitim (3.16) a (3.18) dostavame

P;)n L fdu| - fE | fall dpe

[ or du' = lnPyerl = P el = | 16] e (3.18)

2,

PeP,

prdu'— > L | fnll dpe

PeP,,

Jur =3

PEPn

Ju oo

PeP,

= P;Dn JP fdu' - Jp n du‘ s P;,n JP fp = L fodp (3.19)
SO RIS TR RVS AR
Pisme
s - [l = 3 ([ s - 3 [ s
P ;’n JP g ‘[E 8 P;’n L’ 8 P;Dn J-P s
< p;n fpfdu‘ —JE I fnl dp| + UE I fl du—L I£1 du‘ ~0.
Diky (3.16), (3.17) a (3.19) je tak ditkaz dokon&en. -

Véta 3.2.18. Necht f,g: Q0 — X jsou integrovatelné funkce a SEfdu = SEgd,u pro véechny E € ¥. Pak f = g
wu-skoro vsude.

Diikaz. Polozme F(E) = SE(f —g)du, E € X. Pak F' = 0 na X, coz implikuje |F| = 0 na X. Dle Véty 3.2.17 je pak

0= |FI@) = | 17~ gl du,
Q
z ¢ehoz tvrzeni plyne. O

Véta 3.2.19. Necht f,g: Q — X jsou pu-mevitelné. Pokud x* o f = x* o g p-skoro vdude pro kaZdé x* € X*, plati
f =g p-skoro vsude.

Diikaz. Vezméme n € N a polozme
En = {we Q: max|f(w)], |lgw)] < n}.
Dostali jsme tak neklesajici posloupnost méritelnych mnozin, ktera spliuje €2 = Ufil E,.

Necht n € N je pevné. Funkce fxg, a gxg, jsou integrovatelné dle Véty 3.2.12. Necht E € ¥ je libovolné.
Pro kazdé z* € X* plati

x*(f fd#):f :r*ofduzf ;z:*ogduzx*<f gdu).
EnE, EnE, EnE, EnE,

J fxe, du=f fdu=f gdu=J 9XE, dp.
E EnE, EnE, E

Podle Véty 3.2.18 mame fxg, = gxE, p-skoro vSude. Tedy f = g p-skoro viude. O

Tedy

Véta 3.2.20. Necht f: Q — X je integrovatelnd. Pak pro kaZdé E € X2 kladné miry plati
5 | ranewrE)
- m )
wE) Jg
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Diikaz. Predpokladejme, Ze zavér neplati, tj. z = ﬁE) Sz fdu ¢ ©o(f(E)). Diky Véte 3.1.60 existuje z* € X* a
a € R takové, ze
Rex*(z) < a < Rez*(f(w)), weE.

Pak mame

o > Rez*(z) — Re (u(lE) L(x*of)du> _ ﬁﬁﬂ (Rea* f(w)) du > ﬁf]zadﬂ o

Tento spor zakonc¢uje dikaz. O

Priklad 3.2.21. Necht 2 = [—7, 7] uvaZovany s Lebesgueovou mirou A\, X = ¢y a ¢ € L'([—m,7]). Necht
fi[—m, 7] — ¢o je definovana jako

f@®)(n) = JW o(x)sin(ntx) dz, mneN.

Pak f je bochnerovsky integrovatelna funkce a 8[0_1] fdx=0.

Diikaz. Krok 1. Ukazeme nejprve, ze f(t) € ¢o pro kazdé t € [0,1]. Vzhledem k tomu, Ze toto je zjevné pro t = 0,
miZeme bez Gjmu na obecnosti uvazovat ¢t € [—m, 7]\{t}. Pro takovéto pevné ¢ definuje formule

T

(Ty)(n) = f p(z) sin(ntx)dx, neN,

zobrazeni z L'([—m,7]) do £*. OvéFime, Ze Rug T < co. Je-li totiz ¢ € P((—m, 7)), mame pro kazdé n € N odhad

ot [o(z) cos(ntx)];—"  + — ¢’ (z) cos(ntx) dx

‘ ™

nt J_,

o) = | [ ol sinfuta) do
< l_ﬂﬂ

<ui) ¢’ ()] d.

Tedy T(2((—m, 7)) < co. Jelikoz 2((—n, 7)) je husty v L} ([—m, «]), plati Rng T < cp.

Krok 2. V tomto kroku ovéFime slabou méfitelnost f. Necht tedy a € ¢! je libovolné a 1), je prvek (cg)* jemu
odpovidajici. Pak pro kazdé ¢ € [—m, 7] plati diky odhadu

o(x) <Z an sin(ntm))

o0
<le@) Y, lanl, @€ [-m, 7],
n=1

rovnost

Galf©) = ) FOmatn) = 3 an ( | ewsinguiz) dx>

n=1 n=1 -

Jelikoz je funkce
o0
t— () (Z an, sin(ntm))
n=1

spojita pro kazdé x € [—m, 7], je i funkece t — 1, (f(t)) spojita na [—m, 7]. Jest tedy A-méFitelna.
Krok 2. Pro kazdé t € [—m, 7] a n € N mame nerovnost

FOW] < [ o) do = lelgon

—T

coz znamend, ze funkce t — || f(y)|. je A-integrovatelna.

leo
Integral S[ﬂr . f dX\ nyni vypoéteme. Vezmeme libovolné n € N a bazovy vektor e, € £1. Pak

(Jm f d)\> (n) = e, Um fd)\> = f[ o f)(n)dt = rﬂ Ul o(z) sin(ntx) dx) dt
= J:r o(x) <£:T sin(ntz) dt) dx.
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Jelikoz

™ — cos(ntx) |77 _ B
J sin(ntzx) dt = [ n ]t=,ﬂ 0, we[-mm]\{0},
- Oa xr = 07
dostavame
(J fd)\) (n) =0.
—m,m]|
Proto plati S[HT afdr=0. -

Priklad 3.2.22. Necht Q = [0,1] s Lebesgueovou mirou A a necht ¢ € L*([0, 1]). Pak plati nasledujici tvrzeni.
(a) Funkece ®(y) = Sg o(x)dz, y € [0,1], je absolutné spojita funkce na [0,1] a funkce y — %@(y), y € (0,1), je
spojitd omezena funkce.
(b) Necht X = C([0,1]). Pak funkee f: [0,1] — X definovana jako

f)(z) = fw p(ts)ds, xe€]0,1],t€e[0,1],

0

je integrovatelna na [0,1] a

oY

( fd)\> (z) = fr L1>(y) dy, ze€][0,1]. (3.20)
[0,1]

(¢) Necht Y = LP(]0,1]) pro né&jaké p € [1,00] a funkce f: [0,]1 — Y je definovana jako v (b). Pak f je integro-
vatelné a plati (3.20).
Diikaz. (a) Jelikoz je ¢ € L1([0,1]), je ® absolutné spojitd na [0,1]. Z Lebesgueovy véty odvodime, Ze funkce
y — +®(y) je spojita v kazdém bodé intervalu (0, 1]. Dale

1 1Y
timsup - B(y) < limsup > | fola)] do < o],
y—04 Y y—0+ Y Jo
a podobné liminf, o, %@(y) > — ¢, Tedy je funkce y — %@(y) omezené na (0, 1).
(b) Nejprve ovéfime, ze f(t) € X pro kazdé t € [0,1]. To ale plyne z odhadu

T2

f@)(x2) = f(#) (1) < J lp(ts)| ds <[]y, (22 — 21)

Z1

platného pro kazdé body z1 < z2 z intervalu [0, 1].
Nyni ovéfime slabou méfitelnost f. Necht tedy p € M([0,1]) je libovolnd Radonova mira a v, je prvek X* ji
prislusejici. Pak

(Y0 (E) = fm@mmm—Lm(fwwwﬁdmm

[0,1] 0

[ ([ ) = |

1
_1 fm B(t) dp(z).

t

Jelikoz je ® omezena spojita funkce, je funkce t — 1, (f(t)) spojita na (0,1). Jest tedy A-méFitelna.
Protoze je X separabilni prostor, je f méfitelna. JelikoZz méame

IfF@®)lx = sup |f(t)(z)| < sup J lello da < leplly
te[0,1] te[0,1] JO

je funkce t — | f(t)| x A-integrovatelna na [0,1]. Proto je f bochnerovsky integrovatelna.
Uvazujme nyni Diracovu miru e,, kde x € [0, 1] je jakékoliv. Pak dostavame

Ve, ( o f d>\> = o P, (f(8) dA(t) = f@) (@) dA(?)

[0,1]
— J[O’l] <Lm¢(ts) ds) d(t) = fm % (Lm@(s)ds) dA(t)
_ Ll %@(m) dA(t) = JO %@(s)é ds

é@(s) ds.
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Tim je ovéfena formule (3.20).
(¢) Necht nyni Y = LP([0,1]) pro libovolné p € [1, o0]. Jelikoz je vSak prostor X = C([0,1]) spojité vnofen do
Y, pfimo z definice Bochnerova integralu vidime, Ze f je integrovatelna a ze plati (3.20). O

3.2.3 Lebesgueovy-Bochnerovy prostory

Definice 3.2.23. Necht (2,3, 1) je méfitelny prostor s kone¢nou, tplnou mirou p, X je Banachiv prostor a
€ [1,00). Necht f: Q — X je u-méfitelna funkce. Rekneme, Ze f je v LP(u, X), pokud w — | f(w)|[" je v LP(u).
Funkce f je v.£%(Q, X), pokud w — ||f(w)| je v L*.

1
Véta 3.2.24. (a) Necht p € [1,0]. Pak LP(p, X) s normou |f[, = (So 1717 dp)? pro p < 0 a |f], =
esssup{w — | f(w)|} pro p = o0 je po ztotoznéni funkci rovajict se p-skoro vsude Banachiv prostor.

(b) Prostor L'(u, X) je roven prostoru viech integrovatelngjch funkci na Q.

(c) Plati
LP(p, X) € L' (1, X), pe[1,00].

(d) Je-li H Hilbertiv prostor a p = 2, je L*(u, H) Hilbertiv prostor se skaldrnim soucinem

@ty = L<f<w>, 9@ dp(w),  f.g€ L2(u, H).

Diikaz. (a) Pomoci Minkowského nerovnosti a vlastnosti Lebesgueova integralu vidime, Zze LP(u, X) je normovany
linearni prostor.

Ukazeme, Ze se jedna o tuplné prostory. Piipad p € [1,00) Necht nejprve p € [1,0). Necht {f,} je absolutné
konvergentni fada v L?(u, X). Polozme

0

G(@) = fa@)], weneN a gw) = |falw)ly, we

n=1

Pak g,, a tedy i g jsou méfitelné funkce a plati

[e¢] (e 0]
190200y < 23 M9nl Loy = D5 1F L) < -
n=1 n=1

Tedy g je kone¢néa aZ na nulovou mnozinu N. Tedy Zfil fn(w) je absolutné konvergentni fada v X pro w € N,
a tedy f(w) = Y, fa(w) je dobfe definovana funkce na Q\N. Dodefinujme ji 0 na N. Bez jmy na obecnosti
miizeme dale predpokladat, ze | J'—_, fn(Q\V) je separabilni mnozina.

Funkce f je p-méfitelna. Plati totiz, ze

f(Q\N) < span <U fn(Q\N)> :

n=1

a tedy f ma esencialné separabilni obor hodnot. Déle pro z* € X* plati

k
2 (f@) = Jim D (faw), we NN,

a tedy x* o f je méFitelna. Z Véty 3.2.5 plyne u-méfitelnost f.
Dale je f € LP(u, X). Plati totiz

0
1z 3y < Z 1frll o x) < @
n=1

Nakonec pak ovéiime, ze f = 3| f, v LP(u, X), a to pomoci odhadu

k 0
Hf E: fn E: fn

=1 n=k+1

o0

< 2 Ifalpogx

Le(u,X) =kt

LP(p,X)

coZ ukonéuje dikaz pro pifpad p € [1, ).
Piipad p = o0 Je-li p = 0 a 27010:1 fn je absolutné konvergentni fada v L*(u, X), necht funkce g,, n € N, a g
jsou definovany jako vyse. Pak jako v pfedchozi ¢asti dostaneme

”gHLw(M) < o,
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a tedy je funkce f(w) = 3.7, fn(w) dobie definované pro p-skoro viechna w € Q. Opét ovéfime, Ze f je y-méfitelna
a dikaz dokonc¢ime jako vyse.

(b) Tvrzeni plyne z Véty 3.2.12.

(c) Je=li p € (1,00), Necht ¢ je sdruzeny exponent k p. Pak pro f € LP(u, X) plati diky H6 lderové nerovnosti

Wl = [ ([ 10)" ([ 1) <

a fe L(u, X) dle Véty 3.2.12.
Ptipad p = o je zfejmy.
(d) Necht f, g jsou jednoduché funkee, tj. maji tvar f = >."" | x;xp, a g = Z;”:l Y;XF, . Pak

(f(w),g(w)n = Z 2<mivyj>HXEi (W)xF; (W)
i=1j=1

Tedy funkce w — {f(w), g(w))>n je méfitelna na .
Necht f,g € L?(u, H). Jelikoz f, g € L*(u, H), existuji jednoduché funkce f,, gn, n € N, splitujici So lf = ful g dpw—
0af,l|g—gnly du—0.Pak fr, - f a g, — g p-skoro vsude. Tedy funkce w — {fn(w), gn(w))r pro skoro viechny

w €  splhuji
<fn(w)a gn(w)>H - <f(w)ag(w)>H'

Funkce w — {f(w), g(w)>m je proto méfitelna na .
Dale plati

KFgnzgurm| = U (@), () da(e ] [ K7 gt@pal du) < [ 1)L ol dute)

(j 1)1 duw ) (f la@)IZ du >) — W llzaurn I8l g -

Tedy zobrazeni {-,-y: L?(u, H) x L*(u, H) — F je dobie definovdno a vlatnosti pozadované definici skalarntho
soucinu se pfimocare overi.
Koneénd norma prostoru L?(u, H) splituje

1£122 00y = jnf e f (P ), F@ir du(w) = <fr @ps ot

Tim je dukaz dokoncen. O

Véta 3.2.25. Necht' p € [1,0) a X Banachiv prostor.
(a) Jednoduché funkce jsou husté v LP(u, X).
(b) Je-li X i LP(p) separabilni, je LP(u, X) také separabilni.
Diikaz. (a) Necht f e LP(u, X) je dana.
Krok 1. Pro n € N polozme

), jinak.

fulw) = {f<w>7 @) <n

Pak f, jsou p-méfitelné, fr — fa | ful < | f]. Tedy

[fn(w) = F@)” < (Ifa(@)] + £ @)D" < If)D”, we,

aw— |[f(w)|” jev L'(u). Z Lebesgueovy véty tak mame

17 = gy = [ 1960) = @ ) =0

Ukézali jsme tak, Ze omezené (p-méfitelné) funkece jsou husté v LP(u, X).

Krok 2. Necht nyni f je omezena pu-méfitelna funkce. Necht M > 0 spliwuje | f(w)| < M pro w € Q. Nalezneme
jednoduché funkce f,, n € N, spliwjici §, | f — fn| du — 0. Modifikujeme funkce f, na jednoduché funkece g,
nésledujicim zptsobem:

_ ) faw), IF (@) < M,
gn() = {0, jinak.
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[ < (2M)P, z Lebesgueovy véty

Pak g, jsou téz omezené M a g, — f p-skoro viude. Jelikoz |f(w) — gn(w)

(b) Predpokladejme nyni, Ze LP (1) je separabilni. Necht ¢ je sdruzeny exponent k g. Pokud p = 1, interpretujeme

dostavame §;, ||f — gn[” — 0
K
1
jako 0. Mame {xg: F € X} < LP(u), a tedy existuje spoc¢etna mnozina I' ¢ ¥ takova, Zze {xg: E € '} je husta v

P 4 .
{xg: E € ¥} v normé prostoru L?(u). Necht D c X je spoCetnd, husta podmnozina X

Pak je systém
n
{h: Q> X:h=>zixp,,neN,E,...,E,eT,x1,... 2, € D}
i=1
). Abychom toto overili, staéi dle (a) ukazat, Ze tento systém je husty v jednoduchych
s zall < M.

spocetny a husty v LP(u, X).
funkcich. Necht f =" | z;xg, je dana jednoduché funkce. Necht M > 1 spliiuje max({||z:||
F, €T takové, ze

Nalezneme prvky y1,...,y, € D a Fi,...,
n 5 n
Q) Jo; - yll?) < = | e = e < (3.21)
; | | niti Z:Zl Q| | M
Proi e {1,...,n} plati diky (3.21) odhad
f |lzix e, —yixr|” du =f lzixe, — yixr,|” du +J \ lzixe, —yixr,|” du
K3 % Fi Ei
e - ol e
E;nF;
<My | vdpreay | vdes [ el da
Ez\F1 Fl\E«L Q
ey | | Py | Pt [ ol i (322
E\F; F\E; Q
€
MY f N 1P dp+ —
) . | T
22M)P 1
< 142 + P
MPrn + q n1+ q
ortl 41
. <n1+5 ) .
Polozme
9= Z YiXF;-

Dostévame pak pouzitim (3.22) odhad
P
|lzixE, — YixF, |> dp

1

NgE

n p
Hf gHLp (1, X) = J Z TiXE; —inFz-) dp < L (

_ (2 leoxe, — v ip) @11)

Pdu

ar ]

n
» rt+l 4
< enq E _
. ( nite

Tim je dtikaz dokoncen.

3.3 Banachovy algebry

Umluva 3.3.1. V této cdsti budeme uvaZovat vSechny vektorové prostory nad C
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3.3.1 Zakladni vlastnosti

Definice 3.3.2. (a) Necht A je vektorovy prostor, na kterém je definovana operace nasobeni -A x A — A, ktera je
e asociativni, tj. (a-b)-c=a-(b-c), ab,c€ A,
o distributivni, tj. a- (b+c¢)=a-b+a-¢, (b+c¢c)-a=b-a+c-a,a,bce A,
e aplati a(a-b) = (a)-b=a- (ab), a,be A, a € C.

Pak A se nazyva algebrou. Pokud nésobeni spliiuje a -b=b-a, a,b € A, je A komutativni algebra.

(b) Existuje-li prvek e € A spliwjici a = ea pro kazdé a € A, nazyvame tenot prvek levou jednotkou. Analogicky
se definuje prvaa jednotka.

Existuje-li prvek e € A spliiujici a-e = e-a = a, a € A, nazyva se tento prvek jednotkou.

(¢) Normované algebra A je algebra s normou |||, se kterou je A normovany linearni prostor a ktera splituje

la- bl < lallo], a,be A
Je-li A s touto normou tplna, nazyvy se A Banachovou algebrou.
Umluva 3.3.3. V dalsim budeme znak - pro ndsobeni vynechdvat.

Tvrzeni 3.3.4. Nechl (A, |-||) je normovand algebra.
(a) Plati 0x = 20 =0, z € A.
(b) Md-li A levou i pravou jednotku, pak se rovnaji a A md jednotku.
(¢) Md-li A jednotku e a a A # {0}, pak
e ¢ je jednoznacné urdena,
e plati |le| > 1.
(d) Ndsobeni -A x A — A je spojité.
Diikaz. (a) Tvrzeni plyne z rovnosti 0Oz = (1 - 1)z =lz —lz =2 — 2 =0, x € A.
(b) Je-li eq leva a ey prava jednotka, plati e = ejeq = ey. Zjevné je pak e = e; jednotka v A.
(c) Jsou-li ey, ez dvé riizné jednotky, plati e; = eyea = 2. Dale plati [e]| = ||e?| < |le| e[. Tedy bud [e| = 0, tj.
e =0, coz ale dle (a) implikuje A = {0}, anebo |e| > 1.
(d) Pokud x,, —» = a y,, — vy, je posloupnost {z,} omezen4, a tak dostavame
|znyn — 2yl < |2nyn — 2oyl + |2ay — 2yl < 2] lyn =yl + |zn — 2| [y] — 0.
Tim je spojitost nasobeni ovérena. O
Umluva 3.3.5. V dalsim textu budeme uvazovat pouze netrividlni algebry A, tj. algebry spliiugici A # {0}.
Tvrzeni 3.3.6. Necht A je algebra. Polozme A, = A@®, C, kde definujeme ndsobeni pomoci vzorce

(O’?a)(b?ﬂ):(ab+ab+ﬂa7a76)’ CL,bEA,Oé,ﬁEC,

(a) Pak A, je algebra s jednotkou (0,1) a A je jeji podalgebra.

(b) Je-li A s normou ||-| normovand algebra, je A. s normou

(@, )

A, = Ha||A+|a|7 (CL,O()EAE,

téz normovand algebra.
(c) Je-li A s touto normou Banachova algebra, je i A, Banachova algebra.
Diikaz. Axiomy algebry se pro A, snadno ovéii z definice, stejné jako fakt, Ze A je normovany linearni prostor
(jedna se o soucet normovanych linarnich prostori A a C se sou¢tovou normou, viz Véta 1.1.20(b)). Uplnost A, v
piipadé tplnosti A také plyne z Véty 1.1.20(b).
Dale
(0,1)(a,) = (a,) = (a,)(0,1), a€ A ,aeC,
a tedy (0,1) je jednotka.
Nerovnost pro normu pak plyne z vypoctu
[(a, ) (b, B)|| = |[(ab + Ba + ab,af)| = |ab+ Ba + ab| + |af|
< [labll + B[ llall + |l [b] + o |5]
<llal o + Bl a] + e 6] + |af 5]
= (la] + e (6] + 15])
= H(a, a)(b7 B)”

platného pro kazdou dvojici (a, a), (b, §) € A.. O
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Tvrzeni 3.3.7. Algebra A je normovand algebra s jednotkou e a normou |-| takovd, Za (A, |-||) je Banachiv prostor
s parcidlné spojitym ndsobenim. Pak existuje ekvivalentni norma ||-|| na A takovd, Ze (A, ||-||) je Banachova algebra
a|lefl = 1.

Diikaz. Krok 1. Definujme zobrazeni I: A — L(A), kde pro x € A je I, € L(A) definovan jako
I.(a) =za, ac€A.
Pak I je dobie definované, nebot
I.(a+b) =2(a+b) =za+xb=1.(a) + I;(b) a I,(aa)=2x(aa)=a(za)=al,(a)

al,: A— A je spojité pro kazdé x € A diky spojitosti nasobeni zprava.
Dale je I homomorfizmus (tj. zachovava algebraické operace), jelikoz

Iniy(a) = (x+y)a=za+ya=I(a) + [)(a), Ilaz(a)=(ax)a=ca(za)=al(a) a
Ley(a) = (zy)(a) = x(ya) = L(ya) = L(Iy(a)).

Krok 2. Mnozina A = {I,: z € A} je tedy subalgebra A. Navic vidime z odhadu
|zl 4 = lwellq = o€l 4 < [Tzl Lcay lela
7e I je zdola omezeny operator, a tedy je prosty a ma spojitou inverzi I~ !: A A (To plyne z odhadu
[T 4 = el g < Lol pgay llella )

Krok 3. Ukazeme, Ze A je uzaviena podalgebra A. K tomuto ucelu vezméme {z,} v A a T € L(A) takové, Ze
I, — T. Pak pro kazdé y € A plati diky pfedpokladu spojitosti nasobeni zleva
Ty = lim I, (y) = lim z,y = lim (zne)y = lim 1, (e)y = (Te)(y) = Ire(y)-
(Pfedposledni rovnost plati diky tomu, Ze I, (e) — Te, a tedy (I, (e))y — (Te)y.) Tedy Ty = Ir. a T € A.

Krok 4. Zobrazeni 17! je tak spojita linearni bijekce Banachova prostoru A na Banachiv prostor A, a tedy se
jedna o izomorfizmus, viz Véta 1.3.7. Polozme nyni

llell = el pay, =€ A.

Pak (A, ||Il) je Banachiv prostor a diky Lemmatu 1.1.30 se jedna dokonce o Banachovu algebru. Jelikoz je I
izomorfizmus, je tato nova norma ekvivalentni s normou ptuvodni. Dikaz zakon¢ime pozorovanim

llelll = el cay = il cay = 1-
(Zde id znadi identicky operator.) O

Umluva 3.3.8. V dalsim textu budeme vidy predpokldadat, Ze md-li Banachova algebra (A, |-|)) jednotku e, plati
e = 1.

Piiklad 3.3.9. (a) Je-li K kompaktni topologicky prostor, je algebra C'(K') v8ech spojitych funkei na K s bodovym
nasobenim a supremovou normou komutativni Banachova algebra. Konstantni funkce 1 je pak jednotka této algebry.
(b) Necht K je lokalné kompaktni topologicky prostor. O spojité funkci f na K fekneme, Ze ma 0 v nekone¢nu,
pokud plati
Ve > 0: mnozina {x € K: |f(z)| = ¢} je kompaktni.

Prostor
Co(K)={f: K - C: f spojité a ma 0 v nekone¢nu}

se supremovou normou a bodovym nasobenim je komutativni Banachova algebra. Tato algebra ma jednotku pravé
tehdy, kdyz K je kompaktni.
(Na prostor Cy(K) se muzeme divat nasledovng. Uvazujme oK jednobodovou kompaktifikaci K, kde {00} znadi
kompaktifikujici bod. Pak
Co(K) = {f € C(aK): f(o0) = 0}.)

(¢) Oznacime-li jako C¢(K) systém vSech funkei z Cy(K'), které maji kompaktni nosi¢, obdrzime normovanou
algebru, ktera je husta v Co(K).
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Dikaz. (a), (b) Ve je zfejmé kromé tvrzeni o jednotce. Necht K je lokalné kompaktni prostor a Necht Co(K) ma
jednotku e. Ukazeme, Ze pak e(z) = 1 pro kazdé z € K.

Necht tedy x € K je dano. Nalezneme oteviené okoli U bodu x, jehoZ uzavér je kompaktni. Necht G je libovolna
oteviena nadmnozina U. Dle Urysohnova lemmatu ?? existuje spojita funkce f: K — C takova, ze f = 1 na U a
f =0na K\G. Pak plati

L= f(2) = f(2)e(a) = e(a).

JelikoZ je funkce e = 1 prvkem prostoru Cy(K) pouze tehdy, kdyz je K kompaktni, je dikaz hotov.
(¢) Dokazeme hustotu C.(K) v Cp(K). K tomuto tcelu vezméme f € Co(K) ae > 0.Pak L = {x € K: |f(z)| =
e} je kompaktni podmnozina K, a tedy dle Lemmatu 9.1.42 existuje g € C.(K) spliwjici Rngg < [0,1] a g = 1 na
L. Pak fge C.(K) a|fg—f| <e.

O

Lemma 3.3.10. Necht X je normovany linedrni prostor a E € L(X) je operdtor komutugjici se vSemi proky F(X).
Pak E € span .

Diikaz. Pro kazdé x € X a 2™ € X* uvazujme F, .+ € F(X) definovany jako
Four(y) =2 (y)z, yeX.
Piedpokladejme, ze F # 0 a y € X\ Ker E. Pak plati
Ve e X Va* e X*: a™(y)Ex = EF, yxy = F, ,« By = 2*(Ey)z.

Necht z € X\{0}. Jelikoz Ey # 0, z Hahnovy-Banachovy véty 1.2.6 plyne, Ze Ex je nenulovy nasobek x. Oznafme
tento skalar jako a.
Pak plati
Va,y € X\{0} Vz* € X*: 2*(y)apz = 2™ (y)Ex = 2™ (Ey)z = 2™ (y)ayx.

Tedy
Va,y e X\{0} Va* € X*: 2¥(y)(ay — o)z = 0.

Z tohoto faktu dostavame, Ze a, = oy, pro kazdou dvojici z,y € X\{0}. Ozna¢ime-li tuto spole¢nou hodnotu «,
mame F = al. L]

Priklad 3.3.11. Necht X je Banachuv prostor dimenze alespii 2.

(a) Necht A = L(X), kde néasobeni je sklad4ani a norma je operatorova. Pak A je nekomutativni Banachova
algebra s jednotkou.

(b) Je-li A = K(X) ={K € L(X): K kompaktni}, dostavime uzavienou, nekomutativni podalgebru L(X). V
tomto pripadé ma A jednotku pravé tehdy, kdyz dim X < oo.

(c) Je-li A = F(X) prostor viech koneéné dimenzionalnich operatori na X, je A normovand, nekomutativni
podalgebra K (X). V tomto piipadé ma téz A jednotku pravé tehdy, kdyz dim X < co. Algebra A dale nemusi byt
uzaviend, prikladem je t¥eba F((?) .

Diikaz. (a) Jeding, co je tfeba ovérit, je nekomutativita L(X). Necht Y = span{ej, ea}, kde e, €2 jsou dva linearng
nezévislé vektory v X. Podle Tvrzeni 1.2.9 existuje spojitad projekce P: X — Y. Jelikoz algebra L(Y) = M5(C)
komutativni neni, existuji dva navzajem nekomutujici operatory Sy, 52 € L(Y). Pak T; = S; 0 P, i = 1,2, jsou
prvky L(X), které spolu nekomutuji.

(b) Uzavienost K(X) v L(X) plyne z Véty 1.4.17(c). Nekomutativitu K (X) odvodime stejné jako v (a).

Je-li X kone¢né dimenze, ma K (X) = L(X) jednotku. K dikazu obracené implikace pouzijeme Lemma 3.3.10.
Je-li totiz E € K(X) jednotka, komutuje F se viemi operatory z F(X). Tedy E = I, coz dle Véty 1.4.27(c) implikuje
dim X < oo.

(c) Tvrzeni se dokéze podobné jako v (b). Na prostoru ¢ uvazujme pro n € N operator F,z = Y,I' | 5 z;e;,
z = {x;} € (*. Pak F, lezi v F(X), ale jejich limita Kz = >},_, i%xiei, x € £2, nikoliv. O

Priklad 3.3.12. Necht G je lokalné kompaktni topologicka komutativni grupa (tj. G méa topologii 7, ve které jsou
operace -: G x G — G a ~!1: G — G spojité). Pak existuje pravé jedna (az na konstantu) translaéné invariantni
Radonova mira p na G.

(Nezaporna mira p je Radonova, pokud je uplna, borelovské mnoZiny jsou py-méfitelné a plati

(1) u(K) < o pro kazdy kompakt K < G,
(2) w(E) =inf{u(U): U o FE oteviena}, E je y-méfitelna,
(3) u(E) =sup{u(K): K c E kompaktni}, E c G oteviena nebo F c G spliwjici u(E) < oo.
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Je-li prostor G o-kompaktni, vlastnost (3) plati pro kazdou p-méfitelnou mnozinu.)
(a) Uvazujme prostor L'(G) dany touto mirou. Definujme na ném nasobeni pomoci operace konvoluce, tj.

f F@)a(e —v)du(y),  f.g€ LXG).

Prostor L'(G) je pak komutativni Banachova algebra, ktera ma jednotku pravé tehdy, kdyz G je diskrétni.
(b) Necht M (G) znadi prostor vech komplexnich Radonovych mér, tj. mér, jejichz totalni variace je Radonova
mira na . Operaci nasobeni definujeme téZ pomoci konvoluce, presnéji

(pxv)(B)=(uxv)({(z,y) eGxG:x+ye B}), Bc G borelovska,

anebo ekvivalentné lze tuto operaci popsat pomoci Rieszovy véty 7?7 vzorcem

(o v)( JJ (z +y)du(z) du(y), g€ Ce(G).

Prostor M (G) je pak komutativni banachova algebra s jednotkou e, (zde e, zna¢i Dirakovu miru v jednotce e).
(¢) Priklady grup tohoto typu jsou:

(1) koneéna grupa (Z,,+) s po¢itaci mirou a diskrétni topologii,
(2)
3)
(4)
()
(

(R, +) s obvyklou topologii a Lebesgueovou mirou,

-) s obvyklou toologii a Lebesgueovou mirou 4, tj. mirou danou § f(z)dz = f (eit) dt, f e C(T),

5

6) 2V = 1%_, Z, se soucinovymi operacemi a sou¢inovou mirou.

(T,
(Z,+) s diskrétni toologii a pocitaci mirou,
((0,

) -) s obvyklou topologii a Lebesgueovou mirou,

Priklad 3.3.13. (a) Necht K < C je kompaktni podmnozina. Pak A(K) = {f € C(K): f € Hol(Int K)} s bodovym
nasobenfm a supremovou normou je komutativni Banachova algebra. Specialnim piipadem je A(D), kde K =D a
D je otevieny jednotkovy kruh v C.

(b) Prostor H* (D) vSech omezenych holomorfnich funkei na D s bodovym nasobenim a supremovou normou je
komutativni Banachova algebra.

Priklad 3.3.14. Necht A = AC(T) je prostor vSech spojitych funkci f na T, jejichz Fourierovy koeficienty
{cn(f)}nez jsou v £1(Z). (P¥ipomeiime, 7e

1

- —ikt
o f( ekt gt ke NZ.)

en(f) =

Pak je A s bodovym nasobenim a normou | f| 4 = >, . |cn(f)| komutativni Banachova algebra.

Piiklady 3.3.15. (a) Necht A = C([0,1]) a B = {f € A: f(0) = 0}. Pak A m4a jednotku a B je uzaviena
podalgebra A bez jednotky.
(b) Necht A = C([0,1] U [2,3]) a B={f € A: spt f < [0,1]}. Pak A i B maji jednotku, ale jsou rtizné.

Diikaz. (a) Necht g € B splije gf = f pro kazdou f € B. Nalezneme posloupnost {f,} v B spliwjici f, — x(0,1]-
Pak
X1 = lim f, = lim gfu = gx(0.1)-

Tedy g = 1 na (0, 1], coz je spor s faktem g € B.
(b) Funkce xo,1] je zjevné jednotka B. O

Definice 3.3.16. Necht A je algebra s jednotkou e a x € A.
e Prvek a € A nazveme levou inverzi k x, pokud ax = e. Podobné je b € A pravou inverzi k x, plati-li e = zb.

e Prvek ¢ € A nazveme inverzi k x, pokud cx = zc = e.

Lemma 3.3.17. Necht' A je algebra s jednotkou e a x € A. Ma-li x levou i pravou inverzi, pak se rovnagi. Tedy
inverze k x je jednoznacné uréena.

Diikaz. Je-li a leva inverze k x a b prava, plati
a = ae = a(xb) = (ax)b = eb =b.

Pokud a,b € A jsou inverze k x, dle predchoziho se rovnaji. O
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Definice 3.3.18. (a) Necht A je algebra s jednotkou e. Ma-1i z € A inverzi (tj. je invertovatelny), je tato jednoznaéné
urcena a oznac¢ime je x 1. Polozme G(A) = {x € G: 27! existuje}.
Pro xz € A déle definujme spectrum zx jako

oalx) ={ e C: Xe—x¢ G(A)}

a spektralni polomér jako

ra(x) = sup{|A| : A e o(x)}.
Déle definujeme rezolventni mnozinu z jako

pa(@) = C\o(a).

Na pa(x) pak definujeme rezolventni funkei jako

Ai> (Xe—2)7t, Xep(x).

(b) Nema-li A jednotku, definujeme pro x € A spektrum a rezolventni mnozinu jako o4(x) = 04_(z) a pa(x) =

pa. ().
Umluva 3.3.19. Nebude-li hrozit nedorozuméni, budeme v dalsim textu psdt misto oa(x) pouze o(x) (a podobné
s7(z) 0 pla)).
Tvrzeni 3.3.20. Necht A je algebra a jednotkou u a B jeji podalgebra neobsahujici u. Necht C' = span(B v {u}).
Pak plati ndsledugici tvrzent.

(a) Zobrazeni ¢: C — B, definované jako
o(x + M) = (z,\), ze€eB,AeC,

je algebraicky izomorfizmus C a B.. Ddle pro kaZdé x € B plati op,(x) = oc(x).
(b) Pokud B je idedl v A, tj. abe B a ba € B kdykolivae A abe B, pak op,(x) = oa(x) pro kaZdé x € B.

Diikaz. (a) Linearita a multiplikativita ¢ se snadno ovéti. Tedy ¢(G(C)) = G(B.), z ¢ehoZ druh4 ¢ast tvrzeni ihned
plyne.

(b) Dle (a) sta¢i ukazat, %e oc(z) = oa(x) pro kazdé x € B. Zjevné o4(z) < oc(x). Necht A € pa(x) je dano,
tedy existuje y € A spliwjici y(Au — x) = (Au — 2)y = u. Pokud X = 0, plati u = yz € B, coZ je spor. Tedy A # 0.
Polozme z = yx, coz je prvek B. Pak

U=y —yr=A—z = y = —;eB,

>

a tedy y je inverze k Au —x v C. O

Priklady 3.3.21. (a) Necht A = C(K), kde K je kompaktni topologicky prostor. Pak o(f) = Rng f, f € A.
(b) Necht A = C(K), kde K je lokalné kompaktni nekompaktni topologicky prostor. Pak o(f) = Rng f u {0}.
(¢) Necht K < C je kompaktni a A = A(K). Pak o(f) = Rug(f), f € A.
(d) Necht X je nekone¢né dimenzionalni Banachiiv prostor. Pak o (x)(T) = orx)(T) pro kazdé T € K(X).

Diikaz. (a) Pokud A € C\ Rng f, je (A— f)~! inverze k A\— f. Je-li A € Rng f, pak Z4dné g € A nespliiuje g(A\—f) = 1
v bodé, kde f nabyva hodnoty .

Tvrzeni (b) a (c) se dokazi obdobné. (V dukazu (b) se vyuzije faktu, ze 0 € Rng f.)

(d) Algebra K(X) je ideal v L(X) a nem4 jednotku. Dle Tvrzeni 3.3.20(b) tedy pro T € K (X) plati

UK(X)(T) = 0(K(X))e — UL(X)(T)-

Tvrzeni 3.3.22. (a) Necht A je algebra s jednotkou e.
(a1) Mnozina G(A) je s operacemi -: G(A) x G(A) — G(A) a ~*: G(A) — G(A) grupa a pro kazdé x,y € G(A)
plati (xy) L =y lz7! (7 = 2.
(a2) Jsou-lizy,...,x, navzdjem komutujict proky A, prvek xy - - - x,, je invertovatelny prave tehdy, kdyZ z1, ..., x, €
G(4).
(a83) Pro kazdé x € A plati o4, (x) = oa(x) v {0}.
(a4) Pro kazdé x € A a pn€ C ave C\{0} plati o(pe —vz) = {u} + vo(x).

(b) Pokud algebra A nemd jednotku, pro kazdé x € A plati 0 € o(x).
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Dikaz. (al) Pokud z,y € G(A), pak

(e Nay) =y @ ey =y

z ¢eho? tvrzeni v (al) plynou.
(a2) Implikace zprava doleva plyne z (al). Pokud ma z; - - - x,, inverzi y, plati

(yoo - xp)ry =yl an) =e = (v1- @)y = 1(T2 - TRY).

Prvek z; tak méa levou i pravou inverzi, a tedy lezi v G(A). Podobné dokdZeme invertovatelnost i ostatnich prvka.
(a3) Ozna¢me u = (0,1) jednotku A, a necht x € A je déano.
Krok 1. Ukdzeme Ze e — x € G(A) pravé tehdy, kdyz u — x € G(A,).

, = Oznatme Z = (e — z)~! € A. Polozme z = Z — ¢, pak (e —x)*

= z + e. Dostavame pak

(u—2)(z+u)=uz+tu—zz—cr=u+z—zz—zcs=u+(e—x)(z+e—e)—x

=u+(e—z)(z+e)—(e—x)e—x=ut+e—e+r—x=u

z+u(u—z)=z2u+—2zx+u—ur=u+z—zz—cs=u+(z+e—e)le—z)—=z
=u+(z+e)le—z)—ele—z)—x=e+e—e+z—1T=u.
Tedy z+u = (u—2)"1 a (u—1x) e G(A).
,<=" Necht (u —2)~! = (2,a) pro n&jaké z€ A a a € C. Pak a = 1, nebot u — z = (—x, 1), a tedy
u=(0,1) = (z,a)(—z,1) = (—zz + z — az, ).
Navic
(maz =+ 2,1) = (—2, (5, 1) = (0,1) = (5, 1) (1) = (=2 + 2 — , 1),

a tedy
—xz—r+2=0=—zx+2z—ux.

Z tohoto faktu dostavame
(e—z)(z+e)=z4+e—axz—ax=e=z—zx+e—x=(z+e)(e—x),
tj. (e—x)"t=z2+e.
Krok 2. Necht nyni z € A je dano. Pokud A € C\{0}, pak

M—meGM)c:A@—%MI%@c:e—%eGM)c:u—%eGMJc:Au—xe&AJ
Tedy

Aeoa(x) = Aeaa,(z).

Vzhledem k tomu, ze (z,0) ¢ G(A.), 0 € 04, (z). Tim je (a3) dokazano.
(a4) Jelikoz pro A € C plati

Qe—@w—u@)—u(A;ue—x>,

dostavame
A—p

A€ o(ue —vr) < €o(z) = e {u} +vo(x).

v

(b) Tvrzeni ihned plyne z faktu, Ze (z,0) nema inverzi v A,.

Véta 3.3.23. Necht A je Banachova algebra s jednotkou e.
(a) Pokud x € Ua, pak Y, ™ absolutné konverguje a (e—x)~1 =" a". (Jednd se o tzv. Neumannovu fadu,).

(b) Necht z € G(A) a h € A splituje |h| < 3|z, Pak z + he G(A) a

Iz +h)"" =2+ ha™ | < 20z t? |2
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Diikaz. (a) Jelikoz ||lz"| < |=|", je D", #™ absolutné konvergentni a z¥ — 0. Vypoétem pak dostavdame
k k+1
(e—x (Z )=kli_)ngoe—xz_: kh_r}gO(Em Z ">=kli_r)1go(e—mk+1)=e a
© ) \ k+1
(Zx”)(e—x)=kli_r)rolo< ) e—1x) klrr;@(Zm"— x”):klinolo(e_$k+1):e.

n=0
(b) Jelikoz z + h = x(e + 27 h) a ||z~ h| < |27 |h] < 3, méme diky (a) a Tvrzeni 3.3.22(a) = + h € G(A).

29
Dale si povSimnéme, Ze pro y € U4 plati

2
lyl
STl

1

le+y) ™ —e+y| = Z(—l) " ety Z y"
n=0 n=2

7Z tohoto odhadu pak dostavame

l@+h) =2t +a ha = |((e+ 27 'h) " —e+ a7 h) a7
e

<2z P |n)?.

<[=7

O

Definice 3.3.24. Necht X je Banachiv prostor. Necht (2 je oteviena podmnozina C a f: @ — X je funkce.
Rekneme, Ze f je holomorfni na €2, pokud pro kazdé Ay € Q) existuje

F/00) = lim £ (f00 + ) = fO).

—A0
Véta 3.3.25. Necht A je Banachova algebra s jednotkou e.
(a) Mnozina G(A) je oteviend a je to topologickd grupa.
(b) Pro kazdé x € A je funkce f(\) = (Ae —x)~1, X € p(x), holomorfni na p(z) a

F0) = (hoe—2)™)%, Ao € pla).

(¢) Pro kazdé x € A je o(x) # O a je to kompakini mnoZina obsaZend v {\ € C: |A| < |z|}.
d) Pro kazdé x € A plati
( p
: nis _ 7 n|=
r(z) = inf 2" = lim fz"]
Gelfandiv—-Beurlingiv vzorec).
( 9

Diikaz. (a) Otevienost mnoziny G(A) plyne z Véty 3.3.23(b). Spojitost nasobeni na G(A) x G(A) je ovéfena v
Tvrzeni 3.3.4(c). Spojitost inverze pak plyne z odhadu

[@+n) =27t <|(@+h)" =27 +a tha™ || + |2 Tha ™| < 2 HxilH?) |h)? + Ha:leQ A,

ktery plati diky Vété 3.3.23(b) na vhodném okoli bodu = € G(A).
(b) Diky (a) je p(x) oteviend podmnozina C. Oznac¢me f(A\) — (Ae — )71, A € p(x), a necht \g € p(x) je dano.
Protoze
FQo+A) = (Noe—z+ )t — (Nge —z) 7,

pomoci Véty 3.3.23(b) pouZité pro Aoz a Ae dostavame

(00420 = ) + (e =)

= |50+ 2) = 700)) = § e = ) Aelc — )

1 _113 2
< 3|2 1006 =2 e
13 2
= [A12](hoe =)~ le]” .
Jelikoz pravé strana konverguje pro A — 0 k 0, je dikaz tvrzeni (b) dokoncen.
(c) Necht x € A je dano. Spliiuje-li A € C nerovnost [A| > [|lz[|, je prvek Ae —x = A(e — ) invertovatelny dle
Véty 3.3.23(a). Spetrum o(z) je uzaviené, nebot G(A) je oteviena.
UkéaZzeme nyni neprazdnost o(z). Pfedpokladejme pro spor, ze o(z) = &, tj. p(x) = C.
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Necht ¢ € A* je libovolné. Dle (b) je funkce f,: A — ¢((Ae — z)~!) holomorfni na p(z), a navic pro A € C
spliwjici |A| > |z|| plati

== o (37 (2)") <ot = 37 (LY
>\n=0 A |>\| n=0 ‘)\|
= ol 5 — g1 = Il =1
AR TN =Tl

Funkce f, ma tedy v nekone¢nu limitu 0. Pak f, je omezena, holomorfni funkce na C, a tedy je dle Liouvilleovy
véty konstantni. Jelikoz limy—,o f,o(A) = 0, je f, = 0 na C.
Tedy jsme obdrzeli
Voe A*: f,=0.

Z Hahnovy-Banachovy véty tak plyne, Ze funkce
f: C— G(A4),
A= (de — )7

je nulova na p(x). To je v8ak kyZeny spor, nebot 0 neni invertovatelny prvek.

(d) Krok 1. UkaZeme nejprve, 7e r(x) < inf,ey H:E"H% Je-li totiz A € o(z) a n € N libovolné, je diky rovnosti
Ne—z"=(Ne—x) (A" te+ A" 42"

a Tvrzeni 3.3.22(a) ¢islo A" v o(a™). Tedy z tvrzeni (c) mame |A|" = |\"| < [z, tj. [N < H:E”H% Tim dostavame

r(z) =sup{|A|: Ae o(z)} < inlgI Hx"H% .
ne

Krok 2. Ukazeme, Ze r(z) = limsup,,_,., Hx"H% Necht r > r(z) je libovolné. Necht ¢ € A* je téz libovolné.
Funkce

foN) = p((he —2)7h), e p(a),

je holomorfni a diky jednoznac¢nosti Laurentovy fady plati

n

3 ‘P(;'; ) Al > r(@).
n=0

> =

fgaO‘) =

x

Pro A = r specialné plati ¢ (T—:) — 0.

Ukézali jsme, Ze pro kazdé ¢ € A* je mnoZina {@(z™)r~": n € N} omezeni. Dle Véty 1.3.2 je mnoZina
{&™r~™: n € N} omezena. Zvolme C' > 0 spliwjici sup,,cy |27~ "| < C. Pak pro kazdé n € N plati |z < Cr", tj.
|z”|* < C%r. Proto

lim sup Hx”H% < lim sup(C%T) =7
n—ao0 n—aoo0

Jelikoz r > p9z) bylo libovolné, mame poZzadovanou nerovnost dokdzanou.
Krok 3. Spojime-li nyni vySe dokadzané vztahy dohromady, dostavame

nx
I

limsup |z"|* < r(z) < inf [2"|* < liminf |2°]* .
n—0o0 neN n—w

Tim je dukaz dokoncen. O

Tvrzeni 3.3.26. Necht A je Banachova algebra s jednotkou e. Necht x € A spliuje r(x) < 1. Pak e—x je invertibilni

o0

a plati (e —z)~t =" a™

1
Diikaz. Nalezneme n < 1 a ng € N takové, ze pro n > ng plati ||z"|” < 7. Pak je fad Y 2" absolutné

konvergentni a zopakovanim vypoctu z ditkazu Véty 3.3.23 dostaneme (e — x)~! = Y. —n = 0%z". O

Véta 3.3.27 (Gelfand-Mazur). Necht A je Banachova algebra s jednotkou e. Pokud G(A) = A\{0}, pak A je
izometricky izomorfni s C.

Diikaz. Predpokladejme, ze G(A) = A\{0}. Pro kazdé = € A nalezneme A, € o(x). Pak Ay;e — 2z = 0, tj. x = Aze.
Pak o(x) = {\;} a funkce 1): C — A zobrazujici A na e je bijekce. Zjevné je to algebraicky homomorfizmus a téz
plati [ (A)] = || Ae|| = |A|, A € C. Tedy ¢ je izometrie.

O
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3.3.2 Vlastnosti spektra

Lemma 3.3.28. Necht A je Banachova algebra a B je jeji uzaviend podalgebra. Necht x € B a o 4(x) a sigmap(X)
znali spektra x vzhledem k prislusnym algebrdm. Pokud A md jednotku e a e € B, plati

(a) G(A) n B o G(B)
(b) a prox € B mdme op(x) D oa(x).

Driikaz. Dikaz ihned plyne z definic. O

Lemma 3.3.29. Necht X je topologicky prostor a U,V jsou jeho oteviené podmnoZiny. NechtU c 'V a oUNV = .
Pak
U= U{C : C' je komponenta souvislosti V' protinajici U}.

Diikaz. < je-lix e U, jeive V, a tedy staci vzit komponentu souvislosti V' prvek x obsahujici.
D Necht C je komponenta souvislosti V', ktera protina U. Jelikoz

X=UvuadUu (X\U),

plati dle pfedpokladu V' c U u (X \U). Mnozina C proto musi byt obsaZena v U, nebot v opaéném piipadé by
mnoziny C nU a C n (X\U) tvorily rozklad C na dvé disjunktni obojetné mnoziny. O

Lemma 3.3.30. Necht A je Banachova algebra s jednotkou e. Pokud {x,} jsou prvky G(A) a z, — xz, kde
x € 0G(A), pak |z, — oo.

Diikaz. Kdyby zavér tvrzeni neplatil, eventualnim pfechodem k podposloupnosti bychom obdrzeli C' > 0 a po-
sloupnost {x,} invertovatelnych prvki, ktera konverguje k néjakému = € 0G(A) a pfitom plati sup,,cy Hx:l IH <C.
Pak

le =z 2| = |z, (zn — 2)| < C |20 — 2| — 0,

a tedy existuje n € N spliwjici |e — z;;'z| < 1. Pak
zlr =e— (e —x,'x) e G(A),
atedy iz = z,(x,z) € G(A). A to je spor. O

Véta 3.3.31. Necht A je Banachova algebra s jednotkou e a B je jeji uzaviend podalgebra obsahugici e. Pak plati
nasledugici tvrzeni. Necht e€e B ae€ A c B.

(a) Plati G(B) = | J{C: C komponenta souvislosti G(A) n B protinajici G(B)}.

(b) Je-li x € B a C je systém vSech komponent souvislosti mnoZiny pa(x), pak existuje systém C' < C takovy, Ze
op(x) =0ca(x) v JC'. Navic plati dop(x) < doa(x).

(c) Je-lix € B a pa(x) je sowvisld, pak op(x) = oa(x).

(d) Je-li x € B a op(x) md prdzdny vnitiek, pak op(x) = oa(x).

Diikaz. (a) Vime z Lemmatu 3.3.28(a), ze G(B) < G(A) n B. Uvazujme Lemma 3.3.29 pro X = B, U = G(B) a
V = G(A) n B. Ovéfime, 7e U NV = (.

Necht y € 0U je dano. Pak existuji posloupnost {y,} lezici v G(B), ktera spliwje y, — y. Pokud by y bylo
obsazeno ve V, od jistého ng € N by prvky vy, byly té% ve V. JelikoZ je zobrazeni x — x~! spojité na G(A), plati
Yt =y~ v A, coz implikuje omezenost posloupnosti {[y, | ,}. Jelikoz plati |y, ], = Hy;lHA, dostavame spor s
Lemmatem 3.3.30.

(b) Necht = € B je dano. Pak pp(z) < pa(x) a jsou to oteviené podmnoziny C. V Lemmatu 3.3.29 poloZzime
X =C,U =pp(x) aV = pa(zx). Opét chceme ovéfit, ze U NV = . Mame vak

Ha s

AedU = de—2€dG(B) = de—2¢G(A) = Aé¢palx) = A¢ V.
Vezméme
C'={CeC:CnU=¢g} a ("={CeC:CnU# T}
Pak pp(z) =JC" a
C=oa(z)Upalx) =oalz)u| JC vl "
Tedy
op(z) =0a(z) U UC'.
Tim je dikaz prvni ¢asti dokoncen.

Ukazeme nyni inkluzi dog(z) < doa(z). Necht A € dop(z) je dano. Pokud A € o4(z), je diky inkluzi G(B) <
G(A) ¢islo A1 v doa(z).

153



Neni-li A v o4(x), tj. je v pa(x), existuje komponenta souvislosti C' mnoziny pa(x) obsahujici A. Jelikoz je C
lokalné souvisly prostor, je C' oteviena. Jelikoz je C < op(x), je A prvek oteviené podmnoziny og(z), a tedy nent
v dop(x), coZ je spor.

Tvrzeni (c) plyne z (b), nebot op(z) nemize obsahovat neomezenou mnozinu. Podobné (d) plyne z (b), nebot
komponenty souvislosti p4(x) jsou oteviené. O

Véta 3.3.32. Necht A je Banachova algebra a x € A. Pak plati ndsledujici turzend.

(a) Zobrazeni o: x — o(x) je ,usco® zobrazend, tj. jednd se o zobrazeni s neprizdngmi kompaktnimi hodnotami a
pro kaZdé x € A a kaZdou otevienou mnoZinu V v C obsahujici o(x) existuje otevirend mnoZina U c A, kterd
obsahuje x a splituje o(U) =,y o(y) < V.

(b) Funkce r: x — r(x) je shora polospojitd funkce, tj. r(x) = limsup,, . 7(xn), pro kaZdé x € A a kaZdou
posloupnost {x,} v A konvergujici k x.

Diikaz. (a) Bez tjmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze A m4 jednotku e. Necht z € A a V' o o(z) oteviena
jsou dany. Pokud pozadovné okoli U bodu x neexistuje, nalezneme prvky z, € A a A, € o(x,)\V, n € N, takove, ze
Zpn — x. JelikoZ je posloupnost {x,} omezen4, jsou i spektra o(z,,) stejné omezena, a tedy miZzeme po eventualnim
prechodu k podposloupnosti predpokladat, ze A,, — A pro n&jaké A € C. Pak A ¢ V', a tedy A € p(z). Pak ale mame
Ane — x, — Ae —x a prvky A\pe — x, ¢ G(A). To je v8ak spor s otevienosti G(A).

(b) Mé&jme x € A a posloupnost {z,} v A konvergujici k z dany. Necht s > r(z) je libovolné. Pak V = {\ €
C: |A < s} je oteviend mnoZina v C obsahujici o(z), a tedy dle (a) existuje okoli U obsahujici z, pro které plati
o(U) < V. Tedy pro x, spliwjici x,, € U plati o(x,) < V,z éehoZ plyne odhad r(z,) < s. Jelikoz s > r(z) bylo

libovolné, je tvrzeni ovéfeno. O
Priklad 3.3.33. Necht A = C(T) a B = A(D). Uvazujme operator restrikce r: B — A, r(f)(z) = f(z ) kde
z €T a f e B. Vzhledem k Prlnc1pu maxima modulu je r izometricky homomorfizmus B na r(B) < A. Pak

orp)(r(id)) = Daoca(r(id)) =

Diikaz. Dle Prikladu 3.3.21 platf o4(r(id)) = id(T) = T. Na druhou stranu o,5)(r(id)) = op(id) = D dle Pii-
kladu 3.3.21(c).
O

3.3.3 Holomorfni kalkulus

Definice 3.3.34. (a) Je-li X topologicky prostor, spojité zobrazeni 7: [a,b] — X se nazyva kfivkou. Oznafme
v* = v([a,b]). Pokud y(a) = v(b), hovofime o uzaviené kiivce.

(b) Necht X = C. Kiivku, kterd ma po ¢astech spojitou derivaci budeme nazyvat cestou. Uzaviena cesta je
uzaviena kiivka, ktera je souCasné cestou. ]

(c) Necht 71, ...,7, jsou cesty a K =~f U --- U~¥. Oznaéme I' = y;+ - - - b7y, a definujme

Lf(:c) dz = Z f(2)dz, feC(K).

Takto definované formalni sou¢ty se nazyvaji fetézce. Oznaéme I'* = ~v§F U -+ U .
Pokud kazdé cesta +; je uzaviena, nazyvame I' cyklem. Je-li {2 < C oteviend mnozina a K < (Q, je I' fetézec v
Q.
(d) Je-li T cykl a « ¢ T'*, polozime
1 1
Indr(a) = —

21 Jr 2 — «

dz.

(e) Je-li T Fetézec, zna¢ime —I' fetdzec vznikly z I' nahrazenim p¥islusnych kiivek k¥ivkami k nim opanym.
Pak § . f(z dz——SP x)dz pro f e C(T*).

Véta 3.3.35 (Cauchy). Necht Q < C je oteviend, f je holomorfni funkce na Q a T je cykl v Q, ktery spliiuje
Indr(a) =0, «aé¢Q.

Pak plati

f(@) - Indr(a) = i ). zfiix dz, «aeQ\I'

L f(2)dz =

Intr, (@) = Indp, (), «a¢Q,

Jsou-li 'y a T's cykly v Q takové, Ze
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plati
f(z)dz="| [(z)dz
Fl 1_‘2

Véta 3.3.36. Necht Q < C je oteviend mnozina a K < Q je kompaktni a neprdzdnd. Pak ezistuje cykl T' v Q
takovyj, Ze
1 e K
Indp(a) ={ > “°°7
0) o ¢ Q’

a tedy pro kazdou holomorfni funkci f na Q plati

f(2)

2mi rz—uo

fla) = dz, ze€eK.

Definice 3.3.37. Necht 2 = C je oteviend mnozina a K < 2 je kompaktni a neprazdna. Pokud cykl I" v Q spliiuje

1, aekK,
Indr(O&) = {O o ¢ 0

fekneme, ze ohrani¢uje K v ).

Definice 3.3.38. Necht K c C je kompaktni mnozina. Pak Hol(K) znadi systém v8ech holomorfnich funkci, jejichz
defini¢ni obor Dom(f) je otevieny a spliiuje K < Dom(f).

Definice 3.3.39. Necht A je Banachova algebra s jednotkou e a x je prvek A. Oznac¢me
Ry=0Me—2)"t, Xep(x).

Lemma 3.3.40 (Rezolventni identita). Necht A je Banachova algebra s jednotkou e a x € A. Pak pro kaZdé
w,v e p(x) plati R, — R, = (v — p)R,R,,.

Diikaz. Necht u,v € p(x) jsou dany. Protoze ue — o komutuje s ve — z, komutuje R, ' s R,,. Dostavame tak

R,—R, =R,R,'R, — R,R,R," = R,R,R," — R,R,R "
= R,R, (R, —R,") = R,R,(v— p)e = (v — n)R,R,,.

O

Definice 3.3.41 (Funkéni kalkulus). Necht A je Banachova algebra s jednotkou e a « je prvek A. Je-li f € Hol(o(z)),
nalezneme cykl T’ ohranic¢ujici o(x) v Dom(f) a polozime

QMJ FN)(Ne—2z)tdA

Véta 3.3.42. Necht A je Banachova algebra s jednotkou e a x je prvek A. Je-li f € Hol(o(x)), pak prvek f(z) je
dobre definovdn a nezdleZi na volbe T.

Diikaz. Je-li v prvek cyklu I, je zobrazeni t — Ry f(v(¢))7/(t) spojité na Dom(7), a tedy Sw Ry f(N) dX existuje dle
Dtsledku 3.2.13.

Necht T'1,Ty jsou dva cykly ohrani¢ujici o(z) v Dom(f). Necht ¢ € A* je libovolné. Pak je zobrazeni A\ —
©(f(A)Ry) holomorfni na p(z). Polozme Q = Dom(f)\o(z). Pak plati

1, aeo(x),

Indpl (Oé) = IHsz (a) = {0 a € (C\ Dom(f)

Podle Cauchyovy véty tedy plati

Jelikoz ¢ bylo libovolné,

dle Véty 3.2.14. O
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Lemma 3.3.43. Necht A je Banachova algebra, (Q,3, u) je méfitelnyg prostor s konecnou, tuplnou mirou p a
f:Q — A je integrovatelnd funkce. Pak pro kaZdé x € A plati

(o) oo+ ([srs)o- | rove

Diikaz. Dany prvek x € A interpretujeme jako operator levého, respektive pravého nasobeni, tj. uvazujeme opera-
tory Ly: y— xy a Ry : y — yx. Véta 3.2.14 pak dava

o[ frao) = 1o ([ @) = [ @) o= [ ar)as

Obdobné odvodime druhou rovnost. O
Véta 3.3.44. Necht A je Banachova algebra s jednotkou e a x je prvek A. Zobrazeni ®: Hol(o(x)) — A definované
v Definici 8.3.41 md ndsledugict vlastnosti. (PiSemm f(x) = ®(f) pro f € Hol(o(x)).)

(a) Je to algebraicky homomorfizmus algebry Hol(o(x)) do A, ktery spliuje ®(1) = e a ®(id) =

(b) Pokud {f,} je posloupnost v Hol(o(z)) lokdlné stejnomerné konvergujici k f € Hol(o(x)), plati fr(x) — f(x).

(c) Prvek f(z) je invertibilng prdvé tehdy, kdyz f(\) # 0 pro kaZdé X € o(x).

(d) Plati o(f(x)) = f(o(x)) (véta o obrazu spektra).

(e¢) Pokud g € Hol(o(f(x))), plati (g0 f)(z) = g(f(z)).

(f) Pokud y € A komutuje s x, pak komutuje i s f(x).

Diikaz. (a) Necht T' = Re®, t € [0,27], kde R > |x|. Pak ' ohrani¢uje o(x) v Dom(1) = C a pro kazdé ¢ € A*
plati
1 1 1 S p(z™)
— | Rad\) = — Ry)d\ = — d\
\ <2m'J A ) o FW( ») 27rf 7;0 An

= 1
= g 2m 7)\%_1 dX\ = p(e).

JelikoZ ¢ bylo libovolné, mame poZadovanou identitu (1)(z) = e.
Podobné pro funkci f(\) = A dostaneme pro ¢ € A* podobnym vypoétem

e((1)(2))

A = o [ )= 3 e [ i ar = pla)

2w Jp

Tim je druha ¢ast tvrzeni (a) ovéfena.

Linearita @ je zjevna. Necht f, g € Hol(o(x)) jsou dany a necht jsou definovany na oteviené mnoziné {2 obsahujici
092). Nalezneme otevienou mnnozinu U < C spliwjici o(r) = U = U < Q. Déle necht I je cyklus ohranicujici o (z)
v U a necht Y je cyklus ohrani¢ujici U ve €. Oznaéime-li

1

— d
57 Tg(u)Ru 1

y:

a interpretujeme-li y jako operator nasobeni zprava na A, tj. M, (z) = zy, z € A, dostaneme prvek L(A). PouZijeme
pak (dvakrat) Lemma 3.3.43 a Lemma 3.3.40 a obdrZime Pak plati

f()gle) = <sz ) (o [ s, du) S CIRCLND
ff nydA——J (J FN)g(u)RAR,, du) d\
e Jy ([ 7000 )‘M
w(ﬁﬂm (Li- ) = [ i)

L L mg(u)RM dpdX = L 9(u) (L f(_AZ\ dA) R, dp

= | ) (=) 1) B = 0

Jelikoz
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9() g
Lr RS dp = (2mi)g(N),

plati
f@a@) = 5= [ SOV = (19)(a).

(b) Pokud f, 1036 f, pak pro cykl I ohrani¢ujici o(x) v Dom(f) plati
1fale) — F(2)] = Hj () = SOV < [ 1 = 11, e 'O a
T Dom(T")

a tedy fn(z) — f(2).
(c) , = “ Necht f(M\g) = 0 pro n&jaké Ay € o(z). Pak lze psat f(\) = (Ao — A)g(A), kde g € Hol(o(z)). Pak

(Aoe — z)g(z) = ®((Ao —id)g) = (f) = P(9(Ao —id)) = g(@)(Aoe — ).

Dle Tvrzeni 3.3.22(a2) tak f(z) neni invertovatelny, nebot (Ape — z)~! neexistuje.
we=%“ Je-li f nenulové na o(x), je funkce % € Hol(o(x)). Diky (a) pak méame

e~ 1@ (1) @ = (3) @@
a prvek f(x) je proto invertovatelny.

(d) Tvrzeni plyne pouZitim (c) z nésledujicich ekvivalenci:

Mo € o(f(z)) <= Aoe — f(z) nema inverzi <= (Aol — f)(z) nema inverzi

<= Jpo € o(x): Ao — f1o) = 0 = Ao € o (f(2)).

(e) Necht Qg, Q1 jsou omezené, oteviené mnoZiny takové, ze
e o(x) c Qq, f holomorfni na Qy a Dom(f) = Q,

e f(o(x)) = Q; a g je holomorfni na Qy,

e go f je holomorfni na €.

Nalezneme otevienou mnozinu U splimjici f(o(z)) € U < U < € a cykl I'y ohranicujici U v €. Oznacime-li
W = f~}(U), dostaneme otevienou mnozinu spliwjici o(x) € W < W < Qp. Necht I'y je cykl ohranicujici W v Q.
Pro v e '} je funkce A — #(A) holomorfni na W a plati

1 1 1
(ve—J(@) ' = o LO oy

Dale plati
g(f(@) = — | gw)(ve— f(z)) ' dv.

21 Jp,

Kombinaci téchto rovnosti dostaneme

o) = 5 [ o) (] =) a5 (] 7250 ) o

= L[ g O))RadN = (g0 )(0).

211 Ty

(f) Necht y komutuje s . Pak y komutuje i se v8emi Ry, A € p(z), a tedy pouZitim Lemmatu 3.3.43 dostavame

yf(z) = f SNy Rx dA = f FN Ry dA = f(2)y.

O

Véta 3.3.45 (Runge). Nechl S znaci jednobodovou kompaktifikaci C. Necht Q < C je oteviend mnoZina a necht
A < S\Q obsahuje po jednom bodu z kazdé komponenty souvislosti S\Q2. Necht f je holomorfni na Q. Pak existuje

1
posloupnost {R,} raciondlnich funkci s poly pouze v mnoZiné A takovd, Ze R, % f na Q.

Véta 3.3.46. Necht A je Banachova algebra s jednotkou e a x je prvek A. Pokud zobrazent d: Hol(o(z)) — A
spliiuge (a) a (b) piedchozi véty, plati ® = .
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Dikaz. Necht f € Hol(o(z)) je libovolna funkce. Ozna¢me Q = Dom(f). Dle Rungeovy véty existuje posloupnost
racionélnich funkei {R,} s poly mimo mnoZinu 2, ktera konverguje lokalng stejnomérné k f na Q. Jelikoz ® spliiuje
(a) a je to algebraicky homomorfizmus, ®(R,) = ®(R,). Pouzitim vlstnosti (b) dostaneme ®(f) = ®(f).

O

Véta 3.3.47. Necht A Banachova algebra s jednotkou ea x je prvek A. Pokud o(x) neoddéluje 0 od o0, x md v A
logaritmus a odmocniny vsech Fddii.

Diikaz. Dle predpokladu lezi 0 v neomezené komponenté mnoziny p(z). Existuje tak jednoduSe souvisla oteviena
mnozina O sigma(x) a holomorfni funkee f na €, ktera splituje Aexp(f(A)) pro A € Q. Pak exp(f(z)) =z a
prvek y = f(x) je tak hledany element.

Uvazujeme-li pro n € N prvek y, = exp (£), mame nalezenu n-tou odmocninu. O

3.3.4 Idealy a homomorfizmy

Definice 3.3.48. Necht A a je algebra a I — A je podprostor. Pak I je levy ideal, pokud i € I pro kazdé z € A
a ¢ € I. Obdobné se definuje pravy ideal. Pokud je I pravy i levy ideal, nazgyvame ho oboustrannym idealem (¢i
jenom idealem) Ide4l je vlastni, pokud neni roven A. Maximalni ideal je takovy ideél, ktery neni striktné obsaZen
v zaddném vlastnim ideélu.

Umluva 3.3.49. V dalsim budeme uvazovat pouze viastni idedly.

Lemma 3.3.50. Necht A je algebra s jednotkou a I je idedl v A. Pak faktorprostor A/I s ndsobenim [z][y] = [zy],
x,y € A, je algebra a kvocientové zobrazeni q: A — A/I je homomorfizmus.

Diikaz. Néasobeni je dobfe definovano, nebot

[zllyl = (e +Dy+I)=acy+al +Iy+ 1] =zxy+ 1.
Druhé ¢ast tvrzeni je zjevna. O
Tvrzeni 3.3.51. Necht A je Banachova algebra a I je uzavieny idedl v A. Pak A/I je Banachova algebra.

Diikaz. Vzhledem k V&ts 1.1.20 staci ovéfit nerovnost |[z1][z2]| < ||[z1]]| [x2]- Mame-li tedy x1,2z2 € A dany, pro
€ > 0 nalezneme iy, ip € I takové, Ze ||z; + i;| < |[z;]| + &, j = 1,2. Pak

[[zrzo]l = [[zaz2]| < (21 + 1) (22 +i2)| < [or + ] [z +d2f < ([[21]] + &) ([[z2]] + &)

Véta 3.3.52. Necht A je algebra s jednotkou e. Pak plati ndsledugici tvrzend.
(a) Kazdy idedl je obsaZen v maximdlnim idedlu.
(e) Je-li A Banachova algebra a I je idedl v A, I je idedl a kaZdy maximdini idedl je uzavieny.
Diikaz. (a) Polozme
J={JcA:J>Ijeidedl,e¢ J}.

Pak I € J (ideal I je vlastni, a tedy e ¢ I) a J spliuje pfedpoklady Zornova lemmatu. (Snadno se ovéii, Ze je-li
R < J fetézec, je | JR horni zavora R v J.)

Existuje tedy maximéalni prvek J € J. Ukazme, Ze je maximalni. Necht M > J je idedl. Zjevné e ¢ M, a tedy
M neni vlastni. Z maximality J v J plyne M = J, a tedy J je maximéalni ideal.

(b) P¥fmocarym zptlisobem se ovéi, Ze I je ideal. Je tieba ukazat, 7e je vlastni. K tomuto téelu postadi ukazat,
7e I n G(A) = . Vskutku, pokud z € I je invertovatelny, plati e = 2~z € I. Pak y = ye € I pro kazdé y € A, tj.
I = A, coz je spor. O

Definice 3.3.53. Necht A je algebra. Zobrazeni ¢: A — C nazveme multiplikativnim funkcionalem, pokud se
jedna o algebraicky homomorfizmus, tj. ¢ je linearni a p(zy) = o(z)p(y), z,y € A.
MnozZinu v8ech nenulovych multiplikativnich funkcionali na A znaéime A(A).

Piiklad 3.3.54. Necht K je kompaktni topologicky prostor a A = C'(K). Necht Z znaéi systém vSech uzavienych
ideali v A a F systém vSech neprazdnych, uzavienych podmnozin K. Ozna¢me

Fr=()(f'0): fel}, IeT, a Ip={fcA:f=0anF}, FelF.

Pak plati nasledujici tvrzeni.
(a) Zobrazeni ®: Z — Fy je bijekce Z na F.
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(b) Pro kazdy maximalni ideal I existuje pravé jedno = € K spliwujici I = Iy,y.

Diikaz. (a) Je-li F < K uzavien4, neprazdni mnoZina, je zjevné Ir uzavieny ideal. Jelikoz 1 ¢ I, plati Ir # A.

Necht [ je uzavieny idedl v A a F' = Fj. Pak zjevné I c F7.

Krok 1. UkadZeme, Ze kazdé g € C'(K) spliwjici sptgn F = F je v I.

Mé&jme tedy takové g dano. Nalezneme otevienou mnozinu U < K spliwjici sptg =« U < U < K\F. Pro kazdé
x € U nalezneme f, € I a okoli U, obsahujici x takové, Ze f, # 0 na U,. Diky kompaktnosti U nalezneme C ¢ U
kone¢nou, pro kterou plati U < |, Us. Jelikoz pro kazdé x € U plati |fgC|2 = fufe € I, funkce

h = Z |fac|2

zeC

téz nalezi do I. Navic je h > 0 na U. Polozme

Fa) = {0, zeK\U,

(x) =
Z(w), zel.

JelikoZ je sptg = U a h > 0 na U, lezi f v C(K). Déle mame g = fh, a tedy g € I.

Specialné tak dostavame, ze F # . V opatném piipadé by totiz C(K) < I, coZ je spor.

Krok 2. Necht f € Ir je libovolné. Chceme dokazat, ze f € I. Bez tjmy na obecnosti predpokladejme, ze f # 0.
Vezméme libovolné € € (0, f|) a polozme L = {x € K: |f(x)| = €}. Dostali jsme tak neprazdnou, kompaktni
podmnozinu K disjunktni s F'. Dle Lemmatu 9.1.42 existuje g € C'(K) s hodnotami v [0, 1], ktera spliiuje g = 1 na
L,g=0na FasptgnF = . Pak spt(fg) n F = &, a tedy dle prvniho kroku plati fg € I. Jelikoz | fg — f|| < ¢,
dostavame z uzavienosti I, ze f € I.

Dohromady tedy mame I = I.

Krok 3. Necht nyni F' c K je neprazdna uzaviena mnoZzina. Polozme I = Ip a H = ®(I). Pak proxz € F a
felIplati f(z) =0, atedy F < H. Abychom ové&Fili obracenou inkluzi, vezméme x € K\H (pokud F = K, inkluze
H c F plati trivialng). Dle Lemmatu 9.1.42 existuje f € C(K) spliwjici f(z) = 1a f =0na F. Pak f € I, ale
f(z) # 0. Tedy « ¢ H. Proto F = H.

Tvrzeni (a) je tak dokézano.

(b) Zjevné pro kazdé x € K plati

Iy = Kereg,

kde ¢, € A* je definovan jako e,(f) = f(z), f € A. Idedl Iy, ma tedy kodimenzi 1, a proto je maximalni.
Obréceng, je-li I maximélni ideal v A, existuje uzaviena neprazdna mnozina F' v K, pro kterou plati [ = Ip.

Pokud by F' obsahovala dva rizné body, reknéme x a y, ideal I, by pak byl ideal striktné obsahujici I, coz by byl
spor s maximalitou /. Mnozina F' je proto jednobodova, a dikaz je tak hotov. O]
Tvrzeni 3.3.55. Necht A je algebra. Pak plati ndsledujici tvrzend.

(a) Md-li A jednotku e, pro kazdé p € A(A) plati p(e) = 1.

(a) Kazdy prvek o € A(A) md jednoznacné rozsireni na @ € A(A,).

(b) Plati A(Ae) = {@: p e A(A)} U {vw}, kde ou(z,X) = A, (z,A) € Ae.

Diikaz. (a) Jelikoz ¢(e) = ¢(e?) = (p(e))?, plati ¢(e) = 0, nebo ¢(e) = 1. V prvnim pifpadé pak méme

p(r) = plex) = p(e)p(z) =0, z€ A,
coz je ve sporu s nenulovosti ¢.

(b) Je-li ¢ prvek A(A), polozime @(x, ) = p(x) + A, (x, ) € A.. Piimodaie se ovéfi, Ze @ je homomorfizmus.
(Pro (z, ), (y, 8) € A, totiz plati

P((z,a)(y, B)) = ¢((zy + Br + ay,aB)) = p(zy + Bz + ay) + af = p(x)e(y) + Be(z) + ap(y) + of
= (p(z) + a)(e(y) + B) = §(x,a)B(y, B).)

Jelikoz
¢(z) = S(ze) = B(x)p(e) = §(z), w €A,
je @ dokonce nenulovy na A. Tedy @ € A(A,).
Pokud ¢ € A(A,) je téz rozsifeni ¢ na A, méame ¥(e) = 1 dle (a). Tedy ¢ = @.
(c) Pokud mame ¢ € A(A,), pak ¢ = ¥|4 je homomorfizums na A. Pokud ¢ # 0, je ¢ € A(A), a tedy ¢ = @.
V opa¢ném piipadé je ¢ = 0 na A, coz ale diky nenulovosti ¥ znamena ¥ = @q,. O]

Tvrzeni 3.3.56. Necht A je Banachova algebra. Pak plati ndsledugjici tvrzend.
(a) Pro kazdé x € A a p € A(A) plati |p(x)| < r(z).
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(b) Pokud A md jednotku e, pak ¢ # 0 na G(A) pro kazdé ¢ € A(A).
(¢) Pro kazdé x € A a p € A(A) plati p(x) < o(x).

(d) Plati A(A) € Byx.

(e) Pokud A md jednotku e, pak A(A) < Spx.

Diikaz. (a) Necht x € A a p € A(A).
Krok 1. Predpokladejme nejprve, ze A méa jednotku e. Necht X € C spliiuje || > r(z). Pak

r(5) - |G

atedy e —2 = Ae— %) € G(A).
Pak plati Ae — x # 0. Vskutku, v opa¢ném piipadé bychom totiz dostali

ple) = p((Ae —a)(Ae —2)71) = 0,

1
= [yt 1 = 1 Alr) <1,

|
|

coz implikuje, Ze ¢ = 0 na A.
Tedy ¢(x) # A. Proto |¢(z)| < r(x).
Krok 2. Pokud A nemé jednotku, uvazujme A, a @. Pak

lp(@)] = [§(2,0)] < 7a.(2,0) = ra().

(b) Pokud ¢(z) = 0 pro n&jaky invertovatelny prvek x € A, méame

p(e) = p(z)p(x~!) =0,

coz je spor s Tvrzenim 3.3.55(a).

(¢) Necht z € A a p e A(A) jsou dany.

Krok 1. Necht nejprve A méa jednotku e. Uvazujme libovolné A € p(x). Pak Ae —x € G(A), a tedy ¢(z) # A dle
(b). Proto ¢(x) € o(x).

Krok 2. Neméa-li A jednotku, uvazujme algebru A, a ¢. Z prvniho kroku jiz vime, Ze

p(x) = ¢(x,0) € 04, (2).

Jelikoz o 4(z) = o4, (z) dle definice, je tvrzeni dokazano.
(d) Jelikoz r(z) < ||z|, pro ¢ € A(A) plati dle (a)

o(2)] < r(z) <z

Tedy ] < 1.
(e) Dle Tvrzent 3.3.55(a) je |¢| = |p(e)| = 1. 0

Lemma 3.3.57. Necht A je komutativni Banachova algebra s jednotkou e a x € A neni invertovatelny. Pak xA je
idedl v A.

Diikaz. Pro kazdé y € A a a € A plati

y(za) = z(ya) = z(ay) = (za)y € zA,

a tedy je xA ideal. Dale A n G(A) = &, nebot v opatném piipadé by pro prvek z € zA n G(A) tvaru z = za
platilo, Ze x i a jsou invertovatelné (viz Tvrzeni 3.3.22(a)), coZ je spor. O

Véta 3.3.58. Necht A je komutativni Banachova algebra s jednotkou e. Pak zobrazeni ®: ¢ — Ker ¢ je bijekce
mezi A(A) a mazimdlnimi idedly.

Dikaz. Krok 1. M&me nejprve ¢ € A(A) dano. Pak Ker ¢ je ideal kodimenze 1, a tedy je maximalni.

Spliwji-li nyni dva prvky ¢,9 € A(A) vztah I = Kerp = Ker, pak existuje ¢ € C takové, Ze 1 = cp (viz
Lemma 3.1.82). Jelikoz p(e) = ¢(e) = 1 a A = I @ span{u}, plati p = .

Krok 2. Necht M je maximalni ideal. Dle Véty 3.3.52 je M uzavieny. Tedy B = A/M je komutativni Bana-
chova algebra a kvocientové zobrazeni q: A — B je homomorfizmus. UkaZzeme, Ze kazdy nenulovy prvek v B je
invertovatelny. Pro spor predpokladejm, Ze [x] € B\{0} neni invertovatelné. Pak C' = [z]B je vlastni ideal v B dle
Lemmatu 3.3.57. Pak ¢~ 1(C) je ideal, ktery neobsahuje e a striktné obsahuje M (plati x € ¢=1(C)\M). To je viak
spor s maximalitou M.

Tedy G(B) = B\{0}, coz dle Banachovy-Mazurovy véty 3.3.27 znamen4, ze B je homomorfni s C. Oznacime-li
j: B — C tento homomorfizmus, je ¢ = i o ¢ prvek A(A) splijici M = Ker ¢. O
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Priklad 3.3.59. Necht K je lokalné kompaktni topologicky prostor a A = Cy(K). Necht ¢: K — A(A) znadi
zobrazeni pfifazujici kazdému x € K funkcional ., tj. Dirakovu miru v bodé x. Pak ¢ je homeomorfizmus K a

A(A).

Diikaz. Krok 1. Zjevné plati e(K) < A(A).
Krok 2. Necht nejprve K je kompaktni, tj. A = C(K). Mame-li ¢ € A(A), je dle Véty 3.3.58 jadro Ker
maximalni ideal v A. Za pomoci P¥ikladu 3.3.54 existuje bod x € K spliujici

Kerp = I,y = {f € A: f(z) = 0} = Kere,.

Dle Lemmatu 3.1.82 existuje ¢ € C takové, ze ¢ = ce,. Jelikoz ¢ je multiplikativni, plati ¢ = 1, tj. ¢ = &,.
Neni-li K kompaktni, necht aK je jednobodova kompaktifikace K. Pak A je uzaviend podalgebra C(aK).
Uvazujme algebru A, a zobrazeni ¥U: C'(aK) — A, definované jako

U(f) = (f = fl@), fle)), [eC(K).

Pak ¥ je izomorfizmus C(K) a A., a tedy lze prvek ¢ € A(A,) uvaZzovat jako prvek A(C(K)). Jako vySe pouZijeme
Priklad 3.3.54 k nalezeni bodu x € aK spliujiciho @ = ¢,. Jelikoz vgr\ﬁzi je nenulové na A, plati x € K.
Krok 2. Ukazeme, Ze ¢ je homeomorfizmus. Necht {z;} je net v K konvergujici k néjakému x v K. Pak pro
kazdou f € A plati
ez, (f) = fzi) = f(x) = e (),

*
tj. €2, —> €,. Zobrazeni ¢ je tedy spojité.

*
Obréacend, nechf e,, = &,, kde {e, }ier je net v A(A) a e, € A(A). Necht U je libovolné okoli z. Nalezneme
otevienou mnozinu V splijici « € V < V < U. Pouzitim Lemmatu 9.1.42 sestrojime funkci f: K — [0, 1], jejiz
nosi¢ je obsazen ve V, a ktera splije f(x) = 1. Jelikoz

W= (et e A% ot (f) — alD)] < )

je w*-oteviené okoli £,, existuje index ig € I takovy, Ze |e,,(f) —e(f)] < i pro i = ig. Pak pro tato i plati

|f(x;)| # 0, a tedy z; € V. Proto ¥; — x a zobrazeni ¢! je téZ spojité. Tim je ditkaz dokonéen. O
Priklad 3.3.60. Necht n e N\{1} a A = L(X), kde dim X = n. Pak A(4) = &.

Diikaz. Necht n e N\{1} je pevné. Pro 4,j € {1,...,n} ozna¢me jako e;; matici, kterda ma hodnotu 1 na pozici (i, j)
a 0 jinak. Necht e znaéi jednotkovou matici a 0 nulovou matici. Pak plati

Ciien = €ijy Z:J:k:lv
IR0, jinak,

a{e;:14,j€{l,...,n}} je baze prostoru L(X).

Necht ¢ € A(A). Pak existuji ¢isla ¢;; € C, 4,7 € {1,...,n}, takova, Ze p(z) = 3"

ij=1 CijTijs kde z € L(X) je

vyjadreno jako x = 3", wije;;. Jelikoz pro i # j plati

Cii, V=17,

cijcij = pleij0p(ei) = @(eijes;) = ..
0, jinak,

dostévame c;; = 0 pro i # j.
Dale pro i€ {1,...,n — 1} plati e; pen; = €;;, a tedy
cii = P(eii) = p(emeni) = P(€in)p(€ni) = Cintni = 0.
Nakonec rovnost e,ie1, = ey, implikuje
cnn = ¢(€nn) = p(en1)p(€1n) = cpic1y = 0.
Tim je dikaz dokoncen. O

Véta 3.3.61. Necht A je komutativni Banachova algebra. Uvazujme A(A) jako podmnoZinu (Basx,w*). Pak plati
ndsledugjict tvrzend.
(a) Prostor A(A) je lokdlné kompaktni.

(b) Md-li A jednotku, je A(A) kompaktni.
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(c) Oznacme A(A) = {F: ¢ € A(A)}. Pak plati, ze A(A.) = A(A) U {pw} a je to jednobodovd kompaktifikace
A(A). Navic je zobrazeni ®: A(A) > A(A,), kde ®(p) = @, homeomorfizmus.

*

*

Diikaz. (a) Ukadzeme, ze (A)w < A(A)u{0}. To vsak snadno plyne z faktu, ze prvek (A)w je téZ multiplikativni
funkcional. Je tedy bud obsazen v A(A), anebo je nulovy.

Z tohoto pozorovani jiz plyne lokalni kompaktnost A(A). Je-li totiz ¢ € A(A) dano, nalezneme jeho w*-
kompaktni okoli U v Bax, které neobsahuje 0. Pak U n A(A) je w*-kompaktni okoli ¢ v A(A).

(b) Je-li e jednotka A, pak A(A) c {x* € Bx: x*(e) = 1}, coZ je w*-uzaviend mnozina neobsahujici 0. Z (a)

*

nyni plyne (A)w = A(A),a tedy je A(A) kompaktni.

(c) Ukazeme, Ze ® je homeomorfizmus. Zjevné je zobrazeni ®~! spojité, nebot ®(3) = @la = ¢, p € A(A). Je-li
nyni {¢;} net v A(A) konvergujici k ¢ € A(A), pro (z,a) € A, plati

Gi(z,a) = pi(r) + a = o) + a = §(z, ).

Zobrazeni ® je tedy také spojité. Jedna se proto o homeomorfizmus.
Jelikoz

w*

AA)" cA@)" = A(A) = A(4) U (g},

argumentaci analogickou té v tvrzeni (a) ovéifme lokalni kompaktnost prostoru A(A) a fakt, ze A(A.) je jeho
jednobodova kompaktifikace.
O
3.3.5 Gelfandova reprezentace
Definice 3.3.62. (a) Necht A je komutativni Banachova algebra. Zobrazeni
I'g: A— Co(AA),
€T EI‘A(A)v

se nazyva Gelfandova transformace A. Prvek I'z se nékdy znac¢i jako Z. Nebude-li hrozit nedorozuméni, budeme
pséat pouze I misto ' 4.
(b) Radikal A je definovan jako

Rad(A) = ﬂ{Kercp: peA(A)} (= ﬂ{]: I maximalni modularni ideal v A}.
Algebra A se nazyva polojednoducha, pokud Rad A = {0}.
Véta 3.3.63. Necht A je komutativni Banachova algebra a x € A.
oa(x)\{0} € RngZ c o4(x).
Pokud A md jednotku e, plati 0 4(x) = RngZ.

Diikaz. Krok 1. Necht nejprve A mé jednotku e. Pak ¢(z) < o(z) pro kazdé ¢ € A(A) dle Tvrzeni 3.3.56(c). Pokud
A € o(x) je dano, prvek Ae — z neni invertovatelny. Dle Lemmatu 3.3.57 je (Ae — x) A vlastni ideal, ktery lze podle
Véty 3.3.52(d) vlozit do néjakého maximalniho idealu (kazdy ideal v A je modularni diky Véte 3.3.52(a)). Pak
existuje ¢ € A(A) spliwjici ¢ = 0 na (Ae — z)A (viz Véta 3.3.58). Pak plati

0=pre—21z) 1=ple—x)p(e) =p(re —x) =\ — p(x).

Tedy () = A. Dohromady mame, ze Rng % = o(x).
Krok 2. Necht nyni A nemé jednotku. Pak pouzitim prvniho kroku dostavame

oa(@)\{0} = o4, (@)\{0} = (T4, 2)(A(A))\{0} € (Ta.2)(A(Ae)) = 04, (2) = 0a(2).

Jelikoz A(A,) = A(A) U {pw} (viz Véta 3.3.61(c)), plati pro ¢ € A(A,)

(FA x)(¢) _ {Sﬁ(f)a 1/} = SZ pro Héjaké pE A(A)v

07 1/}:3000

Dostévame proto, Zze mnoziny RngI'y x a RngI' a4 se lisi nejvyse o ¢islo 0. Z tohoto faktu jiz plyne pozadovany
ZAVer. O

Disledek 3.3.64. Necht A je komutationi Banachova algebra a x € A, pak T = 0 prdvé tehdy, kdyz r(x) = 0.
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Drikaz. Plyne ihned z Véty 3.3.63. O

Véta 3.3.65. Necht A je komutativni Banachova algebra. Pak plati ndsledujici tvrzend.
(a) PlatiT'(A) = Co(A(A)), [T <1 a|Zlcyaca)y =r(z) pro kaZdé x € A.
(b) Zobrazeni T je algebraicky homomorfizmus A do Co(A(A)) a T'(A) separuje body A(A).
(¢) Necht

z
Fleoamn o agopy.
(e

-~ .

r=inf{——=%:2€ A\{0}} a s=inf{
(E4 D

Pak s> <r <s<1.

22| = |z|?, z € A.

(d) Zobrazeni T je izometrie prdavé tehdy, kdyz
(¢) Algebra A je polojednoduchd a T(A) je uzaviend pravé tehdy, kdy? existuje K > 0 takové, Ze |z|* < K l=2|,
z e A

Diikaz. (a) JelikoZ je €, spojita funkce na (Bax,w™), je Z spojita funkce na A(A). Déle £,(0) = 0, pficemz 0 je
kompaktifikujici bod A(A) (viz Véta 3.3.61(a)). Tedy Z € Cp(A(A). Dale mame dle Disledku 3.3.63 odhad

|Z] = sup{[e(z)| : o € A(A)} = sup{|A| : Ae RngZ} <r(z) < [z, zeA

Tedy |T'| < 1. Posledni tvrzeni plyne z Véty 3.3.63.
(b) Zjevné je T linearni. Dale pro xz,y € A a p € A(A) plati

Ty(p) = p(ry) = p(x)e(y) = Z(¥)7(»),

coZ znamené, ze I zachovava nésobeni.
Pokud 1, 2 jsou dva rizné elementy v A(A), existuje x € A spliwjici p1(x) # @o(z). Tedy Z separuje ;1 od
p2.
(c) Zrejmé plati s < 1. Dale mame
1Zlcoacay = sl
a tedy

H‘T2HA > H"EZHCO(A(A)) = H@)QHCO(A(A)) = H/I\HZCO(A(A)) < s? ”17||,24~

Tedy s < r.

Koneéné plati r < s, nebot pro kazdé n € N mame z nerovnosti HZQHA > r|z|? platné pro kazdé z € A odhad

T P A

A\

Upravou odvodime
o

1_g—n
=r

| 2.4

coz diky Vété 3.3.25(d) znamena r(x) > r|z| 4. Diky (a) pak mame

1Zlco(acay) =r@) =r|z]y,

z ¢ehoz nerovnost r < s plyne.

(d) Dle (c) plati
I je izometrie <= Vre A: |2 aa)y =24 = s=1le=r=1<VzeA: Hx2HA = HwHi

(e) ,, = “ Dle predpokladu je I': A — T'(A) spojité, prosté zobrazeni Banachova prostoru A na Banachiv
prostor I'(4), a tedy je dle Véty 1.3.7(a) invertovatelné. Existuje tedy C' > 0 takové, Ze |Z]o, a4y = C || pro
kazdé x € A. To znamena, Ze s > 0. Proto i r > 0, takZe konstanta k = % spliiuje pozadovnou nerovnost.

,<=" Dle predpokladu je r > 0, coz znamena, ze také s > 0. Jinymi slovy méme, Ze I je zdola omezeny operator.
Dle Lemmatu 1.4.10 je I" prosté zobrazeni a jeho obor hodnot je uzavieny. Proto je A polojednoducha. O

Lemma 3.3.66. Necht A, B jsou komutativni Banachovy algebry, které jsou algebraicky izomorfni. Pak A(A) a
A(B) jsou homeomorfni.
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Driikaz. Necht T: A — B je algebraicky izomorfizmus. Pak algebraicky dualni operator

T#: A(B) — A(A),
T#ip(a) = (Ta), e A(B),ac A,

indukuje bijekci mezi A(A) a A(B). Oznaéme ji T, tj. Yo = T# o pro ¢ € A(B). Dale plati, Ze
T spojité <= Ya € A: g, 0 T# o spojité na A(B).
Ale to je zfejmé, nebot pro net {¢;} v A(B) konvergujici k ¢ € A(B) mame
(€a 0 T%)) (W) = ¥i(Ta) — $(Ta) = (ca 0 T* ).
Podobné ukazeme, ze T~ je spojité. O

Véta 3.3.67. Necht X, Y jsou lokdlné kompaktni topologické prostory. Pak ndsledujici tvrzent jsou ekvivalentny.
(i) Banachovy algebry Co(X) a Co(Y) jsou algebraicky izometricky izomorfnd.
(i) Algebry Co(X) a Co(Y) jsou algebraicky izomorfni.
(iii) Topologické prostory X a'Y jsou homeomorfni.
Diikaz. (i) = (ii) je zfejmé.
(i) = (iii) Necht Cy(X) je algebraicky izomorfni s Co(Y') pomoci zobrazeni T#. Dle Lemmatu 3.3.66 jsou
prostory A(Co(X)) a A(Co(Y')) homeomorfni. Pouzitim P¥ikladu 3.3.59 tak dostavame, Ze X je homeomorfni s Y.

(i) = (iii) Je-li p: X — Y homeomorfizmus, je T': g — g o ¢ algebaricky izometricky izomorfizmus Cy(Y)
na Cp(X). O

Véta 3.3.68. Necht A, B jsou Banachovy algebry, piicemz B je polojednoduchd a komutativni. Pak plati ndsledujict
turzent.

(a) Necht: A — B je homomorfizmus. Pak 1 je spojité.

(b) Necht |-|, je norma na B, se kterou je B Banachova algebra. Pak |-||,, je ekvivalentni s pivodni normou.
Diikaz. (a) Ovéiime, Ze ¢ je uzaviené zobrazeni. Necht tedy posloupnost {a,} v A konverguje k néjakému a € A

a Y(a,) — b pro n&jaké b € B. Vezméme libovolné ¢ € A(B). Pak p o € A(A) U {0}, a tedy je p o) € A* (viz
Tvrzeni 3.3.56(d)). Proto

p(b) = lm p((an)) = Tim (0 v)(an) = (p01)(a) = $(i(a)).

n—oo

Tedy (b) = ¢(¢(a)) pro kazdé ¢ € A(A). Jelikoz je B polojednoducha, b = ¢ (a).

Pouzitim Véty 1.3.9 tak diukaz zakon¢ime.

(b) Je-li ||-| ptvodni norma na B, spliiuje identické zobrazeni I: (B, |-[|,,) — (B, |-|) pfedpoklady tvrzeni (a).
Je tedy I spojité, coZ znamen4, Ze se jedna o izomorfizmus (viz Véta 1.3.7). O

3.3.6 (*-algebry

Definice 3.3.69. Necht A je algebra. Zobrazeni *: A — A se nazyva involuce, pokud ma nésledujici vlastnosti:
(a+b)* =a*+b* a,be A,
(Aa)* = Xa*, ae A, A e C,
o (ab)* =b*a*, a,be A,
(a*)*

a®)* =a, a€ A

Definice 3.3.70. Necht A je algebra s involuci a x € A. Prvek x se nazyva
e normalni, pokud zz* = z*zx,
e samoadjungovany (hermitovsky), pokud z* = z,
e nilpotentni, pokud existuje n € N takové, ze ™ = 0.

Pokud A ma4 jednotku e, prvek z je unitarni, spliiuje-li z*z = zz* = e.
Definice 3.3.71. Necht A je Banachova algebra s involuci. Pak A je C*-algebra, pokud plati C*-identita

2
[zz*| = ||z|, =€ A. (3.23)
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Priklady 3.3.72. (a) Je-li K libovolna mnozina, je £*°(K) s bodovym néasobenim a involuci f*(z) = f(x), z € K,
fel®(K), C*-algebra. Kazda jeji uzaviena podalgebra, jeZ je uzaviené na involuci, je téz C*-algebra.

(b) Je-li K lokalné kompaktni topologicky prostor, je Banachova algebra Cy(K) s involuci f*(x) = f(z), z € K,
f e Cy(K), C*-algebra.

(c) Je-li H Hilberttv prostor, je Banachova algebra L£(H) s involuci danou T — T* (viz Defince 1.4.4) je
C*-algebra.

(d) Je-li H Hilbertiv prostor, je Banachova algebra K (H) s involuci zdédénou s L(H) téz C*-algebra.

(e) Na Banachové algebte A(D) (viz Piiklad 3.3.13) je zobrazeni dané jako f*(z) = f(2), z € D, f € A(D),
involuce. Algebra A nicméné neni C*-algebra.

(f) Necht G je lokdlné kompaktni, abelovska topologickd grupa a A je Banachova algebra L'(G) (viz P¥i-
klad 3.3.12). Pak je zobrazeni f*(z) = f(—xz), z € G, f € L*(G), involuce na A, se kterou je A C*-algebra prave
tehdy, kdyz G = {e}.

Diikaz. Tvrzeni (a) a (b) jsou zfejmaé.
(c) Vlastnosti involuce pro L(H) plynou z Véty 1.4.5. Rovnost (3.23) plyne téz z Véty 1.4.5, nebot

|TT*| < |7 |T*| = T

2 2 2
IT|™ = IT*" = sup [T*z|" = sup [(T*z, T*wx)| = sup KTT*z,z)| < sup [TT*z||z| = |TT*].
reBy x€Bp reBy reBy

(d) Tvrzeni plyne z Véty 1.4.20 a 1.4.3.

(e) Je-li f holomorfni na D, pFimocaie se pomoci Cauchyovo-Riemannovo podminek ovéii, ze f* je téze holo-
morfni. Tato involuce nicméné nespliiuje (3.23). Uvazujme funkce f(z) = exp(iz), z € C. Pak f*(z) = exp(iz) a
pro z = a + b, kde a,b € R, plati

|f(2)] = |exp(iz)| = |exp(ia — b)| = |exp(ia)| |exp(—b)| = exp(=b) a
17*(2)] = [oxp(i)| = lexplia + b)] = [explia)| [exp(b)] = exp(b).
Tedy _
[ f*(2)] = [f () [f*(2)] = exp(=b) exp(b) =1, z=a+ibeD.

Na druhou stranu pro z = —i mame |f(—i)| = exp(1). Tedy C*-identita pro tuto funkci f neplati.
(f) Zobrazeni *: f — f* je zjevn& involuce. Zbyvajici ¢ast tvrzeni bude ukazéna v Sekci 3.4 O

Tvrzeni 3.3.73. Necht A je normovand algebra s involuct, kterd spliiuje |xx™®| = HxQH Pak norma na A spliiuje
(3.23) a pro kazdé x € A plati

[z = =% o fa2®| = || 2% = |=*=] .
Ditkaz Jeliko |a]* < |za*| < || |o*], méme |o| < |o*|. Dale plati |o*] < |(@*)*] < o], tedy ] = [2*].
Proto |zz*|| < |z| |z*|| = |z|* a (3.23) je splnéna.
Druhé ¢éast tvrzeni plyne z rovnosti
2 2
l*a] = 2 ()" = |=*|" = =]~

O

Tvrzeni 3.3.74. Necht A je C*-algebra bez jednotky. Pak na A. existuje involuce roz§ifujict involuci z A. Dale
lze normu A roz$irit na A, takovym zpisobem, Ze A. je C*-algebra, e md normu 1 a tato norma je ekvivalentni s
dFivéjst normou na A definovanou v Tvrzeni 3.3.6.

Diikaz. Polozime-li B
(a, \)* = (a*,\), (a,\) € A,

obdrzime pozadovanou involuci na A,.
Kazdy prvek (a, \) € A, lze chapat jako operator L, ) levého nasobeni na A, tj.
Tan)(b) = (a,\)(b,0) = ab+ \b, be A

Definujme novou normu |-|,, na A, jako
I(a, M, = HL(aA) HL(A) :
Krok 1. Je t¥eba ovéfit, ze ||(a, A)[,, = 0 pravé tehdy, kdyZ (a, A) = 0. Pfedpokladejme, ze ab+ \b = 0 pro kazdé
be A. Pokud X # 0, plati pro u = —% formule

Vbe A: b= ub,
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tj. u je leva jednotka v A. Jelikoz

plati
Vbe B: bu = bu™ = (ub*)* = (b*)* = b,

tj. u je i prava jednotka. Prvek u je proto jednotka A, coZ je spor s predpokladem.

Proto A = 0. V tomto piipadé pak ale dostavame ab = 0 pro kazdé b € A, coZ specialné znamena 0 = ||aa
|a|®. Element a je proto nulovy a [-[I,, je vskutku norma na A..

Krok 2. JelikoZ pro a € A nenulové plati

=

[(a,0),, = sup [ad] < a]
bGBA

es0), > e = g loa”1 = el

plati |(a,0)|,, = lla|, tj. |-[,, rozsifuje normu z A.
Krok 3. Dale pro (a, A) € A, plati

I(a, )\)(a*,X)Hn = [(aa* + Xa + Aa*, )\X)Hn = sup [aa™b + Aab + Aa*b + ANb|

beBa

\Y

sup (6] [laa*b + Xab + Aa*b + ANb|)
beBa

sup [b*aa*b+ Ab*ab + Ab*a*b + ANb*b|
bEBA

= sup [(b*a™ + Xb*)(ab + Ab)| = sup [(ab+ Xb)*)(ab + A\b)|
bGBA

sup [ab + AbJ* = sup L ()] = I(a, N[
beBa beBa

Jelikoz je x — L, algebraicky homomorfizmus A, do L(A) (viz dtiikaz Tvrzeni 3.3.7), je (4, |-|,,) normovan4 algebra.
Dle Tvrzeni 3.3.73 spliwje |[-||,, identitu (3.23).
Krok 4. Pro jednotku A, plati
1€0, V)], = sup [[b] = 1.

beBa

Krok 5. Prostor X = (A, ||,,) je uplny. Prostor (A, |[-[,) je totiz v X jakozto tplny prostor uzavieny a ma
kone¢nou kodimenzi. Je tedy komplementovatelny (viz Tvrzeni 1.2.9(b)), coz znamend, ze X = A @; Ker P, kde P
je projekce na A. Jelikoz Ker P je tplny (viz Véta ?7?), je prostor A x Ker P uplny dle Véty 1.1.20(b). Prostor X
je vSak izomorfni s A x Ker P dle Tvrzeni 3.1.71(b), a tedy je uplny. O
Tvrzeni 3.3.75. Necht A je Banachova algebra s involuci a x € A. Pak plati ndsledujici tvrzent.

(a) Proky x + x*, i(z* — ) a zx* jsou hermitovské.

(b) Ezistuji jednoznacné uréené hermitovské proky u,v € A splitujici x = u + iv.

(¢) Pokud A md jednotku e, je e hermitovskd.

(d) Necht A md jednotku e. Pak x € G(A) prdvé tehdy, kdy? x* € G(A). V tomto pFipadé pak plati (z*)~! = (x71)*,
(e) Pro komplexni ¢islo X plati X € o(x) pravé tehdy, kdyz X € o(z*).

Diikaz. (a) Plati

*

(x+a®)* =z + @) =a*+x=a+2% (i(*—2)"=—-ilx—2")=i(z*—12z) a

(b) Polozime-li u = }(z 4+ 2*) av = 5 (z —2*) = £(2* — x), dostaneme dle (a) hermitovské prvky, které splituji
T = f(x+x*)+i%(x* —x) =u+iv.
Pokud a + ib = ¢ + id, kde a,b,c,d jesou hermitovské, plati téZ a — ib = ¢ — id. SeCtenim téchto rovnosti

dostaneme a = c, jejich odeCtenim b = c.
(¢) Mame



(d) Pokud z~! existuje, plati
(;13_1)*33* _ (mw—l)* —e*=¢ a x*@g—l)* _ (33_15(:)* = e* = ¢,

Tedy (x*)~1

= (z7hH*.
Pokud (z*)~

! existuje, plati dle pfedchoziho x = (z*)* € G(A) a pro y = x* plati
et = ()T =) = ()T
(e) Pokud A ma jednotku e, plati dle (d)
Aep(z) = de—2eG(A) = (Ne—2)* € G(A) = de —2* € G(A) = ) € p(z*).
Pokud A nemé4 jednotku, pak
Neoa(r) = Aeoa (z) = Aeoa (z%) = Neoa(z®).
O

Tvrzeni 3.3.76. Necht A je komutativni, polojednoduchd Banachova algebra. Pak je na A kaZdd involuce spojitd.

Dikaz. Necht * je involuce na A. Diky Vété o uzavieném grafu 1.3.9 staci ukazat, Ze se jedna o uzaviené zobrzeni.
Necht tedy z, — = a ¥ — y, kde x,,2,y € A. Vezmeme libovolny prvek ¢ € A(A) a poloZime ¢(z) = p(x*),
x € A. Pak ¢ je homomorfizmus A do C, a tedy se jedna a spojité zobrazeni (viz Tvrzeni 3.3.56(d)). Proto

P(@) = b(a) = lim (z,) = lim p(w3) = lim p(y).

n—o0 n—0o0 n—o0
Jelikoz je A polojednoduchd, dostavame x* =y a dikaz je hotov. O

Definice 3.3.77. Necht A je algebra s involuci. Pv{ekneme7 7e x € A je nezaporny (znafime x > 0), pokud z je
hermitovsky a o(z) < [0, ).

Véta 3.3.78 (Gelfand—Naimark). Necht A je komutativni C*-algebra. Pak Gelfandova transformace je izometricky
x-izomorfizmus A na Co(A(A)). Navic pro kaZdé x € A plati Tx = 0, kdykoliv x = 0.

Diikaz. Jiz vime, ze T' je homomorfizmus o normé 1.
Krok 1. Necht z € A je hermitovsky. UkdZzeme, 7Ze Z je ralna funkce na A(A). Necht nejprve A ma jednotku e.
Pro libovolné ¢ € A(A) polozime p(z) = a + i3, kde a, 8 € R. Pro kazdé ¢t € R ozna¢me z; = = + ite. Pak

zxf = (v +ite)(z* — ite)(z + ite) (z — ite) = 2° + t%e.

Dostévame tak
. 2 2 2 2
o+ (B+1)? =la+i(B+1)] =le@)]” < loe]” = l|lzeaf| < |2 + 2.

Tedy plati
VteR: o + B2+ 28t < |z|?,

coz implikuje 5 = 0.

Pokud A nema4 jednotku, je prvek (x,0) hermitovsky v A.. Je-li ¢ € A(A), je jeho rozsifeni @ v A(4) (viz
Tvrzeni 3.3.55). Tedy ¢(z) = $(x,0) € R. -

Krok 2. Necht z € A a ¢ € A(A). Ukazeme, ze p(z*) = p(z). Rozlozime-li x na dva hermitvské prvky jako
T = u + v, plati pak * = u — iv, a tedy

p(x) = p(u) +ipv) a (@)= p(u) —ip(v).

Vhledem k prvnimu kroku plati pozadovana rovnost.

Krok 3. Systém I'(A) = {Z: x € A} je podpalgebra Cy(A(A)), kterd oddéluje body a je komplexné sdruzené.
Dle Stoneovy-Weierstrassovy véty plati I'(4) = Cp(A(A)).

Krok J. Zbyva ovérit, Ze T je izometrie. Je-li € A dan, je y = x*x hermitovsky a dle (3.23) pro né&j plati

n n
“l=ll", neN

L
Dle Véty 3.3.25(d) plati

Iylly = r(y) = H@HCO(A(A)) :
Proto diky rovnosti § = T*3 = 77 plati

1212 acay = |2 — 19lcoacay = 19l = 22l = ol
Co(A(A)) °
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Krok 5. Nyni jiz vidime, Zze T'(A) je uzavieny podprostor Co(A(A)), coz diky t¥etimu kroku znamena, ze T' je
surjektivni.
Krok 6. Pokud x je nezaporny prvek A, plati

Rngl'r = o¢yacaylr = oaz < [0,00).
Tedy I'z je nezaporna funkce. O

Véta 3.3.79. Necht A a B jsou komutativni C*-algebry. Pak jsou ndsledujici tvrzeni ekvivalentnd.
(i) Prostory A(A) a A(B) jsou homeomorfni.
(i) Ezistuje izometricky =-izomorfizmus A na B.
(iii) Algebra A je algebraicky izomorfni s B.
Dikaz. (i) == (ii) Necht ¢: A(A) — A(B) je homeomorfizmus. Pak jsou prostory Co(A(B)) a Co(A(A))
izometricky #-izomorfni pomoci zobrazeni g — goyp, g € Co(A(B)). Jelikoz je A izometricky #-izomorfni s Cop(A(A))

a podobné B je izometricky #-izomorfni s Co(A(B)), tvrzeni (ii) plati.
Ziejmé (ii) = (iii) a (iii) == (i) diky Lemmatu 3.3.66. O

Vé&ta 3.3.80 (Gelfand—Naimark—Segal). Necht A je C*-algebra, pak ji lze izometrickym %-izomorfizmem vnofit do
L(H) pro vhodny Hilbertiv prostor H.

Diikaz. Bez dukazu. O

Piiklad 3.3.81. Existuje kone¢né dimenzionélni komutativni Banachova algebra s involuci takova, Ze Gelfandova
reprezentace je #-homomorfizmus, A(A) je kompaktni a A nemé jednotku.

Diikaz. Uvazujme dvoubodovou mnozinu {x1,x2} s operaci nasobeni, které je definovano jako
T =23 = 21Ty = Tox = T3
Necht A sestava z formélnich sum tvaru A\jx1 + Agxo, A, A € C, pficemZ vektorové operace jsou definovany po
soutadnicich, tj.
(M1 + doxo) + (11 + poxe) = (A1 + p1)xr + (Ao + p2)ze,  A(A1x1 + Aoxa) = (A)z1 + (A\g)zo,

nasobeni je definovano jako

2 2 2
(M) (D) mjwg) = D) Nipgmaay = (M + Ao) (1 + po)w + Oz,
i=1 =1

4,j=1

a involuce jako
()\1.’L‘1 + )\21‘2)* = A1 + Aozs.

Pak A je komutativni algebra s involuci. Algebra A, je pak téZz kone¢né dimenzionalni prostor. Uvazujme na
A, libovolnou normu. Pak A, je Banachiiv prostor a nasobeni na A, je parcidlné spojité. Existuje tak na A, dle
Véty 3.3.7 norma, ve které je A, Banachova algebra. Proto je i A Banachova algebra.

Necht ¢ € A(A) je libovolné. Ozna¢me a; = 11 + 0x2 a az = 01 + 1oy Pak a? = a1 a ajag = ag. Tedy

p(a1)? = p(a1) a plar)p(az) = (ar).
Jelikoz ¢ # 0, p(a1) = p(az) = 1. Tedy A(A) je jednobodova mnoZina, a tudiZ je kompaktni.

Dale, libovolny prvek a algebry A lze vyjadiit jako a = Aja; + Azaq, a tedy

tj. Gelfandova transformace zachovava involuci.
Zjevné viak A nemaé jednotku. Byl-li by totiz prvek a = A\ja; + A2ao € A jednotka, plati

a; = aa; = ()\1 + )\g)al a a2 = aag = ()\1 + )\2)@1.

Tedy 1 = Ay + Ay = 0, coz je spor. O
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3.3.7 Cechova-Stoneova kompaktifikace

Véta 3.3.82. Necht X je uplné requldrni topologicky prostor. Pak plati ndsledujici tvrzend.

(a) Ezistuje kompaktni prostor Y a homeomorfni zobrazeni e: X — Rng¢ < Y takové, Ze Rnge je hustj v Y a
pro kazdou f € C*(X) existuje prdvé jedna funkce g € C(Y) takovd, Ze f(x) = g(e(z)), x € X.

(b) PokudY1,Ys jsou kompaktni prostory spliiujict (a), pFicemz ¢;: X — Y;, i = 1,2, je piislusnd vnofent, existuje
surjektivni homeomorfizmus ¢: Y1 — Ya takovy, Ze ¢(p1(x)) = ¢pa(x), z € X.

Diikaz. (a) Uvazujme komutativni C*-algebru s jednotkou A = C*(X). Pak Y = A(A) je kompaktni prostor a
I': A— C(Y) je izometricky #-izomorfizmus. Uvazujme zobrazeni e: X — Y definované jako

e(x) =¢ep: f— f(x), fe€A quadreX.

Pak ¢ je pozadované zobrazeni.

Vskutku, necht {x;} je net v X. Pokud konverguje k x, pak pro kazdé f € A plati f(z;) — f(z), coz podle
definice topologie na Y znamena e,, — ;. Tedy € je spojité. Pokud e,, — €, v Y, necht U je dané okoli z.
Nalezneme funkci f € C*(X) takovou, ze f(x) =1a f = 0 vné U. Protoze f(z;) = e,,(f) — €.(f) = f(z), existuje
i; € I takové, Ze pro i = ig plati |f(z;)] > 0. Pro tato i je tedy z; € U. Ové&fili jsme tak, ze x; — x, tj. € je
homeomorfizmus.

Dale ukaZeme, 7e
ep(X) je husty v Y. Kdyby tomu tak nebyl, existovala by nenulovéa funkce g € C(Y) splitujici g = 0 na ¢(X). Pak
je funkce f = I'"'g nenulova, ale pro = € X plati

f(@) = ea(f) = Tf)(ex) = g(ez) = 0.

Tedy f = 0, coz je spor.
Je-li nyni f € C*(X) libovoln4, pak funkce g = I'f spliiuje

9(ex) = (Tf)(ex) = ex(f) = f(2), zeX.

Tedy € a Y jsou hledané objekty.

(b) Necht Y; a ¢;, i = 1,2, spliwji (a). Oznacme A; = C(Y;), i = 1,2. Pro g € C(Y32) uvazujme jednozna¢né
uréenou funkci i(g) € C(Y1), kterd splije i(g)(¢1(x)) = g(p2(x)), z € X. Pak i: Ay — A; je izometricky =-
izomorfizmus. Tedy i’ — AF¥ — A% je homeomorfizmus A(A;) na A(Az). Necht ¢, — A(4;) jsou homeomorfizmy
z Prikladu 3.3.59. Polozme ¢ = 52_1 o4’ oe1. Pak ¢ je homeomorfizmus Y; na Y5, ktery pro kazdé z € X spliuje

rovnosti
9(9(¢1(x))) = g((e5" 0@’ 010 ¢1)(2)) = (' 0 1 0 ¢1)(2))(9)
= (e1(¢1(2))(i(g)) = i(9)(d1(x)) = g(¢2(x), g€ C(Yz).
Tedy ¢(é1(x)) = ¢2(x) a dikaz je hotov. O

3.3.8 Prostor L™([0,1])

Véta 3.3.83. Necht A = L*([0,1]) s Lebesgueovou mirou A, A = A(A) a necht T': A — C(A) je Gelfandova
transformace. UvaZujme zobrazeni

Tf = f Tlfd\,  feC(A).
0
Pak T je nezdporny funkciondl na C(A), a tedy eristuje jednoznacné uréend nezdpornd mira u € M(A) spliugici
SA fdu=Tf, feC(A). Pak plati ndsledujici tvrzend.
(a) Mira u je kladnd na neprdzdnych, otevienych podmnoZindch A.
(b) Pro kazdou g € BfP(A) eistuje f € C(A) takovd, Ze g = f u-skoro vsude.
(¢) MnoZina U je oteviend pro kazdou U = A otevienou. Navic u(U) = u(U).
(d) Je-li E € Bs(A(A), pak u(E) = p(Int E) = u(E).
(e) Necht{E;: i€ I} je systém A\-méFitelngjch mnoZin v [0,1]. Pak existuje A-méFitelnd mnoZina E < [0,1] takovd,
Ze
(el) N(E\E)=0,i€l,
(e2) pokud F < [0,1] je A\-méFitelnd a spliiuje (el), plati \(E\F) = 0.
(f) Prostor A nemd izolovany bod.

(g) Prostor A neobsahuje Zddnou konvergentni podposloupnost, kterd by nebylo od jistého clenu konstantnd.
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Diikaz. Pred zapocetmi dikazu tvrzeni si povSimnéme, ze diky rovnostem

esstng f = oaf = oca)l'f =Rngl'f

je T'f nezaporna, kdykoliv je f € A nezaporna. Dale pro E < [0,1] A-méfitelnou plyne z predchézejici rovnosti, Ze
RngT'xg < {0,1}, a tedy Ze se jedna o charakteristickou funkei obojetné mnoziny v A.

(a) Necht V < A je neprazdné, oteviena mnozina. Nalezneme g € C'(A) takovou, z2e 0 < g <1,g=0vné V a
g(r) = 1 pro n&jaké z € V. Ozna¢me f = I'"!g. Pak je f nenulova, nezdporna funkce v A. Proto dostévime

1
0<f fdA=f gdu=f gdu,
0 A 1%
¢ili (a) plati.

(b) Je-li g € Bf®(A) dana, nalezneme diky hustoté spojitych funkei v L2(u) posloupnost {g,,} v C(A) takovou,
ze |g — gnl, — 0. V pFipadé potfeby upravime g, tak, aby |g,|,, < 1. Pak pro f, = T'"'g,, neN, plati | f,|, <1,
neN, a

oo

! 2 ! o o 2
o — fonl dA=f<fn—fm><fn—fm>dA=j 90 — gml? dp, mymeN.
0 0 A

Tedy je {fn} cauchyovské posloupnost v L?([0, 1]). Necht f € L%([0,1]) je limita {f,} v L*([0,1]). Pak pro h =T'f
mame
lg = Rly < lg = gnlly + lgn = hlly = g = gnly + 1fn = £l =0,
a tedy g = h p-skoro vsude.
(¢) Necht V < A je oteviena. Dle (b) existuje f € C(A) takové, Ze f = xy p-skoro viude na A. Pak {z €
A: f(x) # 0} je oteviena mnoZina p-miry 0. Podle (a) je prazdna. Podobné z rovnosti

pV{zeA: flz) #1}) =0 a wp((A\V)n{zeA: f(z) #0}) =0

plyne o
Va{zeA: f(z) #1} = (A\V)n{z e A: f(z) #0} = &.
Tedy f = 1 na V, a tedy ze spojitosti i na V. Dale mame f = 0 na A\V, atedy V = {z € A: f(x) > 0} je oteviena
mnozina. Navic také mame
Xv = f = xv p — skoro vude.

Tedy pu(V) = p(V).
(d) Je-li E € Bs(A), pro € > 0 nalezneme kompakt K a otevienou mnozinu U takové, ze K < F < U a
w(U\K) < e. Jelikoz
H(A\K) = p(ANK) = p(A\Int K),

dostavame pu(K) = pu(Int K). Pak mame
pwEcu(V)=uV)<uK)+e=pIntK)+e < p(ntE) +e.

Tvrzeni je tak dokazano.
(e) Polozme g; = I'xg,, i € I. Pak U; = {z € A: g;(x) = 1} je obojetna mnozina v A. Polozime U = | J,.; U; a
necht f = F’lxﬁ. Pak essrng f = Rng xi7 < {0, 1}. Hledanou mnozinu definujme jako

E={x€][0,1]: f(x) =1}.

Pak pro kazdeé i € I plati T'xg, < I'xg, a tedy xg, < xg A-skoro v8ude. Z toho plyne (el).

Necht nyni F' < [0,1] je libovolna mnozina spliwjici (el). Pak pro kazdé i € I plati xg, < xr A-skoro vsude,
a tedy I'vg, < I'xp, i € I. Tedy mnozina V = {z € A: Txp(xz) = 1} je obojetna mnozina spliwjici U; < V, i € I.
Tedy U < V, z ¢ehoz plyne xg < xr A-skoro vSude.

(f) Nejprve si pov§imnéme, %e pro E < [0, 1] kladné miry A je funkce vy g charakteristickd funkce obojetn0
mnoziny v A. Pfedpokladejme nyni, Ze p € A je izolovany bod. Pak {p} je oteviena mnozina, a tedy p({z}) > 0.
Necht f = F_lx{p}. Pak f = xg pro ngjakou mnozinu spliwjici A(E) > 0. Rozdélme E na dvé disjunktni mnoziny
kladné miry. Pak g; = I'xg,;, ¢ = 1,2, jsou charakteristické funkce neprazdnych otevfenych mnozin U;, kteri jsou
navic disjunktni, nebot

0= FX@ = F(XE1XE2) = FXE1FXE2 = XU XUz
Tedy {p} = Uy u Us, kde Uy, Us jsou disjunktni, neprazdné mnoziny. To je v8ak zfejmy spor.

(g) Necht {p,} je posloupnost navzajem riznych elementit A konvergujici k p € A. Pro kazdé m € N je mnozina
{p} U {pn: n € N\{m}} uzaviena a neobsahuje p,,. Existuje tak otevené okoli V;, bodu p,, které neobsahuje ostatni
body posloupnosti. Uvazujme funkci

—1, =z € V,,n liché,
glx) =<1 ,x € Vy,n sudé,
0, jinak.
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Pak ¢ je omezena, borelovska funkce, a tedy existuje f € C(A) splaujici g = f p-skoro vSude. Jako v bodu (c)
ukazeme, ze f = (—1)" na V,,, n € N, coz znamené, Ze f neni spojité v p. O

Disledek 3.3.84. Necht A je Lebesgueova mira na [0,1], ¥ je systém viech A-méFitelngch mnoZin v [0,1] a N je
systém vSech mnozin miry 0. UvaZujme Booleovu algebru

B=3/N,

tj. algebru vzniklou z ¥ ztotoinénim mnoZin lisici se o miru 0. Pak B je uplnd, tj. kazdy systém {B;: i€ I} v B md
supremum a infimum.

Diikaz. Necht [A] zna&f t¥idu ekvivalence piislusnou mnoziné A € 3, tj. B € [A], pokud AAB € N. Pfipomenme,
Ze pro [A1], [Az] € B jsou Booleovy operace definovany jako

[Al] N [Ag] = [A1 (@) AQ] a[Al] \ [AQ] = [A1 () Ag]

Je-li nyni {[A;]: ¢ € I} n&jaky systém v B, necht A je mnoZina garantovana Vétou 3.3.83(e). Pak [A] je
pozadované supremum daného systému. Infimum pak nalezneme pirechodem k dopliktm.
O

3.3.9 Aplikace pro nekomutativni algebry

Definice 3.3.85. Necht A je algebra s involuci a S © A je mnozina. Rekneme, %e S je normalni, pokud
e S komutuje, tj. ab = ba pro kazdé a,be S, a
o S*={a*:aeS}cS.

Tvrzeni 3.3.86. Necht A je algebra s involuci a S < A je normdlni mnoZina. Pak existuje normdlni mnoZina
obsahugjici S, kterd je maximdlni vzhledem k inkluzi.

Driikaz. Uvazujme systém
S={Tc A: T > S je normalni.}

usporadany inkluzi. Jelikoz S € S, je S je neprazdny. Je-li R < S fetézec, je ihned vidét, ze [ JR je horni zavora R
v §. Aplikaci Zornova lemmatu dikaz dokon¢ime. O

Tvrzeni 3.3.87. Necht A je C*-algebra a B je maximdlni normdini mnoZina v A. Pak plati ndsledujici tvrzend.
(a) Je-li x € A normdlni prvek, ktery komutuje s B, je jiZ obsaZen v B.
(b) MnoZina B je komutativni C*-podalgebra A.
(¢) Md-li A jednotku, op(x) = oa(x) pro kazdé x € B. Nemd-li A jednotku, op(x) se lisi od o 4(x) nejvyse o 0.

Diikaz. (a) Necht x spliuje predpoklady (a). Pak pro kazdé y € B plati xy* = y*x, tj. yz* = z*y. Tedy Bu {z,z*}
je normalni mnoZina obsahujici B, a proto x,x* € B.

(b) Nyni ovéfime, Ze B je #-podalgebra. Jsou-li z,y € B a A € C, jsou x,y normalni. Proto i prvky = + y, Az a
xy jsou normélni. Navic komutuji s B, a tedy jsou v B podle prvniho kroku. MnozZina B je uzaviena na involuci
dle definice.

Necht {x,} je posloupnost prvki z B, ktera konverguje k néjakému x € A. Pak také z* — z*. Diky spojitosti
nasobeni je x normalni a komutuje s B. Tedy je prvekm B.

(¢) Krok 1. Necht nejprve A obsahuje jednotku e. JelikoZ e je normélni prvek komutujici s B, plati e € B dle
(a). Je-liz € B a A€ pa(x), pak (Ae — x)~! je normélni a komutuje s B. Tedy Ae — 2z € B dle (a) a A € pg(x).
Proto pa(z) < pp(x). Jelikoz obracen4 inkluze je trivialni, mame o 4(z) = op(x).

Krok 2. Necht A nema4 jednotku.

Krok 2.1. Pak C' = B @ span{e} je maximalni normalni mnozina v A..

Mame-li totiz S < A, norméalni mnoZzinu obsahujici C', miZzeme bez tjmy na obecnosti predpokladat, Ze je
maximalni. Pak S je C*-podalgebra A a obsahuje e. Déale je S n A normalni mnozina a obsahuje B, tedy Sn A = B.
Necht (a,\) € S je libovolné. Pak A(0,1) € S, a tedy

(a,0) = (a,)) = \0,1) € S~ A = B.

Proto (a,0) € B. Proto plati (a,\) = (a,0) + X\(0,1) € B @ span{e}.
Krok 2.2. Necht B nemé jednotku. Oznacme v tomto piipadé algebru B, jako B,, kde u znaéi jednotku v B,.

Pak zobrazeni
I:B, —C,

(b, A) — b+ e,

171



je algebraicky homomorfizmus jednotkovych algeber B, a C. Proto op, (x) = oc(x). Mame tedy diky prvnimu

kroku
op(x) =o0p,(x) =oc(x) =04, (z) = ca(z).

Krok 2.3. Ma-li B jednotku, pak méame z prvniho kroku a Tvrzeni 3.3.22(a3) rovnosti

oalx) =04, (z) =0c(x) =0p,(z) =op(z) U {0}.
Tedy o4 (x) se lisi od op(z) nejvyse o 0.
Véta 3.3.88. Necht A je C*-algebra. Pak plati ndasledujici tvrzend.
(a) Pro hermitovsky prvek x € A plati o(z) < R.
(b) Pro normdlni prvek x € A plati r(z) = ||z| a |2?| = ||
(¢) Pro kazdé x € A plati r(za*) = ||
(d) Md-li A jednotku a x € A je unitdrni, plati o(x) < T.

Diikaz. (a) Necht B je maximalni normalni mnoZina obsahujici z. Pak B je komutativni C*-podalgebra A, ktera
je pomoci Gelfandovy reprezentace I': B — Cy(A(B)) #-izomorfni s Co(A(B)). JelikoZ je T realna funkce a podle

Véty 3.3.63 plati op(2)\{0} Rng Z, dostavame diky Tvrzeni 3.3.87(c) inkluzi
oa(xz) c op(x) u{0} € RngZ U {0} c R.
(b) Je-li z normalni a B je maximalni normalni mnoZina obsahujici {x, z*}, plati

lzla = [2l5 = 1Zlcyacm) = supllZ(P)] : ¢ € A(B)}
=sup{|A|: Aeog(z)} =rp(z) =ra(z).

JelikoZ je 22 téZ normalni a o(z?) = (o(x))?, mame
2
|22 = r(@?) = (r(2))® = ||

¢) Dle (b) plati r(zz*) = |za*| = |=|.

(
(d) Jelikoz 1 = |e| = [zz*| = |z|* a |z| = |2*] = |z=t|, plati dle Véty 3.3.25(c) inkluze o(z) < D a

o(z7!) = D. Jelikoz (o(z))~! = o(x~1) dle Véty 3.3.44(d), plati o(z) < T.

Véta 3.3.89. Necht A je algebra s involuct a |-||;, ||-|, jsou takové normy, Ze Ay = (A, |-|,) ¢ A2 =

C*-algebra. Pak |-|; = ||l

Diikaz. Pro kazdé x € A plati
2 2
Izl = ra, (za®) = ra, (z2¥) = [z|; .

Lemma 3.3.90. Necht A je Banachova algebra s jednotkou e. Je-li x € A, plati exp(z) = >,

exp(—x). Pokud y komutuje s x, plati exp(x + y) = exp(z) exp(y).

Diikaz. Uvédomme si nejprve, Ze Zf:o % je absolutné konvergentni. Navic polynomy pg(X)
konverguji k exp()) lokélné stejnomérné na C, a tedy exp(z) = 320 2= (viz Véta 3.3.44(b)).

n=0 nl

O

(A, 1) e

O

(exp(x)) ™" =

n
)\*,, A€ (C,
n!

Pokud y € A komutuje s z, pomoci diikazu Cauchyovy véty o souc¢inu absolutné konvergentnich fad dostaneme

exp(z + y) = exp(z) exp(y).
Proto plati

exp(x) exp(—x) = exp(0) = e = exp(—z) exp(),

¢imz je dikaz zakondcen.

O

Lemma 3.3.91. Necht A je C*-algebra s jednotkou e a x € A. Necht y = © — x* a 2z = exp(y). Pak ||z = 1

(uwvazujeme holomorfni kalkulus z Definice 3.8.41).
Dikaz. Diky spojitosti involuce méme pro z = exp(y) rovnost

2* = exp(y*) = exp(—y) = (expy) ™' =27

Element z je tedy unitarni, a proto o(z) € T. Mame tak |z|| = r(z) = 1 (viz Véta 3.3.88).

172



Lemma 3.3.92. Necht A je Banachova algebra s jednotkou e. Necht Q) = C je oteviend neprazdnd a f: Q2 — A je
holomorfni. Pokud g: C — C je holomorfni, je funkce A — f(g(\)) holomorfni na .

Diikaz. Odvodme nejprve identitu
(ne —a)™t = (ne =b) ™ = (ue —a)"(a = b)(ue —b)~", a,be A e pla) np(b). (3.24)
To ovéfime pomoci rovnosti
(e —b) — (e —a) =a—b — ¢~ (e —a)(e — )" = (a— b)(sue — b)~*
— (e —a)™" — (e — )™ = (e — a) " (a — b) (ue — )~

Necht nyni Ag € Q je dano. Nalezneme § > 0 takové, ze B(A\g,d) < Q a na B(Ag,d) je funkce A — |[f(A)]
omezené konstantou C; > 0. Vezméme R > C; a polozme I'(t) = Re®, t € [0,2n]. Necht Cy = SUPye(0,27] lg(Re™)|.
JelikoZ jsou funkce

p (pe—fo+ )71 e (e — f(Xo) ™!

spojité na I, existuje C'5 > 0, které je na I' omezuje v normé.
Pak pro A € B(0,d) nenulové plati diky (3.24) odhad

[ (e = f(ho +2)7F = (e — F(h)) 7 < [[(re = fho + )T 1 o +X) = FQ) [ (e — f(Xo)) 7|

<
<C3IfDo+A) = Fo),

a tedy
3600+ ) = 9(£00))| - ﬁ s |90 (e = 700+ ) = e = 700 ) ai
<y w [ - ] R Gue = £+ )7 — e o)
=g [ sl RCZ00 +0) = 1)
< BCGE [T 2100 4.3 - 0000
- RCA(Ca? | 170 + ) = 100)).
Jeliko? je f holomorfnf v Ao, tato limita konverguje pro A — 0 k 0. Tm je ditkaz dokonden. 0

Véta 3.3.93 (Fuglede-Putnam—Rosenblum). Necht A je C*-algebra a necht a,b,x € A takové, Ze a,b jsou normdlni
a plati ax = xb. Pak a*x = xb*.

Diikaz. Necht nejprve A ma jednotku e. Diky pfedpokladu pak plati a"z = xb™ pro kazdé n € N. (To snadno
ovérime indukci. Pro n = 1 se jedna a pfedpoklad a plati-li tato rovnost pro n € N, mame

a" g = a(a"x) = a(xb™) = (ax)b™ = (xb)b" = xb" L)
Diky Lemmatu 3.3.90 tak plati
exp(a)x = zexp(b), tj. x = exp(—a)xexp(d). (3.25)
Polozme u; = exp(a™ — a) a ug = exp(b — b*). Protoze a,b jsou normalni, mame z (3.25) vzorec
exp(a™)z exp(—b*) = exp(a™) exp(—a)z exp(b) exp(—b*) = uyzUs.
Diky Lemmatu 3.3.91 plati |u1| = |uz| = 1, a tedy
lexp(a™)z exp(=b%)| < [l |z] [uz] = =] (3.26)

Polozme
f(A) = exp(Aa™)zexp(—Ab*), XeC. (3.27)

Aplikujeme-li vyge uvedené tivahy na Aa a Ab, dostaneme z (3.26) odhad

[F < ], AeC.
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Jelikoz je f holomorfni na C (viz Lemma 3.3.92), dle Liouvilleovy véty je konstantni. Tedy f(A) = f(0) = z pro
A € C. Rovnost (3.27) tak prejde v

& (\a*
- 2 : n!)
n=0

Vezmeme-li nyni libovolné ¢ € A* a aplikujeme ho na tuto rovnost, dostaneme rovnost dvou mocninnych rad.
Vzhledem k jednoznac¢nosti rozvoje mocninné fady, musi mit stejné koeficienty. Jelikoz ¢ € A* je libovolné, musi
se koeficenty fad v (3.28) rovnost. Pro n = 1 tak dostavame

n

k\n
(Ab,) , \eC. (3.28)

@
z = exp(Aa*)z = zexp(Ab*) = Z x
n

n=0

a*r = zb*.

Tim je dtikaz dokon¢en pro pripad jednotkové C*-algebry.
Nemé-li A jednotku, jsou a,b € A, normalni a plati pro né ax = xb. Piedesla ¢ast dukazu tak dava zavér v A,
atedy iv A. O

Véta 3.3.94. Necht A je C*-algebra s jednotkou e a x € A je unitdrni prvek. Pokud o(x) # T, existuje hermitovsky
proek y € A spliiugici exp(iy) = x.

Diikaz. Necht x je dany unitarni prvek spliujici o(z) # T.
Krok 1. Piedpokladejme nejprve, 7e 1 ¢ o(x). Necht g: C\ ([0,0) x {0}) znadi funkci argumentu komplexniho
¢islo, tj.
g(z) = argz, 2 C\([0,50) x {0}),

kde argz € (0,2m). Pak g € C(o(zx)), coZ znamena, ze y = g(z) je dobfe definovany prvek A, ktery je dle
Véty 3.3.97(h) hermitovsky (funkce g je redlna). Vzhledem k tomu, Ze

(expo(ig))(A) = (id)(z), Aeo(x),

Dale dle tvrzeni (f) této Véty 3.3.97 dostavame

exp(iy) = (expo(ig))(z) = (id)(z) = =

Krok 2. Pokud néjaké ¢islo Ag € T spliwje Ao ¢ o(x), pak je prvek u = )\alx téZ unitarni a pritom 1 ¢ o(u).
Dle prvniho kroku existuje hermitovsky prvek v € A spliiujici exp(iv) = u. Oznaéme t = arg A\g. Pak Ay = exp(it)
a Age = exp(ite). Diky Lemmatu 3.3.90 pak dostavame

exp(i(te + v)) = exp(ite) exp(iv) = Agev = Agu = .

Tedy te + v je hledany prvek y.
O

Véta 3.3.95. Necht A je C*-algebra se jednotkou e a B je jeji C*-podalgebra e obsahujici. Pak pro kaZdé x € B
plati op(x) = oa(x).

Driikaz. Je tieba ovétit, Ze je-li x € B invertovatelné v A, je 71 € B. Pro takové z je prvek y = xz* hermitovsky a
invertovatelny, tj. 0 ¢ o4 (y). Jelikoz o5 (y) c R, mnozina o (y) ma prazdny vnitiek (v C), a tedy dle Véty 3.3.31(d)
plati op(y) = oa(y). Tedy 0 ¢ o5 (y), coz znamen4, ze zz* € G(B). Tedy 27! = z*(zz*)~! € B. O

3.3.10 Spojity kalkulus pro normalni prvky

Definice 3.3.96. Zobrazeni p: C — C nazyvame polynomem v z a Z, pokud
p(z) = 2 cijz' (), zeC,
i,j=0

pro n&jaké ne Nac;; €C, i,5€{0,...,n}.
Véta 3.3.97. Necht A je C*-algebra s jednotkou e a x € A je normdlni prvek. Pak existuje zobrazeni ®: C(o(x)) —
A takové, Ze piseme-li f(x) pro ®(f), plati ndsledujict tvrzeni.

(a) Zobrazeni ® je izometricky #-izomorfizmus.

(b) Plati ®(1) = e a ®(id) = .

(c) Zobrazeni ® je vlastnostmi (a), (b) urdeno jednoznacné.

(d) Plati o(f(x)) = f(o(a)).
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(e) MnoZina {f(x): f € C(c(x))} se rovnd a B a je to C*-algebra generovand = a e.
(f) Pokud f € C(o(x)) age Clo(f(x))), pak g(f(x)) = (9o f)(x).
(9) Prvek f(x) je normdlni.
(h) Prvek f(x) je hermitovsky prdvé tehdy, kdyz f je redind.
(i) Zobrazeni ® splyjvd s holomorfnim kalkulem na Hol(o(x)).
(j) Pokud y komutuje s x a f € C(o(x)), pak y komutuje s f(x).
Nemd-li A jednotku, uwvaime kalkulus v A.. Pokud f € C(o(z)) spliiuje f(0) =0, pak f(z) € A.

Diikaz. Necht B = {p(x): p polynom v z a z.}. Pak B je komutativni C*-podalgebra A, kterad obsahuje e. Dle
predchazejici Véty 3.3.95 plati o4(x) = op(x). (V dalsim budeme psat pouze o(z).) Jelikoz ma B jednotku, A(B)
je kompaktni, a tedy Co(A(B)) = C(A(B)).
Necht I': B — C(A(B)) je Gelfandova transformace. Pak Rng 'z = op(z) = 04(z). Lze tedy definovat zobrzent
® jako
O(f) =T"'(foTlz), feCl(o(z)).

Ukazme, Ze ® je hledané zobrazeni. Zjevné se jedna o #-homomorfizmus a diky

[fle(oy = swp{lf (M A€ a(2)} = sup{|f(¢(2))] : ¢ € A(B)}
=sup{|(f o Z) ()] : p € AB)} = [ o Z[c(a(my
= [0 (o D) = 1F @5 = 1 ()]

je @ je izometrie.
Jelikoz
()(z) =T'102)=T"'1)=e a id(z)=0"'(\do2) =T"1(2) =z,
plati (b).
(¢) Je-li nyni ¥ jiné zobrazeni splijici (a) a (b), shoduje se ¥ s ® na polynomech v z a z. Jelikoz jsou diky
Stoneové-Weierstrassové vété tyto polynomy husté v C(o(x)) a &, ¥ jsou izometrie, plati ¢ = .
(d) Co se tyce obrazu spektra, mame

oa(f(z)) = op(f(2)) = oL (f 0 7)) = Rug(f 0 &) = f(RngZ) = f(op(z)) = f(oa(2)).

(e) Necht C je C*-algebra generovana x a e, tj. nejmensi C*-algebra tyto prvky obsahujici. Jelikoz D =
{f(x): feC(o(x))} je C*-algebra a obsahuje x a e, plati C < D. Na druhou stranu jsou v C' v8echny prvky p(z)
pro polynom v z a z, a tedy C > B. Jelikoz dle Stoneovy—Weierstrassovy véty je systém téchto polynomu husty v
C(o(z)), a ® je izometrie, plati D < B.

(f) Necht y = f(x) a U: C(o(y)) — A je funkéni kalkulus pro prvek y. Pak ¥ spliiuje (a) a (b). JelikoZ y € B,
mizeme definovat T: C(o(y)) jako T(g) = T1(goTy), g € C(o(y)). Pak T je téZ kalkulus pro y splitujici (a) a
(b), a tedy ¥ = T podle (c). Je-li nyni g € C(o(y)) libovolné, dostavame pro h = g o f rovnosti

Wg=Tg=T"(goly) =T~ (go T} (f o T(x)))) =T (g0 f o I()) = I} (h o T(a)),

z ¢ehoz tvrzeni plyne.

(g) Jelikoz f*(x) = f(z) € C, C = B a B je komutativni, plati f(z)(f(z))* = (f(x))* f(z).

(h) Tvrzeni plyne z (a).

(i) Necht pro f € Hol(o(z)) zna¢i symbol ®po1(f) prvek vznikly Definici 3.3.41. Necht f € Hol(o(z)) je libovolna
funkce. Ozna¢me Q = Dom(f). Dle Rungeovy véty 3.3.45 existuje posloupnost racionalnich funkci {R,} s poly
mimo mnozinu €, kterd konverguje lokalné stejnomérné k f na . Specialné tedy R, =3 f na o(z). Jelikoz ® i
Py je alegbraicky homomorfizmus, plati ®(R,,) = Puei(R,,). PouZitim vlastnosti (a) a Véty 3.3.44(b) dostaneme
®(f) = Pua(f)-

(j) Necht y komutuje s . Véta 3.3.93 pak zarucuje komutaci y s x*. Proto yp(x) = p(z)y pro kazdy polynom p
v z a Z. Z tvrzeni (a) a Stoneovy—Weierstrassovy tak dostavame yf(z) = f(x)y pro kazdé f € C(o(z)).

Necht nyni A nema jednotku. Necht f € o4(x) spliuje f(0) = 0 (pFipomenime, ze 0 € o4(x) = o4, (x) dle
Tvrzeni 3.3.22(b)). Uvazujme polynom p bez nultého ¢lenu, tj. p(0) = 0, pak p(x) € A. Jelikoz dle Stoneovy-
Weierstrassovy véty plati

C(o(z))

= {f e Clo(x)): f(0) =0},

dostavame f(x) € A. Tim je ditkkaz dokonden. O

{p: p polynom splimjici p(0) = 0}

Poznamka 3.3.98. Necht A, z a B jsou jako v piedeslé vété. Pak zobrazeni j: A(B) — o(z) definované jako
j(p) = ¢(x) je homeomorfizmus téchto dvou mnoZin. Predné je ¢(x) € o(x), a tedy j je dobfe definovan. Zobrazeni
j je prosté, nebot pro dva rtzné prvky ¢1,ps € A(B) existuje polynom p, na kterém se tyto funkcionaly 1isi.
Proto ¢1(x) # pa(x). Zjevné je j spojité zobrzeni, a proto se jedna o homeomorfzimus. Jelikoz o(z) = RngZ, je j
surjektivni.
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3.3.11 Komutator
Definice 3.3.99. Necht A je algebra a S < A. Pak S’ = {x € A: s = sz, s € S} je komutator mnoZiny S.
Tvrzeni 3.3.100. Necht A je Banachova algebra a S < A. Pak plati ndsledujici tvrzend.

(a) Komutdtor S’ je uzavrend podalgebra.

(b) Plati S < S”.

(¢c) MnoZina S’ nS” komutuje a pokud S komutuje, pak S” komutuje.

Diikaz. (a) Pokud z,y € S” a A € C, pak pro kazdé s € S plati
(z+y)s=s(x+y), (Ax)s=s(Azr) a (zy)s=xsy=s(zy),
a tedy S’ je podalgebra. Pokud z, — z, kde x,,, n € N, jsou v S’, pro libovolné s € S plati

rs = lim z,s = lim sx, = sx.
n—0o0 n—o0

Tedy S’ je uzaviena mnozina.

(b) Pokud s € S a xz €5, plati xs = sz, a tedy x € §”.

(c) Pokud z,y € S’ n S”, pak x € S” a y € S’ znamena4, 7e zy = yx. Pokud S komutuje, plati S < S’; a tedy
S’ 5 8”. Proto 8" = S” n S’ komutuje. O

Tvrzeni 3.3.101. Necht A je Banachova algebra s jednotkou e a S < A. Pokud S komutuje a B = S”, pak B je
komutativni Banachova algebra, S < B a pro kazdé x € B plati og(x) = ca(x).

Diikaz. Pokud A mé jednotku, plati e € B. Necht = € B je invertovatelny v A. Pak plati xs = sz pro kazdé
se S, atedy st™! = 2715, tj. 271 € S”. Proto je z invertovatelny v B. Z tohoto pozorovani jiz plyne rovnost
oalx) = op(x). O
Véta 3.3.102. Necht A je Banachova algebra a x,y € A komutuji. Pak plati ndsledujict tvrzend.

(a) Plati o(x +y) < o(z) + o(y) a o(zy) < o(x)o(y).

(b) Plati r(z +y) <r(x) +r(y) ar(zy) <r(z)r(y).

Diikaz. Krok 1. Necht A m4 jednotku e. Polozme S = {z,y} a B = S§”. Uvazujme Gelfandovu transformaci
I': B — C(A(B)). Pak dle Tvrzeni 3.3.101 mame

oalz+y) =oplz+y) = Rng:v/+\y =Rng(Z +y) c RugZ + Rngy = op(z) + o5(y) = ca(z) + oaly)

a
oa(zy) = op(xy) = Rogzy = Rng(2)) < (Rng 2)(Rng¥)) = op(x) - op(y) = 0a(@) - 0a(y)-
Krok 2. Pokud A nemé jednotka, pouzijeme prvni krok pro algebru A. a dostaneme tak
oa(x+y) =oa.(x+y) coa(@)+oa(y) =ocal@)+oaly)
a podobné

oa(zy) < oa(z)oa(y).

Vé&ta 3.3.103. Necht A je Banachova algebra a x,y € A, Pak o(zy) v {0} = o(yx) U {0} a r(zy) = r(yx).

Diikaz. Necht A méa jednotku e a A € C\{0} je libovolné. Pfedpokladejme, Ze a je leva inverze Ae—zxy, tj. a(Ae—zxy) =

e. Pak
A re 4+ X lyax) (e — yz) = e — Xy + yar — AN yazyx = e + yax — N (yx + yazyz)

= e +yaxr — X 'y(e + axy)r = e + yar — X\ y(ha)z = e,
a tedy Ate — A lyax je leva jednotka prvku Ae — yz.
Podobné mame pro prvek b € A splijici (Ae — zy)b = e rovnosti
(e —yz) (AN te + X lybx) = e + ybr — A\ lyz — AN lyzybr == e + ybx — A\ y(e + zyb)x
= e+ ybr — A y(\b)z = e.
Tedy Ae — yx mé levou i pravou jednotku, a tedy je invertovatelny. Proto je tvrzeni dokdzano pro pripad algbery s

jednotku.
Nemé-li A jednotku, pouZijeme jiz dokézané pro A.. O
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3.3.12 Nezaporné prvky C*-algeber

Véta 3.3.104. Necht A je C*-algebra. Pak pro kaZdé x € A nezdporné existuje prdvé jeden prvek y = 0 spliiujict
y? = . Tento prvek navic komutuje s

Diikaz. Vezméme funkci g(t) = v/t, t € (), a polozme y = g(z). Pak y = 0 a z = id(x) = (¢%)(z) = (9(x))? = y*.
Je-li nyni z € A jiny nezaporny prvek, uvazujme funkéni kalkulus ®: C(o(z)) — A pro z. UvaZujme funkci
f(t) =12, te o(z). Pak x = f(2) a tedy dle Véty 3.3.97(f) plati

z=1d(z) = (g0 )(2) = 9(f(2)) = 9(z) = v.

Tim je dtkaz dokoncen. O

Definice 3.3.105. Necht A je C*-algebra a x € A.
(a) Pokud z > 0, prvek garantovany piedchézejici vétou oznacime jako /.
(b) Je-li z hermitovsky, je 2% > 0 (viz Véta 3.3.97(d)). Oznacme |z| = vz2.

Véta 3.3.106. Necht A je C*-algebra, x,y € A jsou nezdporné at > 0. Pak x +y >0 itx > 0.

Diikaz. Krok 1. Predpokadejme nejprve, Ze A mé jednotku e. Ozna¢me z = z + y a polozme a = |z|, b = |y|,
¢ = a+b. Jelikoz o(x) < [0,a], mame o(ae — x) < [0, a]. Dle (b) plati |ae — z| < a.
Podobné dostavame [be — y| < b. Proto plati

Jee — 2| = (e — @) + (be —y)| < a+b—c.
JelikoZ je ce — z hermitovsky, plati dle (a) inkluze o(ce — z) < [—¢, ¢]. Tedy
o(z) = o((z — ce) + ce) < [0, 2c].
Tedy z = 0.
Pro prvek z = tx, kde t > 0, mame (ce — z) = t(§e — ), a tedy o(z) = to(z). Prot jei z > 0.
Krok 2. Nemé-li A jednotku, provedeme prechézejici avahy v A.. JelikoZ o(u) = o4, (u) pro kazdé u € A, je tim

dikaz hotov.
O

Véta 3.3.107. Necht A je C*-algebra. Pak pro kaZdé x € A hermitovské existuje prdvé jedna dvojice nezdpornijch
prokd xT a x~ takovd, Ze

(1) x=x2t -2 a

(2) z=at =xtz™ =0
Navic pak plati

|z| = 2t + x~ a tyto prvky spolu komutugi.
Diikaz. UvaZujme na spektru z funkce f*: ¢ — max{t,0} a f~: ¢ — max{—t,0}. Pak id = f* — f~a f*f~ =0.
Tedy prvky z* = f*(z) a 2= = f~ () spliuji

T ma = @) - @) = (- @) —d@) =5 a ate = (FFF)@) = 0= () (@) — o

Déle je prvek y = 7 + 2~ nezaporny, nebot

o(y) =o(f" + f7)(@) = o(l))(x) = [0, %),

a plati pro néj
P =@ raT) = @ @) = @ -t =

Tedy y = |z| dle Véty 3.3.104.
Necht nyni y1,y2 splimji (1) a (2). Pak y; + y2 = 0 (viz Véta 3.3.106) a plati pro néj

W+ =vi+y=(n—p)’ =" -2 ) =) +@ ) =" —2) =2
Vzhledem k Vété 3.3.104 plati y1 + y2 = || = 2T + 27. Se¢tenim rovnosti
yi—yp=2" -2 s yit+yp=a a7
dostavame y; = 2™, odedtenim pak yo = 2. O
Véta 3.3.108. Necht A je C*-algebra. Pak plati ndsledujici tvrzend..
(a) Pokud x € A, pak zz* = 0.
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(b) Pokud md A jednotku e, je pro kazdé x € A prvek e + xa™ invertibilni.

Diikaz. (a) Krok 1. Nejprve ukdZeme, ze = 0, pokud —z*x > 0. Mé&me tedy takové z. Pak diky Vé&té 3.3.103
plati o(—zz*) c o(—z*x) U {0} < [0,0), takze i —x*x > 0. Rozlozme x = u + iv, kde u,v € A jsou hermitovské.
Pak

o¥r + x2x* = (u—iv)(u+ ) + (u—v)(u +iv) = 2u® + 207,

a tedy je prvek z*x = 2u? + 2v? — x2* nezdporny. Tedy o(z*x) = (—0,0] N [0,00) = {0}, coz dle Véty 3.3.88(b)
mmamena z*z = 0. Tedy |z = |z*z| = 0.

Krok 2. Necht x € A je libovolné. Pak prvek y = x*x je hermitovsky, takZe ho miizeme psat jako y = y* —y ™,
kde y*,y~ jsou nezaporné prvky dané Vétou 3.3.107. Pak pro z = xy~ plati

—*z=—yTateyT =~y (v -y )y = (y)?
takze —z*z > 0. Dle prvniho kroku tak mame z = 0. Proto y~ = 0, a tedy *z = y = y* je nezdporny.
(b) JelikoZ o(zz*) < [0,0) a o(e + za*) = {1} + o(xx™), je dikaz hotov. O

3.4 Zaklady harmonické analyzy

3.4.1 Topologické grupy

Definice 3.4.1. Necht (G, +,) je komutativni grupa, kde 0 znadéf neutralni prvek. Je-li 7 topologie na G, fekneme,
7e (G, 1) je topologicka grupa, pokud jsou operace s¢itant

(x,y) x4y, (z,y)eG@xG

a operace inverzniho prvku

spojité.
dusledky o V +tV c U
Umluva 3.4.2. Nebude-li jinak Feceno, v této sekci bude symbol G znacit lokdlné kompaktni topologickd komutativni
grupu. Grupovou operaci budeme vét§inou znacit jako +. Systém viech okoli 0 znacime jako 7(0).
Tvrzeni 3.4.3. Necht G je komutationg, lokdlné kompaktni topologickd grupa. Pak plati ndsledujici tvrzend.

(a) Pro kazdé a € G je zobrazeni x — a + x homeomorfismus.

(b) Existuje bdze okoli 0 tvoiend relativné kompaktnimi symetrickymi mnoZinami. (MnoZina U € je symetrickd,
pokud —U =U.)
(c) Pro kazdé U € 7(0) existuje V € 7(0) spliiujici V+V < U.
(d) Pro kazdé x € G je {x +U: U € 7(0)} systém vech okoli x.
Diikaz. (a) Thned plyne ze spojitosti séitani a invreze.
(b) Pro dané U € 7(0) nalezneme relativné kompaktni V' € 7(0) spliwjici V < U. Pak W = V n (=V) je hledana
mnoZzina.
(c) Jelikoz 0 + 0 = 0, plyne tvrzeni ze spojitosti s¢itani.
(d) Tvrzeni plyne z (a). O

Tvrzeni 3.4.4. Necht G je komutationi, lokdlné kompaktni topologickd grupa a 7(0) znaci systém okoli 0. Pak plati
ndsledujict turzend.

(a) Je-li A < G libovolnd mnozina o U < G oteviend, je A+ U téZ oteviend.
(b) Jsou-li K, L c G kompakty, je K + L téZ kompakt.

(c) Je-li K € G kompact a F < G je uzaviend mnoZina disjunkini s K, existuje U € 7(0) spliiujici (K + U) n
(F+U)=g.

Diikaz. (a) Tvrzeni plyne z Tvrzeni 3.4.3(a) a identity
A+U=U{A+u: ueU}.
(b) Jelikoz je K x L c G x G kompakt a zobrazeni s¢itani ¢: K x L — G je spojité, je
K+ L=pxL)
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kompakt.

(¢) Necht K a F spliwjici predpoklady tvrzeni jsou dany. Pro kazdé « € K nalezneme U, € 7(0) symetrické okoli
spliujici (x4 U, + Uy +Uy)nF = &. Pak (z+ U, + U, )" (F+U,) = . (Pokud by totiz platilo z + uj +ug = y+us,
kde y € F a uy,us,u3 € Uy, dostali bychom y =z +u; +ug —us€ (e + U, + U, + U +z) n F.)

Diky kompaktnosti existuje konetnd mnozina {1 ...,z,} < K spliujici K < (I, (z; +Uy,). Pak V = ([_, Uy,
je prvkem 7(0) a

(i + Uy, +Us,) c G\(F+V)..

C:

K+Vc U(mi—i-Uzi—&-V)

i=1 i=1

O

Priklady 3.4.5. (a) Pro libovolné n € N je G = {0,1,...,n — 1} s grupovou operaci definovanou jako s¢itant
modulo n diskrétni kompaktni grupa.

(b) Pro kazdé d € N je R? se s¢itanim a eukleidovskou topologii nekompaktni grupa.

(c) Prostor T s nasobenim je kompaktni grupa.

(d) Prostor Z se s¢itanim je diskrétni nekompaktni grupa.

(e) Prostor (0,00) s nasobenim je nekompaktni grupa.
(f) Soucinova grupa {0, 1} se soucinovou topologii a s¢itanim definovanym po soufadnicich je kompaktni.

Véta 3.4.6. Necht G je komutativni, lokdlné kompakini topologickd grupa. Pak existuje pravé jedna (aZ na ndsobek)
translacné invariantni nenulovd Radonova mira na G. Ta je kladnd na neprdzdngch oteviengch podmnoZindch G.

Diikaz. Dokdzeme pouze zavérecéné tvrzeni. Necht m je zkonstruovana mira. Necht U c G je neprazdna oteviena
mnoZina. Predpokladejme, ze m(U) = 0. Pak pro libovolny kompakt K < G existuje konetnad mnozina F' < K
takova, ze K ¢ F + U. Z translan¢ni invariance m pak plyne m(K) = 0. Diky regularité miry m dostavame m = 0,
COZ je spor. O

Umluva 3.4.7. Mire garantované prechdzejici vétou se Fikd Haarova mira. V dalsim textu ji budeme znacit sym-
bolem m.

Véta 3.4.8. Necht G je komutationi, lokdlné kompaktni topologickd grupa. Pro f,g € L*(G) definujme

- L f@)g(z — y)dm(y), z€G.

Dale polozme
fr@)=f(-z), zeG, felL'(G).
Pak (LY(G), ) je komutativni Banachova algebra s izometrickou involuci.

Driikaz. Dukaz je analogicky dikazu Véty 1.5.19. Ovéfme pouze vlastnosti involuce. Jeji komplexné sdruzena linea-
rita je jasna. Pokud f,g € L*(G) jsou dany, pak

(g% * *)(@) = (/* * g*)(2) =j @) - j Fw)aly —2) dm(y)

jf y — ) dm(y jf —y— ) dm(y)
— Fra)a) = (f+g)"(

Konecné
11 = | [F=a] dmte) = | 1#@)] dm(@) = 171,
a tedy je = izometrie. O

Tvrzeni 3.4.9. Necht G je komutativni, lokdlné kompaktni topologickd grupa a p € [1,0). Pak C.(G) je husté v
Lr(G).

Diikaz. Necht f € LP(G) a € > 0 jsou dény. Pak existuje kompakt K < G takovy, Ze SG\K [f]P dm < e.
Vskutku, uvazujme mnoziny

={zeG: |f@)|P >0} a A,={zeG:|f(@)|" ==}, neN.

3=

Pak m(A,) <o a |f|” xa, — |f|” xa. Dle Lebesgueovy véty mame

f P xa, dm — f P xadm =[£I
G G

Vezmeme-li nyni dostatecné velky index n € N a pouZzijeme regularitu miry m, dostaneme pozadovany kompakt.
Nyni jiz staci pouzit metodu dikazu Disledku 1.5.17. O
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Definice 3.4.10. Necht G je topologicki grupa a (X, p) metricky prostor. Zobrazeni f: G — X je stejnomérné
spojité, pokud pro kazdé € > 0 existuje U okoli 0 takové, ze p(f(x), f(y)) < € kdykolivx —y e U.

Lemma 3.4.11. Necht G je topologickd grupa a (P, p) metricky prostor. Necht pg € X a f: G — X je spojité
zobrazend takové, Ze mnoZina K = {x € G: f(x) # po} je kompaktni. Pak f je stejnomérné spojité.
Specidlné je kazdy element C.(G) stejnomérné spojity.

Diikaz. Pro dané € > 0 a kazdé « € K nalezneme U, okoli 0 takové, ze p(f(z), f(y)) < € pro y € z + U,,. Nalezneme
V. symetrické okoli 0 takové, ze V, + V,, < U,. Vybereme koneéné mnoho prvka zi,...,z, z K takovych, Ze
K < bigeup? ,(z; + V). Polozme V = (_, V,,. Necht z,y € G spliuji z — y € V. Predpokladejme nejprve,
ze {r,y} n K # &. Necht napiiklad x je obsaZen v K. pak existuje 7 € {1,...,n} takové, ze x € x; + V,,. Pak
r—y€xi+ Ve, + Vo, © 3+ Us,, atedy p(f(z), f(y)) <. Pokud {z,y} n K = &, mame p(f(z), f(y)) = p(po,po) =
0<e. O

Tvrzeni 3.4.12. Necht G je komutativni, lokdlné kompaktni topologickd grupa a p € [1,0). Pak pro kazdou funkci
f € LP(G) je zobrazeni x — f,, kde f.(y) = f(y — x) pro y € G, stejnomérné spojité z G do LP(G).

Diikaz. Necht f € LP(G) a € > 0 jsou déany. Nalezneme g € C.(G) takové, Ze | f —g|, < e. Oznatme K = sptg
a necht U je kompaktni okoli 0. Pak m(K + U) < o0. Zvolme V okoli 0 takové, ze V < U a |g(z) — g(y)| <
e(m(K +U))~!. Pak sptg, € K + U a pro z € V plati

lo - gel, = ( [ to) = gt~ 0 s >)’1’ < ([ eront vy ram)’

m(K +U))"'m(K +U) =

Pak pro tato x mame
If = fall, < If =9l + 19 = gl + 92 = fal, <
Jelikoz Hgm - mep = H(g - f)a:Hp = Hf - ng'
Koneéné pro z,y € G splijici x — y € G plati

[fe = foll, = 10 = fy—a)ell, = If = fy—zl, <e

Tvrzeni 3.4.13. Necht G je komutativni, lokdlneé kompakini topologickd grupa. Pak plati ndsledujici tvrzent.
(a) Systém

{gu = xu : Uje relativné kompaktni okoli 0}

b
m(U)
je aprowimativng jednotka v LY(G), tj. pro kazdé f € L(G) a € > 0 existuje U relativné kompakini okoli 0
takové, Ze |f — f = gv|| < e pro kazdé V okoli 0 spliiujici V c U.
(b) Grupa G diskrétni pravé tehdy, kdyz L*(G) md jednotku. V takovém pripadé je pak jednotka L'(G) rovna X{0}-
(Predpokldddme, Ze m je normalizovand tak, aby m({0}) =1.)
Diikaz. (a) Necht f € L'(G) a € > 0 jsou dany. Nalezneme g€ C.(G) splhujici |f — g| < € a zvolime lokalné

kompaktni W € 7(0). Vezméme &’ > 0 splitujici &'(m(K + W))P < e. Necht U ¢ W je takové lokalné kompaktni
okoli 0, 7e |g(z) — g(y)| < &' pro x,y € U spliujici z — y € G. Pak pro V okoli 0 spliwjici V < U plati

lg(z) — (g% gv)(z)| =

g(x)gv (y) dm(y) — f gv(y)g(x —y) dm(y)
G G
< f l9(2) — g(x — )| gv () dm(y) < .
\%

Jelikoz spt(g * gv) €« K +V < K + U, plati

lg—g*gvl, = (L g—gegul? dm) < (m(K + W)F <e.
Pak pro V € 7(0) spliujici V < U plati

If =fegvl<|f—gl+lg—gxgvi+llg—F)=gvl<e+e+lg—Fllgv] <

(b) Pokud je G diskrétni, je zjevné xoy jednotka LY(G).
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Predpokladejme nyni, ze h € L'(G) je jednotka. Vezméme libovolny kompakt K < G neobsahujici 0. Pro dané
¢ > 0 nalezneme kompaktni U € 7(0) takové, z2e U n K = J a |h — h* gy|| < e. Pak

e>lh=hegul = Ih—gul = [ 1h—goldm> [ 1h=gol dm | |hl dm.
G K K

Jelikoz e bylo libovolné, dostéavame §,. [h| dm = 0, a tedy h = 0 na K. Proto h = 0 na G\{0}.
Protoze h # 0, nutné plati m({0}) > 0. Pak pro libovolny kompakt K — G plati

w>m(K) =Y m({z}) = > m({0}),

rzeK zeK

a tedy K je koneény. Necht U € 7(0) je oteviené relativné kompaktni okoli. Pak U je konetna mnoZina, a tedy i
{0} = U\(U\{0}) je otevfena mnoZina. Proto je G diskrétni. O

3.4.2 Vztah A(L'(G)) a dualni grupy

Definice 3.4.14. Necht G je komutativni, lokdlné kompaktni topologicka grupa. Pak v: G — T je charakter,
pokud ~ je grupovy homomorfizmus, tj. v(z + y)v(x)y(y) pro kazdé x,y € G. Symbolem G rozumime mnoZzinu
v8ech spojitych charaktert a této mnoziné fikdme duélni grupa. Uvazujme na G bodové nasobenti, tj. (y1 +72)(z) =
7 (2)v2(z), kde 71,72 € Gaxz e G.

Lemma 3.4.15. Necht G je komutativni, lokdlné kompakini topologickd grupa. Pak G je téz grupa, pricemsz jed-
notkovd funkce je jednotka G, v(0) = 1 pro kaZdé v € G a

Y(=w) = (v @) = (v(2)) " = 4(2), zeG,yed.
Ddle je kazdyj charakter stejnomérné spojity na G.

Diikaz. Jednotkové funkce je zjevné jednotkou G. Dale (7(0))2 = (0 + 0) = ~(0), a tedy v(0) = 1. Koneéns
ovéfime, ze pro x € G a v € G plati
1=7(0) = 7(z — 2) = y(2)y(~-2),

z ¢ehoz plyne pozadovany zaver.
Pro v e G a z,y € G dale plati

(@) =) = v W) v —y) =1 = y(@ —y) —1].

Zvolime-li tedy pro dané e > 0 okoli U € 7(0) takové, ze |y(z) — 1| < & pro z € U, pro x,y € G spliwjici x —y € U
platf [y(z) —v(y)| <e. 0

Véta 3.4.16. Necht G je komutationi, lokdlné kompaktni topologickd grupa a A = L*(G). Pak plati ndsledujici
turzend.

(a) Pro kazdé o € A(A) ezistuje pravé jedno v € G takové, Ze o(f) = S f(@)y(z)dm(z), f e A.
(b) Je-li~vye é’, pak zobrazeni f — SG f(@)y(z) dm(x) je v A(A).

Diikaz. (a) Necht ¢ € A(A) je dano. JelikoZ je ¢ € Bax, existuje jednozna¢né uréeny prvek ¢ € L®(G) spliujici
o(f) =g fedm a ||, = |¢l. Necht f,ge A jsou libovolné. Pak

L o(Na(y)o(y) dm(y) = o(f)e(g) = o(fxg) =g f) = L(f * g)(w)p(w) dm(z)
- ( [ s dm<y>) o) (o) = [ gl (L £ - )o(e) dm(x)) dmi(y)
- Lg(y)w(fy)dm(y)-

JelikoZ tato rovnost plati pro kazdé g € A, dostavame pro kazdé f € A rovnost

o(f)o(y) = ¢(fy) pro skoro viechna y. (3.29)

Zvolme f e A\Kery. Jelikoz je dle Tvrzeni 3.4.12 zobrazeni y — f, spojité, dostavame, Ze ¢ ma spojitého
reprezentanta. Lze tedy predpokladat, Ze ¢ je spojité, a Ze tedy (3.29) plati pro vechna y € G.
7 rovnosti 3.29 obdrzime

ga(f)qﬁ(z + y) = Qo(fz-&-y) = @((fm)y) = (P(fz)¢(y)90(f)¢(x)¢(y)’ r,y€ G, feA,
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z ¢ehoz plyne vztah ¢(x + y) = ¢(x)p(y), z,y € G. Jelikoz | ¢, podobné jako v Lemmatu 3.4.15 odvodime, Ze Ze

d(—x) = (¢p(x)71, a Ze tedy Rngp < T". Tedy ¢ € G. Polozime-li nyni v(z) = ¢(x), x € G, obdrzime pozadovany
charakter.

(b) Necht ~ € G je dano. Necht ¢ € A* je uréeno funci v, tj. o(f) = §g f(@)y(z) dm(z), f € A. Pak pro f,ge A
plati

o(f*g) = L(f % g)(z)p(x) dm(z) = f FW)g(z —y)y(x) d(m x m)(z,y)

GxG

- LXG F@)g(x —y)yly + @ — ) d(m x m)(z,y)
= [ @ ([ ste - v pant) i)
- [ srw) ( [ steri@ ) an

([ o) (] )

= @(f)e(g)-
JelikoZ v je rizna od 0 na G, je ¢ # 0. Tedy ¢ € A(A). O

3.4.3 Fourierova transformace

Definice 3.4.17. Necht G Je komutativni, lokélné kompaktni topologickd grupa. Pak Fourierova transformace
funkce f € L1(G) je funkce f: G — C definovana jako

f(y) = L F)7@) dm(y). e .

Véta 3.4.18. Necht G je komutativni, lokdlné kompaktni topologickd grupa a A = L*(G). NechtT': A — Co(A(A))

a necht F znaci Fourierovu transformaci. Pro kaZdé ¢ € A(A) oznacme v, jednoznacéné urceny prvek G dany
Vétou 3.4.16. Pak

THe) = (Ff), veA(A), feA
Didle plati ndsledujici tvrzend.
(a) Zobrazeni F je x-homomorfizmus A do KOO(CAT' a normé nejuyse 1.
(b) MnoZina Rngf je podalgebra Ex(ZG)) uzaviend na komplexni sdruZeni a oddélujici body G. Ddle pro kazdé
feAaryeG, xge G, plati

~ — ~ ~

Frae@) = 2@ f(7) @ wf() =Ffore), el

Specidln€ jsou funkce
v fowh) e v a@)f(),  ved,
obsaZeny v Rng F'.
(¢c) Pro fe Aa~ve G plati

(f (@) =7@)f(7) a f()=(f*N0), zeG, ~ed.

Diikaz. Rovnost I' = F' je dokézana v Vété 3.4.16.
(a) Zachovavani algebraickych operaci a odhad normy F' plyne z Véty 3.3.65. Dale pro f € A plati

w:jf*(m ff ff dm ()

jf (z) = FF(),

a F tedy zachovava involuci. R
(b) Zfejmé je Rng F podalgebra ¢*°(G) oddélujici body (opét viz Véta 3.3.65) a diky (a) je uzaviena na komplexni
sdruzeni. Necht f € A, v0 € G a g € G jsou dany. Polozme g(z) = vo(x)f(z), z € G, a pocitejme

j @)l >dm<x>=fo<x><wal><z>dm<z>
(Ao, ~ed.
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Dale pro funkeci g = f_,, plati
90) = | fora ) dmiy) = | o+ o)) dmly) = [ @rta0 =) dm)

- v(x())fcf(z)@dm(z) — @)f(r), 7l
(c) Pro f€ A a v e G mame

(f #7)(x) = Lf(yw(x—y) dm(z) = () Lﬂyw(—y) dm(y) = 1(2)f(1), z€G.

Druhé rovnost pak ihned plyne z prvni. O
Tvrzeni 3.4.19. Necht G je komutativng, lokdlné kompaktni topologickd grupa a A = L'(G). Pak plati ndsledugici
turzend.

(a) Je-li G diskrétni, je A(A) je kompaktni.

(b) Je-li G kompakini, je A(A) je diskrétni.
Diikaz. (a) Je-li G diskrétni, ma A jednotku, a tedy je A(A) komapktni (viz Véta 3.3.61(b)

(b) Necht G je kompaktni. Pfedpokladejme, Ze m je normalizovana tak, aby m(G) =
e(z)=1,zeG,jevAa

).
1. Krok 1. Pak funkce

(exe)(x) = JG e(y)e(z —y)dm(y) =m(G) =1=e(z), xzeG.

Uvazujme libovolné ¢ € A(A). Pak p(e) = @(e xe) = ¢(e)2. Tedy ¢(e) € {0,1}. Vezmeme charakter v € G
odpovidajici ¢, ktery je dan Vétou 3.4.16. Predpokladejme, Ze p(e) = 1. Pak pro kazdé z( € G plati

v(=x — zo + o) dm(z) = y(x0) JG y(—z — o) dm(x)

1= ple) = | 2(=e)dmia) - |

G

~ (o) [ A=) dm(e) = 3(0)ee) = 1(wo).

Tedy odpovidajici charakter v je roven e.
Krok 2. Je-li nyni pg € A(A) dano, necht vy je jemu odpovidajici charakter. Necht ¢ € A(A) je libovolné a
necht v je jemu odpovidajici charakter. Polozme 6(x) = vo(x)y(—2z), z € G. Pak § € G a pro funkci v € A plati

2(0) = (o) = L Yo(@)y(~z) dm(z) = L 5(z) dim(z).

Pokud ¢ = g, tj. 6 = e, dostavame Jp(pp) = 1. Pokud ¢ # ¢, charakter ¢ neni roven e, a tedy 5(¢) = 0 dle
prvniho kroku. ProtoZe je funkce 4 spojita na A(A) a {po} = {p € A(A): |F0(p)| > 0}, je mnoZina {pg} oteviena.
tedy je A(A) diskrétni. O

3.4.4 Dualni topologicka grupa

Definice 3.4.20. Necht G je komutativni, lokadlné kompaktni topologickd grupa. Uvazujme na G topologii 7Tk
lokalné stejnomérné konvergence. Presnéji, uvazujme mnoziny

Uke={ve€ G: |y(z) — 1| <e,z€ K}, K c G kompaktni,e > 0. (3.30)

Mnozina V < G je pak T-oteviena, pokud pro kazdé v € V existuje mnozina Uk . vySe uvedeného typu spliujici
’}/l'j[(’6 c V

Tvrzeni 3.4.21. Necht G je komutativni, lokdiné kompaktni topologickd grupa. Pak (é, TK ) je topologickd grupa.

Diikaz. Krok 1. UkaZme nejprve, Ze Tx je topologie. K tomu sta¢i ovefit, Ze pro dvé mnoziny Uk, ., a Uk,.c,
typu (3.30) existuje mnozina Uk . spliujici Uk . < Uk, ey N Uk,.e,. Zjevné viak stadi polozit K = K; u K3 a
e = min{e, ea}.

Krok 2. Ovérime, Ze grupové operace jsou na G spojité. Necht o € G jepevné a U = 'yoflUK’E je dané okoli 751.
Uvazujme okoli 7y tvaru voU_k .. Pak pro v z tohoto okoli tvaru v = 704, kde § € U ., plati y~! = %—15—1 eU.
To plyne z toho, ze

|67 (z) = 1] = |6(-2) — 1| <e, zeK.
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K ovéfeni spojitosti nasobeni uvazujme charaktery vy, € G a okoli bodu 7172 tvaru 172Uk . Ovéfime, Ze
pip2 € 12Uk, pi1 € ’YlUK,g,,uz € 'YQUK,%-
Necht tedy p; = 7;6; pro ngjaké 6; € U g, i = 1,2. Pak pro z € K plati
|01 (2)82(x) — 1] = [(d1(x) = 1)d2(z) + (d2(x) — 1)| < |61(x) — 1] |d2(x)| + [d2(x) — 1] < &.
Tedy operace nasobeni -: GxG—a je spojita. O

Lemma 3.4A.22. Necht G je komutativni, lokdiné kompaktni topologickd grupa, A = L(G) a f € A. Necht
¢: A(A) = G je zobrazeni dané Vétou 3.4.16. Pak plati ndsledujici tvrzend.
(a) Zobrazeni
(2,0) = fo@(0)),  (2,0) € G x AA),
spojité na G x A(A).
(b) Zobrazeni
(@,0) = (9(p))(2), (z,90) € G x A(A),

je spojité na G x A(A).

Diikaz. Necht T': A — Co(A(A)) zna¢i Gelfandovu transformaci. P¥ipomeinime, Ze

Folo(p)) = L (W) (0(0)(—y) dm(y) = o(fz) = (Lfe)(p), € A(A).

(a) Necht xg € G a pg € A(A) jsou dany. Necht € > 0 je libovolné. Diky Tvrzeni 3.4.12 a spojitosti funkce T f;,
na A(A) existuje okoli U bodu g a okoli V' funkcionalu ¢q takové, ze

[fo = foolie, we U, a |(Tfe)(@) = (Dfay) (o)l <& peV.

Pak

~

Fa(6(0)) = T (@(00))| <

Fo(0(2)) = Faa (9())] + | o0 (9(6)) = Fau(6(0))]
fo= Fao (0(0))| + |Faa (0(9)) — Faa (0(00))]

= (0 = L)) (@) + | Foa (6(6)) = Fau(6(0))]

< Hfﬁc - fxo HA + |fo0((p) - (Ff:co)(</70)| < 2e.

(b) Necht (zg,¢0) € G x A(A) je dano. Nalezneme f € A takové, ze (I'f)(po) = @o(f) # 0. Ze spojitosti T'f
plyne existence okoli U bodu ¢g, na kterém je funkce T'f nenulova. Véta 3.4.18(b) dava pro (x,v) € G x G rovnost

~ —

Y@ f() = f-e(7)s

a tedy A
(6(@)(@) = F-a(d(@N((TF) (@), (x,0) e G x U.

JelikoZ je funkce (z,¢) — ((T'f)(¢(p)))~! spojitd na G x U, pouzitim (a) dostavame spojitost funkce (z,p) —
(6())(x) v bodé (zg,¢p). Tim je dikaz dokonéen. O

Véta 3.4.23. Necht G je komutationi, lokdlné kompaktni topologickd grupa a A = L'(G). Necht ¢: A(A) — G je
zobrazent dané Vétou 3.4.16. Pak ¢ je homeomorfizmus.

Diikaz. Krok 1. Necht g € A(A) je dano. Ozancéime vy = ¢(po) a pro ¢ € A(A) pidme v, = ¢(9) (tj. Y0 = Yo )-
Necht ¢(po)Uk e je dané okoli ¢(yg) v (G, Tk ). Dle Lemmatu 3.4.22(b) pro kazdé y € K nalezneme okoli U, body
y a okoli V,, bodu ¢¢ takové, Ze

€
Ve () =70 ()| < 5 (x,¢) e Uy x V,,.
Vybereme kone¢né mnoho bodu yi,...,y, z K tak, ze K < |J;_, Uy,, a polozime V = (!_, V,,. Pak pro ¢ € V

plati ¢(¢) € YUk ,e-
Vskutku, necht = € K je libovolné. Vybereme ¢ € {1,...,n} takové, ze x € U,,. Jelikoz je o € V < V,,;, mame

Ve () =70 (@) < 7o () =y W) + [10() —0(2)] <e.

Tedy 74 = 70(7 ) € 10Uk -
Tim je ovéfena spojitost ¢.
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Krok 2. Abychom ukéazali spojitost inverzniho zobrazeni, vezméme g € G a oznaéme 0o = ¢ (70). Necht U je
dané okoli . Pak lze pfedpokladat, ze

={pe A(A): |p(fi) —po(fi)l <e&,i=1,...,n}

pro n&jaké ¢ > 0 a funkce f1,...,f, € A. Necht M € (0,00) splimje M > max{|f;| : ¢ = 1,...,n}. Nalezneme
kompakt K < G takovy, zZe

J \fi|dm<§, i=1,...,n.
G\K 4

Uvazujme okoli 70Uk <. Pak ¢~ 1() € U pro kazdé v € YUk, = -
Vskutku, je-li v z této mnoZiny, ozna¢me ¢ = ¢~1(v). Pak pro kazdé i € {1,...,n} plati

() — polf)] = \ | #@n@ =@ dma

< f 2fia)| dmfa) + | 1) he) = 20(e)] dm(a)
G\K
2 1 + M m <e.

Tedy i ¢! je spojité a dikaz je tak dokoncen. O
Diisledek 3.4.24. Necht G je komutativni, lokdiné kompaktni topologickd grupa a F: LY (G) — £ (é) je Fourierova
transformace. Pak plati ndsledugjici tvrzeni.

(a) Plati Rug F' < CO(CA}’) a Rng F' je podalgebra uzaviend na komplexni sdruZeni a oddélujici body G.
(b) Prostor Rng F' je husty v CO(CAJ),
(c) Pro kazdé v € G existuje f € C.(G) takové, Ze f(v) # 0.
Diikaz. Necht A = L'(G) aT: A — Cy(A(A)) znadi Gelfandovu transformaci. Pak Rng I je podalgebra Co(A(A))

oddélujici body A(A) a uzaviena na komplexni sdruzeni (viz Véta 3.4.18(b)). Dle Véty 3.4.23 je zobrazeni ¢: A(A) —
G surjektivni homeomorfizmus a navic dle Véty 3.4.18 plati

THp) = (Ffo(p), ¢eA(A).

Proto plati (a).
Tvrzeni (b) pak plyne za pomoci Stoneovy—Weierstrassovy véty z ( ).
(¢) Necht v € G je déno. Nechf § znaéi funkci dz) =1,z € G. Nalezneme funkei f € C, -(G) takovou, ze

§¢ fdm > 0. Pak
- | s@b@ dmiz) = | sz dm(@) >0
G G
Funkce g: © — yo(z) f(z) pak dle Véty 3.4.18(b) spliiuje

9(v0) = flovg ') = f(8) > 0
Tvrzeni je tedy dokazano. O
Lemma 3.4.25. Necht v: [0,00) — C je nenulovd spojitd funkce spliiujici rovnici

v(z +y) =v(@)v(y), z,yc¢€l0,0). (3.31)
Pak ezistuje X € C takové, Ze y(z) = e *, x € [0, 0).
Diikaz. Za prvé si povSimnéme, Ze v(0) = 1. Vskutku, z rovnosti v(0) = v(0 + 0) = (7(0))? plyne v(0) € {0, 1}.
Kdyby ~(0) =1, platl ( ) = ’y( )y(0) = pro z € [0, 00), coz by byl spor s pfedpokladem.
Polozme nyni w(z) = {y(t)dt, = € [0,00). Pak w je spojité diferencovatelna funkce na [0,00) (v bodé 0
uvazujeme derivaci zprava) ktera nen{ identicky rovna 0. (V tom piipadé by totiz v(z) = w'(z) = 0 na [0, ), coZ
by byl spor.) Existuje proto § € R takové, ze w(d) # 0. Z rovnosti (3.31) pak plyne vztah

) ) T+
w(8)y(2) :’y(a:)f y(t)dtzf (@ +1) dt:J (1) dt = w(z +8) — w(z), e [0,00).

0 0 x

Prava strana této rovnosti je spojité diferencovatelna funkce na [0,0), a tedy i v ma spojitou derivaci na [0, o).
Necht x € [0,90) je pevné. Pak je funkce y — ~(x + y) diferencovatelna na [0,00) a derivovanim (3.31) podle y
dostaneme rovnici

V(@ +y) =@ (y), yel0,0).
Dosazenim y = 0 dostavame rovnost
Y (@) =(x)¥'(0), xe[0,).
Existuji proto a,b € C takové, Ze y(x) = ae®®. Protoze v(0) = 1, plati v(z) = €, z € R. O
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Priklady 3.4.26. (a) Necht n € N\{1} a G = {0,1,...,n — 1}. Uvazujme grupu H = {ei¥: k=0,....,n—1}
chapanou jako podgrupu T. Pak zobrazeni ¢: H — G definované pomoci rovnosti

c2mk ;o 27k

ple ™ )(G) =e¥ ™, jeG,

je grupovy homomorfizmus a topologicky homeomorfizmus. R
(b) Necht G = Z. UvaZzujme topologickou grupu T. Pak zobrazeni ¢: T — G definované pomoci rovnosti

dN(G) =N, jez,

je grupovy homomorfizmus a topologicky homeomorfizmus.
(¢) Necht G = R. Uvazujme topologickou grupu R s Haarovou mirou my (viz Definice 1.5.30). Pak zobrazeni

¢o: R — G definované pomoci rovnosti ‘
p(t)(z) =€, zeR,

je grupovy homomorfizmus a topologicky homeomorfizmus. R
(d) Necht G = T. Uvazujme topologickou grupu Z. Pak zobrazeni ¢: Z — G definované pomoci rovnosti

¢(n)(z) = 2", =xeT,
je grupovy homomorfizmus a topologicky homeomorfizmus.

Diikaz. (a) Z¥ejmé je ¢(H) < G. Necht v € G je dano. Polozme A = (1), tj. A = €' pro n&jaké t € [0, 27). Indukei
ovétime rovnost v(j) = M, j € G, a tedy plati

1=7(0) =7((n—1) +1) = y(n—1)y(1) = A" = ™.

Tedy existuje k € {0,...,n — 1} spliwjici t = 27%_tj. v € ¢(H).

n

Necht ki, ks € {0,...,n — 1} jsou dany. Oznacme k = (k; + k2) mod n. Pak

eﬂ’;’fl ei—Z"nk2 _ pilkithe)2E _ i2zk
Jelikoz ore ok
;2mky . 27kg . 27k . ij 2k
6 (5T () = 0PN (G) = 7 a

27k 2mk! 2wk .. 27ko . onk

(0 )0(e*7)) () = 975 eV 5 = e,

je ¢ grupovy homomorfizmus.
Zobrazeni ¢ je homeomorfizmus, nebot obé grupy jsou diskrétni (viz Tvrzeni 3.4.19).
(b) Zjevné plati ¢(T) < Z. Necht ~ € Z je dano. Polozme A = (1), tj. A = e’ pro n&jaké t [0, 27). Indukei se
snadno ovéii, Ze y(j) = M, j € Z, a tedy ¢(A) = 7.
Pro )\1, Ag eT plati
P(A1A2)(j) = (MA2) = (9(A1)d(N2)) j,  J € Z,

je ¢ grupovy homomorfizmus.
Zobrazeni ¢ je spojité, nebot pro posloupnost {\,} v T konvergujici k A € T plati

a tedy ¢(N\,) — ¢(N) bodové na Z. Jelikoz Z je diskrétni, jsou jeho kompaktni podmnoZine kone¢né, coz dle
predchoziho pozorovani implikuje spojitost ¢. Diky kompaktnosti T je proto ¢ homeomorfizmus.

(c) Zjevneé je kazdé ¢(t) prvkem R. Pfedpokladejme tedy, Ze v € R je dano. Pak v: R — T je spojita funkce
spliwjici (3.31), a tedy v(z) = €, x € [0, 0), pro n&jaké b € C. Jelikoz v je omezena funkce, je b tvaru it pro n&jaké
t € R. Protoze pro x < 0 plati v(z) = (y(—2z))~! = (e7%)~! = €%, plati rovnost y(x) = €’ na R. Tedy 4(t) = 7.

Pro t1,t5 € R plati

Blt1 + t2)(x) = O — (o(t)p(12)) (2), T ER,

a tedy ¢ je grupovy homomorfizmus.

Ovéiime, Ze se jedna o homeomorfizmus. Necht ¢,, — ¢t v R. Necht K < R je libovolny kompakt a € > 0 je dano.
Necht M > 0 spliwuje K < [—M, M]. Zvolime § > 0 tak, aby |¢"V — 1| < & pro kazdé y € (—4, ). Nalezneme ng € N
takové, Ze [t, — t| < £ pro kazdé n > ng. Pro tato n € N pak méame |(t, — t)z| < & pro libovolné z € K, a tedy

|eitnz . em} _ ‘eitw| tltn—t)z _ | e, zekK.

Proto ¢(t,) — ¢(t) v R.
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OvéFme nyni spojitost inverze. Jelikoz je L' (R) separabilni, je A(L!(R)) metrizovatelny prostor (viz Véta 3.1.95(b)),
COZ znamena, ze R je metrizovatelnd mnoZina (viz Véta 3.4.23). Staéf tedy ovéfit sekvencialni spojitost ¢~1. Necht
{t,} je posloupnost v R a t € R je takové, ze ¢(t,) — ¢(t) v R

Pokud by {t,,} nebyla omezen4, méla by podposloupnost {t,, } spliwjici |t,, | — co. Pak diky Vété 1.5.33(f) plati

JR F)e’™ dma(x) = lim | Fla)ess dma(x) =0, [ e L'(R).

k—oo R
7Z toho plyne e*® = 0 na R, coZ je spor.
Posloupnost {¢,} je proto omezena. Pfedpokladejme, ze nekonverguje k t. Pak existuje jeji podposloupnost {¢,, }
konvergujici k néjakému s € R rtiznému od t. Ze spojitosti ¢ pak plyne

o(t) = lim @(tn,) = ¢(s),

k—o0

co? je spor. Tedy i ¢! je spojité a dikaz je dokoncen.
(d) Zobrazeni ¢ zjevné splituje ¢(Z) € T a jedna se o grupovy homomorfizmus, nebot pro kazdé ji, jo € Z plati

(1 +32)(N) = M2 = W2 = (@(j1)6(j2) (V) AeT.
Necht 7 € fe je dano. Polozme w(z) = ('), z € R. Pak w € R, a tedy dle (c) existuje t € R splitujici w(z) = e¥®,

z € R. Jelikoz _ _
e = w(z) = w(x + 2r) = @2 L e R,

existuje j € Z takoveé, Ze t = j. Tedy v = ¢(j).
Jelikoz T i Z jsou diskrétni prostory (viz Tvrzeni 3.4.19), je ¢ homeomorfizmus.

Priklad 3.4.27. Necht A = L'((0,0)), kde uvazujeme nasobeni dané vzorcem

f FW)gle —y)dy, e (0,00).

Pak plati nasledujici tvrzeni.
(a) Prostor A je komutativni Banachova algebra.
(b) Necht Cy ={AeC: ReX >0} a¢: C; — A* je dané jako
Q0
SN = | s, fea

Pak ¢ je homeomorfizmus C, a A(A).

Diikaz. V nasledujicich vypocétech budeme ml¢ky uzivat Fubiniovu vétu, jelikoz ve v8ech pripadech je ovéfeni jejich
predpokladi pfimocaré.
V ditkazu té7% uvazujeme zobrazeni i: A — L!(R) dané jako

f(z), xe(0,0),

€ A.
0, jinak, f

(a) Zobrazeni i je izometricky homomorfizmus A do do L!(G). Vskutku, linearita a izometrie je jasna. Pro
f,9 € A pak mame

<z’<f>*z'<g>><x>=fo (N Wilg) (@ —y dy—f FW)i9) (e — ) dy
jf y)dy = (f *g)(z), € (0,00).

Tedy A je jakozto podalgebra L!(G) komutativni Banachova algebra.
(b) Krok 1. Pro dané A e C; a f,g € A plati

BN + f (Jf oz -y dy) “dx—f e (ng@—y)e“dx) dy
- "1 (j o) ds dy=(L Fe ) (L@gme”dx)
— 50

A (F)eN)(9)-
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Tedy ¢(C4) < A(A). .
Krok 2. Necht nyni ¢ € A(A) je dano. Pak existuje v € L*((0,0)) spliwjici ¢(f) = §;” f(x)y(z)dz, f € A. Bez
ijmy na obecnosti lze pfedpokladat, Ze v je borelovska funkce. Definujme

h(z,y) = v(@)v(y) —v(z +y), (v,y)€ (0,%0) x (00).

Pak h je omezena borelovska funkce na (0, 00)2. Pak pro kazdé f,g € A plati

¢uwgw:£b<ff@mwyww)dex=£fﬂw(ifmzwWWMM>dy

- [Fr (], sentena) a- [ satents sy

¢waw:U;ﬂwww@)w@wwmm=f F@) 9@y (@) (y) de dy.

(0,00)2
Tedy

J, fwst@ndzdy =0, 1.9

z ¢ehoz plyne
y(z +15) = v(x)y(y) skoro viude na (0, 0)?. (3.32)

Jelikoz je v omezena funkce, je funkce

T
w(z) = J ~(t)dt, x € [0,00),
0
lokalng absolutné spojita na [0, 00) a plati w’(x) = () skoro v§ude na (0, 00).

Existuje § > 0 takové, ze w(d) # 0. (Vskutku, kdyby w = 0 na (0,0), byla by i v, jakoZto derivace w nulova
skoro viude. A to by byl spor.) Diky Fubiniové vé&té plyne z (3.32), Ze pro skoro vSechna x € (0, 00) mame

y(z +t)dt = JH& ~(t) dt.

x

T T

(o) = |

0

YO (e de = |

0

JelikoZ je prava strana spojita funkce, mé - spojitého reprezentanta.
Zvolme y > 0 takové, Ze v(y) # 0. Pak

lim ~v(z) = lim 1w +y)

=1.
04 =01 y(y)

Tedy 7 Ize spojité rozsifit na [0, 00) dodefinovanim v(0) = 1. Dle Lemmatu 3.4.25 existuje b € C spliujici v(z) = €b?,
x € [0,0). JelikoZ 7 je omezena na (0,0), plati Reb < 0. Cislo A = —b tedy splituje d(A) = 1.

Krok 8. Nyni ovéifme, Ze ¢ je homeomorfzimus. Pokud )\, — A v C,, mame e~ — ¢** bodové na R,a tak
pro kazdou f € A diky Lebesgueové vété dostavame

Q0
SOV = [ F@)e N do = lim flo)e " do = lim 60n)(1).
0 n—o0 n—o0
Tedy ¢ je spojité.

K ovéfeni spojitosti inverze staci ovefit sekvencialni spojitost, nebot A(A) je metrizovatelny prostor. Necht
{A\n} je posloupnost v C; a A je takovy element C., Ze ¢(A,) — d(N).

Ovéfime nejprve, ze {\,} je omezena posloupnost. Kdyby tomu tak nebylo, existovala by jeji podposloupnost
{An,.} splimjici |A,, | — 0. Necht f € 2((0,00)) a necht spt f < [a,b] < (0,00). Pak pomoci integrace per partes
dostavame

1
Any

)

Lb f(x)e " da Lb f(x)e " dx

f: f(@)e it da

coz je vyraz konvergujici k 0. Tedy ¢(A,,)(f) — 0 pro kazdou f € 2((0,0)). Jelikoz je prostor 2((0,0)) husty v
L((0,0)) (viz Véta 1.5.23), plati

k—0o0

tj. #(\) = 0, coz je spor. (Necht f € L'((0,0)) a ¢ > 0 déno. Nalezneme g € Z((0,0)) takové, Ze |f —g| < e.
Necht ng € N spliwje [p(A,)(g) — ¢(A)(g)| < € pro n = ng. Pak pro tato n plati

lp(An)(f) = AN ()] < [@(A)(f) = d(An)(9)] + [6(An)(g9) — B(N)(9)] + [#(N)(g) — ¢(N) ()]
<|f-gl+e+|f—gl<3e)
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Tedy {\.} je omezena.

Pokud by nyni {)\,,} nekonvergovala k A, existovala by vybrana podposloupnost {\,, } konvergujici k n&jakému
u € Cy raznému od A. Pak ale diky spojitosti ¢ plati

P(A) = lim ¢(An,) = ¢(p),

k—o0

coz je spor. Tim je diikaz dokondcen. O

Pfiklad 3.4.28 (Wiener). Necht A je algebra AC(T) z Piikladu 3.3.14. Pak plati néasledujici tvrzeni..
(a) Zobrazeni ¢: (*(Z) — A definované jako

o(z)(z) = Z z(k)2*, zeT,zel(Z),

keZ

je izometricky homomorfizmus ¢!(Z) na A, jeho# inverze je dana vzorcem

27
¢~ (f) (k) L feMe ™ at, kel

:27T 0

Algebra A je pak Banachova algebra s jednotkou.
(b) Pro kazdé X\ € T uvaZzujme ¥ () € A* definované jako

Pak 1: TA(A) je homeomorfizmus.
(c) Je-li fe A, pak % € A pravé tehdy, kdyz f # 0 na T.

Diikaz. (a) Zobrazeni ¢ je zjevné linearni izometrie. Pro f € A oznacime z(k) = 5 2 f(et)e~ ikt dt, k e 7. Polozme

) } 2m Jo
g(e) = >, x(k)et™, t € [0,27]. Pak g € C(T) a pro kazdé j € Z plati
1 27 ) . g
2 [ o - setye st =o

Funkce jsou trigonometrické polynomy husté v C(T) a f, g jsou spojité, g = f. Tedy ¢(x) = f a ¢ je surjektivni.
Pro z,y € £1(Z) a z € T plati

$axy)(z) = ). (@y)(k)* =) (Z 2(5)y(k j)) 2= 2(j) (2 y(k j)zk>

keZ keZ \jeZ JEZ keZ
= > () (Z y(l)zj+l> - (Z w(j)zj> (Z y(l)zl>

JEL leZ JEZ leZ
= (¢(2)8(y))(2).

Tedy ¢ zachovavé nésobeni a ¢(x(0;) = 1. Proto je A Banachova algebra a jelikoz je ¢*(Z) tplny prostor, je A také
aplna.
(b) Kazdy prvek ¥()) je zjevné element A(A). Je-li w € A(A) dano, je z — wo ¢ prvek A(¢*(Z)). Existuje proto

v € Z takové, ze w(d(z)) = X, o, ¥(k)y(—k), x € £*(Z). Dle Piikladu 3.4.26(b) existuje u € T takové, Ze y(k) = u*,
k € Z. Polozme Aii. Pak dostavame

k€eZ keZ

Jelikoz je ¢ surjektivni, plati w(f) = f(A), f € A.

Jelikoz je T kompaktni a ¢ je zjevné spojité, jedna se o homeomorfizmus.

(c) Pokud % € A, zjevné f # 0 na T. Obracené, pokud f je nenulové na T, dle bodu (b) plati p(f) # 0 pro
kazdé ¢ € A(A). Dle Véty 3.3.63 plati 0 ¢ o4(f), tj. f invertovatelny prvek A. To znamené, Ze % € A. O
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3.4.5 Banachova algebra M (G)
Definice 3.4.29. Pro funkci f: G — C rozgifme definice f* z Véty 3.4.8 vzorcem
@) = f(-=z), zeG.

Definice 3.4.30. Necht G je komutativni, lokdlné kompaktni topologicka grupa. Necht A = M(G) znadi prostor
vSech Radonovych komplexnich mér na G. Pro miry puq, ..., pu, € A definujeme

[y g ey = (X - ),

kde ¢¥: G™ — G je definovano jako ¥(x1,...,x,) =21+ + Xy, (x,1...,2,) € G".
(a) Na A definujeme nasobeni pomoci vzorce

(h*v)=¢(pxv), preA,

kde ¢: G x G — G znadi zobrazeni ¢(z,y) =z + y, (x,y) € G x G.

(b) Necht M,.(G) znaéi prostor viech prvkii A absolutng spojitych vuéi m. Pripomeiime, ze M.(G) a M4(G)
znadi prostor vech spojitych, respektive diskrétnich elementi A (viz Definice ?7).

(¢) Na A definujeme operaci * jako

u*(B) = u(—B), BeBs(G), ueA.

Véta 3.4.31. Necht G je komutativng, lokdlné kompaktni topologickd grupa a A = M(G). Pak (A, =) je komutativni
Banachova algebra s jednotkou a zobrazeni x: A — A izometrickd involuce, pro kterou plati

f f(z)dp*( J f*(z)du(z), feBfP(G),pe A. (3.33)
Ddle plati ndsledugici tvrzend.
(a) Pro kazdé p,v e A plati
[ f@ amuene = [ ([ s+ i) wt. 7enre). (334

| Necht mnoZiny A, B € Bs(G) spliiugi u(G\A) = v(G\B) = 0 a A+ B € Bs(G). Pak plati (u+v)(G\(A+B)) = 0.
Specidlné plati spt(p = v) < spt u + sptv.

(b) Pro kazdé f € L*(G) oznacme jako fm miru definovanou jako (fm)(B) = {5 f( (x), B € Bs(G). Pak
zobrazeni f — mf je izometricky *-homomorfizmus L*(G) na M. Dale je MaC(G) v A uzavreny *-idedl.

(¢) Prostor M.(G) a je v A uzavieny =-idedl a Mq(G) je uzavrend =-podalgebra A.
(d) Zobrazeni x — e, je homomorfni a homeomorfni vnofeni G do (A, w*), kde A je chdpdna jako dudl k Co(G).

Dikaz. Dle tvodni sekce je M(G) Banachiiv prostor. Necht ¢: G x G — G je s¢itani, tj. ¢(z,y) = v + vy, (z,y) €
G x G. Jelikoz je pro pu,v € M(G) mira u x v element M(G?), je p* v € M(G). DokdZeme nejdiive (a). Necht
f € Bf®(G) je dano. Pak fo ¢ € Bf*(G?) a

| r@ G n@ = [ (oo i) - f(ffmy da )) dv(y).

Necht nyni mnoZiny A, B € Bs(G) spliwuji pro p, v € A rovnosti u(G\A) = v(G\B) = 0 a necht A + B € Bs(G). Pak
pro C' = G\(A + B) plati

(1 v)(G\(A + B)) fjxww)dmu ) dnu(y ”><cx+ydu<>du<>:

Tim je (a) ovéfeno.
Pro kazdou f € Bf®(Q) plati diky (3.34) rovnosti

ff d(p = v)( =L<Lf(x+y)du(x))dV( =J(ny+w ) dv(y > Jf d(v = p)(y),

a tedy je A komutativni.
Diracova mira g je jednotka A, nebot

Lgm (0. ) fj (z + y) deqoy () dia(y) = f 6(u)duly), g€ BP(G).
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Distributivita nasobeni plyne ze vztahu

pr(vtw)=¢px (v+w) =dpxv+pxw) =dpxv)+dpxw)=psv+p*rw

a asociativita z rovnosti
Jf (v*w) fffory du(z) d(v = w)(y)
=J f flz +y)dv *w)(y) du(z)
cJc
= [ [ s+ 2 duty) dote) dua)
cJc

ij<> (4+v) ijwz (1 1) (2) dw(y)
:JGUGf 2+ 2 + ) du(e) dv(y) dw ()
| | @y i) dut) dnto)

platnych pro kazdou f € Bf?(G).
Dale pro p € A a jednoduchou borelovskou funkei f = Y1 | ¢;x g, plati

fH(@) = f(=x) = Z cixp(—x) = Z@X—B(w)

takZze
ff dﬂ Zczﬂ ZczﬂB—ZczM Jf* d,u

Proto (3.33) pro kazdou f € Bf?(G). Z ni téz plyne jeji komplexné sdruZzend linearita a izometri¢nost.
Dale pro pu,v € A a f € Bf*(G) plati

ij (s v)* jf* u*u><x>=”f*<x+y>du<x>du<y>

Jff —z —y)du(x)dv(y fff —x —y)du(x) dv(y)

L;f( (u* = ™) Jfoerdu* ) dv™( ij —x + ) du(x) dv* (y)
ijx— ) dv*(y) dp(x Jff —x —y)dv(y) du(x)
- | | e —pavt) du).
atedy (p=v)* = p* = v*,

(b) Zjevné je fm € M,.(G) pro kazdé f € Ll(G) Obracene pokud € M,y.(G), je dana mira, existuje dle
Radonovy-Nikodymovy véty f € L'(G) spliwjici u(B) = § f( , B € Bs(G). Zobrazeni 9: f — fm je tak
bijekce L'(G) na M,.(G).

Necht f € L'(G) je ddno. Pak mame

[fml, = sup j o(@) f(z) dm(z)| = sup J o) f(@) dm(@)| = 1l s
9€Bgeh () VG geBLo) IJG
tedy se jedna o izometrii.
Dale pro g € Bf®(G) plati
f (@) d(fm)*(z) = [ g*(2) d(fm)(x) = j 9(2)f(x) dm(a)
g G




¢ili ¢ zachovava involuci.
Dale je zjevné ¢ linearni. Konecné pro fi, fo € L'(G) plati pro kazdé g € Bf*(G) rovnosti

[ @ x m@) = [ o)« @) dmie) = [ [ awfsfate - ) amy) dmiz)
~ [ 10 (] st - >dm(z>) dmiy) = Lg(y+Z)fl(y)fz(Z)dm(Z)dm(y)
- L L 9ly + 2) d(frm) (y) d(f2m) (=) = fG 9(y) d((fim) * (f2m))(®),

a tedy v zachovava nasobeni.
Je-li nyni € M(G) a f e L*(G), pro mnozinu B € Bs(G) spliwjici m(B) = 0 plati

((Fm) + )(B) = L x(@) d((fm) * 1) (z) = L (L x5 (@ + 1) (@) dm<x>) dpu(y)
= L <L xB(2)f(z —y) dm(z)) du(y) =0,
takze M,.(G) je ideal.

(c) Prostor M.(G) je uzavieny v A, viz Véta ??. Zjevné

(n*)({z}) = p({=2}) =0, zeG e M(G),

takze M.(G) je uzavieny na involuci.
Pro p e M.(G) a v € A plati

Gen)iah = | | e —upav) -0, zec.

a M.(G) je tedy ideal.

Uzavienost Mq(G) je zarucena V&tou ?7. Necht u, v € My(G) jsou dany. Necht A, B < G jsou spocetné mnoziny
takové, ze u(G\A) = v(G\B) = 0. Pak je A + B spocetna, a tedy borelovskd podmnoZina G, a proto dle (a) plati
(u*v)(G\(A + B)) =0. Tedy p* v € Mg(G). Déle je p = (G\(—A)) =0, a tedy i u* € My(G).

(d) Pro a,be G a g € Bf’(G) plati

| s@desen@ = | | o+ i) den@nm - | sterndawm - g+ - | a@ e,

G

Tedy je zobrazeni e: G — A algebraicky homomorfzimus.
Déle pro net {a;} v G konvergujici k a € G a f € Cy(G) aplati

Lf(x)deax - f(a) — f(a ff Deala

a tedy € je spojité.
Necht ,, — £, pro ngjaky net {a;} v G a a € G. Necht U je dané okoli a, pfi¢emz miZzeme piedpokladat, ze U
je lokélné kompaktni. Nalezneme f € C.(G) s hodnotami v [0, 1] spliwjici f(a) =1 a f = 0 na G\U. Protoze

flar) = Lf(m) de,, () — Lf(x) dea(z) = fla) = 1,

existuje idnex iy takovy, Ze f(a;) > 0 pro i > ig. Pro tato ¢ je pak a; € U, takZe jsme ovéfili a; — a. Tedy € je
homeomorfizmus. O

Definice 3.4.32. Necht G je komutativni, lokdlné kompaktni topologicka grupa. Pro u € M(G) a f € LY(G)
borelovskou definujeme

r) = Lf(fc—y) dn(y), zeG.

Tvrzeni 3.4.33. Necht G je alespori dvoubodovd komutativni, lokdiné kompaktni topologickd grupa. Uvazujme M (G)
s involuct definovanou ve Véte 3.4.31. Pak M(G) neni C*-algebra.

Dikaz. Necht x € G je prvek rizny od 0. Vezméme ryze imaginarni nenulové ¢islo a € C a uvazujme miru

W= QE_z + €9+ QEg.
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Pak pu* = ae, + ¢ + @e_, a dle Véty 3.4.31(d) plati

o pF = (|o¢|2 €0+ aE_y + |a|2 e,gw) + (@e_p + &0 + QE,) + (|o¢|2 Eop + €L + |oz\2 50>

= (1+2]a)eo + (@ + Dex + (a+ @)y + | 00 + | 0,

= (1+2|aP)eo + o €20 + |0 e_2a.
Tedy

2
[ | =1+ 4]al”.
Na druhou stranu méme
lel = (1 +2]a))? = 1+ 4]af* + 4],

a tedy |u|> > || * p*||. Proto M(G) neni C*-algebra. O
Véta 3.4.34. Necht G je komutativni, lokdlné kompaktni topologickd grupa. Je-li p € M(G) a f € LY(G) je
borelovskd, pak j+ f € L*(G) a plati p+ fm = (u* f)m.

Diikaz. Pro f € L*(G) borelovskou a € M(G) je funkce (x,y) — f(x—y) borelovské a z Fubiniovy véty aplikované
na |f| am x |u| se ové¥i, Ze je m x p-integrovatelna. Dle Fubiniovy véty je tedy funkce pro m-skoro v8echna = € G

je funkee y > f(z —y) v L'(n) a funkee x — §, f(z —y) dp(y) = (1= f)(@) je v LH(G).
Pro g € Bf®(G) pak plati

[ s ds pom) = | gte) ( [ 1= nauw) amto) = [ [ g1t~ ) donte) duty
_ L Lg(y ) (2) dmi(z) duly) = L L 9(y + 2) du(y) d(fm)(2)
= Lg(y) d(p* fm)(y).

Tim je pozadovana rovnost ovéfena.

3.4.6 Fourierova—Stieltjesova transformace

Definice 3.4.35. Necht G je komutativni, lok4lné kompaktni topologicka grupa. Definujeme Fourierovu—Stieltjesovu

~

transformaci F': M (G) — (*(G) jako

(Fu)(y) = L T@ du(z), e Bpe M(G)

Néekdy piseme Fu = [i.
Véta 3.4.36. Necht G je komutationi, lokdlné kompaktnd topologickd grupa a necht F' znaci Fourierovu—Stieltjesovu
transformaci. Pak plati ndsledugici tvrzeni.

(a) KaZdd funkce [i je omezend a stejnomérné spojitd na G.

(b) Zobrazeni F je =-homomorfizmus M(G) do Cb(CAv' zachovdvagici jednotku o normé nepfesahujici 1 (prostor
C*(G) je wvaZovdn s involuct f*() = f(v)). Navic restrikce F na L*(G) je Fourierova transformace z Defi-
nice 3.4.17.

(¢) Pro kazdé v € G je zobrazeni v(7): p— fi(y) prvek A(M(G)). Zobrazeni v — ., je homeomorfni vnofend G
do A(M(G)).

(d) Necht we M(G) , z0e G a7 € G jsou ddny. Pak pro miry A\ a w definované jako A = yop a w = ¢(u), kde
¢:x—1x—x0, xEG, plati

~ ~

M) =00re") e ©() =7(z0)i(r), veG.
Specidlné, plati, Ze funkce v — (v, ") a v = Y(2o)fi(7) jsou téZ v Rng F.

Diikaz. Necht A znaéi M(G).
(a) Pro dané pu € A dané a libovolné v € G plati

()| =

f () dp(z) <j Vdlul () = ]
G G

193



Tedy i je omezend a ||F| <
Nechte > 0] je. dano. Nalezneme kompakt K < G takovy, ze |u| (G\K) < §. Uvazujme mnozinu Uk . tvaru(3.30).

pak pro vi,v2 € G splitujici ’yl'yQ € Uk, = plati

’2H [
Bn) — 2] < (@) — (@) dl (= f (@)™ — 1] dlul (2)
< j I (@)va) ™ — 1] d |l (”C”L\K s (@)2(2) ™ — 1] d | ()

2H H |l (K) +2|u[ (G\K) < e

Tedy /i je stejnomérné spojita.
(b) Zobrazeni F je zjevné linearni a dle odhadu v (a) plati |F|| < 1. Pro funkci f € L'(G) mame

Fly) = Lv(—x) d(fm)(z) = L f@) (=) dm(z) = F(), ~eG,

a tedy F' je rozsifenim Fourierovy transformace.
Pro p € M(G) mame

() = L () dp* () = Lmdum —A0) = (A)*, €@

Tedy F' zachovava involuci.
Pro pu,v € M(G) dostavame pro kazdé v € G rovnost

(D)) = Lw 2) d(p v)(x) f f dp(z) du(y)

_ <L v(—z) du(x)) <JG7(—y) du(y))

tj. F' je homomorfismus.
Konec¢né pro eg mame

~

G7) = | s(a)deofa) =2(-0) =1, € C.
(¢) Inkluze (@) = A(M(G)) plyne z (b). Necht {v;} je net v G konvergujici ke v € G. Dle (a) plati
(i) () = Alvi) = B(y) = () (), p e M(G),
w* . el
tj. ¥(:) = (7). Tedy ¢ je spojité. R ~
Predpoikladejme nyni, Zze ©(v;) — ¥(v) pro ngjaky net {v;} v G a v € G. Uvazujme inverzi k zobrazeni z
Véty 3.4.16, které kazdému prvku w € G pfifazuje element ¢, € A(L'(G)). Pak zobrazeni w — ¢, je homeo-

morfizmus G a A(LY(G)) (viz Véta 3.4.23). Necht f € L'(G) je libovolné. Pak fm € M(G) a dle predpokladu
plati

o (f) = L F@)vi(—z) dm(z) = Fm(yi) = ¥(3) (1) — () (1) = A7) = o4 (f)-

* ~
Tedy -, % ~, coz diky zmifiované Vété 3.4.23 implikuje v; — v v G. Tedy v je homeomorfni vnofeni.
(d) Pro v € G dostavame

50 = | sl=2) ix@) = | a(=aola) dute) = [ (e duta)
= J‘G('yfyo_l)(fx) dﬂ(z) = ﬁ(’Y’YO_l)

B(y) = Lw—x) duo(z) = ng—x + 0) dp() = (o) JG y(~) dp(z) = 4(z0)A(7).

Tim je dtikaz dokoncen. O

194



Definice 3.4.37. Necht G je komutativni, lokdlné kompaktni topologickd grupa. Definujme F': M(G) — (*(G)
pomoci vzorce

(Fi)@) = [ 2@ dut. a6,
Véta 3.4.38 (O jednoznac¢nosti). Necht G je komutativni, lokdlné kompaktnd topologickd grupa a u € M((A?) Pokud
| a@aun -0, wec.

pak p= 0. Tedy F je prosté zobrazend.
Diikaz. Necht F: L1(G) — C’O(CA?) znadi Fourierovu transformaci. Pro kazdé f € L'(G) dle predpokladu plati

f F(y) dp(y J f fx dm(z) dp(y) = L f(z) (fév(—x) du(v)) dm(z) = 0.

Jelikoz Rng F' je husty v C’O(G) dle Dusledku 3.4.24, plati u = 0. O

3.4.7 Pozitivné definitni funkce a Bochnerova véta
Definice 3.4.39. Necht G je komutativni, lokidlné kompaktni topologickd grupa a f: G — C je funkce. Rekneme,
ze f je pozitivné definitni, pokud plati

n

Z ciepf(zj —xg) 20, z1,...,2,€G,c1,...,¢,€C, neN. (3.35)
Jik=1

Lemma 3.4.40. Necht G je komutationi, lokdlné kompaktni topologickd grupa o f: G — C je pozitivné definitni
funkce. Pak plati ndsledujici tvrzent.

(a) Plati f(0) =0
(b) Pro kazdé x € G plati f(—z) = f(z).
(¢) Pro kazdé x € G plati |f(z)| < f(0), a tedy je f omezend funkce.
(d) Pro kaZdé x,y € G plati
|F(@) = f@)I* < 2/ (0) Re(£(0) = f(z —v)).
(e) Pokud f je spojitd v 0, je stejnomérné spojitd.
Diikaz. (a) Pro ¢y =1 a x; = 0 plyne z (3.35) nerovnost 0 < f(0).
(b) Dosadime do (3.35) pron =2 body 1 =0 axs =z adislacy =1 acy =c. Pak
2

0< Y eaf(x;— ) = [(0) +ef (=) + cf (z) + |e| £(0). (3.36)

k=1
Pro ¢ = 1 dostavame 0 < (1 + |¢[*)f(0) + f(z) + f(—z) a pro ¢ = i méme 0 < (1 + |¢[*)f(0) + i(f(z) — f(—x)).
Tedy f(z) + f(—z) 1i(f(x) — f(—x)) jsou redlné &isla. Proto pro f(x) = a1 + ias, kde a1, as € R, plati
f@)+ f(—z) = (a1 + b1) +i(aa+ b)) eR a i(f(x)— f(—z)) = (by —az) +i(a; —by) €R.

Tedy by = —ag a by = ay, tj. f(—2z) = f(x).
(¢c) Pro z € G predpokladejme, ze f(x) # 0. Nalezneme c € C takové, ze cf (z) = — |f(z)|. Pak || |f(z)] = |f(x)|,
a tedy |c¢| = 1. Z (3.36) tedy diky (a) dostavame
0< f(0) +2f (=) + cf (@) + e]* £(0) = f(0) + cf(x) — [ f(w)| + f(0) = 2(f(0) — | f()]).
Tim je (c¢) dokazano.
(d) Necht z,y € G jsou dany. Muzeme predpokladat, ze f(x) # f(y). Necht A € R je libovolné. V (3.35)
uvazujeme n =3, x1 =0, 20 =z, 23 =yac; =1,co =c= %}f(%)\ a c3 = —c2. Pak dostavame

n

0< Y eaf(e; — ) = (F(0) +ef(—a) —ef(—y) + ¢ (f(@) +f(0) + (O f(a — y)

jk=1
—e(fw) +efly - ) + (=0 10))
= (L+20e)F(0) + (@) + ef () = (@ () = ef ) — Iel* (F(w = y) + (y = )
= (L+21e)F(0) + e(f@) = F W) + e (@) = f()) ~ |el* 2Re f(z —y)
= (L+2[e)F(0) + 22| (@) = f(y)] —2X*Re f(z — )
= R(2(Re(f(0) = fla =) + A@|f(x) = F(3)| + £(0).
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Diskriminant tohoto kvadratického polynomu v proménné A tak musi byt nekladny, a tedy

0= 4[f(x) — f(y)|* — 4£(0)2Re(f(0) — f(z — y)),

coz implikuje nerovnost v (d).
Tvrzeni (e) nyni plyne z (d). O

Tvrzeni 3.4.41. Necht G je komutativni, lokdlné kompakini topologickd grupa. Pokud p € (1,00) a q je sdruZeny
exponent k p, pro kazdé funkce f € LP(G) a g € LY(G) je funkce f = g € Cy(G).

Diikaz. Necht f,g € C.(G), pro x,y € G mame
(F*9)(@) — (f * 0)(0)] = U o — 2)— F(2)aly — 2)) dm(2)
< [ 1#G)lgte =) - gl - 2)| a2
G

< flo l9-2 = 9-l; -

Dle Tvrzeni 3.4.12 je zobrazeni x — g, stejnomérné spojité na G, a tedy je funkce f # g stejnomérné spojita na G.
Pro f € LP(G) a g € LY(G) obecné nalezneme posloupnost {f,,} v LP(G) a {gn} v LY(G) takové, ze | fn, — f|, +
lgn — gl, — 0. Pak pro z € G plati diky Hélderové nerovnosti

(% g0)(@) — ( # 9)(a)] = \ [ nta =0 = st = ) dm<y>\
f|fn @) 19n(z — v)| dm(y) f|f ) lgn(z —v) — g(z — )| dm(y)

<|[fn—=1l, Hgn\lq + £l lgn = gll, = 0,

tj. faxgn 3 fxg.
Jelikoz f, * g, € C.(G) dle prvni ¢asti ditkazu a Véty 3.4.31(a), dostavame f * g € Co(G). O
Lemma 3.4.42. Necht G je komutativni, lokdlneé kompakini topologickd grupa. Pak plati ndsledujici tvrzent.

(a) Soucet dvou pozitivné definitnich funkci a nezdporny ndsobek pozitivné definitni funkce je definitné pozitioni
funkce.

(b) Kazdy element ~ € G je pozitivné definitni funkce.

(c) Pokud f € L*(G), pak f+f* je pozitivné definitni funkce. Pokud f € L*(G), je f* f* spojitd, pozitivné definitni
funkce.

(d) Pokud p € M(@) je nezdpornd, je funkce

spojitd, pozitivné definitni funkce na G.

Diikaz. Tvrzeni (a) je ziejme.
(b) Pro v € G a sumu tvaru (3.35) plati

> (e —a) = Y etry(a;

J.k=1 J,k=1

)W = 2 ()
I=1

(¢) Ozna¢me h = f + f*. Pro libovolnou sumu z (3.35) plati

1 eigrh(a; —ap) = ) Cj@J f@)f*(zj — 2p —y) dm(y)
k=1 G

Jik=1 Js

Il
Q




Pokud 4fin L689G04, je dle Lemmatu 3.4.41 funkce f = f* € CO(G)
(d) Je-li u € M(G) déno, k ovéfeni spojitosti funkee f(z) = {5~(z) du(y), = € G, lze zopakovat dikaz tvrzeni
(a) Véty 3.4.36. Podrobnéji, pro z,y € G plati

e fw v dlul (v Jh ) (e — ) — 1] d | (7):

Nalezneme-li tedy pro dané ¢ > 0 okoli U € 7(0) takové, Ze |y(x —y) — 1| < € pro x,y € G spliwjici x —y € U (viz
Lemma 3.4.15), dostavame odhad
|f(z) = fy)| < elul(G),

z ¢ehoz plyne stejnomérna spojitost f.
Pro kazdou sumu tvaru (3.35) pak plati

n n

Z cierf(z; — k) Z Z cicr (Y(z1 — zx)) J 2 cicry(z)y ask)du( )

jk=1 G k=1 Jk=1

O

Véta 3.4.43. Necht G je komutationg, lokdlné kompaktni topologickd grupa a f: G — C je spojitd pozitivné definitni
funkce na G. Pak ezistuje p € M(G) nezdpornd takovd, Ze f(x SG'y ) du(7y).

Diikaz. Diky Lemmatu 3.4.40(c) a Lemmatu 3.4.40(a) lze piedpokladat, ze f(0) =1
Krok 1. Ukazeme, Ze

f j 9@ =) f(@ —y)d)dm(y) >0, geL}(G).

Jelikoz je prostor C.(G) husty v L'(G) a f je omezena, staci ovéfit tuto nerovnost na C.(G). Necht tedy g € C.(G)
je dana. Zvolme € > 0 a ozname K = spt g. PoloZime u = m|x x m|x a necht a = pu(K x K). Definujme spojitou
funkci A na K x K jako

h(z,y) = g(x)g(y)f(x —y), (z,y)e K x K.

Z Lemmatu 9.2.22 odvodime existenci miry v € M1 (K x K) splitujici ‘SKxK h(z,y) dp(z,y) — a§, h(z,y) dv(z,y)| <
e. Pak v je tvaru v = ZZk:l CjCkE (2, x,) PTO NEjake body (z;,z1) € K x K anezdporna ¢isla cj, cx, j, b =1,...,n,
spliwjici 377, _; cjex = 0. Protoze

n

f Wy dv(e,y) = Y gla) g fla; — oiesen = . cs(ws)englan)f(a; — o) > 0,

KxK k=1 Q=1

Tedy §, . x h(z,y) du(z,y) = —e. Protoze € > 0 bylo libovolné, dostavame nerovnost T'g > 0.
Krok 2. Jelikoz je f € C*(G), miZzeme definovat

Tg - Lg(w(x) dm(z), geL'(G).

Protoze |f,, < 1, platt 7] < 1
PoloZzme déle

{g1,92) = T(g1 * g5), 91,92 € L'(G).
JelikoZ

= | (j v)o8 (z — )dm<y>) fa)im@) = | 0y <ng@—x)f(a:)dm(x)) dm(y)

(3.37)
_ j j 0@ REFy — 2) dm(z) dm(y),
GJaG

je zobrazeni (g1, g2) — {g1, g2 linedrni v prvni soufadnici a sdruzené linearni v druhé. Navic diky prvnimu kroku
plati (g, g) > 0

Analogicky jako v Tvrzeni 1.1.11 odvodime Cauchyovu—Scwarzovu nerovnost

|<91,92>\ < {91,91¢92,92), 91,92 € Ll(G)-
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Krok 3. Ukazeme, Ze pro g € L*(G) plati
Tgl> <T(g+g*), geL'(G). (3.38)

Necht V € 7(0) je relativné kompaktni a necht h = ﬁxlj. Pak pro kazdé g € L*(G) diky (3.37) plati

oot~ To = [ ([ a1 = amt)) amio) - | g0)1wyan(e)
= [ o) (g [ =0 = @) dl)) amte)

by =1 = s [ ] (@ =)= 1(@) dm(a) dm).

Necht nyni g € L*(G) je ddna a € > 0 je libovolné. Jelikoz je f stejnomérné spojita (viz Lemma 3.4.42(e)),
existuje V' € 7(0) relativné kompaktni okoli 0 takove, ze |f(x —y) — 1| < € pro x,y € V. Pak pro h = m(lv)XV
mame

oy =To| < | o) oz | 1@ =) = Fw)] dm(y) dim(z) < e o]

a

Kho by — 1] < ﬁ JV fv e dm(z) dml(y) — <.
Tedy

Tyl =1Tg —<g.h) + g, )| < elgl +[<g, LI,
a proto

Tgl* < e(e gl + 21g, W)]) + Kg, WyI* < e(ellgl? + 2[<g, hyl) + {g, g)¢h, by
<el(elg)? +21g, W) + {g, g) [<h, By — 1] + (g, g)
<e(ellgl® +2Kg, )| + g, 9)) + 9. 9)-

Tim je nerovnost (3.38) ovéfena.
Krok 4. Ovéfime, ze
Tgl < 3l,,. geL'(G). (3.39)
Necht g € L(G) je dano. Polozime hy = g * g* a pro kazdé n € N\{1} induktivné definujeme A" = h"~!  h.
Jeliko# je h pozitivng definitnf (viz Lemma 3.4.42(c)), plati h* = h. Z (3.38) plati [Tg|> < T(g * g*) = Th.
Dosazenim h2" pro n € N do (3.38) dostavame

T2 [
(%)

Tedy
1
on

ITg)> < Th < (T(h?))} < (T(hY)F < - < (T(h2"))# < H}ﬂ . neN

Jelikoz | T| < 1 a limy,—, [A?” |}2_n = rp1c)(h) , dostavame z Véty 3.3.65(a) a Véty 3.4.18(a) nerovnost
2 T ~[12
iTgf < [ =413

Tedy (3.39) je ovéfeno.
Krok 5. Necht F: LY(G) — Co(G) znagi Fourierovu transformaci. Definujme

Lh = Tg, g€ F '(h),heRngF.
Diky odhadu (3.39) je L dobfe definované linearni zobrazeni Rng F' do C. Navic plati

[Zh| = 17l < 1g1 = 11, g€ F~'(h),h e Rng .

Tedy L je spojity funkcional na Rng F' o normeé neprevysujici 1. JelikoZ je Rng F' husty v Co(é) (viz Diisledek 3.4.24),
mé L jednoznaéné rozsiveni L € Co(G)* s normou | L| = HiH Dle Rieszovy véty o reprezentaci (viz Véta 7?) existuje

~

ji e M(G) spliict |u] = L] < 1a

Ih = | he)dii), e Col@),
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Definujme miru p € M(G) jako ¢(fi), kde ¢: G — G je definovéno jako ¢(z) = —z, z € G.
Polozme

fla) = | 1@aut). we. (3.40)

Necht nyni g € L'(G) je libovolné. Pak

Lg(x)f(:c) dm(z) = Tg = L 3() dii() = L 3(—) du(y) = L Lguw@) dm(z) du()

_ JGg(:c) (fé v(x) du(w)) dm(z) = L 9(2) f(z) dm(z).

Tedy f = fm—skoro vSude. Jelikoz f i f je spojita funkce, plati f = f
Zbyva ukazat, ze p = 0. Dosazenim = = 0 do (3.40) dostavame

~

1= £(0) = £(0) = L,; Ldp(y) = w(@) < |ul = | < 1.
Diky Lemmatu 9.2.23 je u nezédporna. O

3.4.8 Veéta o inverzi

Lemma 3.4.44. Necht G je komutativni, lokdiné kompaktni topologickd grupa. Pak F je prostyj operdtor z L(M(CAT'), {*(G))

splriugict Hﬁ” <1 a kaZdy prvek f € Rngﬁ’ je omezend, stejnomeérné spojitd funkce na G.

Diikaz. Zjevné pro p € M(G) plati

[ 2@ duw\ <[ 1dll=lul, zec.

a tedy Hﬁ’” <1

Pokud ﬁu =0, z Véty 3.4.38 plyne u = 0, tj. F je prosty.

Necht nyni p € M(G) je dana. Pisme p = Zi:o i*uy,, kde pp € M(G), k = 0,...,3, jsou nezaporné. Pak pro
kazdé k € {0,. .., 3} je funkce ﬁ,uk Spojita a pozitivné definitni (viz Lemma 3.4.40(d)), a tedy je stejnomérné spojita
(viz Lemma 3.4.40(e)). Tedy i 15# = 22:0 ikﬁuk je stejnomérné spojité. O

Véta 3.4.45 (Véta o inverzi). Necht G je komutationi, lokdlné kompakini topologickd grupa. Pak plati ndsledujici
turzent.

(a) Pokud f € L'(G) ~Rng F', pak plati f € L'(G).

(b) Necht je Haarova mira m na G fizovdna. Pak Haarovu miru m na G lze volit tak, Ze rovnost

flz) = jé For@ydm(y), zed, (3.41)

plati pro kaZdou f € L'(G) n Rng F.

Diikaz. (a) Oznatme B = L'(G) n Rug F a pro f € B oznaéme u; = F1(f).
Krok 1. Ukézeme, ze plati

gny = fug, f,g€B. (3.42)

Necht tedy f,g € B jsou dany. Pak pro libovolnou h € L'(G) mame
[ aerdnse = [ ([ ant-orama) ) duse)
G é \Ja

[ ([ 1on@ant) dusto

~ [ 1) ([ s ) dmto
- L h(—a)f(x) dm(z) = (f = h)(0) = (b= £)(0).
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Pouzijeme-li tuto rovnost postupné pro h = f a h % g, dostaneme
[ 3wy = [ BT dug = (e 1) 2 0)0)

— ((hwg) = )(0) = féﬁ?gduf - féﬁfdug.

~

Jelikoz je Rng F' husty v Cy(G) (viz Disledek 3.4.24), (3.42) plati.
Krok 2. Definujeme nyni funkcional T na C.(G) nasledujicim zpisobem.

A~

Necht g € C.(G) je libovolna. Ozna¢me
B, = {v e C.(G): v pozitivné definitni, v > 0 a § > 0 na spt g}.
Diky Vété 3.4.43 plati B, — B. Polozime
Tg = J gdlfm,
a v

kde v € By je libovolna.

Vsimnéme si, Ze T je nezaporny a nezéavisi na volbé v. Diky pozitivni definitnosti je totiz u, nezéporna, takze
prog = 0jeTg = 0.

Dale, je-li w € By libovolna, plati diky (3.42) rovnost

fA gduw = fA %6duw = ﬁ %@duv = JA gduv =Tg.
& a wo & wo av

Ovéfime nyni, Ze poZadovand funkce v existuje. Pro kazdé « € spt g nalezneme diky Disledku 3.4.24(c) funkci
fv € Cc(G) takovou, ze f(’y) # 0. Funkce v, = u, * u¥ ma pak kompaktni nosi¢ a v5(y) > 0. Pro kazdé v €
spt g nalezneme okoli U, na kterém je funkce ¢, kladna. Diky kompaktnosti vybereme kone¢né mnoho boda
Y, € K takovych, ze sptg <, U,,. Pak funkce v = Y, | v,, je element C.(G), 0 = 0 na Gad>0na
spt g. Dle Lemmatu 3.4.40(c) je pozitivné definitni.

Je tfeba nyni ovefit linearitu T'. Necht g1, g2 € CC(CAY') a ay,as € C. Necht vy, vy a vg jsou funkce pozadované
definici T pro funkce g1, g2 a a1g1 + as + go. Pak je funkce v1 + vy téZ pozitivné definitni, 77 + U5 = 0 na G a je

kladna na spt g1 U spt go. Tedy je kladna i na spt(ai g1 + a292). Proto

g1 92
a1Tg1 + axTg2 = a1 JA Ay, 40, + 02 | =}l 40,
G v+ v2 G V1 + V2
ai1gi + az92
- f 0, = T((ng1 + a292)'
G vt

Tedy je T linearni.
Krok 3. Funcional T' je nenulovy a transla¢né invariantni. R
Zvolme totiz v € B nenulovou, pak i u, # 0, nebot F je prosty. Necht g € C.(G) je funkce spliwjici Sé gdpu, # 0.
Necht w je funkce z definice T'(gv). Diky (3.42) pak dostéavame
~ hv g o~ g
T(g0) = | —dpw = | =d@0pw) = | =d@p,) = | gdp, #0.
Gw Gw Gw G
Funkcional T je tedy nenulovy. R R
Abychom ukazali jeho translan¢ni invariantnost, vezméme vy € G a g € C.(G). Polozme

A~

f) =900, veG.

Pak spt f = v spt g.
Stejnym postupem jako v druhém kroku nalezneme v € B, takovou, Ze ¥ > 0 i na -y spt g. Pak také plati v € By.

Necht ¢: G — G je definovano jako R

¢(v) =71 v€G.
Polozme 1 = ¢(j1,) a w = Fp. Pak w je spojita pozitivng definitni funkce na G (viz Lemma 3.4.40(d)) a w(z) =
Yo ' (z)v(z), x € G. Vskutku, pro z € G mame

w(x) = jéwz) dp(y) = f () dé () () = f (6 (@) dprul)

G G

=0(=2) J@ y(@) dpso (x) = 20(=2)(Fpy) (@) = 7o(~a)v ().
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Proto w € C.(G) a dle Véty 3.4.18(b) mame

~

w(y) =(v7v), veG.
Plati tak w € By. Jelikoz v € By, dostavidme

—1

[ L - [ 22 [ g [ g
Tg—f@@duw f@ a0 do(pg)(7) J@ 20T iy (7) f@ 50 dpy () = TF.

Tedy T je transla¢né invariantni.
Krok 4. Necht m zna¢f Haarovu miry na G. Dle Rieszovy véty o reprezentaci existuje nezaporna, nenulova mira

1 E M(CA}) spliwjici T'g = Sé gdu, g€ CC(C:‘). Diky jednoznacénosti Haarovy miry existuje ¢ > 0 takové, ze u = cm.

~

Necht f € B a g € C.(G) jsou dany. Vezméme libovolné v € B, ;. Pak diky (3.42) méame

go af ~ N
JAgduf = jA = dpy = JA —du, =T(gf) = CJA gf dm.
G G v G v G
Tedy pro kazdé f € B plati

~

ﬁ gduy = CJA gfdin, geCu(Q).
G G

Protoze je prostor CC(CA?) husty v CO(CA?), plati pp = fcr’ﬁ. Jelikoz je p1; kone¢na mira, je fe Ll(@). Tedy plati (a).
7Z mame

~

f@) = (Fus)(e) = L; V(@) dpg(y) = L@ V(@) f(7) d(em)(z).

Tedy formule (3.41) plati pro f € B, kde uvazujeme miru cm.

Piiklad 3.4.46. Necht G je komutativni, lokalnd kompaktni topologicka grupa. Pak plati nasledujici tvrzeni.
(a) Pokud G je diskrétni a m({0}) = 1, pak Haarova mira i na G vyhovujici (3.41) je pravdépodobnostni.
(b) Pokud G je kompaktni a m(G) = 1, pak Haarova mira i na G vyhovujici (3.41) spliwje m({v}) = 1, y € G.
(c) Pokud G = R?, pak mira mg z Definice 1.5.30 splituje (3.41).

Diikaz. (a) Uvazujme funkci f = xyy. Pak

Tedy plati

tj. m je pravdépodobnostni. R
(b) Uvazujme funkci e(x) = 1, 2 € G. Pak e € L'(G) n Rng F, nebot f je spojita a pozitivné definitni. (Pro
funkei e je totiz suma typu (3.35) rovna |Y ", 01\2.) V dikazu Tvrzeni 3.4.19(b) jsme odvodili, ze

é\( )7 13 =6,
7700, veb\e).

1= e(0) = | @) dinla) = (e

(¢) Necht f € LY(R,mq) n Rng F je dano. Pak f € LY(R,mgq) a z Véty 1.5.37(d) vime, Ze

Tedy

fla) = | P ama(t). @<,

Tedy mira mg na R a mgq na R=R spliuji (3.41). O

Véta 3.4.47. Necht G je komutativni, lokdlné kompaktni topologickd grupa. UvaZujme na G topologii T3 stejno-
meérné konvergence na kompaktnich podmnoZindch CA}', tj. mnozina U < Gy je T-oteviend, pokud pro kazdé x € U
ezistuje kompakt K Gae>0 takové, Ze mnoZina

Uke=1{yeG: h(y) -1 <eve K} (3.43)

spliuje x + Uk . c U.
Pak T je topologie, kterd splyvd s pivodni topologit.
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Drikaz. Je tieba ukazat, ze priinik dvou 75-otevienych mnozin Uy, Uz < G je Ti-oteviend. Necht tedy x € U n Us
je dano a Uk, -, a Uk,., jsou mnoziny tvaru (3.43) spliwjici  + Uk, ., < U;, ¢ = 1,2. Uvazujme mnoZzinu
V = Uk, UKy, mine,,e,- Pak pro y € V plati

(y) — 1] <ei,ve Ki,i=1,2,

a tedy x +V < Uy n Us. Vskutku je tedy 75 topologie.

Necht 7 je topologie G. Ukazeme, ze T splyva s 7. Ziejmé staci ukazat, Ze mnoziny tvaru (3.43) jsou T-oteviené
a ze pro kazdé U € 7(0) existuje mnozina V tvaru (3.43) spliujici V < U.

Krok 1. Necht nejprve K Gae>0 jsou dany. Necht z € Uk . je dano. Pro kazdé v € K existuje T-oteviena
mnozina U, c G a oteviend mnozina V c G takové, Ze (,7)eUy,xV,a

£
}’}//(Z‘/) - ’Y('T)| < §a (1‘7/ 77/) € U’Y X V’Y'

(Zde pouzivame Lemma 3.4.22(b).) Diky kompaktnosti K existuje konen& mnoho prvki 71, ...,7, € K takovych,
ze K < |J!_, V,,. Polozme U = (\_, Uy,. Pak U < Uk . Vskutku, necht y € U je dano. Vezmeme libovolné v € K
a nalezneme i € {1,...,n} takové, ze v € V,,. Pak
€
2
Tedy U < Uk, takze jsme oveéfili, ze kazda mnozina tvaru (3.43) je T-oteviena.

Krok 2. Necht U < G je 7-okoli 0. Nalezneme kompaktni, symetrické V' € 7(0) spliwjici V — V < U. Polozme
f=m(V)"2xy ag=f=f* Pak g je spojitd, pozitivné definitni funkce na G (viz Lemma 3.4.40(c)) a

() =11 < () = 1(@) + @)~ < S+ 2 =<

sptgcsptf+sptfcV+Vcl.

Tedy pro g plati (3.41). Specialné mame

j G = g(0) = L F(@)f(—z) dm(z) = JGm<v>—1xV<x>xV<—x> dm(z) dm(z)

G
= m(V)! j xv (@)x—v (@) dm(z) = 1.
\%

2 A
Jelikoz § = m > 0, existuje kompakt K < G takovy, ze §,. gdm > 2.
Takovyto kompakt nalezneme nasledovné. Polozme

>

A A ~ 1
A={yeG:g>0} a A,={yeG:g=—-}, neN.
n
Pak m(A4,) < «©, n € N, a diky Lebesgueové vété pak dostavame
J gdm:f XaGdin = lim J .G din.
G G n—© J&

Existuje tedy n € N takové, ze § A, gdm > % Za pomoci regularity miry m nyni nalezneme pozadovany kompakt.
Uvazujme nyni mnozinu Ug 1 (viz (3.43)). Pak Uk cU.
Necht totiZ = € Uk 1 je libovolné. Pak pro v € K plati |y(z) — 1| < 1, a tedy Rev(z) > 2. Dale

[l gon@ane| < [ gim [ gan- [ gan<1-%-
a [ s ane)] - |[ ae)rer@ant) +i [ a6 ane)
> ‘ JK G(v) Re(z) dm(v)' = L{ 9(v) Re~y(x) dm(y)
2 PN 4
>3 L{ gdm > 9
a proto

~ ~ ~ ~ 4 1 1
> U g () dm(v)' - ﬁ () dm(y)| =5 -5 =3
K O\K 9 3
Jelikoz g = 0 na G1\(V — V), dostavame z € V —V c U.
Tedy UK% c U, a tedy mnoziny tvaru (3.43) tvori bazi okoli 0. O
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Véta 3.4.48. Necht G je komutativni, lokdlné kompakini topologickd grupa. Pak plati ndsledujict turzend.
(a) Grupa G oddéluje body G.
(b) Je-li G kompakini, je systém funkci

n
.7:={Zajvj:al,...7aneC,v1,...,7neG}
i=1

husty v C(G).

Diikaz. (a) Necht bod z € G\{0} je dan. Zvolime okoli U € 7(0) spliwjici # ¢ U a necht Uk . je mnozina tvaru
(3.43) spliwjici Uk . < U. Pak y(x) # 1 pro n&jaké v € K. V opafném pripadé by totiz platilo |y(z) — 1| =0< ¢
pro kazdé v e K, a tedy x € Ux . < U, coz by byl spor.

Jsou-li nyni body x1, s € G rizné, nalezneme v € G spliwjici v(z1 — x2) # 1. Pak y(x1) # y(x2).

(b) Systém F je zjevné vektorovy prostor uzavieny na komplexni sdruzeni. Jelikoz je G grupa, je F i algebra.
Dle (a) oddéluje body, takze tvrzeni plyne ze Stoneovy-Weierstrassovy véty. O

Umluva 3.4.49. Necht G je komutativni, lokdlné kompaktni topologickd grupa. Ddle budeme predpoklddat, Ze m i
m jsou normalizovdany tak, Ze plati (3.41).

3.4.9 Plancherelova véta

Véta 3.4.50 (Plancherelova véta). Necht G je komutationi, lokdlné kompakini topologickd grupa a F znaci Fou-
rierovu transformaci. Pak existuje prdvé jeden izometricky, surjektivni operdtor P: L?(G) — L*(G), ktery spliiuje
P =F na L'(G) n L*(G).

Diikaz. Necht f € LY(G) n L?(G) je libovolné. Pak funkce g = f * f* je v L}(G), je spojita a pozitivné definitni
- 2
(viz Lemma 3.4.40(c)), tj. g € L'(G) n Rng F'. Jelikoz § = ’f‘ , z Véty 3.4.45 dostavame

2 = z)f*(—x)dm(z) = =|_9(v)dm(vy) = e m
| @ am@) = | sy dmi@) = 90) = | aodne) = | [Fof dne)
Tedy F je izometrie na L'(G) n L?(G) do L?(G).
Oznatme A = F(LY(G) n L*(G)). Necht g € Lz(é) spliiuje

| reamidne) <o, fea

—_

Pak pro kazdé f € L'(G) n L*(G) a z € G plati f/,m\o € LY(G) n L*(G) a dle Véty 3.4.18(c) mame f_,,(7) =

~

V(@0) f (7). Tedy
| wormamiane -0 sednec

ProfeAje fe LQ(CAJ), a tedy diky Holderové nerovnosti plati fg € Ll(é). Méme tedy F(fgm) = 0, a tedy fg =0
m-skoro viude (viz Vé&ta 3.4.38).

Necht 7o € G je dano. Nalezneme f € C.(G) takovou, ze jA‘('yo) # 0 (viz Disledek 3.4.24(c)). Ze spojitosti
plyne, Ze f # 0 na né&jakém okoli U bodu ~y. Tedy gxy = 0 m-skoro viude. Ukazali jsme, Ze pro kazdy bod v €
existuje okoli U takové, ze m({y € U: |g(y)| > 0}) = 0.

Polozme

!
a

L={yeG: |g(7)| > 0}.

Jelikoz je g € Lz(é), je m(L) < oo, a tedy existuje neklesajici posloupnost {L,} kompaktnich podmnozin G
spliwjici L, < L, n € N, a m(L,) — m(L). Necht n € N je pevné. Pro kazdy bod v € L, nalezneme okoli U,
takové, ze m(U,) = 0. Diky kompaktnosti existuje koneéna mnozina v1,...,vm, € L, takova, ze L, < |J:, Us,.
Tedy m(L,) = 0. Proto i m(L) = 0 a g je nulova funkce.

Diky Véte 1.2.8 je tedy A husty podprostor LQ(@). Proto ma F z L*(G) n L*(G) pravé jedno izometrickeé
rozsifeni na P: L*(G) — L%(G) (viz Véta 1.1.37). O

Definice 3.4.51. Zobrazeni P z piedchozi Véty 3.4.50 se nazyva Plancherelovou transformaci.

Lemma 3.4.52 (Parsevalova rovnost). Nechl G je komutativni, lokdlné kompaktni topologickd grupa a P je Plan-
cherelova transformace. Pak plati

JﬁwWWWFﬁWM%MMM,MH%%

G
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Drikaz. Pozadovana rovnost plyne z Véty 3.5.10. O
Véta 3.4.53. Necht G je komutativni, lokdlne kompakini topologickd grupa. Pak
Rng F = {g1 % g2: 91,92 € LQ(é)}

Diikaz. Necht F' je Fourierova a P Plancherelova transformace.
Krok 1. UkaAzeme, Ze pro f,g € L?(G) plati

F(fg) = Pf=Py. (3.44)

Necht tedy f,g € L*(G) jsou dany. Abychom toto ukazali, vezm&me posloupnost {f,} a {g.} v C.(G) spliujici
1fn = flz + lgn — gl — 0. ~
Necht n € N je pevné a necht vp € G je déno. Polozime u(z) = g,(—x)y(z), = € G. Pak

u*(z) = W(=2) = gn(@)r0(—7), we€G.

Pak

~

() = Lgn<wm<x>v<—x>dm<x>= f dn(—2) (07 M (~2) dm(z) = a(r0r V), 7 e C.

G
Dle Parsevalovy rovnosti tak méame

P(fugn) (10) = T (10) = f Fu(@)gn(@)0(—2 j (@) gn @0 (—a) dm(z)
=fon(x)u* J fuly u* J fuly dm(y) (3.45)

- | Bmon ™ ane) = (7 + @) 60)
Jelikoz diky Holderové nerovnosti plati

| fngn = faly < 1 falgn = DI+ 1(Ffa = Hgly < [Fnllzlgn = gla + 150 = Fl2 9l

dostavame F'(fngn) = F(fg).
Dale Ff, = Pf, — Pf a Fg, = Pg, — Pg v L*(G). Tedy pro v, € G plati

(Pho + P)n) = (PF « Po))] < | |P£,3) = P Pan(r™) = Paton ™) dinty
‘an_PfHQHPgn_PgHZ'
Jelikoz .
fg('VO) (Pf*Pg) Yo ‘ ‘fg 'YO fngn ‘ ‘fngn ’70) (an *Pgn)('VO)‘
+[(Pfo * Pgn)(v0) — (Pf = Pg)(70)]
a

(Fagn)(0) = (Pfn % Pga)(70) = 0

dle (3.45), mame Fg(yo) = (Pf * Pg)(10).
Krok 2. Dokazme nyni pozadovanou rovnost. K ditkazu inkluze ,,=“ vezméme libovolné f € L(G). Polozime-li

=V|flsenf a f2 =/,

plati f1, fo € L?>(G) a f = f1fo. Rovnost(3.45) ukazuje, Ze Ff = Pf * Pfs.
Pokud g1, g2 € L?(G) jsou dany, necht fi, fo € L%(G) spliuji Pf; = g;, i = 1,2. Dle (3.45) pak Pg; * Pgs =
F(f1f2) € Rug F. Tim je diikaz ukoncen. O

Véta 3.4.54. Necht G je komutativni, lokdlné kompaktni topologickd grupa necht U < G je neprdazdnd oteviend
mnoZina. Pak existuje f € L*(G) takové, Ze f #0a f = na G\U.

Diikaz. Necht K je kompaktni podmnozina U splhujici m(K ) > 0 anecht V e T(O) je kompaktni okoli spliiujici
K +V < U. Dle Véty 3.4.53 existuje f € L(G) takové, zef XK * XV- PakspthK+VCUa

f  Flvo) din(no) = f (xi * Xv) (30) di(yo) = f f k() (oY) di) ()
G G GJG

- [t ([ xwtwr ™ ainen) ) an) = [ xw)mm)ane)
— A(K)R(V) > 0

Tedy ]? # 0 a dikaz je hotov. O
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3.4.10 Pontrjaginova dualita
Definice 3.4.55 (Kanonické vnofeni). Necht G je komutativni, lokdlng kompaktni topologickd grupa. Definujme

~

zobrazeni ¢: G — (* (@) jako
o(x)(v) =~(z), veG,xed.

Lemma 3.4.56. Necht Gy je komutationi, lokdiné kompaktni topologickd grupa, Go = C/?\l aG3 = é\g Pak Rng ¢
Gs a ¢ je grupovy homomorfizmus.
Diikaz. Necht x € G je dano. Pak

P(0)(7) =v(x) =1, 7€Go,

o(x)(1172) = (Mm72)(@) = (1(2))(r2(2)) = (6(z)(11))(¢(2)(12), 71,72 € G2,
tedy ¢(x): Gy — T je grupovy homomorfzimus.
Dle Lemmatu 3.4.22(b) a Véty 3.4.23 je ¢(z) spojita funkce na Go, a tedy je Rng ¢ < Gs. O

Véta 3.4.57 (Pontrjaginova dualita). Necht Gy je komutationi, lokdlné kompaktni topologickd grupa, Go = C/?\l a
Gs = é\g Pak je kanonické vnoreni homeomorfizmus G1 na Gs.
Diikaz. Necht 7 znaci topologii G a necht gg zna¢i neutralni prvek Gs, tj. ¢(0) = go.

Krok 1. Ukdzeme, Ze ¢ je spojité zobrazeni z G; do G3. Necht V' < G3 je oteviend mnoZina a necht x € Gy
spliiuje ¢(z) € V. Dle Definice 3.4.20 existuje K < G2 kompakt a ¢ > 0 takové, ze ¢(x)Vk < V (zde Vi je
mnozina tvaru (3.30)). Pak je mnozina

Uke={zeG1: |y(z) -1 <e,ve K}
prvkem 7(0) (viz Véta 3.4.47) a spliuje ¢(z + Uk ) © ¢(z)Vi . Tedy ¢~1(V) je oteviend mnoZina a ¢ je tak
spojité.
Krok 2. Necht nyni U < G je T-oteviena mnozina a ¢(x) € ¢(U) je dano. Cheeme ukéazat, Ze existuje mnoZina
Vi, tvaru (3.43) spliujici
d(x)(Vk,e 0 ¢(G1)) = ¢(U). (3.46)

Nalezneme K < G4 kompakt a ¢ > 0 takové, Ze mnozina Uk . tvaru (3.30) splije  + Ug . < U. Necht

VK,& = {g € Gs: |g(7) - 1| <gE K}
Pak V je oteviena mnoZina v G3 a navic pro ni plati (3.46). Je-li totiz y € Gy spliujici ¢(y) € Vi e, pak y € Uk ..
Pak x + y e U, a tedy
P(x)p(y) = ¢(z +y) € (U).

Krok 8. V tomto kroku ovéfime, 7ze ¢(G1) je uzaviend podmnozina G3 Necht g € ¢(G1) je dano. Nalezneme net

{z;}ier v Gy takovy, Ze ¢(x;) — g. Pak {z;} spliuje nasledujici fakt:
VU € 7(0) Jige I Vi,jeI,i,j > ig: a;— ;€ U. (3.47)

Mgjme totiz U € 7(0) dano. Pak ¢(U) je oteviené okoli go v ¢(G1), a tedy existuje V e 7(go) takové, ze Vnp(Gy) <
#(U). Necht W e 7(go) splituje WW =1 = V. Jelikoz je gW okoli g, existuje ig € I takové, Ze ¢(x;) € gW pro i = ig.
Pro i € I ozna¢me symbolem w; € W spliwujici ¢(z;) = gw;. Pak pro i,j = ip plati

oz, —xj) = gb(xi)qﬁ(xj)*l = gw;g fw tww e WW T c VL

J J

Tedy mame ¢(z; —x;) € V n¢(U), a tedy z; — x; € U. Tim je (3.47) ovéfeno.

Zvolme nyni kompaktni mnozinu U € 7(0). Necht ig € I je index dany (3.47). Pak pro ¢ > iy plati 2; — x;, € U,
tj. ®; € my, + U. Net {z;};>4, je tak obsaZen v kompaktni mnoziné z;, + U, a tedy ma podnet {y;} konvergujici k
UAS] Gl.

Vzhledem k tomu, ze {x;}i>i, je podnet {z;}icr, je 1 {y;} podnet {z;},cr. Ze spojitosti ¢ tak dostavame

oY) = limo(y;) = g,
a tedy g € ¢(G1).
Krok 4. Nyni sta¢i ukazat, Ze ¢(G1) je husta podmnozina Gs. Predpokladejme, Ze tomu tak neni, a Ze tedy

existuje neprazdna, oteviena mnozina V < G3 spliujici ¢(G1) NV = . Dle Véty 3.4.54 existuje ¢ € L*(G>)
takova, ze ¢ # 0, ale ¢ = 0 na G3\V. Jelikoz @(¢(z)) = 0 pro kazdé « € Gy, mame

(é(a)) = L o) () () din() =L oy )(—z)din(y), =€ G,

©

Diky Vété 3.4.38 dostavame ¢ = 0, coz je spor. Proto plati

Gz = ¢(G1) = ¢(G1),
a diukaz je tak hotov. O
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3.4.11 Daisledky Pontrjaginovy duality

Véta 3.4.58. Necht G je komutativni, lokdlné kompaktni topologickd grupa, Go = C/T'\l aGs = C/v'\g Necht ¢: G1 —
G3 je kanonické vnoteni. Necht ddle

Fy: LY(G1) — Co(Ga), respektive Fy: LY (Ga) — Co(G3), je Fourierova transformace na Gy, respektive Ga,
symbol FY{, respektive F3, znaci dudlni operdtor k Fy, respektive k Fs,

Hy: LY(G1) — C%(Ga), respektive Hy: LY(G2) — CY(Gs), je Fourierova-Stieltjesova transformace na Gy,
respektive Go.

Necht Fy: M(Ga) — Cb(G1), respektive Fy: M(G3) — CP(Gy), je zobrazeni z Definice 3.4.37. Polozme

(Tup)(x) = (Fip)(~2), =€ Gipe M(Go),

(Top)(7) = (Fop)(v™"), 7 € Gay e M(Gy),
Pak plati ndsledugici tvrzent.
(a) Plati F! =T;,i=1,2.
(b) Pro ue M(G2) polozme v =i(p), kde i: Go — Gy je definovdno jako i(y) = v~ 1, v € Go. Pak

(Fi)(x) = (Hop)(é(), € Ghr.
(¢) Pro p€ M(G1) polozme v = i(u), kde i: G1 — Gy je definovdno jako i(x) = —x, v € Gy. Pak plati
(Hip)(7) = (F26()(7), 7€ Goa.

Diikaz. (a) Necht € M(G2) je dano. Pak
j (Tups) () f () dim(z) = f F@)y(—) du(y) dm(z) = f @) (—) dm(z) du(y)
Gy Gy JGo Go VG4
:L Fifdy, feL'(Gh),

a tedy F| = T7.
Podobné pro p e M(G3) a f € L' (G2) plati

f (Top) () £ (7) din(y) = f f(v)g(v’ldu(g)dﬁ%(v)=f FO)g() () dulg)
G Gy JG3 G3 JGo

G3
Tvrzeni (a) je tak ovéfeno.
(b) Necht p e M(G3) je dano. Polozme v = i(y). Pak pro € G plati

(Frv)(@) = (Fui(w) (z) = jG () di() () = L () du)

= | o@) (v ) duly) = (Hap)(d(x)).

G2

(c) Podobné jako v (b) definujme pro € M(G;) miru v = i(u). Pak dostavame pro v € G5 rovnosti

(F;¢(V))(V)=J 9(7) do(v)(9) = . ¢(x)(7) dv ()

G3

= J y(=x) dp(z) = (Hip)(y).
G1

O

Daisledek 3.4.59. Necht G je komutationi, lokdlné kompaktni topologickd grupa. Pak je Fourierova—Stieltjesova
transformace prosta.

Diikaz. Tvrzeni plyne z Véty 3.4.58(c), nebot zobrazeni ﬁ’g je prosté dle Véty 3.4.38, coz implikuje injektivitu
Ts. O
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Véta 3.4.60. Necht G je komutationi, lokdlne kompaktni topologickd grupa. Pak M (G) a L*(G) jsou polojednoduché
algebry.

Diikaz. Dle Véty 3.4.36(c) je pro kazdé v € G zobrazeni i > () prvek A(M(G)). Pokud je tedy pro né&jakou
miru p € M(G) jeji Gelfandova transformace nulové, specialné plati i(y) = 0 na G. Vzhledem k Disledku 3.4.59
je p = 0. Algebra M(G) je tak polojednoducha.

Co se ty¢ polojednoduchosti L'(G), je tfeba dle Véty 3.4.16 ovéfit, Ze pokud ]? = 0 pro n&jakou f € LY(G),
je jiz nutné f = 0. Polozime-li v8ak u = fm, plati g = f dle Véty 3.4.36(b). Fakt f = 0 tedy opét plyne z
Diisledku 3.4.59. O

Lemma 3.4.61. Necht G;, i =1,2,3, a ¢ jsou jako ve Véteé 3.4.58. Necht my je Haarova mira na G1 a necht mo
a mg jsou Haarovy miry na Go a Gs normalizované tak, Ze jak pro dvojici (G1,Gs), tak pro dvojici (Gs,G3) plati
véta o inverzi. Pak mz = ¢(myq).

Diikaz. Uvazujme stejné znaceni operatord jako ve Véts 3.4.58. JelikoZz je ¢(mq) nenulova Haarova mira na Gs,
existuje ¢ > 0 takové, ze ms = cd(my).

Necht g € C.(G1) je nenulova funkce a necht g = f=f*. Pak f je spojité, pozitivné definitni (viz Lemma 3.4.40(c)),
a tedy pro ni plati (3.41). Proto f;é 0. Definujme 1: G3 — C jako

P(op(x) = f(-x), wxeG.

Polozme ¢ = Fy(¢(my)). Pak

oy) = L 9() dibd(ma)(g) = f (@) f(—z) dmi(2) = F(7), 7€ .

G1

Tedy ¢ € L' (G5) dle Véty 3.4.45(a). Proto i pro ¢ plati (3.41).
Povsimnéme si dale, Ze pro x € G plati

~

() = L o)) () dma () = L F(0)1(=a) dma(y) = f(~a).

Slozenim téchto faktt pro kazdé v € G2 méame

fio) = o) = | ta)at)dmale) =< [ 2lada(a) doom) o)

G3

¢ j B(6(x))b() () dimi () = j F(—yy(x) dma () = cf ().
G1 G

Jelikoz je f nenulové, plati ¢ = 1 a dikaz je dokoncen. O

Véta 3.4.62 (O inverzi pro M(G)). Necht G je komutativni, lokdlné kompakini topologickd grupa. Pak plati
ndsledujict tvrzend.

(a) Necht pe M(G) spliiuje 1 € LI(CA}’). Pak existuje f € L'(G) takovd, Ze p = fm a plati

(b) Necht f € L'(G) sphiuje f € LY(G). Polozme

o(z) = L Foor@)din(), zeG.

Pak f = g m-skoro vSude.

Diikaz. Budeme pouzivat znaceni z Véty 3.4.58.
(a) Oznacme

() = (Hun) () = L A~z du(z), € Ga.

Dle Véty 3.4.58(c) je ¢ € Rng Fy. Tedy je ¢ € L'(G3) n Rng F}, coZ znamena, Ze § € L'(G3) a plati pro ngj (3.41).
Polozme

f(a) = L F(@)p(y) dma(y), z€Gy.
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Tedy f e LY(G1).
Diky (3.41) pro ¢ dostavame

o) = j 2(9)9(7) dms(g) = f B dmi(x) = | f—a)y(@) dm(x) = Fir).
G3 G G
Ozna¢me v = fm;. Pak

~

(Hyw)(7) = L (=) (&) dma(z) = Fy) = p(7), € Ga.

Tedy Hyp = Hyv, z ¢ehoZ pomoci Véty 3.4.38 plyne rovnost u = fmg.

(b) Necht f € L*(G1) je dano. Pak mira u = fmg lezi v M(G1) a Hyp = . Dle predpokladu tedy Hyu e LY(Gy),

coz diky (a) znamen4, Ze funkce

~

g(x) = . f)y(x)dma(y), =eGh,

lezi v L' (G1) a fm1 = gmy. Tedy f = g my-skoro viude.

Priklad 3.4.63. Necht G je Z, T nebo R. Pak Fourierova transformace F': G — C'O(CA?) nenf surjektivni.

Diikaz. ,,G = Z*

O

Tvrzeni 3.4.64. Necht G je komutationi, lokdlné kompaktnd topologickd grupa takovd, Ze Fourierova transformace
neni surjektivni. Pak na L'(G) nelze zavést involuci a ekvivalentni normu, ve které by L*(G) byla C*-algebra.

Piiklad 3.4.65. Necht G je kone¢na, komutativni, lokalné kompaktni topologickd grupa. Pak na L!(G) nelze

zavést involuci a ekvivalentni normu, ve které by L(G) byla C*-algebra.

3.5 Operatory na Hilbertovych prostorech

Umluva 3.5.1. V této sekci budeme opét wvazovat pouze komplexni prostory.

3.5.1 Operatory na Hilbertovych prostorech
Lemma 3.5.2 (Polariza¢ni identita). Necht H je Hilbertiv prostor. Pak plati

1 2 2 | . 2 2
@y =1 (lo+yl’ o —yl* +ile +iyl —ilo—iyl*), ayeH.

Diikaz. Rovnost plyne pfimym ovéfenim (viz Véta 1.1.13).

Véta 3.5.3. Necht H je Hilbertiv prostor a T € L(H). Pak ndsledujici turzent jsou ekvivalentni.
(i) Operdtor T je nulovy.
(ii) Pro kazdé x € H plati (Tx,zy = 0.

Dikaz. (i) = (ii) plati zjevné. Pfedpokladejme nyni platnost tvrzeni (ii). Pak

0={T(x+y),z+y =Tz, x)+{Ta,y) +{Ty,x) +{Ty,y) = Tx,y) +{(Ty,x), x,y€H.

Zaménou y za iy obdrzime
0 =Tz, iy) + {T(iy),z) = —i{Tx,y) + i{Ty,x)y, xz,y€c H.
Prenasobenim této rovnice ¢islem ¢ dostaneme
0=Tz,y)—Ty,x), z,y€ H.

Setenim (3.48) a (3.49) dostaneme
0={Tz,y), z,ye€H.

Pro kazdé x € H tak plati
|T2|* = (T, Tx) = 0,

a tedy je T nulovy.
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Dausledek 3.5.4. Necht H he Hilbertiv prostor a S, T € L(H) spliiuji
(Sz,zy ={Tx,x), x€H.
PakT =S.
Diikaz. Aplikujeme piedchozi vétu na operator S — 7. O

Definice 3.5.5. Necht H je Hilbertiv prostor a T € L(H). Pak T je
e kvazinilpotentni, pokud r(T') = 0,
e ortogonalni projekce, pokud T je projekce RngT | KerT.

Definice 3.5.6. Necht H,G jsou Hilbertovy prostory a U € L(H,G). Pak U se nazyva unitarnim operatorem,
pokud U*U = Iy a UU* = Ig.

Poznamka 3.5.7. V piipadé H = G se jedna o definici unitarniho prvku z Definice 3.3.70.
Véta 3.5.8 (Struktura normalnich operatort). Necht H je Hilbertiv prostor a T € L(H). Pak plati ndsledujici
turzent.

(a) Operdtor T je normdlni prdvé tehdy, kdyz |Tx|| = |T*x| pro kazdé x € H.

(b) Necht' T je normdlni. Pak plati ndsledugjici turzend.

(b1) Plati Ker T = Ker T*.

(b2) Prostor RngT husty prdvé tehdy, kdyz T je prosty.

(b3) Operdtor T je invertovatelny prdavé tehdy, kdyz T je zdola omezeny (Weylova véta).
(b4) Pokud dist({{Tx,x): x € Sg},0) > 0, pak T je invertovatelny.

(b5) Pro x € H a X € C plati Tx = \x prdvé tehdy, kdy? T*x = \x.

(b6) Pokud M1,y jsou riznd viastni ¢isla T, pak Ker(T — A1) L Ker(T — o).

Diikaz. (a) ,, = “ Pro x € H méame
|Tz|? = (Tx,Tz) = &, T*Tx) = {x, TT*z) = (T*x, T*z) = |T*z|>.
,, <" 7 predpokladu dostavame pro kazdé x € H vztah
(T*Tz,zy =Tz, Tzy = {T*z, T*z) = (TT*z,z).

Dle Dusledku 3.5.4 plati T*T = TT*.
(bl) Podle (a) plati |Tz| = |T*x|, ¢ ¢ehoZ tvrzeni plyne.
(b2) Diky Véte 1.4.9 a (bl) mame

RngT = (Ker T*)* = (Ker T)*,

coz dokazuje (b2).
(b3) Implikace ,, = “ plyne z Lemmatu 1.4.10.
Pro ovéfena obracené implikace mame z Lemmatu 1.4.10 informaci, Ze Rug T je uzavieny a T je prosty. Z (b2)
tak plyne surjektivita 7', a ten je tedy invertovatelny.
(b4) Dle (b3) stac¢i dokazat, ze T je zdola omezeny. Oznaéme d = dist({{Tx,z): © € Sg},0). Pak pro z € Sy
plati
| T = |T| || = KTz, 2)| = d

a jsme hotovi. B
(b5) JelikoZ je pro kazdé A € C operator \I — T normalni a (Al — T)* = A\ — T*, tvrzeni plyne z (bl).
(b6) Vezmeéme libovolné nenulové x1 € Ker(A I —T) a 25 € Ker(AoI — T). Pak diky (b5) dostavame

Mz, 20y = A1, 22y = (Tw1,m2) = (w1, T*20) = (T1, A2T2) = Ao(T1, T2).
Tedy {x1,z2) = 0. O

Vé&ta 3.5.9. Necht H je Hilbertiv prostor a T € L(H). Pak T je samoadjungovany (tj. hermitovsky) prave tehdy,
kdyz (Tx,x) € R pro kaZdé x € H.

Diikaz. ,, = “ Pro x € H méame
(Tx,x) = {x,T*x) = (x,Tx) = {Tx,z),

=% Jelikoz je (T'z,z) € R, mame (Tx,z) = {x, T*x) = {T*x,x). Dle Diisledku 3.5.4 je T = T*. O
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Véta 3.5.10. Necht H,G jsou Hilbertovy prostory a U € L(H,G). Pak ndsledujici turzent jsou ekvivalentni.
(i) Operdtor U je unitdrni.

(ii) Plati RugU = G o {Uz,Uy) = {x,y) pro kaZdé xz,y € H.

(i1i) Plati RugU = G a U je izometrie.

Diikaz. (i) = (ii) Jelikoz UU* = Ig, pro kazdé y € G plati y = UU*y, a tedy RugU = G. Dale plati

(i) = (iii) Zejme.
(iii) = (i) Pro x € H mame

{U*Uzx,x) = Uz, Ux) = {x,x)y = gz, x),

a tedy U*U = Ig.
Je-li y € G dano, necht x € H spliuje Uz = y. Pak dle pfedeslého vypodtu mame

UU*y,y) =UU*Vx,Ux) = Uz, Uz) = (y,y) = Iy, y)-
Tedy UU* = Ig a U je unitarni. O

Véta 3.5.11. Necht H je Hilbertiv prostor P € L(H) je projekce. Pak ndsledujici turzeni jsou ekvivalentn.
(i) Projekce P samoadjungovand.

(i) Projekce P je normdind.

(iii) Projekce P je ortogondini.

(iv) Pro kazdé x € H plati (Px,z) = | Px|”.

(v) Pro kazdé x € H plati (Pz,x) = 0.

(vi) Plati ||P|| < 1.

Navie, jsou-li P,Q samoadjungované projekce, pak Rng P 1 Rng Q) prdvé tehdy, kdyZ PQ = 0.

Diikaz. (i) = (ii) zjevns.
(ii) = (iii) Necht y € Rng P a x € Ker P. Pak P*z = 0 dle Véty 3.5.8(b1), a tedy

(@,y) = (x, Pyy = (P*x,y) = 0.

Tedy Rng P 1 Ker P.

(iii) = (iv) Jelikoz & — Pz L Pz, plati (Pz, Pz — z) = 0, a tedy (Pz,z) = |Pz|”.

(iv) = (v) zfejme.

(v) = (i) plyne z Véty 3.5.9.

(iv) = (vi) Pro @ € H méme |Pz|* = (Pxz,z) < |Pz| |z|, a tedy |Pz| < |z|. Z toho nerovnost |P| < 1
plyne.

(vi) = (iii) Ukazeme nejprve, ze (Ker P)* = Rng P. Necht tedy x € (Ker P)* je dano. Pak 0 = (x — Pz, z),
tj.

|* = (Pz,z) < |Pz| |z] < |=)*.

Tedy
l& = Pz|® = |2* + | Pz|* — (z, Px) — (Pz,z) < 2 |z|* — 2Pz, z) = 2|°| - 2|=[* = 0,

a tedy x = Px.
Pro ditkaz obréacené inkluze vezméme = € Rng P. RozloZme = = x1 + x9, kde 1 € Ker P a x2 € (Ker P)J-. Pak
x9 € Rng P dle prvni ¢asti, a proto

Pr = Pry + Pxo = Pro =29 € (KerP)l.

Tedy Rng P L Ker P a P je ortogonalni.
Posledni ¢éast tvrzeni pak plyne z rovnosti

(Pz,Qy) = (x, P*Qy) = (x, PQy), x,ye H.
O
Poznamka 3.5.12. Necht H je Hilberttv prostor a T € L(H). Mnozina Ny = {{Tz,z): x € Sy} se nazyva

numericky range. (Poviimnéme si, Ze je to diky souvislosti Sy souvisla mnozina.)
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Véta 3.5.13. Necht H je Hilbertiv prostor a T € L(H).
(a) Je-li T normdini, pak o(T) = Nr.
(b) Necht' T je samoadjungovany. Pak plati ndsledujici turzend.
(b1) MnoZina Nt je podmnoZinou R.
(b2) Oznacéme a = inf Np, b = sup Np. Pak plati o(T) < [a,b], a,b€ o(T) o |T| = max{|al, |b|}.
(b3) Cislo |T| nebo — |T|| lezi v o(T).

Diikaz. (a) Necht A\ ¢ Np a Necht d = dist(\, N7). pak pro = € Sy plati
K =Tz, 2)| = (A|z]* = Tz, 2)| = [\ = (Tz,2)| = d > 0.

Operator AI — T je tedy zdola omezeny, coz dle Véty 3.5.8(b4) zarucuje jeho invertovatelnost.

(b1) Inkluze Ny < R plyne z Véty 3.5.9.

(b2) Inkluze o(T) < [a,b] plyne z (a). Dale mame Ny < [a,b] < [—|T|,|T|]. Jelikoz |T| = r(T), existuje
A€ o(T) spliwjici |A| = ||T'||. Tedy A se rovna bud a nebo b. Tedy ||T'| = max{|al, |b|}.

Predpokladejme, Zze A = b. Pokud b = a, jsou zbyvajici tvrzeni v (b2) zfejma. Predpokladejme tedy, Ze a < b.
Uvazujme operéator S = bl — T. Pak

0(S)=b—0(T), Ns=b—Np, 0=infNg a b—a=supNg.

Aplikujeme pfedchazejici tvahy na operator S a dostaneme tak p € o(5), které spliwuje ||S|| = ||, pFifemz |mu| =
b — a, nebo |u| = 0. Pokud = 0, je S =0, a tedy Ng = {0}, coZ je spor s nerovnosti sup Ng = b —a > 0. Tedy
1= b— a. existuje tak \ € o(T") spliiujici b —a = b — A, a tedy a € (7).

Konecné (b3) plyne z (b2). O

Véta 3.5.14 (Hilbert—Schmidt). Necht H je Hilbertiv prostor a T € L(H) je kompaktni a normdlni. Pak existuje
ortonormdlni bdze H tvorend vlastnimi vektory T. Ddle existuje N € N U {00}, nenulovd vlastni ¢isla {\,})_, a
ortonormdlni baze {en} prostoru RngT tak, Ze

N
Tx = 2 Anlz,enyen, € H.
n=1

Diikaz. Krok 1. Pro kazdé nenulové &islo A € 0,(T') vezmeme néjakou ortonormalni bézi kone¢né dimenzionalniho
prostoru Ker(AI — T'). Pro rtizna vlastni &isla jsou na sebe pfislusné vlastni podprostory kolmé dle Véty 3.5.8(b6).
Jelikoz ma T pouze spocetné mnoho nenulovych vlastnich &isel, existuje N € Nu{oo} takové, ze vzniklé ortonorméalni
systémy lze uspofadat do jednoho ortonormalniho systému {e, }N_,. Necht ), € C\{0} je vlastni &islo p¥islusné
vektoru e,. Polozme Y = span{e,: n€ {1,...,N}}. Pak {e,: n€ {1,..., N}} je ortonormalni baze prostoru Y (viz
Véta 1.1.52).

Krok 2. Diky Vété 3.5.8(b5) plati T(Y) <Y a T*(Y) c Y.

Je-li € Y1, plati pro kazdé n e N

(Tz e,y ={x,T*e,) = Mz, e,y =0 a (T*z,e,) = {x,Te,) = A\{x,e,) = 0.

Tedy dostavame inkluze T(Y+) c Y+ a T*(Y1) c YL

Krok 8. Ukazme nyni, ze Y+ = KerT. Uvazujme operator S € L(Y') vznikly restrikei T', tj. Sx = Tx pro
r € Yt Pak S je diky druhému kroku dobte definovany prvek L(Y*), ktery je normalni (v L(Y1). Operator
V = T*|y. je totiz téz dobfe definovany a pro x,y € Y+ splituje rovnosti

st7y>:: CTw7y>=: Qrﬁf*y) ::<x7‘/y>

Operator V je tedy adjunkce S v prostoru L(Y ). Jelikoz T* komutuje s T, komutuje V' s S, a tedy S je normalni.
Dale je S kompaktni. Pokud by S mél nenulové vlastni ¢islo A, bylo by A prvkem o,(T'). Jemu pfislusné vlastni
vektory viak v Y+ nelezi, a tedy o(S) < {0} U 0,(S) = {0}. Proto |S| =7(S)=0a S =0. Tedy i T =0 ne Y+,
tj. Y+ c KerT.
K dikazu obracené inkluze vezméme x € KerT' a piSme z = a + b, kde a = ij:l@, enyen €Y abe YL Pak
diky prvni ¢asti méme Th = 0, a tedy

N N
0=Tx=Ta+Tb= Z(a, enyTe, +0 = Z<a,en>z\nen.

n=1 n=1

Proto plati (a,e,)> =0 prokazdé ne Nax =be Y+,
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Krok 4. Ukazali jsme tedy, ze H = Ker T @, Y. Vezméme nyni libovolnou ortonormélni bazi B prostoru Ker T'.
Pak B u {e,:n € {l,...,N}} je ortonormalni baze prostoru H, ktera je tvofena vlastnim vektory T'. Libovolné

x € H rozlozme jako x = a + 22;1@7 enyen, kde a € Ker T (viz Lemma 1.1.45). Pak

N N
Tx = Z(m,en>Ten = 2 A2, enyen.
n=1 n=1

Tim je dtkaz dokoncen. O

Véta 3.5.15. Necht H je Hilbertiv prostor. Pak K(H) = F(H).

Diikaz. Zvolme ortonormélni bazi {e;: i € I} prostoru H a pro kazdou F € F(I) uvazujme ortogonalni projekci
Prx =3, p(x,eipe;, x € H. Jelikoz x = Y, {(x,e;)e;, x € H, pro kazdé x € H a € > 0 existuje ' € F(I) spliwjici
|x — Prz| <e.

Necht K € K(H) je dan. Pro dané & > 0 nalezneme konednou e-sit {z1,...,z,} mnoziny By. Necht F € F(I)
je zvoleno tak, 7e |Kxz; — Pra;| < e pro kazdé i € {1,...,n}. Pak operator Pr o K je element F(H) a plati
|K — PrK|| <e.

Vskutku, necht € By je dano. Necht ¢ € {1,...,n} je zvoleno tak, aby |Kz — Kxz;| < e. Pak

Time je dikaz dokoncen. O

3.5.2 Borelovsky kalkulus pro normalni operatory

Znaceni 3.5.16. Necht K je topologicky prostor. Symbol Bs(K) znaéi o-algebru vSech borelovskych podmnozin
K a Bf°(K) znaéi systém viech omezenych borelovskych funkci na K.

Lemma 3.5.17. Necht K je metricky prostor. Necht F je systém v BfP(K), ktery obsahuje C*(K) a je uzaviens
vhledem k bodovym limitdm omezengjch posloupnosti. Pak F = Bf*(K).

Diikaz. Krok 1. Polozme Fy = C*(K) a pro kazdé a € (0,w;) definujme induktivné

Fo = {f €: K — C: existuje omezena posloupnost {f,} v U Fp spliwjici f,, — f} )

B<a

Primocafe se ovéii, ze kazdy systém F, je podalgebra F. Polozime-li F,, = J, <w, Ja; dostaneme podalgebru F
uzavienou na bodové limity omezenych posloupnosti. Vskutku, je-li {f,} omezené posloupnost v F,, konvergujici
k f, pak kazdé f, je v F,, pro néjaké a,, < wi. Pak a = sup,eyn < w1, a tedy f € Foy1 < Fu, -
Krok 2. Necht
S={5eBs(K): xp € Fu, }-

Pak S je o-algebra obsahujici oteviené mnoziny K.

Abychom toto ukazali, necht U < K je oteviend mnozina. Nalezneme rostouci posloupnost {F,} uzavieny
mnozin v K spliiujici Ufil F,, = U. Pomoci Urysohnova lemmatu sestrojime spojité funkce f,: K — [0, 1] spliujici
fn=1naF, a f, =0na K\F,. Pak f, —» xu, a tedy xy € F. Proto U € S.

Pro dvé mnoziny 57, S2 € S mame

XS1uS, = X8 T XS2 + X81XS5 € Funs

a tedy S je uzavieny na kone¢na sjednoceni.

Jsou-li nyni S,,, n € N, elementy v S a S = |J/_, Sn, jsou mnoziny T, = | Jp_, Sk, n € N, v S a piitom
XT, — Xs. Vzhledem k uzavienosti F,,, na bodové limity omezenych posloupnosti plati xs € F.,, tj. S € S.

Tedy S = Bs(K).

Krok 3. Necht f € Bf’(K) je ddno. Necht & > 0 je libovolné. Pokryjeme Rng f kone¢nou e-siti {y1,...,yn} ©
Rng f apro kazdé i € {1,...,n} polozme S; = f~1(B(y;,¢)). Pak S; jsou borelovské mnoziny v K, a tedy xs, € Fu,,

i€{l,...,n}. Necht Sy =g aT; = Sl\U;;}) S;. Pak funkce

n

9= Z YiXt; € Fuy

=1

alf—gl,<e
Proe = % tak dostaneme posloupnost {g,} v F.,, stejnomérné konvergujici k f. Tedy {g,} je omezen, a proto
feFu.-
Tedy
Bf*(K) c F,, c F c Bf*(K),

a dikaz je tak hotov. O
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Lemma 3.5.18 (Lax-Milgram). Necht H he Hilbertiv prostor. Necht B: H x H — C je v proni soufadnici
linedrni a v druhé sdruZené linedrni. Pokud |B| = sup, ,cp,, |B(z,y)| < ©, ezistuje prave jeden T' € L(H) takovy,
ze |T| = |B| a B(z,y) = (Tz,y), x,y € H.

Diikaz. Pro pevné y € H je zobrazeni x — B(z,y) prvek dudlniho prostoru H*. Existuje tak pravé jedno Sy € H
spliwjici B(z,y) = (x, Sy), © € H. Pak S je linearni operator, nebot pro y1,y2 € H a o € C plati

{x,S(ay)) = B(z,ay1) = alz, Sy1) = {x,aSy1), x€H,

(@,5(yr +y2)) = B(w,y1 +y2) = B(@,y1) + B(x,y2) = (&, Sy1) + <z, Sy2) = (&, Syr + Sy2), x € H.
Dale
|Syll* = (Sy, Sy = B(Sy.y) <[ Bl ISyl lyll. veH,

coZ implikuje nerovnost |S| < | B|.

Abychom dokézali obracenou nerovnost, vezméme posloupnosti {z,} a {yn} v Bp, které spliwjici | Bz, yn)| —
| B|. Pak

|B = lim |B(zn,yn)| = lim [Czp, Syn)| < limsup [z, | [Sya| < limsup Sy, -
n—a0 n—:00 n— 00 n—0oo

Tedy [[Syn| — Bl a tedy [S| = [B].
Operéator T' = S* pak pro kazdé x,y € H spliuje

B(Q’J,y) = <.Z’, Sy> = <S*$,y> = <T$,y>

|71 = 15%] = I1S] = [B] -
Dikaz je tak hotov. O

Poznamka 3.5.19. PovSimnéme si, ze mnoZina vSech zobrazeni B: H x H — C spliujicich pfedpoklady Lem-
matu 3.5.18 tvofi vektorovy prostor, uvazujeme-li na této mnoziné vektorové operace bodové.

Vé&ta 3.5.20. Necht H he Hilbertiv prostor a T € L(H) je normdlni operdtor. Necht ® znadi spojity kalkulus pro
T z Véty 3.8.97. Pak existuje zobrazeni V: Bf®(o(T)) — L(H) s ndsledujicimi vlastnostmi.

(a) Plati ¥ = ® na C(o(T)).

(b) Pokud {f,} je omezend posloupnost v Bf*(a(T)), kterd konverguje k f, pak pro kazdé x,y € H plati{V(f,)z,y) —

W)z, y)-

(¢) Zobrazeni ® je algebraicky -homorfismus a |V(f)[ < |f|.,-

(d) Zobrazeni U je vlastnostmi (a),(b) a (c) uréeno jednoznacné.

(e) Pokud g: C — C je spojitd a f € Bf*(a(T)), pak g(¥(f)) = ¥(go f).

(f) Operdtor U(f) je normdini pro kazdé f € Bf®(a(T)).

(g9) Operdtor V(f) je samoadjungovany, pokud f € Bf®(a(T)) je redind.

(h) Pokud S € L(H) komutuje s T, potom S komutuje s U(f) pro kazdou f € Bf*(o(T)).

Diikaz. Krok 1. Hledané zobrazeni W nejprve zkonstruujme. Pro kazdou dvojici x,y € H uvazujme zobrazeni
Ry y: C(o(T)) — C definované jako

Ry y(f) =<2(f)z,y), feC(a(T)).
Pak
|Roy| < @O ] [yl =[£Il yl, feCla(T)).

Dle Rieszovy véty 1.2.24 existuje komplexni borelovska mira i, , na o(T") splilujici

R,,(f) = f o ey, 7€ Clotr)

Navic plati [pey | = [Rey| < 2] [y]-
Pro libovolné f € C(o(T)), a1, € C a 21,29,y € H mame

J o FN) Aoy zy +asza,y(A) = Rayzr+ases,y(f) = (@(f)(a121 + a2x2),y)
= a{®(f)z1,y) + a2 ®(f)z2, )

o L(T) OV dpiar 5 (V) + azj FON iy (V)

o(T)

= J F) d(o g,y y + OZQsz,y)()‘)v
o(T)
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a tedy flagoq+aswe,y = X1fbzy,y + O2flg, 4. Podobné odvodime iz o, y; +asys = Ol fba,y; + O2lia,ys-
Polozme

By(z,y) = J " g\ dpey(N), g€ BfP(a(T)).

Pak B splniuje predpoklady Lemmatu 3.5.18 s odhadem

1By (2, 9)| < gl liwyl < lgll Iz lyll, 2,y e H.

(Vsimnéme si, Ze Ba, g, +asgs = @1 By, + @2Bg, pro a1, as € C a g1, g2 € Bf*(o(T)).)
Dle Lemmatu 3.5.18 tedy existuje jednozna¢né uréeny operator ¥(g) € L(H), ktery vyhovuje rovnici

Bg(x’y) =<\If(g)l‘,y>, mayEH-

Tim je konstrukce zobrazeni ¥ ukoncena.
Krok 2. Ovéime nyni vlastnosti (a)-(h) pro toto zobrazeni.
(a) Dle definice plati pro f € C(o(T)) rovnost

(W(f)z,y) = By(z,y) = f FN) dppey(A) = Ry (f) = <2(f)z,y), x,y€H.

o(T)

Dle Véty 3.5.3 mame U(f) = ®(f).
(b) Vezméme omezenou posloupnost {f,,} v Bf’(c(T)) konvergujici k f a x,y € H. Pak diky Lebesgueové vété
plati

<‘I’(f)x, y> = lim fn()‘) dpig,y = 7}1_I>I§O<\Il(fn)$a y>

n—0o0 O'(T)
(c) Pro a e C a g1, g2 € Bf*(o(T)) plati
<\I/(agl + 92)$,y> = Ba91+g2 (‘T7 y) = (alB.th + QQBgz)(x’ y) = alB!h (xvy) + a2392 (x’y)
={{a1¥(g1) + 2% (g2))z,y), =,y€ H.

Proto je ¥ linearni.
Ukazme nyni multiplikativitu. Polozme

F ={geBf(o(T)): ¥f € C(a(T)): (gf) = V(g)¥(f)}-

Pak F splije piedpoklady Lemmatu 3.5.17. Zjevné totiz C(o(T)) < F a je-li {gn} omezena posloupnost v F
konvergujici ke g, plati pro kazdou f € C(o(T)) rovnosti

(W(gh)z,y) = lim (¥(gn f)z,y) = lim (V(gn) W (f)z,y) = L(9)¥(f)a,y), w,yeH.

Tedy g € F. Proto F = Bf®(a(T)).
Uvazujme nyni systém

H = {h e Bf*(o(T)): Vg € Bf*(a(T)): U(gh) = U(g)T(h)}.

Podle predchazejici tivahy je C(o(T)) € H a pro omezenou posloupnost {h,} v H konvergujici k h plati pro
libovolnou g € Bf®(o(T')) rovnosti

(U(gh)z,yy = Tim (U(ghn )z, y) = Tim (U (g)¥(hn)z,y)
= lim (U (hn)z, (W(9))*y) = ¥ (h)z, (¥)g)*y)
= (W(g)¥(h)z,y), w,yeH.

Tedy F = Bf*(o(T)) a ¥ je multiplikativni.
Polozme nyni B
F={feB(a(T)): (¥(f)* =¥(f)}
Pak C(o(T)) = F. Necht {f,} je omezena posloupnost v F konvergujici k f. Pak pro kazdé x,y € H plati
QU(f)y = lim (U(f)ay) = lim Co, (U(/0)*5) = lim Co, (T )0)
= (@, U(fyy = ((¥(f))*z,y)-

Tedy i f € F. Proto ¥ zachovava involuci.
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Co se ty¢e normy, povsimnéme si, Ze pro z € H plati

|2 ()(@)]* = (), U(f)a) =

j o IOV )| < L D@

Tedy [W(F) < [f]-

(d) Necht W: BfP(o(T)) — L(H) je zobrazeni spliwjici (a), (b) a (c). Polozme

F={f e B (a(T)): W(f) = U(f)}.

Pak C(o(T)) < F dle (a). Necht {f,} je omezen4 posloupnost v F konvergujici k f. Pak pro kazdé x,y € H plati
(f)z,y) = lim (U(f)z,y) = lim P (f)z,y) = V(f)z,y) = F(f)a,y).

Tedy F = Bf"(o(T)) a diikaz je hotov.
(e) Necht nejprve g je polynom tvaru g(z) = 33';_ ¢ij2'(2)?, 2 € C. Pak

U(gof) =V ( D cijf%f)j) = 3 e U (YY)

4,5=0 4,5=0

= > e () (TN = g(T(f))
i,5=0

Je-li g obecna spojita funkce, lze ji na o(¥(f)) stejnomérné aproximovat posloupnosti polynomy {g,}. Pak
gno f 3 go f,z cehoZ plyne

g(E(f)) = Tim ga(B(f)) = lim Bga o f) = V(g0 f).

n—ao0

(f) Plati
T(F)(C()* =VHC() =C(fF) =V f) =THLf) = (T())*T(S).

Eg)) Pokud f € Bf(o(T) je realna, plati (U(f))* = U(f) = ¥(f).
h) Polozme
F={feBf*(a(T)): ST(f) = ¥(f)S}.

Pak C(o(T)) < F dle Véty 3.3.97(j). Necht {f,} je omezena posloupnost v F konvergujici k f. Pak pro kazdé
x,y € H plati
Sz, yy = W(f)z, Sy) = Tim (W(fn)x, S%y) = lim (SU(fn)z,y)

= lim (U(f,)Sz,) = (¥(f)Sz,y).

Opét dle Lemmatu 3.5.17 usoudime, ze F = BfP(o(T)).

3.6 Spektralni rozklad

3.6.1 Rozklad jednotky

Definice 3.6.1. Necht (2, X)) je méFitelny prostor, tj. 3 je o-algebra na mnozing 2. Necht H je Hilbertiv prostor.
Rozklad jednotky je zobrazeni E: ¥ — L(H) s nasledujicim vlastnostmi.

(a) Plati E(») =0a E(Q) = 1.
(b) Kazdé E(A) je samodajungovana projekce.
(¢) Pro kazdé A, As € ¥ plati E(A1)E(As) = E(41 n Asg).
(d) Pokud Ay, Az € ¥ jsou disjunktni, plati E(A;) + E(As) = E(A; U Ag).
(e) Pro kazdé z,y € H je funkce E, ,: A — (E(A)z,y) komplexni mira na 3.
Pokud ¥ je o-algebra Bs(K) n&jakého lokalné kompaktniho topologického prostoru K, pozaduje se navic, Ze
(f) kazda mira E, , je regularni.

Umluva 3.6.2. Nebude-li ieceno piesnéji, v dalsim textu budeme wvazovat rozklad identity na prostoru (Q,%) s
hodnotami v L(H).
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Poznamky 3.6.3. Rozklad jednotky F spliiuje nasledujici vlastnosti.
(g) Pro kazdé x € H a A € ¥ plati

E;u(A) = (B(A)z,x) = (E(A)z, B(A)z) = |E(A)z|”.

Tedy totalni variace E, . je rovna |Ey .| = Ey . (Q) = |z|°.
(h) Diky (c) spolu operatory E(A;) a E(Az) pro kazdé A;, Ay € ¥ komutuji.
(i) Z vlastnosti (a) a (c) plyne, ze pro disjunktni A;, A; € ¥ plati Rng F(A4;) L Rng F(A) (viz Véta 3.5.11).

Tvrzeni 3.6.4. Necht E je rozklad identity. Necht A, € ¥, ne N, a A = UnOO:1 A,. Pokud E(A,) =0 pro kazdé
n €N, plati E(A) = 0.

Diikaz. Pro kazdé x € H plati

By u(A) = E,, (U An> = > Era(An) = Y (E(An)z,z) = 0.

Jelikoz | E(A)z|* = E,.(A) = 0, je projekce E(A) nulové. O

Definice 3.6.5. Necht E je rozklad jednotky.
(a) Necht f: Q — C je méfitelna funkce. Necht

U= U{U < C oteviend: E(f~'(U)) = 0}.

Polozme V = | JU. Pak E(f~*(V)) = 0, nebot V lze napsat jako spocetné sjednoceni mnozin z U (viz Tvrzeni 3.6.4).
Esencialnim oborem hodnot f se nazyva mnoZina essrng f = C\V. Funkce f je esencialné omezen4, pokud
essrng [ je omezend mnozina. Pak

[ flly, = sup{|A| : X € essrng f}.
Symbolem Z*(E) zna¢ime algebru vSech esencialné omezenych funkei na €. Rekneme, 7e f = g E-skoro viude
(¢ jenom skoro v8ude), pokud pro mnozinu N = {w € Q: f(w) # g(w)} plati E(N) = 0.
Tvrzeni 3.6.6. Necht E je rozklad jednotky a £ (E) je jako vySe. Pak plati ndsledujici turzend.

(a) Uvazugme algebru L (E)* s involuci danou komplexnim sdruZenim. Necht
N ={feZ(E): [fl, =0}
Pak algebra L*(E) = £ (E)/N s normou |||, a involuct zdédénou z Z*(E), (1.

[f1*=1f], feZ™(E))

je komutativni C*-algebra s jednotkou.
(c) Pro f € L*(E) plati o(f) = esstng f (prvek [f] obvykle ztotoZniujeme s funket f).

Diikaz. (a) Zjevné je £*(F) komutativni algebra s involuci a pseudonormou |-|| ., ktera pro f,g € Z*(F) splhuje
1f9l < Il 9], 2 I£1? = | £/*]. Snadno se ovéF, Ze po faktorizaci pomoci N vznikne pozadovana struktura
(jednotka odpovida funkci f = 1 na Q).

(b) Pokud X ¢ essrng f, pak je funkce g = (A — f)~! inverzi k A — f. Tedy o(f) < essrng f.

Necht A € essrng f je dano. Predpokladejme, Ze A ¢ o(f), tj. existuje inverze g € L*(E) prvku A — f. Pak
g = (\— f)~! E-skoro v&ude, tj. mnozina

A= fweQigw) = ———}
' A= fw)

spliiuje E(A) = I. Necht C' > 0 spliuje C > |g|.,. Zvolme n € N, které je vétsi nez C, a uvazujme mnoZinu
A, = f7H(B(A 1)). Pak E(A,) # 0 a pro w € A, plati |f(w) — A < . Tedy |g(w)| > n na A, N I, coZ je

n
E-nenulova mnozina. To je vSak spor s nerovnosti ||g| < C. O

Véta 3.6.7. Necht E je rozklad identity. Pak existuje izometricky =-izomorfizmus ¥: L*(E) — L(H) takovy, Ze
plati ndsledugict tvrzend.

(a) Mnozina ¥(L*(E)) je komutativni C*-podalgebra L(H) obsahugici I.
(b) Plati

@umw=waw,fuﬁmeeH
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(c) Plati
[9(f)z)’ = f VI dBee, fEL7(B)ae B

(d) Operdtor Q € L(H) komutuje s kaZdou projekci E(A) prdvé tehdy, kdyZ Q komutuje se W(L®(E)).
Dikaz. Krok 1. Necht S ozna¢uje jednoduché funkce z L*(FE). Polozme

— Z aEA;), f= Z cixa, € 5.
i=1

=1

Stejné jako ve Véts 3.2.11(a) se ukaze, ze U(f) nezalezi na vyjadfeni funkce f a Ze W je linearni zobrazeni.
Déle pro f,g € S tvaru f = X cixa, a g = >5-, djxp,, kde {Ay,..., Ay} a {By,..., By} jsou méfitelné
rozklady €, plati

V(W) = (2 ciE<Ai>> (Z @E(B») =Y D GdiB(A)EB,) = 3, Y, cid; E(A: 0 By) = B(fg)

i=1 i=1j=1 i=1j=1

jelikoz fg =3, Y700, cidjXa,nB;-
Dale

—<2E )2 w(F) = v(*)

W),y = el B(A)r,y) = Ecz - fdeW zyeH.
i=1
Krok 2. Predpokladejme, Ze f je vyjadieno pomoci rozkladu {A;, ..., A,} mnoZiny Q. Pak z odhadu

[l = (U (), W)y = (U)W (f)a ) = CU(f* e, )
— (W(|f B ) = f 2 dBs,, e,

plyne [W(f)z| < [fl [], = € H, tj. [¥] < |[f],-
Na druhou stranu zvolme i € {1, ..., n} takové, Ze |¢;| = | f|,. Jelikoz maji projekce E(A;),..., E(Ay) navzijem
kolmé obory hodnot, pro « € Rng E(A;) plati

fz = i ¢;E(Aj)x = ¢ E(Aj)x = cix.

Tedy [W(f)| = |eil = [ f]5- Dohromady tedy mame [W(f)| = [ f]-

Krok 3. Zobrazeni U: S — L(H) tedy spliiuje v8echny vlastnosti (a), (b) a (c) na prostoru S. Jelikoz je S
husta podalgebra L*®(FE), lze ¥ jednoznaéné izometricky rozsifit na celou algebru L*(FE). Diky spojitosti involuce
a nasobeni je pak U #-izomorfizmus. Mnozina U (L* (FE)) je pak komutativni #-podalgebra L(H) obsahujici I (nebot
U(1) = I). Diky uplnosti L*(E) se jedna o C*-podalgebru. Vlastnosti (b) a (c) plynou z platnosti téchto vztaht
pro zobrazeni ¥ na S. Je-li Q € L(H) operator komutujici s kazdym E(A), A € ¥, komutuje @ s kazdym operatorem
z U(S). Ze spojitosti tedy @ komutuje s U(L*®(E)). Tim je dukaz ukoncen. O

Znaceni 3.6.8. Prvek ¥(f) z Véty 3.6.7 znacime ¥(f) = {, f dE.

3.6.2 Spektralni rozklad normalniho operatoru

Véta 3.6.9. Necht H je Hilbertiv prostor a T € L(H) je normdini operdtor. Necht K = o(T) a (Q,X) =
(K,Bs(K)). Pak existuje prdvé jeden rozklad identity E: Bs(K) — L(H), pro ktery plati

T= f AdE.
K
Ddle plati ndsledugici vijroky.

(a) Necht ® je borelovsky kalkulus z Véty 3.5.20 a V: L®(E) — L(H) je zobrazeni z Véty 3.6.7 dané rozkladem
jednotky E. Pak U([f]) = ®(f) pro f € Bf*(K).

(b) Plati U(L*(E)) = span{E(A): A e Bs(K)}.

(c) Je-li A € Bs(K), oznac¢me Ta = T|png p(a)- Pak Ta € L(Rng E(A)) a 0(Ta) < A (spektrum wvazujeme
vzhledem k L(Rng E(A)).)
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(d) Pokud A c K je neprdzdnd oteviend mnoZina, je P(A) nenulovd.

Diikaz. Krok 1. Necht ® je borelovsky kalkulus z Véty 3.5.20. Polozme
B(A) = W(xa), AeBs(K).

Ovéfime nyni vlastnosti pozadované Definici 3.6.1. Zjevné plati E(J) = ®(0) =) a E(K) = E(1) = 1.
Dale pro A € Bs(K) plati

(B(A)* = (®(xa))* = ®(xa) = D(xa) = E(A),

a tedy F(A) je samodajungovana projekce.
Pro Ay, As € Bs(K) mame diky multiplikativité ® rovnost

E(A1 0 Az) = ®(Xa,04;) = P(XaX4,) = P(xa,)P(xa,) = E(A1)E(Az).
Tedy F maé i vlastnost (¢). Podobné pro A;, As € Bs(K) disjunktni plati
E(Al Y AQ) = (I)(XA1UA2) = (I)(Xx‘h + XA2) = (I)(XAl) + (I)(XA2) = E(Al) + E(AQ)

Ohledné vlastnosti (e) a (f) si pfipomefime, Ze pro kazdé x,y € H byla nalezena za pomoci Riezovy véty
komplexni borelovska (regularni) mira ji, , na K splitujici

@hay = | fN)duny V), e B,
o(T)
Tedy je zobrazeni

E,y(A) =(E(A)z,y) = (®(xa)zr,y) = L XA dpta,y = pay(A), A€ Bs(K),

pozadovana mira.

Tim je konstrukce E ukoncena.

Krok 2. Necht E: Bs(K) — L(H) je rozklad jednotky splhujici T' = §, AdE’. Dle algebraickych vlastnosti
popsanych ve Vété 3.6.7 dostavame rovnost §, pdE = §,. pdE’ pro kazdy polynom p v proménnych z a z. Ze
spojitosti pak tato rovnost plati pro kazdou spojitou funkci f na K. Polozme

F-{feni(): | fap-| famy.

Pak F o C(K) a pokud f, — f, kde {f,} je omezena posloupnost v F, plati pro kazdé x,y € H rovnost

J fdE;, = lim f fndEy,, = lim J fnd' Ey :J fdE'.
K n—0ow ) n—o ) K

Dle Lemmatu 3.5.17 je F = Bf?(K). Specialné tedy E(A) = E'(A) a prvni ¢ast tvrzeni je dokazana.
Krok 3. Tvrzeni(a) plyne pfimo z konstrukce E a tvrzeni (b) je dusledkem konstrukce ¥ popsané v dikazu
Véty 3.6.7. Uvazujme € Bs(K) a Tg = T|gng g(a)- Pak pro kazdé x € Rng E(A) plati

TsE(A)x =TE(A)z = E(A)Tx € Rug E(A),

a tedy Ta je vskutku element L(Rng E(A)).
Vezméme A € C\A a poloZme

1
_ 2 S A7
) {0, jinak.

Pak f € Bf®(K). Déle je funkce g(z) = (A — 2)xa(z) téz prvkem Bf°(K) a plata pro ni rovnost gf = x4. Pro kazdé
x € H tak dostavame

(B(A)z, x) = (Y(xa)z, ) = U(f(A —id)xa)z, z) = V()P —1d)¥(xa)z, ) = (V)M - T)E(A)z, z).

Pro = € Rng E(A) mame proto
(@,2) = U(f)N = T)z, 2,
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a tedy
I|RngE(A) = \Il(f)(/\l - T)
Dostali jsem, ze W(f) je leva inverze operatoru AMlgng g(a)y — T'a. Obdobné se ukdze, ze W(f) je téz prava inverze, a
tedy A ¢ o(Ta).
(d) Necht A ¢ K je neprazdna oteviena podmnozina K. Pokud by platilo E(A) = 0, plati I = E(K\A), takze
Rng E(K\A) = H. Potom T\ 4 = T, a tedy

K =0(T) =0(Tk\a) © K\A,

0Z je spor.
O

Vé&ta 3.6.10. Necht H he Hilbertiv prostor a T € L(H) je normdlni operdtor. Necht X € o(T) a E je rozklad
jednotky dangj Vétou 3.6.9. Pak plati ndsledujici tvrzent.

(a) Plati X € 0,(T) prave tehdy, kdyz E({\}) # 0.
(b) Je-li A€ 0,(T), pak E({\}) je projekce na Ker(AM —T).
(¢) Je-li A izolovang bod o(T'), je v o,(T).
Diikaz. (a) Mame (A —id)x g\ = 0, takze (A — T)E({\}) = 0. Proto Rng E({\}) < Ker(A —T)).
Dokazme nyni obrécenou inkluzi. Pro kazdé n € N ozna¢me

B, ={z¢e0(T): \z—)\|>l}
n

a polozme

fn(z) — )\izv zZE€ Bn?
0, zeo(T)— By.

Necht f(T) zna&i SO_(T) fdE, f € Bf*(o(T)). Pro z € Ker(Al — T) mame f,,(T)(M — T)z = f,(T)0 = 0, a tedy
X5, () = fo(TYAT = T)z =0, neN.
Proto pro kazdé y € H plati
(,yy = lim (1= xp,)(T)z,y) lim | (1=xp,)dE;y = J XAy dEzy = CE({Ab)z, y)-
n— n— O'(T) O’(T)

Proto z = E({\})z € Rug E({\}).
(b) Plati
Aeop(T) <= Ker(M - T) # {0} < E({\}) #0.
(c) Mnozina {A} je oteviena v o(T'), a tedy E({\}) # 0 dle Véty 3.6.9(d). Diky (a) je A € 0,(T).
O

Véta 3.6.11. Necht H je Hilbertiv prostor a T € L(H) je normdlni operdtor se spektrem K = o(T). Necht E je
rozklad identity jemu pFislusejici. Pro danou [f] € L*(FE) oznaéme L = esstng f. Definujme F: Bs(L) — L(H)
jako

F(B) = E(f*(B), BeBs(L).

Pak pro operdtor S = SK fdE plati o(S) = L a F je rozklad identity pro S.

Diikaz. Vlastnosti (a)—(d) z Definice 3.6.1 snadno plynou z definice diky tomu, Ze f~! zachovava mnoZinové operace.
Pro z,y € H plati

(F(A)z,y) = BT A)2,9) = Bay (f 71 (A)f(Bay)(A), AeBs(L).

Tedy F,, = f(Es,) je komplexni mira na Bs(L). Je tedy regularni dle Véty ?7.

Zobrazeni g — §, gdE je #-izomorfizmus L*(E) do L(H), a tedy zachovava spektra. Proto o(S) = o([f]) =
essrng [ = L (viz Tvrzeni 3.6.6(c)).

K dokonéeni dilkazu sta¢i ukazat, ze S = SL id dF'. Necht x,y € H jsou libovolné. ProtoZe pro funkci id: L — C
plati idof = f, mame

¢y = ([ SO1aBO) )00 = [ VB, = [ Gen)() L, )

— [ i dr ey = | e - <<f id dF) =9,
L L L
Tedy S = §, id dF a diikaz je dokoncen. O
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Piiklad 3.6.12. Necht H = L?(u) pro néjakou o-koneénou miru p na méfitelném prostoru (2, ¥). Necht m €
L*®(u) a M je operator definovany jako
Mf=mf, feH.

Pak plati nasledujici tvrzeni.

(a) Operator M je dobie definovany normalni operator na H a plati | M| = |m/,.

(b) Plati

op(M)={XeC: um™*(N\) >0} a o(M)=essrngm.
(¢) Plati M*g =g, g € H, a operator M je samoadjungovany prave tehdy, kdyz m je realna. Dale je M pozitivni
pravé tehdy, kdyz m = 0.

(d) Rezolventni funkce je dana vzorcem

g
A—m’

(M - M) g = geH, X\ep(M).

(e) Rozklad jednotky E pro operator M je dan jako
E(A)f = Xm-1p)f, [€H, BeBs(o(M)).

(f) Pro kazdou h € L*(FE) plati

(J hclE)fz(hom)f7 feH.
o(M)

Diikaz. (a) Plati
LM#VW<WM1LUf@7fEE

atedy M e L(H) a |M| < |m|.
Pro dané € > 0 polozme A’ = {w € Q: |m(w)| > ||m|.,, —}. Pak u(A) > 0, a tedy existuje mnozina A ¢ A’
kone¢né kladné miry. Pak HXAHZ = §o xa dp = p(A). Polozme
_ XA
= 5.
Ixal

PakfeSHa

1 2 1(A)

1
|Mf)P = 5 f im|* dp = 5 f (Iml, —€)*dpu = (|m]|, —€) 5 = (Imf,, — )
Ixal™Ja Ixal™Ja Ixal

Tedy [M] = [[m]-

(b) Pokud A € C je takové, Ze u(m=1()\)) > 0, vezmeme A = m~1(\) kladné kone¢né miry. Pak x4 € H a plati
mf = Af. Tedy A € o,(T).

Necht X € 0,(M) a f € Ker(A — M) je nenulovy. Pak f(m — \) = 0. Pokud u(m=*()\)) = 0, je f = 0 skoro
viude, tj. f = 0. Proto u(m=1()\)) > 0.

Pokud A ¢ essrngm, je operator g — 2 inverzni k A\I — M.

Necht A € essrng m. Cheeme ukézat, ze A € o(M). Diky popisu o, (M) miizeme predpokladat, ze pu(m=1()\)) = 0.
Predpokladejme, 7e N = (A — M)~L.

Pro n € N uvazujme mnoziny A}, = m~'(B(X, 1)). Pak u(Al) > 0, takZe lze nalézt mnoziny A, < A/, kladné
miry. Polozme g,, = x4,, n € N. Pak g,, € H a pro f,, = Ng, plati f,(A—m) = g,,. Tedy f,, = 52 na Q\m~*(}).

5 dp =

Pak ale "
1
HnW=f du=f 1
Q\m=1(}) A\m=1()) |A —m)|

2
- f n?du = n’u(An) = n*|ga|” .
An\m=t ()

2

XA’VLA_m

Tedy |N| = n pro kazdé n € N, coz je spor. Proto A € o(M).
(c) Polozme M'f =mf, f € H. Pak

@Mm:mew:Lﬁ@w:@M@,ﬁwﬂ.

Tedy M’ = M. Druhé tvrzeni je pak okamzitym disledkem. Je-li totiz M samoadjungovany, pak mf = mf pro
kazdé f € H. coz implikuje m = m. Podobné nezapornost m implikuje pozitivitu M. Obréacené, pokud

Lmﬁ@=@%ﬁ>&f€&
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je m = 0 skoro vsude.

Tvrzeni (d) bylo pravé dokazano béhem dikazu (b).

(e) UkadZeme, Ze zobrazeni E je rozklad jednotky. Dle (c) je kazdy operator E(B) samoadjungovana projekce.
Zjevné E(o(M)) =I a E() = 0. Pro By, By € Bs(o(M)) plati

E(B1)E(B2)f = E(B1)(Xm-1(B2) ) = Xm=1(B))XAs [ = Xm—1(B1)nm—1(B2).f
= Xm-1(B.~B.)f = E(Bin Ba)f, feH.

Tedy vlastnost (c) Defince 3.6.1 je splnéna. Pokud A;, As € Bs(X(M)) jsou disjunktni, plati

EB1)f + E(B2)f = Xm-1B)f + Xm-1Bx)f = (Xm=1(B1) + Xm—1(B2)) = Xm=1(B1)om—1(B2) f
= Xm-1(ByuB,)f = E(B1u Ba)f, feH.

Tedy i (d) z Definice 3.6.1 je splnéno. Koneéné pro f,g € H polozme

prald) = [ fadn Aex.

Jelikoz fge L'(u), je pur,4 dobfe definovana komplexni mira na 3. Tedy mira vy, = m(uy,4) je komplexni mira na
Bs(a(M)).
Pro kazdé B € Bs(o(M)) pak plati

By o(B) = B(B)f.0) = | Xow-scon 3 = 1y g~ (B)) = 1 (B),

a tedy i (e) Definice 3.6.1 je splnéno.Vzhledem k Vété ?? je Ey , regularni mira.
Ukazme, 7e M = SU(M) id dE. Pro libovolnou dvojici f,g € H totiz mame

< (J id dE) fa9>:J id dE.ﬂg:J id de,g:J mdﬂf,g:J mfng:<Mfaf>-
o(M) o(M) o (M) Q Q

Tim je tvrzeni (e) dokizano.
(f) Necht h € L*(FE) je dano. Pak pro libovolnou dvojici f, g € H plati

<<f th) fy= | hdEg, = | (hom)dug, = | (hom)fgdn = (e m).g)
o (M) o(M) Q Q

Tim je dukaz dokoncen.

3.6.3 Aplikace spektralniho rozkladu

Vé&ta 3.6.13. Necht H je Hilbertiv prostor a T € L(H). Pak ndsledujici tvrzend jsou ekvivalentnd.
(1) Plati {Tz,x) >0 pro kazdé x € H.
(i1) Plati T* =T a o(T)  [0,0).

Dikaz. (i) = (ii) Dle Véty 3.5.9 je T samoadjungovany. Podle Véty 3.5.13 je

o(T) c {{Tx,z): € Sy} < [0,00).
(il) = (i) Necht F je rozklad jednotky pf¥islusny T'. Pak pro kazdé x € H plati
(Tx,x) = AE, (X) = 0.
o(T)
O

Definice 3.6.14. Necht H je Hilbertiv prostor a T' € L(H) spliiuje (i) Véty 3.6.13. Pak T se nazyva pozitivni
operator (zna¢ime T > 0). VSimnéme se, Ze tato definice pozitivnosti souhlasi s Definici 3.3.77.

Véta 3.6.15. Necht H je Hilbertiv prostor a T € L(H).
(a) Je-li T =0, pak existuje pravé jeden S = 0 takovy, e S? = T. (znacime S = \/T).
(b) Je-li T invertovatelny a pozitivni, V'S je téz invertovatelny.
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Diikaz. (a) Necht E je rozklad jednotky pro T. Protoze o(T) < [0,00), je operator S = SU(T) VAdE()\) dobre
definovany a z vlastnosti rozkladu jednotky splituje S? = T Dale je S pozitivni, nebot

(Sz,x)y = VAAE, ,(\) =0, x¢€H.
o(T)

Necht Sy, S3 jsou pozitivni operatory spliwujici S? = S2 = T'. Jelikoz 0(S1) = 1/a(T) = o(Ss) dle Véty 3.3.97(d),
jsou rozklady jednotky F; a E — 2 pfislusné S a Sy definované na jedné kompaktni mnoziné L < [0, 00), pficem?
[S1]] = S| = A/IT|| (viz V&ta 3.3.88(b)). Necht M = |S;|. Jelikoz

J MNdE\(\) =T = J N dEs(N),
a(S1) o (S2)

plati

L p(A)dE;(\) = JL p(A\?)dE5()\), p polynom na R.

Pomoci Stoneovy—Weierstrassovy véty odvodime, ze plati
| 102 aE0) = | 102 B0, 7e o).
L L
Je-li g € C([0, M]) libovoln4, je funkce f(\) = g(v/\) prvek C([0, M?]), a tedy
| sz = [ 102 am0) = | 702)aE0) = | gy aE),
L L L) L

Standardni aplikaci Lemmatu 3.5.17 odvodime rovnost SL gdE, = SL gdE5 pro kazdou g € Bf’(L). Tedy E; = E,
, z ¢ehoz plyne rovnost S; = Ss.
Pokud je T navic invertovatelny, je diky Vété 3.3.97(d) invertovatelny i operator VT. O

Definice 3.6.16. Necht H,G jsou Hilbertovy prostory a U € L(H,G) je operator. Rekneme, ze U je Eastecna
izometrie, pokud existuji uzaviené podprostory H; cc H a G| cc G takové, ze U je izometrie H; na G; a U =0
na (Hp)*t.

Lemma 3.6.17. Necht H,G jsou Hilbertovy prostory a U € L(H,G) je operdtor. Je-li U ddstecnd izometrie,
pricemZ Hy a Gy jsou piislusné podprostory z Definice 3.6.16, necht Q € L(H) ortogondlni projekce na Hy. Pak
plati ndsledugjici tvrzend.

(a) Plati UU* = Q.
(b) Operdtor U* izometricky zobrazuje G1 na Hy.
(¢c) Plati U*|q, = (U|g,)~ L.
Diikaz. (a) Pisme H = H; @ Hi-. Pak U: H; — G je unitarni operator (viz Véta 3.5.10). Pro x = z; = 22 a
Y =1ys + y2, kde x1,y1 € Hy a x2,y2 € Hll7 tak plati
<U*U.’E,y>:<U£C, Uy>:<Ux17Uy1>:<x17y1> a
(Qz,y) = (1,91 + y2) = {T1,41)-
Dle Diisledku 3.5.4 plati U*U = Q.
Tvrzeni (b) a (c) nyni plynou z (a). O
Véta 3.6.18 (Polarni rozklad). Necht H,G jsou Hilbertovy prostory a T € L(H,G) je operdtor.
(a) Pak existuje pravé jedna dvojice operdtori P e L(H) a U € L(H,G) s ndsledujicimi vlastnostmi.
(al) Plati T = UP.

(a2) Operdtor P je pozitivni a U je ddstecnd izometrie, piicemZ prostory Hy a Gy z Definice 3.6.16 jsou
H; =RngP a G; = RngT.

Navic plati P? = T*T a P = U*T.

(b) Je-li T navic invertovatelny, lze T jednoznacéné rozloZit jako T = UP, kde P € L(H) je pozitivni a invertova-
telng a U € L(H,G) je unitdrnd.
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Dikaz. (a) Polozme P = +/T*T. (Definice je korektni, nebot T*T je pozitivni operator na H, coZ plyne z vypoctu
(T*Tx,zy =Tz, (T*)*z) =Tz, Tx) >0, xe€H.)

Pro x € H pak plati
|Pz|? = (Px, Px) = (P?x,x) = (T*Txz,z) = (Tx, Tx) = |Tz|*.

Operétor U: Rng P — RngT definovany jako
Uy=Tz, ze€ P '(y),y € Rng P,

je proto dobfe definovana izometrie Rng P na RngT. Lze ji proto jednozna¢né rozsifit na izometrii U: Rng P —
Rng T. Tu dodefinujeme na celé H pomoci slozeni s ortogonalni projekci () prostoru H na Rng P.

Piim z definice pak dostavame T' = U P. Stejné tak mame ihned vlastnost (a2).

Pokud T' = U’ P’ je jiny rozklad spliwjici (al) a (a2), mame dle Lemmatu 3.6.17

T*T — (U/P/)*(U/P/) _ P/(U/)*U/P _ P/QP/ _ (P/)27

a tedy P’ = P dle Véty 3.6.15. Protoze UPx = Tx = U'P'x = U'Px pro x € H, plati i U = U’. Rozklad je tedy
jednoznaény.
Koneéné plati
U*T =U*UP =QP = P.

(b) Je-li T navic invertovatelny, je invertovatelny i operator T*T', a potazmo i P = /T*T. Tedy RugP = H a
RngT = G, z ¢eho¥ plyne, Ze U je unitarni operator (viz Véta 3.5.10). O

Pfiklad 3.6.19. Necht H,G jsou Hilbertovy prostory, {e;: i € I} je ortonormalni systém v H a {f;: ¢ € I}
je ortonormaln{ systém v G. Necht m = {m;: i € I} je omezena posloupnost. Uvazujme operator T € L(H,G)
definovany jako

Mx = Zmi@:,ei}fi, re H.

iel
Pak plati nasledujici tvrzeni.
(a) Operator M je dobie definovany, M| = [|A|, a
M*y = > mily, fyei, yeG.
iel
(b) Operator M je kompaktni pravé tehdy, kdyz m € ¢o(I).
(¢c) Necht G = H a f; = e; pro i € I. Pak plati nasledujici tvrzeni.
(c1) Operator M je normalni, pfidemz je samoadjungovany pravé tehdy, kdyz m;, i € I, jsou realna.
(c2) Operator M je pozitivni pravé tehdy, kdyz m;, ¢ € I, jsou nezaporna.
(c3) Plati
op(M)={m;:iel} a o(M)={m;:iel}.
(c4) Rozklad jednotky E pro M je dan jako

EB)= Y mizepe;, BeBs(a(M)),
iem—1(B)

a pro kazdou h € L*(FE) plati
<J th) yv:zlh(rni)@,ei)ei7 zeH.
o (M) iel
Diikaz. (a) Pro x € H plati
|Ma]* = Y Iml® [, ea] < A5 )
i€l
Tedy [M] < [[m]-
Pro dané € > 0 necht j € I je zvolena tak, ze |m;| > |m|, — . Pak e; € Sy a plati
[ M| = lm; fi] = Im;| = [m]l,, —e.

Tedy [M] = [m]-
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Oznacme

M'y =Y mily, fei, yeG.

iel

Prox e H a y € G plati

<M$,y> = <Z mi<xa ei>fia Z<y7 fJ>fj> = Zm&x, €1><y, f1>7

el jedJ el
<fE, M/y> = <Z<m7 ei>ei7 Z Wj<ya fj>e]> = Z mi<$7 ei><y7 fl>7
el jedJ iel

a tedy M* = M'.
(b) Pokud m € ¢g(I), pro kazdé e > 0 je mnozina F = {i € I: |m;| > ¢} konefna. Polozme

Mpz = Z myw,e;)f;, xe€H.
el
Pak
2 2 2 2
| Ma — Mpa|* =Y miweinfi, D, mycw,enfiy =Y |mil* [, e <& =)

iel\F jeI\F iel\F

Tedy M € F(H,G), a tedy je kompaktni.
Necht nyni existuje ¢ > 0 takové, ze F' = {i € I: |m;| > €} je nekone¢na. Uvazujme vektory e;, j € F. Pak pro
rizné indexy j,j’ € J plati

2 2 2
|Mej — Mey|* = {my f; — mys fir,my fi — my fir) = [mygl” + [mye|® > 262,

Tedy mnozina {Me;: j € F} neni relativné kompaktni, coz znamena, ze M neni kompaktni.
(c) V tomto pifpadé uvazujme métitelny prostor (I, Z(I)) s diskrétni mirou. Pak zobrazeni ¢: H — (2(I)
definované jako ¢(x) = {{x,e;)}ier je izometricky izomorfizmus a plati

Mz = (¢ oNop)x, zeH,
kde N € L(£?(I)) je definovano jako
(Ny)i = myys, iel, yel*(I).
Vlastnosti operatoru M nyni snadno plynou z Pfikladu 3.6.12. O

Vé&ta 3.6.20 (Schmidtova reprezentace). Necht H,G jsou Hilbertovy prostory a T € K(H,G). Pak existuje N €
Nu {0} a nerostouct posloupnost kladnyjch cisel {\,}_; obsazend v co({1,...,N}),, ortonormdlni systém {e,}_,
v H a ortonormdlni systém {f,}N_; v G takové, Ze

N
Tx = Z Al enyfn, x€ H.
n=1

Posloupnost {\,}N_, je pritom uréena jednoznacné.

Diikaz. Krok 1. Necht T'= UP je polarni rozklad T. Jelikoz P = v/T*T, je P kompaktni, pozitivni operator.
Vskutku, 7#T je kompaktni a funkce f: A — /) je nezaporna funkce s hodnotou 0 v 0. Lze ji proto na o(T*T)
stejnomérné aproximovat polynomy {p,}, pro které téz plati p(0) = 0. Proto p,(T*T), n € N, jsou kompaktn{
operatory a konverguji k P. Proot je P kompaktni. Pozitivnost P pak plyne z vlastnosti spojitého kalkulu, viz
Véta 3.3.97.
Pomoci Véty 3.5.14 nalezneme N € N u {0}, posloupnost {\,}**_; nenulovych prvki o(P) a ortonormalni
systém {e,}N_, v H takovy, 7e

N
Px = Z Anlx,enyen, x€H.
n=1

Pak {\,})_, sestava z kladnych &isel, pFicemz pedpokladame, Ze se jedné o nerostouci posloupnost. Jelikoz o (P) =
/o (T*T), konverguji A\, k 0, pokud N = oo (viz Véta 1.4.31). Déle jsou vektory e, obsaZeny v Rng P. JelikoZ
U: Rng P — RngT je unitarni operator, tvoii vektory f, = Ue,, ortonormalni systém v G. Pak mame hledany
rozklad, nebot

N
Ty =UPx = Z Ml enyfn, € H.

n=1
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Krok 2. Predpokladejme, ze

N/
Tx = Z Nz, el flh, weH,
n=1

pro né&jaky rozklad spliujici pozadavky tvrzeni. Ozna¢me H; = span{e/,:n = 1,...N'} a G; = span{f/: n =
1,...,N'}. Polozme

N/
Pl _ )\/ / / H
T = Wxoer e xeH.
n=1

Pak P’ > 0. Je-li totiz « € H libovolné, plati x = (:17722{;1@, el en) +Z7]¥;1<JZ, el el , pricemz xfzg;(x, el el €
Hi. Pak

N’ N’ N’
(Pe,zy = (Y Nlaelyel, Yz eidery = X, [(a, el = 0.
n=1 k=1 n=1
Definujeme-li U’: H; — G jako

N/
Uz = Z(x,e%}f,’” x € H,
n=1

dostaneme &asteénou izometrii H do G, pficemz U = 0 na Hi- a U: H; — G je izometrie. Navic H; = Rng P/,
G1 =RngT aT =U'P’. Dle Véty 3.6.18 plati P’ = P a U’ = U. Specialné plati o(P) = o(P’). Vzhledem k tomu,

ze limy, o0 Ay, = limyy i piy A, = 0, plati

Ain=1,...,NeN}={\ :n=1,...N'}.
Necht X € o(P)\{0}. Pak A mé stejny pocet vyskytii v posloupnosti {\,}N_; jako v posloupnosti {\,}N,, nebot
tento pocet je roven dimenzi prostoru Ker(A— P). Proto N = N a {\,}N_; = {\.}N.,. Tim je ditkaz dokoncen. [

Véta 3.6.21. Necht H je Hilbertiv prostor a T € L(H) je unitdrni operdtor. Pak existuje samodajungovany
operdtor S € L(H) takovy, Ze T = exp(iS).

Diikaz. Uvazujme spojitou funkei h: C — C danou piedpisem f(t) = e*, X € C, a jeji restrikci f = hljo,2x)- Pak f
je spojita bijekce [0,27) na T. Jeji inverze g = f~1: T — [0, 27) je pak bodovou limitou spojitou funkei, a specialné
je tedy borelovska.

Vkutku, pro kazdé n € N uvazujeme funkci

t A
n/\ = ’
gn(N) {27771“ A

Tyto funkce jsou zjevné spojité a spliuji g, — g.
Polozme nyni S = g(T') = ¥(g), kde U je zobrazeni z Véty 3.5.20. Diky vlastnosti (f) této véty je S samoda-
jungovany operator. Dale plati ho g = id na T, a tedy diky V&té 3.5.20(e) mame

e tef0,2m — 1],
el te2m— L1 om).

T = (id)(T) = (ho g)(T) = h(g(T)) = h(S) = exp(iS).

Tim je dtkaz dokoncen. O
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Kapitola 4

Funkcionalni analyza I. - priklady

4.1 Topologické vektorové prostory

4.1.1 Priklady a elementarni vlastnosti
Priklad 4.1.1. Ukazte, ze C(Q2), H(QY), 2(K), C*(Q2) jsou Fréchetovy prostory.

Piiklad 4.1.2. Prozkoumejte vlastnosti nasledujicich prostora: (R”,7,), (C(X), Tk ), slabou topologii na Banachové
prostoru, slabou* topologii na duélu, méfitelné funkce na [0, 1] na konveregenci v mife
Piiklad 4.1.3. Uvazujte L,(0,1) pro 0 < p < 1. Ukazte, Ze
e je to lokalné omezeny F-prostor,
e neobsahuje netrivialni oteviené konvexni mnoziny,
e jeho dual je trivialni.
Priklad 4.1.4. Ve vektorovém prostoru X plati nasledujici:
e 24 c A+ A a rovnost obecné neplati,
e A je konvexni pravé tehdy, kdyz (s + ¢)A = sA + tA pro kazdé s,t = 0,
e vyvazené mnoziny jsou stabilni vzhledem ke sjednocenim a praniktm,

e konvexni mnoziny jsou stabilni vzhledem k prinikiim a nahoru usmérnénym sjednocenim,

A + B je konvexni, pokud A, B jsou konvexni,
e A+ B je vyvazené, pokud A, B jsou vyvazené.
Piiklad 4.1.5. Ve TVS X plati nésledujici:
e konvexni obal oteviené mnoziny je otevien4,

e konvexni obal omezené mnoziny je omezena, pokud X je LCS,

predchozi tvrzeni neplati v TVS,

konvexni obal totalné omezené mnoziny je totalné omezena, pokud X je LCS,

A + B je omezena, pokud A, B jsou omezené,

A + B je kompaktni, pokud A, B jsou kompaktni,

e A+ B je uzaviena, pokud A uzavieni a B kompaktni.
Piiklad 4.1.6. Najdéte vyvazenou B < C2, jejiz vnitiek neni vyvazeny.
Priklad 4.1.7. Necht {z,,} ve LCS X konverguje k 0. Pak },"" | z; — 0.

Piiklad 4.1.8. Necht X je Banachuv nekone¢né dimenze. Ukazte, Zze X 1ze napsat jako sjednoceni dvou disjunktnich
hustych konvexnich mnozin.

Priklad 4.1.9. Ukazte, ze
e konvexni obal kompaktnich konvexnich mnozin je kompaktni,
e konvexni obal kompaktni mnoziny je kompaktni v kone¢né dimenzionalnich prostorech,
e konvexni obal kompaktni mnoziny nemusi byt kompaktni ani v Hilbertové prostoru,

e uzavieny konvexni obal kompaktni mnoziny je kompaktni ve Fréchetové prostoru,
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e vyvazeny obal kompaktni mnoziny je kompaktni.
Priklad 4.1.10. Ukazte, ze A v TVS je omezena, pokud kazdé jeji spocetna podmnozina je omezena.

Piiklad 4.1.11. Uvazujte X = C,([0,1]). Najdéte {f,} v X konvergujici k 0 takovou, ze {~, f,,} nekonverguje k 0
pro kaZzdou posloupnost {~,} jdouci k co.

Piiklad 4.1.12. Necht X,Y jsou TVS, pfi¢emz Y je kone¢né-dimenzionalni, 7' : X — Y linearni surjekce. Ukazte,
ze T je oteviené. Navic, T je spojité, pokud jeho jadro je uzaviené.

Priklad 4.1.13. Ukaizte, Ze kazdé prostor konecné kodimenze v L, pro 0 < p <1 je husty.

Piiklad 4.1.14. Uvazujte X = C([0,1]) s metrikou d(f,g) = Sé h‘f‘;flql. Necht o znaéi topologii definovanou d a

7 znad¢i bodovou topologii. Pak:
e kazda T-omezenad mnozina je i o-omezena,
e I:(X,7) > (X,0) je omezené nespojité sekvencialné spojité zobrazeni,
e 7 neni metrizovateln4,
e 7 nemé spocetnou bazi,

e kazdy spojity funkcional na (X,7) je tvaru f — 31", ¢; f(z).

(X, 0) ma pouze trivialni oteviené konvexni mnoZiny,

I:(X,0)— (X,7) neni spojité,

e konvergence v o odpovida konvergenci v mife.
Priklad 4.1.15. Ukazte, Ze topologie C(2) (respektive H(2)) nezavisi na volbé kompakta.

Priklad 4.1.16. Ukazte, Ze linearni operator z hustého podprostoru TVS X do F-prostoru Y lze jednoznacné
rozsitit.

Priklad 4.1.17. Uvazujte bazi X = ¢5(Z) a vektory f,, = e_,, + ne,. Necht X; je uzavfeny linearni obal vektorii
{eg,e€1,...} a Xy je uzavfeny linearni obal {f1, fo...}. Pak X7 + X5 je husty v X, ale neobsahuje Z;o:l %e_n.
Priklad 4.1.18. Uvazujte X = C(0, 1) s topologii generovanou koulemi ve stejnomérné metrice. UkaZte, Ze X neni
TVS.

Priklad 4.1.19. Uvazujte X = L*([-1,1]) a X, = {f € C([-1,1]) : f(0) = a}, a € R. Pak X,, jsou disjunktni
husté prostory, které tedy nemohou byt oddéleny spojtym funkcionédlem.

Piiklad 4.1.20. Jsou-li X; TVS, pak [[X; se sou¢inovou topologii je TVS, stejné jako > X; = {x € [[X; :
spt « kone¢ny}. Ukazte, Ze:

e soudin i suma jsou LCS, pokud X; jsou LCS,

o ([1X)* = 2.

o (LX) =TTX}
Priklad 4.1.21. Ukazte, Zze (CN)* = (coo, 7p)-

4.1.2 Slabé topologie
Priklad 4.1.22. Uvazujte X = ¢, pro 0 < p < c0. Pak

e pro 1 < p < oo prostor X obsahuje slabé konvergenti posloupnost, ktera nekonverguje v normé,
e pro p = 1 normové konvergentni posloupnosti splyvaji se slabé konvergentnimi,
e pro 0 < p <1 je X lokdlnd omezeny F-prostor spliiujici X* = £,

e pro 0 < p < r < 1 uvazujte na £y, slabou™ topologie 7, a 7, indukované ¢, a ¢, a ukaZte, Ze jsou riizné na
celém prostoru a splyvaji na normové omezenych mnozinach .

Piiklad 4.1.23. Ukazte, 7e e,, = €™ konverguji v LP(—m, ) slabé k 0 pro 1 < p < 0.
Piiklad 4.1.24. Ukaizte, ze C([0,1]) je slab&* husté v L*([0, 1]).

Pfiklad 4.1.25. Uvazujte komplexni prostor X = C([0,1]). Najdéte f € X* zobrazujici Bx na otevienou pod-
mnozinu C.

Piiklad 4.1.26. Uvazujte prostor X = {3 a E sestava z prvki ey, , = e, +mey. Necht E; znadi slaby sekvencialni
uzavér F.

228



e Najdéte Fj.

e Najdéte slaby uzavér E.

e Ukaiite, 7¢ 0 € E \E}.
Priklad 4.1.27. Necht X je vektorovy prostor, M cc X%, pak (X,o(X, M)) je metrizovatelny pravé tehdy, kdyz
M mé spocetnou bazi.
Priklad 4.1.28. e Slaba topologie na NLP X nekoneéné dimenze neni metrizovatelna.

e Slaba* topologie na dudlnim X* je metrizovatelna pravé tehdy, kdyz X ma spodetnou bazi (tj. pro nekoneéné

dimenzionalni Banachtiv X neni slaba* topologie metrizovatelna).

Priklad 4.1.29. e (By,w) je metrizovatelna pravé tehdy, kdyz X* separabilni.

e (Bxx,w*) je metrizovatelna pravé tehdy, kdyz X separabilni.
Piiklad 4.1.30. Necht dim X = o, pak Sx = By.
Priklad 4.1.31 (Helly). Necht X Banachiv, f € X** a F cc X* kone¢né dimenze a £ > 0. Pak existuje z € X
takové, Ze |z| < (1 +¢)|f| ax = f na F.
Piiklad 4.1.32. Necht X je Banachuv. Ukazte, Ze normovéa a slaba topologie splyva na By préavé tehdy, kdyz X
je kone¢né dimenzionalni.
Priklad 4.1.33. Necht X je LCS. Ukazte, ze (X, w) mé omezené okoli pravé tehdy, kdyz X je kone¢né dimenzio-
nélni.
Piiklad 4.1.34. Na X je | - | slab& zdola polospojita, na X* je slab&* zdola polospojita.
Priklad 4.1.35. Pro X Banachiiv je Sy Gs v Bx ve slabé topologii, Sxx je slab&* Gs v Bxx.
Priklad 4.1.36. Necht X je Banachuv. UkaZte, ze A < X* je slab&* omezena pravé tehdy, kdyz A je normové
omezena.
Priklad 4.1.37. Norma neni pro dim X = o0 slabé& spojita, ani neni slab&* spojita na dualu.
Priklad 4.1.38. Je-li X Banach a K < X slabé kompaktni, pak pro kazdé =z € X existuje v K k nému nejblizsi
prvek. Podobné pro slabé* kompaktni podmnozinu duélu.

Priklad 4.1.39. Necht K je kompakt. Ukazte, ze C(K) je separabilni pravé tehdy, kdyz K je metrizovatelny.
Priklad 4.1.40. Necht X je Banachiiva Y cc X je husty. Ukazte, ze X* je izometricky izomorfni s Y*, pfiGemz

tento izomorfizmus je homeomorfizmus mezi w* topologiemi pravé tehdy, kdyz Y = X.
Piiklad 4.1.41. Uvazujte ¢; jako

e duil k ¢y (pomoci duality = — Z;il XiYi, T € o, Y € £1) s topologii o1 = o (41, ¢p),

e duél k ¢y (pomoci duality = — sz:1 ZiYi, T € ¢o, Yy € £1) s topologii oo = o (41, coo),

e dual k ¢ (pomoci duality  — (limz)y; + Y-, Zi¥i+1, T € co, y € £1) s topologii a3 = o ({1, ¢).

Rozmyslete si,

e pro jaké topologie je identické zobrazeni na ¢; spojité ¢i homeomorfni,

e pro jaké topologie je identické zobrazeni na By, spojité ¢i homeomorfni,

e stejné otazky pro pravy a levy shift 7' a S, tj. T'(y1,vy2,...) = (0,y1,¥y2,...) a S(y1,y2,...) = (Y2, Y3, .. ).
Piiklad 4.1.42. Necht T : X — Y je operator mezi normovanymi linedrnimi prostory. Ukazte, Ze nasledujici
vyroky jsou ekvivalentni:

(i) T: (X)) = - ]) je spojity,
(i) T: (X, [ - ) = (Y, w) je spojity,
(i) T's (X,w) — (¥, w) je spojity,
() T': (X,w) — (¥, - ] je spojity.
Priklad 4.1.43. Necht T : (X,7) — (Y, 0) je operator mezi lokalné kovexnimi prostory. Rozmyslete si implikace
mezi nasledujicimi vyroky:
() T (X,7) = (Y, 0) je spojity,

X, w
X, w

(i) T (X,w) — (¥,w) je spojity,
(iii) T : (X, ) — (Y, 01) je spojity pro né&jaké pfipustné topologie 7 na X a o1 na Y,
() T (X,7) — (Y, w) je spojity,

v) T: (X,w) — (Y,01) je spojity.

(
Priklad 4.1.44. Necht X je komplexni normovany linearni prostor a Xg je realna verze X. Ukazte, ze I : X* —
(XRr)*, 2* — Rex*, je izometricky w*-w* homeomorfizmus.
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4.1.3 Polary a extremalni body
Piiklad 4.1.45. Najdéte polary mnozin A v prostoru X:
e X =R% A=1{(1,1)},
o X =C3 A={(1,i,—i)},
o X =R2 A= {(z,y) e X 42 +¢y%> < 1},
e X =C, A={t(1,1):te[0,1]},
e X =C2, A={2((1,0),(0,1)) : 2| < 1}.

S
Priklad 4.1.46. Necht X je NLP a A ¢ X. Ukaite, Zze (4°)° = bco  (g(4)).

Priklad 4.1.47. Najdéte kompaktni konvexni mnozinu K c ¢ tak, ze K # coext K.

Piiklad 4.1.48. Najdéte extremalni body jednotkové koule prostoru cg, C'(K), L1([0,1]), £, pro p € [1,0] a
M(K).

Piiklad 4.1.49. Necht X je Banachiiv nekone¢né dimenze a ext Bx je kone¢né. UkaZte, Ze X neni izometricky
izomorfni Zadnému dualnimu prostoru.

Piiklad 4.1.50. Najdéte ext M!(K), @*" ext M'(K) a col'l ext M'(K) pro kompaktni prostor K.
Priklad 4.1.51. Najdéte X = ¢4, pak Bx = col'l ext By.

Pfiklad 4.1.52. Necht X je Banachiiv a z € X. Pak existuje z* € ext Bx«, Ze |z*| = |z*(z)].

4.1.4 Slaba a slaba* separabilita, slaba kompaktnost
Piiklad 4.1.53. Ovéite nasledujici pro topologicky prostor X:

e relativné kompaktni je relativné spocetné kompaktni a kompaktni je spocetné kompaktni,

e relativné sekvencidlné kompaktni je relativné spocetné kompaktni a sekvencialné kompaktni je spocetné kom-
paktni,

Priklad 4.1.54. Ovéite nasledujici priklady:
e Necht X = [0,1]%, A = {x € X : sptx spocetny }. Pak A je sekvencialné kompaktni a A = X.
e Necht X = SN\{u} pro né&jaké u € SN\N. Pak X je spoetné kompaktni a neni kompaktni.
e Necht X = ON. Pak X je kompaktni a neni sekvencialné kompaktni.
e Necht X = [0,w;). Pak X je sekevencidlné kompaktni a nekompaktni.
Piiklad 4.1.55. e Necht X =¢(T") a A = {e4 : v € I'} U {0}. Pak A je slab& kompaktni.
o Necht X = ¢1(T') a A= {e, : yeT'} u{0}. Pak A je slabé* kompaktni a neni slab& kompaktni.
o Necht X = /45(I') a A ={e, : yeT'} U {0}. Pak A je slabé kompaktni.
e Necht X = C([0,1]). Najdéte posloupnost (f,) v X konvergujici k 0 v 7, a nekonvergujici slabé.
e Necht X = L,([0,1]), 1 <p <, a A= {e" :neZ}u{0}. Pak A je slab& kompaktni.

Priklad 4.1.56. Necht X je separabilni NLP a A ¢ X relativné slabé spocetné kompaktni. Pak A je relativné
slab& kompaktni.

Priklad 4.1.57. Rozmyslete si Eberlein—Smuljanovu vétu pro normované linearni prostory.

Priklad 4.1.58. Necht ¢ : K — L je spojita surjekce kompaktu K na L a g : L. — M je zobrazeni do topologického
prostoru M. Pak g je spojité pravé tehdy, kdyz g o ¢ je spojité.

Piiklad 4.1.59. Necht A < (C(K),7,) je separabilni relativné spocetné kompaktni. Pak A je metrizovatelna.

Piiklad 4.1.60. Necht A < (C(K),7,). Pak A je 7,-separabilni pravé tehdy, kdyz A je slabé separabilni pravé
tehdy, kdyz A je | - |-separabilni.

Piiklad 4.1.61. Necht X je Banachiv a A < X. Ukazte, Ze A je slabé kompaktni pravé tehdy, kdyz A n'Y je
slab& kompaktni pro kazdy uzavieny separabilni ¥ cc X.

Piiklad 4.1.62. Necht A c X, kde X je NLP. Pak A je slabé separabilni pravé tehdy, kdyz A je | - |-separabilni.

Piiklad 4.1.63. Je-li X separabilni, pak X* je slab&* separabilni. (Obracend implikace obecné neplati.)
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Priklad 4.1.64. Necht X je Banachiv a K < X je slabé kompaktni a separabilni. Pak (K, w) je metrizovatelny.

Priklad 4.1.65. Necht K je separabilni kompaktni prostor, A = C(K) je slabé kompaktni. Pak je metrizovatelna
ve slabé topologii a normové separabilni.

Priklad 4.1.66. Banachtv prostor X ve slabé topologii neni tplny.

Piiklad 4.1.67. Necht X je Banachuv prostor. Pak Bxx je w* separabilni pravé tehdy, kdyz Sy« je w™* separabilni.
Pokud By je w* separabilni, je i X* w* separabilni (obracené neplati).

klad 4.1.68. Necht X je Banachuv. Pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni.

Pr
(i) X* je w* separabilni.

i
) X
(ii) Existuje spojité prosté zobrazeni X do separabilniho reflexivniho prostoru.
(iii) Existuje spojité prosté zobrazeni X do separabilniho prostoru.

Priklad 4.1.69. Necht K je kompakt. Pak K je separabilni pravé tehdy, kdyz B k) je w* separabilni.
Piiklad 4.1.70. Necht X je separabilni Banachiv prostor. Pak X** je w* separabilni.

Piiklad 4.1.71. Ukazte, Ze ({5)* je slab&* separabilni.

Priklad 4.1.72. Ukazte, ze C(K) je reflexivni pravé tehdy, kdyz K je kone¢ny.

Priklad 4.1.73. Ukazte, Ze slabé kompaktni operatory tvoii levy i pravy ideal.

4.2 Matice a operatory

1. Necht A, B e L(C") a AB = I. Ukaite, 7e B = A~!. Plati to i v nekone¢né rozmérnych prostorech?

2. Pokud A € L(R™), n > 3, pak méa invariantni podprostor. UkaZte, Ze pro n = 2 to neplati.

3. Pokud A € £(C"), pak existuje polynom p(t) = t" + a,_1t" ! + -+ + ag tak, Ze p(A) = 0.

4. At T € L(H), H komplexni Hilbertav prostor, splituje (Tx,z) = 0 pro kazdé « € H. Pak T = 0. UkaZte, Ze
pro realné prostory to neplati.

5. Ukazte, ze KerT = KerT", n e N, pro T € L(H) normalni.

6. At A e L(C") je normalni. UkaZte, Ze A je unitarné diagonizovatelny, tj. existuje ortonormalni béze tvorena

vlastnimi vektory A.
10
3 _
49 = <O 1).

) (-1 -1
A+M_@1O.
9. Najdéte T*, pokud T : L?(0,1) — L?(0, 1) je definovano jako T f ( So x —1t)f(t)dt, kde k je 1-periodicka

funkce z LQ(O7 1).
10. Najdéte T*, pokud T : £? — ¢2 je definovano jako

T({zn}) = (=5 Z TJ

11. Ukaizte, 7e T € L(H) je kompaktni pravé tehdy, kdyz je kompaktni T*T.
12. Najdéte nekompaktni operator T € L(H) takovy7 ze T? = 0.
13. At T : L'[0,1] — C[0,1] je dan jako T f(x So t) dt. Ukazte, ze T neni kompaktni a najdéte T”.
14. ?Z .]:]e ;28[213(])&;116;[3‘,&131;? dan jako Tf = So t) dt. Ukazte, ze T je kompaktni, uréete o(T") a najdste
15. At P € L(H) je projekce. Najdéte o(P).
16. Necht aq, ..., ax jsou po dvou rizna komplexni &isla, f1, ..., B jsou komplexni ¢isla. Najdéte polynom p tak,
zeplag) =B, i=1,...,k.
17. Necht T'= A +iB, A, B samoadjungované. UkaZte, Ze
(a) T je normalni pravé tehdy, kdyz A, B komutuj,
(b) T kompaktni pravé tehdy, kdyz A, B kompaktni.
18. T € L(H) splituje |T|? = ||T*T|.
19. Ukazte, ze Véta ?? neplati pro obecné operatory. Plati v (a) o(T) = N?

7. Najdéte vSechna FeSeni A rovnice

8. Najdéte viechna Feeni A € £(C?) rovnice
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4.3 Kalkulus s normalnimi maticemi

1.

e

© »® 3 o o

10.

11.

12.

At A € L(C") je normalni a A = Z?zl A P; je jeji spektralni rozklad. Ukazte, ze p(A) = > p(A\i)P; pro
kazdy polynom p. Definujme pro libovolnou funkce f : {\1,...,Ax} — C operator f(A) jako > f(A;)P;. Pro
invertibilni normalni operator A najdéte A~'. Ukaite, Ze f(A) je normalni pro libovolnou funkci f.

Rekneme, 7e A € L(C™) je pozitivni, pokud A je samoadjungovany a (Az,x) = 0 pro kazdé = € C™. Ukazte,
Ze samoadjungovany A je pozitivni pravé tehdy, kdyz o(A) < [0, ).

At A e L(C")je samoadjungovany, f € {*(c(A)) je redlna funkce. Pak f(A) je samoadjungovany.

(Polarni rozklad) At A € L(C"). Pak existuje pravé jeden pozitivni operator T a néjaky unitarni U tak, Ze
A =TU. Pokud A je invertibilni, je U také ur¢en jednozna¢né.

At A e L(C"). Pak existuje pravé jeden pozitivni operator T a n&jaky samoadjungovany U tak, ze A = Te'U.
UkaZte, Ze normélni A je unitarni pravé tehdy, kdyZ vSechna vlastni ¢isla A lezi na jednotkové kruznicic.
Ukazte, Ze pro normalni A existuje polynom p tak, ze p(A) = A*.

Dokazte: A je normalni pravé tehdy, kdyz pro libovolny A-invariantni podprostor S je S+ také A-invariantni.
Ukaite, 7e pro pozitivni A je v/A jednoznané urcena.

Najdéte /A, pokud
Ao V21—
T \1+i V2 )

Najdéte diagonalizaci matice

1+ a? a 0
A= a 1+ a? a
0 a 1+a?

Najdéte polarni rozklad matice

4.4 Vektorova integrace

1.

Je-li f:]0,1] — X spojita a A € M1([0,1]) je Lebesgueova mira, pak pro kazdé ¢ > 0 existuje § > 0, Ze pro
kazdou volbu {¢;} z déleni o normé& mensi jak § plati

[ FaA(t) — Z FE) (@is1 —23)| <e.

[0,1] =0

4.5 Analyticky kalkulus

1.

2.

3.

Necht T': L?(R) — L*(R) je definovano jako

Tf(z) = JOO el r ()t

—0

Najdéte bodové spektrum, spektrum a normu operatoru 7. Zjistéte, zda je samoadjungovany a najdéte f(T")
pro libovolnou spojitou funkci f na o (7).

Zkoumejte tikoly z piedeslého pifkladu pro operator T : L?(0,0) — L?(0, ), ktery je definovan vztahem

Tf(x) = Jw el p(t)dt

0

Pro libovolnou funkci f na o(A) spoététe f(A), je-li

1 244
A=<24¢ 9)'
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4. Spoctéte f(A), kde

Wo R ©OoON

b
I
TN
[\

= O O =

N = DN

= O O
-
—~
I3
S~—
Il
@
"
e}
R

5. Najdéte A tak, aby exp A = B, kde
0 2
B=12 1 2
1 3
6. Najdéte viechna feSeni rovnice A% = B*, kde
1 2 0
B = 1 0
3 2 2
7. Najdéte vSechna Fefeni rovnice A% = B, kde
i 1 00
0 i 1 0
B= 0 0 4 1
0 0 0 4

8. Definujme operator A : L?((1,0)) — L?((1,0)) piedpisem

o0
o(t)

A = —=dt.

(Ap) (@) L o
Najdéte ||A]], 0p(A), 0(A) arozmyslete, zda je A kompaktni ¢ samoadjungovany. Dale najdéte, pokud existuje,

SN
f(A) pro f(A) = 577
9. Necht f: C — C je libovolna funkce. Naleznéte f(A), jestlize A € £(L?([0,1])) je definovén predpisem

1

Af(x) := f xf(t)dt

0

1

Af(x) i f (@ — )2 F(t) dt .

0

10. Necht

1
T=|2
0

o = O
NN W

Naleznéte matice A, B, pro néz A* = T3 & eP = T. Kolik takovych matic existuje?

11. Najdéte, pokud existuje, pozitivni matici A, pro niz plati

5 2 4
A’=|2 8 —2|=:B.
4 -2 5



4.6 Kalkulus s normalnimi operatory
1. A€ T: £2[0,1] — £2[0,1] je dén jako
T4 - | s
0
Najdéte TT*, spektralni rozklad TT*, /TT* a polarni rozklad T', tj., pozitivni P a unitarni U tak, ze T' = PU.
Jak vypada samoadjungovany S splitujici e*® = U?
2. Necht T € L(H) je norméalni. UkaZte, Ze existuje unitarni U tak, ze T* = UT. Kdy je U uren jednozna¢né?
3. Ukazte, ze T € L(H) je kompaktni pravé tehdy, kdyz je kompaktni T*T.
4. Najdéte /A, kde operator A : 1% — 12, A{x,} = {yn} je dan rovnostmi:
9y = 51 + 222 + 4x3
9yo = 221 + 89 — 223
9y3 = 4x1 — 225 + b
Ys = 314 + (2 — i)x5
Ys = (2 + i)$4 + Txs

1
Ys+k = T34k PIO k=1,2....
5. Necht A je pozitivni operator na Hilbertové prostoru H, ||A|| < 1. Definujte rekurentni posloupnost {B,} <
L(H) predpisem
1
By=0 a By :Bn+§(A—BZ).
Dokazte, ze B, — VA.
6. Definujme operator T na [? predpisem
T: (z1,x2,23,...)— (0,0,23,24,...).

Ukaizte, ze ||T|| = 1, ze T je hermiteovské a pozitivni, a ze /T = T.
7. Necht H je Hilbertiv prostor a A € L(H). Naleznéte adjungovany operator (eA)*. Je-li A hermiteovsky,
ukazte, ze e” je pozitivni a naleznéte veA.

8. Necht A, B jsou pozitivni operatory. Ukazte, ze prvky A + B a AA* jsou také pozitivni, zatimco prvek AB
pozitivni byt nemusi. Pokud ovSem A a B komutuji, je AB také pozitivni.

10 11
)
9. Necht T je pozitivni operator na Hilbertové prostoru H. Potom T je invertibilni, pravé kdyz existuje takové
n >0, %2e T = nl. V tomto piipadé pak T~ je téZ pozitivni operator.

Pro sou¢in zkuste vynasobit matice

Ndvod Necht T > nl. Potom operatory T —nl a T +nl jsou pozitivni a komutuji spolu. Jejich soudin T2 —n?I
téz pozitivni. Odtud plyne, Zze T' je omezené zdola, nebot pro kazdé, x € H méame

|Tz||* = (T2, Tz) = (T°z,2) = (f°x,z) = 7°|[«|]?,

a tedy T je invertibilni.
Je-li T invertibilni, je zdola omezené - existuje 5 > 0 tak, ze ||Tz|| = B]|z|| pro kazd, x € H. ProtoZe tak,
RngT = H a (T Tz, Tx) = (z,Tz) = (Tx,z) = 0, je T~! pozitivni. Dale pro kazdé z € H mame

(T?x,2) = (Tx, Tx) = ||Tz||* > §%||z[|* = (8%, 2),
coZ neni nic jiného nez T2 > B2I. Potfebujeme vSak dok zat, ze T > BI. Ale to je jiz snadné. Operator
T + BI je invertibilni a jeho inverze (T + SI)~! je pozitivni (to plyne z predchozich fadki). ProtoZe pozitivni
operatory T? — B2I a (T + BI)~! komutuji, je i jejich soucin
(T? = B2I)(T + BI) ™ = (T = BI)(T + BINT + BI) ' =T = BI

pozitivni.
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4.7 Spektralni rozklad normalniho operatoru

1. Najdéte spektralni miry operatora (tj. miry E a E, , spliujici (f(T)z,z) = SG(T) FNAE; »(N):

(a) TH(t) = t£(t) pro f € £2[1,1],
(b) T je ortogonalni projekce na H,
(c) T je levy shift na ¢%(Z),
(d) T(z1,22,23,T4,...) = (T2, 71, T4, 23,...), (1,72,...) € 2(Z),
) TH(E) = f(t+1), f e C2(R),
)

€

(
(f

Sy

Il
o8 o
o O
2 oo

(8) T({wa}) = {22}, {zn} € 2.
2. Pro ¢ € L®(p) polozme Myf = ¢f, f € L*(u). Najdéte o(M,) a vlastni &sla M,. UkaZte, Ze zobrazeni
¢ — M, je izomorfizmus (zachovéva viechno) L®(u) do L£(L?(u)).

3. Ukaite, 7ze Fourierova transformace F na L?(R) je unitarni operator, plati F* = I, o(F) = o,(F) =

{1,-1,4,—i}. (VyzkouSejte funkce
exp( %) ()" exp (~2).)

Coz takhle zkusit najit spektralni rozklad F'?

4. Je-li H separabilni a T € L(H) normélni, pak existuje nejvyse spofetné mnoho A € o(T) tak, ze E({\,}) # 0.

5. Je-li T € L(H) normélni, pak T je samoadjungovany (pozitivni, unitarni) pravé tehdy, kdyz o(T) < R
(o(T) c [0,00), o(T) c {\:|A| =1}).

6. Necht T' € £L(H) normalni a 0,(T) je borelovska. Pak E(o(T)\op(T)) = 0 pravé tehdy, kdyz existuje ortonor-
malni baze vlastnich vektoru.
Najdéte T normalni, ze 0,(T") je neborelovska.

7. Je-1li T € L£(H) norméalni a T = U|T| jeho polarni rozklad, pak U = f(T') pro n&jakou f € B’(o(T)). Tedy
UlIT|=|T|U.

8. Je-li T € L(H) samoadjungovany, pak e’ je unitarni. Plati to i naopak?

9. Je-li T € L(H) unitarni, pak existuje spojita kiivka v : [0,1] — L(H) tak, Ze (¢) je unitarni pro t € [0,1],
7(0) =T a~(1) =1.
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Kapitola 5

Funkcionalni analyza 11.

5.1 Neomezené operatory
Umluva 5.1.1. V této cisti budeme pracovat s komplexnimi Hilbertovijymi prostory a linedrnimi operdtory defino-
vangmi na jejich podprostorech. Jsiu-li tedy Hy, Hy Hilbertovy prostory, znaceni T: Hy — Hy znamend, Ze T je

linedrni zobrazeni definované na prostoru Dom(T) cc Hy s hodnotami v Hs.

Poznamka 5.1.2. Pfipomenime, Ze jsou-li Hy, Hy Hilbertovy prostory, je i prostor H; x Hs se skalarnim sou¢inem

<($1,y1)7 (332,312)>H1xH2 = <3317332>H1 + <y17y2>H27 ($17y1)7 (902,212) € Hy x Hy,

téz Hilbertiv.

5.1.1 Zakladni vlastnosti

Definice 5.1.3. Necht Hy, Hy jsou Hilbertovy prostory aT,S: Hy — Hj jsou operétory s defini¢nimi obory Dom T’
a Dom S.
(a) Symbolem graf(7T') rozumime mnoZzinu

graf(T) = {(z,y) € H x H: x € DomT,y = Tz}.

Pokud graf(T) c graf(S), zna¢ime teto fakt jako 7' < S.
(b) Rekneme, 7e T je uzavieny, pokud graf(7T') je uzavienid mnozina v Hy x Hs.
(c) O operatoru T fekneme, Ze ho lze uzaviit, pokud existuje uzavieny operator V: Hy — Hy splimjici T < V.

Lemma 5.1.4. Necht S, T jsou operdtory na Hilbertove prostoru H, piicemZ T je uzavieny a S € L(H). Pak S+T
je uzavreny.

Drikaz. Dukaz plyne z definic.

Definice 5.1.5. Necht Hy, Ho, H3 jsou Hilbertovy prostory.
(a) Necht T, S: H; — Hs jsou operatory s defini¢nimi obory Dom T a Dom S. Pak operator T' + S je definovan
jako
(T'+ 8S)(z) =Tz + Sz, xeDomT nDomS.

(b) Je-li T: Hy — Hs operator a A € F, polozime AT = 0 v pfipadé A = 0 a jinak
(\T)(z) = AXTx, x€DomT.
(c) Jsou-li T: Hy — Hs a S: Hy — Hj operatory, operator S o T definujeme jako
(SoT)x = S(Tx), xeDomT nT *(DomS).
Véta 5.1.6. Necht H je Hilbertiv prostor a R,S,T jsou operdtory na H. Pak plati

(R+8)+T=R+(S+T) (RS)T=R(ST) (R+S)I'=RT+ST T(R+S)>TR+TS.
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Drikaz. Pro dikaz prvni rovnosti sta¢i ovefit nasledujici sérii ekvivalenci:

xe€Dom(R+ (S+T)) < zeDomR & x € Dom(S +T) <= z € Dom R n (Dom S n DomT)
<=z € (Dom R nDom S) nDomT <= z € Dom(R + S) & z € DomT
<=z eDom((R+5S5)+T).

Druh4 rovnost se dokdze podobné:

x € Dom((RS)T) < x € DomT & Tx € Dom(RS) < 2z € DomT & Tx € Dom S & STz € Dom R
<=z € Dom(ST) & STx € Dom R <= z € Dom(R(ST)).

Tteti rovnost plyne z ekvivalenci

x € Dom((R + S)T) <= z € DomT& Tz € Dom(R + S) < x € DomT & Tz € Dom R n Dom S
<= z € Dom(RT) n Dom(ST) < x € Dom(RT + ST).

Ctvrty fakt se oveid téz snadno. Pokud x € Dom(TR + T'S), pak & € Dom(TR) n Dom(T'S). Tedy 2 € Dom R N
Dom S a Rz, Sz € DomT. Proto plati € Dom(R + S), a tedy mame = € Dom(T(R + 5)). O

Definice 5.1.7. Necht H, H2, H3 jsou Hilbertovy prostory a necht T': Hy — Hs je operator. Uvazujeme takové
z € Hy, ze zobrazeni
¢(x) ={Tz,2)g,, x€DomT,

mé pravé jedno rozsifeni na prvek ¢ € (Hyp)*. Necht y € Hy je prvek dany Vétou 77, tj. prvek spliujici o(z) =
<$,y>H1, r e H.

Elementy z € Hy vyhovujici této podmince tvori pak defini¢ni obor adjungovaného operatoru T*, pficemz prvek
y je pak hodnota T*z.

Poznamka 5.1.8. (a) Poviimnéme si, Ze jednoznac¢nost rozsifent ¢ z Definice 5.1.7 pozaduje hustotu Dom T v Hj.
(b) Z definice T* ihned mame, Ze

(Tx,yy =z, T*y), =x€DomT,ye DomT*.
(c) Pokud S je operator spliwjici T = S, pak S* < T*.
Véta 5.1.9. Necht S,T a ST jsou husté definované operdtory na Hilbertové prostoru H. Pak plati ndsledujici
turzent.
(a) Definiéni obor adjunkce T* je podprostor H a T* je na ném linedrnd.
(b) Je-li T € L(H), je jeho adjunkce T* souhlasnd s definici z Véty 77.
(c) Plati inkluze T*S* < (ST)*.
(d) Je-li navic S € L(H), plati dokonce T*S* = (ST)*.
(e) Je-li S e L(H), plati (T + S)* = T* + S*.
Diikaz. Tvrzeni (a) a (b) jsou zfejmaé.
c¢) Uvazujme z € Dom a y € Dom . Jelikoz plati y € Dom §*, Tx € Dom S a S*y € DomT™,
(¢) U j Dom(ST) Dom(7T*5*). Jelik 1 Dom S*, T DomS a S* Dom T*

dostavame
(STzx,y) = (Tz,S*y) = (x, T*S*y).

Proto je y € Dom((ST)*) a (ST)*y = T*S*y.
(d) Pokud je navic S € L(H), uvazujeme x € Dom(ST) a y € Dom((ST)*). Protoze plati Dom S* = H, mame
(T, 8%y) = (STx,y) =<z, (ST)*y).
Tedy S*y € DomT™* a y tak lezi v Dom(T*S5*). Proto plati inkluze (ST)* < T*S*.
(e) Dokazeme nejprve inkluzi ,,c*“. Necht tedy y € Dom((T + S)*) je dano. Pak pro kazdé x € Dom T plati
Tz, y) = (T + S)a,y) = (Sw,y) = (@, (T + 5)*y — S*y).

Tedy y € DomT* a T*y = (T + S)*y — S*y.
Pro dukaz obracené inkluze vezmeme y € Dom(T* + S*) = Dom T*. Pak pro kazdé x € Dom(T + S) = Dom T
plati
(T + S)w,y) = (Ta,y) + (S, y) = (&, T*y + 5*y).

Proto je y obsazeno v Dom((T + S)*) a plati (T + S)*y = T*y + S*y. Tim je dikaz dokoncen. O
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Definice 5.1.10. Necht H je Hilbertuv prostor a T': H — H je operéator.
(a) Rekneme, ze T je symetricky, pokud plati

(Tz,y) ={x,Ty), x,y€DomT.
(b) Operator T je samoadjungovany, pokud T' = T*, tj. pokud T je symetricky a DomT = Dom T*.

Tvrzeni 5.1.11. Necht H je Hilbertiv prostor a T: H — H je operdtor. Pak plati ndsledujici tvrzend.
(a) Je-li T husté definovany, je T symetricky prave tehdy, kdyz T < T*.
(b) Je-li T € L(H), je T symetricky pravé tehdy, kdyZ T je samoadjungovany.
(c) Je-li T husté definovanyg a S je operdtor na H spliujici {Tx,y) = {x,Sy), x € DomT, y € Dom S, pak S < T*.

Diikaz. Tvrzeni (a) plyne z definic, tvrzeni (b) pak z (a).
(¢c) Pro dané y € Dom S plati (Tz,y) = {(x, Sy), 2B Dom T, coz implikuje y € Dom T* a rovnost Sy = T*y. O

Definice 5.1.12. Pro dany Hilbertiv prostor H definujeme operator V € L(H x H) pfedpisem
V(m,y) = (—y,x), (.T,y)EHXH.

Lemma 5.1.13. Necht H je Hilbertiv prostor a V je jako v Definici 5.1.12. Pak plati ndsledugjici tvrzend.

(a) Operdtor V je unitdrni, tj. jednd se o surjektivni izometrii.

(b) Inverze k'V je dina vzorcem V= (z,y) = (y,—x), (z,y) € H x H.

(c) Plati V=t = -V.

(d) Plati V? = —1I.
Diikaz. Dukaz plyne ihned z definice. O
Tvrzeni 5.1.14. Necht T je husté definovany operdtor na Hilbertové prostoru H. Pak graf(T*) = (V (graf T))J‘.

Diikaz. Tvrzeni plyne z nasledujici série ekvivalentnich tvrzeni:

(y,2) € graf T* <= Vx € DomT: {(Tz,y)y = {x,2)g <> Vr € DomT: {(-Tz,z),(y,2))uxuy =0
— (y,2) € (V(graf T))*.

Véta 5.1.15. Necht' T je husté definovany operdtor na Hilbertové prostoru H. Pak T* je uzavreny operdtor.
Diikaz. Tvrzeni plyne z Lemmatu 5.1.13. O

Dusledek 5.1.16. Necht' T je husté definovany uzavieny operdtor na Hilbertoveé prostoru H. Pak plati nasledujict
turzent.

(a) Plati H x H =V (graf(T)) @, graf(T*).

(b) Pro dané (a,b) € H x H md systém rovnic
—Tz+y=a

x+T*y =5
prdavé jedno Fesent spliiujici x € DomT a y € Dom T*.

Diikaz. (a) Jelikoz je T uzavieny operator a V' je homeomorfizmus, je mnozina V (graf(7T)) uzaviena. Tedy diky
Tvrzeni 5.1.14 dostavame

H x H = V(graf(T)) @, (V(graf(T))" = V(graf(T)) @, graf(T*).

(b) Je-li (a,b) € H x H dano, nalezneme diky (a) jednozna¢né uréené prvky (c1,d1) € V(graf(7T)), (c2,d2) €

graf(T*) spliwjici (a,b) = (c1,d1) + (ce,ds). Existuje tak € Dom T a y € Dom T* spliujici (¢1,d1) = (—=Tz,z) a
(co,d2) = (y, T*y). Zjevné pak plati a = ¢; + co = —Tx +y ab=dy +dy =z + T*y.
Jednoznanot tohto feseni plyne z jednoznacnosti rozkladu daného vzorcem z (a). O

Lemma 5.1.17. Necht H je Hilbertiv prostor. Pak plati ndsledugjici tvrzens.
(a) Je-li M cc H x H, pak M je graf operdtoru na H prdvé tehdy, kdyz plati rovnost {(z,y) € M: x = 0} =

{(0,0)}.

(b) Je-li T operdtor na H, pak T lze uzavrit prdvé tehdy, kdyz graf T je graf operdtoru.
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Dikaz. (a) Implikace ,, = “ je zjevna. Obracené, pokud podminka plati a (x,y1), (z,y2) jsou prvky M, pak
(0,y1 —y2) € M. Tedy y1 = y2 a M je grafem zobrazeni.

(b) Je-li S uzavieny operator na H, ktery spliuje T < S, pak plati graf T < graf S. Tedy graf T je grafem
operatoru. Obracena implikace je zfejma. O

Definice 5.1.18. Necht T je operator na Hilbertové prostoru H. Pokud lze T uzaviit, definujeme T jako operator,
jehoz graf je roven graf T

Tvrzeni 5.1.19. Necht T je husté definovany operdtor na Hilbertové prostoru H. Pak plati ndsledugjici tvrzend.
(a) Operdtor T* je uzavieny a Ker T* = (RngT)*.
(b) Operdtor T* je husté definovany pravé tehdy, kdyz T lze uzaviit.
(¢c) Operdtor T lze uzavit prdvé tehdy, kdyz T = T**.
(d) Je-li T uzavieny, pak T* je husté definovany a uzavieny operdtor a navic plati T** = T.
(e) Je-li T prostyj a RngT husty, pak T* je prostij a (T*)~1 = (T—1)*.
Diikaz. (a) Uzavienost mnoziny graf T* plyne z Tvrzeni 5.1.14, nebot A+ je uzavieny podprostor pro libovolnou
mnozinu A. Déle pro y € H mame:

yeDomT* & T*y = 0 «= VYo € DomT: (Tz,y) =0 < y e (RngT)".

(b) Nejprve si uvédomime, ze diky unitarité V' dostdvame z Tvrzeni 5.1.14 rovnosti

(graf T*)t = V(graf T) = V(graf T),

coz implikuje vztah
graf T = V1 ((graf T*)) = (V! (graf T*))*.

Tedy pro y € H plati
(Ovy) € grafT — V(”U, Z) € grafT*: <(07y)7 (Za _v)>H><H =0
— YveDomT*: (y,v)y =0 <= y e (DomT*)*.

Nyni pouZijeme Lemma 5.1.17(a). Z pFedchozi rovnosti vidime, ze Dom T* je husty pravé tehdy, kdyZz pouze prvek
y = 0 spliwje (0,y) € graf T
(c) Lze-li T uzaviit, pak pomoci ditkazu tvrzeni (b), faktu V=1 = —V a Tvrzen{ 5.1.14 méme

graf T = graf T = (V' (graf T*))J' = (V(graf T*)l = graf T**.
Obracena implikace je pak jasna.
Tvrzeni (d) plyne z (a), (b) a (c).

(e) Jelikoz Ker T* = (Rng T)* = {0}, je T* prosty.
K dilkazu druhé ¢asti tvrzeni si rozmyslime, %e pro kazdé prosté zobrazeni f plati

graf f=' = {(y, /7' (y)): y € Dom f~'} = {(y, /7' ()): y € Rng f} = {(f(2),2): @ € Dom f}.
Dale z Tvrzeni 5.1.14vime, Ze
graf (T~H)* = (V(grafT_l))L = (V{(Tz,z): x € DomT}))* = ({(—2,Tz): x € DomT})*.

Ozna¢ime A = {(—xz,Tz): x € Dom T} a ukiZeme, Ze graf(T*)~! = AL,
Necht nejprve y € Dom T+ je dano. Pak pro kazdé z € Dom T plati

(T*y,y), (—x,Tx))gxu = —(T*y,z) + {y,Tz) = 0.

Tedy (T*y,y) € AL.
Obrécené, necht (a,b) € A+ je dano. Pak

0= <(CL, b)7 (—JT,TZ‘)>H><H = _<CL, -T> + <b, TZ‘>, x e DomT.

Tedy
{a,zy = (b,Txy, x€DomT,

z &ehoz plyne, ze b€ Dom T* a a = T*b. Proto (a,b) = (T*b,b) € graf(T*)~1. Tim je diitkaz dokonéen. O
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Véta 5.1.20. Necht T je symetricky husté definovany operdtor na Hilbertové prostoru H. Pak plati ndsledujict
turzend.

(a) Je-li DomT = H, je T* =T aT je spojity.
(b) Je-li T* =T a T je prosty, pak Rng T je husty a T~ je samoadjungovany.
(c) Je-li RngT = H a T je prostyj, pak T* =T a T~ e L(H).
Dikaz. (a) Jelikoz je T symetricky a husté definovany, plati T < T*. Dle pfedpokladu viak mame DomT = H, a
tedy T' = T*. JelikoZ je T* uzavtena dle Tvrzeni 5.1.19(a), je i operator T' = T* uzavieny. Navic je T spojity diky
Véte 77.
(b) Jelikoz T* =T a T je prosty, mame diky Tvrzeni 5.1.19(a)

(RngT)* = Ker T* = Ker T = {0}.

Tedy je Rng T husty v H. Navic dle Tvrzeni 5.1.19(e) plati (T—1)* = (T*)~! = T~1 tj. T~! je samoadjungovany.
(c) Jelikoz Rng T = H, je dle Tvrzeni 5.1.19(a) operator T* prosty. Déle je T~! symetricky, nebot pro x,y €
Dom T~ ! plati pii oznadeni a = T~ 'x, b = T~y rovnosti

(T2,y) = a, Tby = (Ta, by = (z, T~'y).
Diky tvrzeni (a) je tak T—! samoadjungovany a spojity. Z tvrzeni (b) tak plyne, ze T = (T~1)~! je té7 samoad-
jungovany. O

Véta 5.1.21. Necht' T je husté definovany uzavieny operdtor na Hilbertové prostoru H. Oznacme Q = I + T*T.
Pak plati ndsledugict tvrzent.
(a) Existuji operdtory B,C € L(H) takové, Ze
(al) Q je prosty a na,
(a2) max{|B|,|C[} <1,
(a3) plati C = TB,
(a4) plati BQ c QB =1,
(a5) B je pozitivni,
(a6) operdtor T*T je samoadjungovany.

(b) Pro operdtor T" = T|pom(r+1) plati, Ze jeho graf je husty v grafu T.
Diikaz. (a) UkadZzeme nejprve prostoru Q. Je-li © € Dom @, pak nutné 2 € Dom T a Tz € Dom T*. Dale mame
) + | T2|? = (o, 2y + (T, Tay = (@, 2) + (o, T*Txy = (o, Quy < || |Qu],

a tedy |Qz| = |z|. Operator @ je tak prosty.
Pouzijeme nyni Disledek 5.1.16 k tomu, abychom pro dané (0,y) € H x H nalezli jednozna¢né dané vektory
By e DomT a Cy e DomT* takoveé, Ze

(0,y) = (=T(By), By) + (Cy,T*(Cy)), (5.1)

pfitemz (—T(By),By) L (Cy,T*(Cy)) v H x H. Diky jednoznacnosti tohoto FeSeni jsou zobrazeni y — By a
y — Cy linearni a navic spliiuji

lyl2; = 100.9) 3 i = [(=T(By), By) + (Cy, T*(Co) a1t = |(=T(BYy). By) |35 + [(Cy, T*(CY) 31 1a
> | Byl + |Cyl7, -

Proto maji ob& normu shora odhadnutou &islem 1.
Z (5.1) plyne 0 = =T By + Cy, tj. C = TB. Dale mame z (5.1) rovnosti

y= By +T*Cy = By +T*TBy = QBy.

Tedy QB = I, z ¢ehoz dostavame inkluzi Rng B < Dom @, prostotu B a surjektivitu Q.
Pro libovolné y € Dom @) dale plati
RBQy = Qy,

coz vzhledem k prostoté () znamena rovnost BQy = y. Tedy BQ < I.
Pro libovolné y € H nyni nalezneme x € H spliwjici Qx = y a dostaneme

(By,y) = (BQz,Qx) = (x,Qx) = (w,x + T*Tx) = |z|* + |Tz|* > 0.
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Operator B je tak pozitivni.

Jelikoz je B samoadjungovany a prosty, je Rng B husty a Q = B~! je samoadjungovany (viz Véta 5.1.20(b)).
Proto i T*T = @ — I je samoadjungovany (viz Véta 5.1.9(e)).

(b) Uvazujme Hilbertiv prostor graf T' a jeho podprostor graf 7" cc graf T'. Predpokladejme, Ze prvek (z,T%2)
lezi v graf T n (graf T")*. Pak pro kazdé = € Dom(T*T) = Dom Q plati

0={(2,Tz),(2,Tz)) = {z,2) + (T2, Tx) = (z,2) + {2, T*Tx) = {2, Qz).
Tedy
Vo e Dom@: (z,Qz) = 0.
Jelikoz Rng @ = H, plati z = 0. Proto je graf T” je husty v grafu T

5.1.2 Spektrum

Definice 5.1.22. Necht T je operator na Hilbertové prostoru H. O &isle A € C fekneme, Ze je v rezolventni mnozing
p(T), pokud A — T je prosty, na a (\[ —T)~! € L(H). MnoZina o(T) = C\p(T) se zove spektrum T, piiemz
bodové spektrum o,(T’) tvofi ta éisla A € o(T'), pro ktera je Ker(Al —T') # {0}.

Lemma 5.1.23. Necht T je operdtor na Hilbertove prostoru H. Pak plati ndsledujici tvrzeni.

(a) Pro kazdé A € C plati DomT = Dom(AI — T).

(b) Pro cislo A € C plati, Ze A € p(T') prdvé tehdy, kdyz existuje S € L(H) spliiujici SN —T) < I a (M —-T)S =1.
Diikaz. Tvrzeni (a) je ziejme.

Predpokladejme, Ze A € p(T) je dano. Pak je S = (lambdal — T)~! pozadovany operator. Obréacené, pokud S
splituje pozadované podminky, pak z vlastnosti S(AI — T') c I plyne prostota Al — T a z rovnosti (\[ —T)S =1
surketivita A\I — T. Zjevné je pak (\[ —T)~' = S e L(H), takze \ € p(T). O
Véta 5.1.24. Necht' T je operdtor na Hilbertové prostoru H. Pak plati ndsledujici turzend.

(a) Je-li T uzavieny a A € C, pak A € p(T') prdvé tehdy, kdyz \I —T: DomT — H je prosty a na.

(b) Spektrum o(T) je uzaviené v C.

(c) Je-li T uzavieny a o(T) = &, je T~ € L(H) a o(T~1) = {0}.

(d) Pokud p(T) # &, je T uzavieny.
Diikaz. (a) Implikace ,, = * je jasna. Pfedpokladejme nyni platnost podminky na Al — T. Pak je operator
(M —T)~t: H— Dom(\ — T) linearni, prosty a na. Navic z uzavienosti grafu T plyne uzavienost grafu A\I — T,
coz viak implikuje uzatenost grafu (\I —T)~1. Z Véty ?? plyne spojitost operatoru (Al —T)~!, takze \ lezi v p(T).

(b) Necht A € p(T) je déno. Necht A € C splituje [A — Ao| < (Ao — T)_1H_1. Pak ma operator

S=A=X)Aol =T)7"
normu mensi nez 1, a tedy je I + S invertovatelny. Proto je i operator
M-—T=(A=X)AI=T)" +1)(NoI—-T)

invertovatelny, nebot jeho inverze je dana jako (Aol —T)~1(S + I)~1.
(c) Jelikoz je 0 € p(T), je T prosty a na. Tedy T € L(H) a dle Véty ?? je o(T~1) # &.
Necht X € o(T1)\{0}. UkdZme, 7e pak AI — T~ je prosty a na.
Necht (Al — T~V)z = 0. Pak

1
0=T"'z -z = (XI — T)NT ',

coz diky faktu A~! € p(T) znamena, ze AT 'z = 0. Tedy i x = 0 a A\I — T~ ! je tak prosty.
UkéZzeme, 7e je A\I — T~! surjektivni. Pro dané y € H existuje z € H spliwjici (A™'1 — T)z = —A~!y. Pak pro
x = Tz plati
N T N x)=XTz—2=XNT - \"'1z=y.

Tedy je operdtor A — T—! invertovatelny, coZ je spor. Proto o(T~1) = {}.
(d) Nebyl-li by T uzavieny, pak pro vybrané A € p(T) plati, Ze ani A\I —T neni uzavieny. Aviak fakt (\[-T)~! €
L(H) znamen4, ze graf(Al — T)~! uzavieny je, coz je spor.
O

242



5.1.3 Cayleyova transformace

Definice 5.1.25. Symetricky operator T na Hilbertové prostoru H se nazyva maximalnim symnetrickym, pokud
pro kazdy symetricky operator S na H spliujici T < S plati T = S.
Véta 5.1.26. Necht' T je husté definovany operdtor na Hilbertové prostoru H. Pak plati ndasledugjici tvrzend.
(a) Pokud T je samoadjungovany, je T maximdlni symetricky.
(b) Pokud T je symetricky, lze T uzav¥it, pricem? plati, Ze T je symetricky.
Diikaz. (a) Pokud T' < S, kde S je symetricky operator na H, pak zjevné plati S* c T*. Ze symetrie S dostavame

inkluze S ¢ S* ¢ T* = T, coz znamena, ze T je maximalni.
(b) Jelikoz T'< T* a Dom T je husty, lze T uzaviit dle Tvrzeni 5.1.19(b). Dle Tvrzeni 5.1.14 plati

graf(T)* = (V(graf?)l = (V(graf T))L = (V(grafT))l = (V(graf T))* = graf T*,

tj. T* = T*. Z Tvrzeni 5.1.19(d) méme T = T Ze symetrie T plati T' < T*, coz implikuje T** — T*. Dohromady
pak plati

=13

_ s _
T-T" = (T") = (*)* <17 = (T)".
Tedy T c T aT je tak symetricky. O

Lemma 5.1.27. Necht X,Y jsou uplné metrické prostory, A c X a ¢: A —'Y je bilipschitzovské zobrazeni. Pak
A je uzaviend v X prdvé tehdy, kdyz ¢(A) je uzaviend v'Y.

Diikaz. Je-li A uzaviena v X, je A aplny metricky prostor. Tedy i ¢(A) je uplny metricky prostor, coz implikuje
uzavienost ¢(A) v Y. Obracen4 implikace se ukaze obdobné. O
Véta 5.1.28. Necht'T je symetricky operdtor na Hilbertové prostoru H. Pak plati ndasledugjici tvrzend.

(a) Pro kazdé x € DomT plati [Tz + iz||” = |z + |Txz|.

(b) Operdtor T je uzavieny prdvé tehdy, kdyZ Rug(T + i) je uzavieny.

(c¢) Operdtor T + il je prosty.

(d) Pokud Rug(T + il) = H, je T mazimdlni symetricky.

(e) Torzeni (a)-(d) plati i pro ¢islo —i.
Dikaz. (a) Pro x € Dom T mame diky rovnosti

(Tx,izy + (iz,Tx) = i{x,Tz) + iz, Tz) =0
vztah
|7z + iz|® = |Ta|* + |«|? + (T, iz) + iz, Tz) = |Tz|* + 2]

(b) Zobrazeni ¢: grat T — H definované jako ¢(x,Tz) = (T + il)z, (z,Tx) € graf T, je dle (a) izometrie. Z
tohoto faktu jiz tvrzeni (b) za pouziti uplnosti prostort H a H x H pfimoc¢afe plyne (viz Lemma 5.1.27).

Tvrzeni (c) plyne z (a).

(d) Necht S je symetricky operator na H spliujici S o T. Pak také S + il > T + il a diky (c) jsou oba
injektivni. Je-li © € Dom(S + iI), pak existuje y € Dom(T + iI) takove, ze (T + il)y = (S + iI)z. Jelikoz
Dom(T + iI) € Dom(S + 4I), mame

(S+il)y=(T+ iy =(S+il)x.

Z injektivity S + ¢I pak mame y = z, tj. x € Dom(T + iI). Proto Dom(T + iI) = Dom(S + i), a tedy i
DomT = Dom S. Proto T'= S a T je maximéalni symetricky. O
Véta 5.1.29. Necht T je operdtor na Hilbertové prostoru H. Pak plati ndsledujici tvrzend.
(a) Pokud je T uzavieny, symetricky a A € C\R, pak \I —T je prosty a Rug(Al — T') je uzavieny.
(b) Pokud je T samoadjungovany, pak o(T) # & a o(T) < R.
(c) Je-li T husté definovany, jsou ndsledujici turzeni ekvivalentnd.
(i) Plati T* =T.
(i) Operdtor T je symetricky a o(T) < R.
(iii) Operdtor T je symetricky a existuje X € C\R takové, Ze A\, \ € p(T).
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Dikaz. (a) Pisme A = a + if3, kde o € R a 8 € R\{0}. Aplikaci V&ty 5.1.28(a) obdrzime
[T = T)a]? = 82 [22] + I(T — al)z? > 6 |2l?, «eDomT,

a tedy je Al — T prosty. Diky tomuto odhadu v8ak dokonce méme i uzavienost Rng(A — T') (viz Véta ?7).

(b) Pokud o(T) = &, je T~' € L(H) a o(T~1) = {0} (viz Véta 5.1.24(c)). Jelikoz T = T* a T je prosty, je
samoadjungovany i operator T~ (viz Véta 5.1.19(e)). Jelikoz spektralni polomér T~ je 0, je nulovy i 771, coz je
spor. Tedy o(T) # .

Necht A € C\R je libovolné. Dle (a) staci ukazat, ze Rng(A —T') = H (viz téz V&tu 5.1.24(a)). Mame vSak diky
Tvrzeni 5.1.19(a) a (a)

(A — T)" = Ker(M — T)* = Ker(XI — T) = {0}.
Tedy Rng(AI —T) = Rng(M — T') = H a ditkaz je dokonéen.
(c) Stadi jiz jen dokazat (iii) = (i). Nejprve si rozmyslime, Ze z Tvrzeni 5.1.19(a) plati

Ker(AM — T*) = Ker(\I — T)* = (Rng(\ — T))* = H* = {0},

a tedy je A\ — T* prosty.
Vime z predpokladu, ze T' < T*. Necht x € Dom T* je dano. PoloZzme

y =N —T)" "\ - T*)z.
Pak y € Dom T, coz diky inkluzi B
M—-TcAX-T"=\-T)*
implikuje B
M -T*y=MN-T)'y=AN—-T)y= (N —T*)x.
Jelikoz je A\I — T* prosty, je x =y € DomT, a tedy T* < T. O
Definice 5.1.30. Necht T je symetricky operator na Hilbertové prostoru H. Definujeme zobrazeni U: Rng(T +

iI) — Rng(T — iI) predpisem
U(T+il)x) = (T —il)x, xz€DomT.

Toto zobrazeni se nazyvéa Cayleyova transformace T'.
Tvrzeni 5.1.31. Necht U je izometricky operdtor na Hilbertové prostoru H defini¢nim oborem Dom U. Pak plati
ndsledujict turzend.

(a) Pro kazdé x,y € DomU plati {Uzx,Uy)y = {x,y).

(b) Je-li Rug(I — U) husty, je I — U prosty.

(c) Pak ndsledugict tvrzent jsou ekvivalentnd.

(i) Prostor DomU je uzavieny.
(i) Prostor RngU je uzavieny.
(#ii) Prostor graf U je uzavieny.

Diikaz. Tvrzeni (a) plyne z polariza¢ni identity (viz Véta 77).
(b) Necht (I — U)z = 0 pro n&jaké 2 € Dom U. Pak pro kazdé y € Dom U plati

<.’£, (I - U)y> = <x,y> - <£L’, Uy> = <U{E, Uy> - <$7 Uy> = <(U - I)(E, Uy> = <Oa Uy> =0.

Z hustoty Rng(I — U) tak plyne z = 0.
(¢) K dikazu sta¢i pouzit uplnost prostora H a H x H spolu s (a) nasledujici identitou platnou pro kazdé
x,y € DomU (viz Lemma 5.1.27):

|(I, UI) - (yv Uy)HHxH = H(‘Tfyv Ux*Uy)”HxH = \/<I*y,$*y>1—[ +<UJJ*Uy, U:liny>H

2=y — gy =Vl — gl

Véta 5.1.32. Necht H je Hilbertiv prostor. Pak plati ndsledujici turzend.

(a) Necht T je symetricky operdtor na Hilbertové prostoru H a U je jeho Cayleyova transformace. Pak plati
ndsledujici tvrzend.

(al) Operdtor U je izometrie, kterd je uzaviend prdave tehdy, kdyZ T je uzavieny.

(a2) Plati Rng(I —U) = DomT, I — U je prostj a T =i(I + U)(I —U)~L.
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(a83) Operdtor U je unitdrni prdvé tehdy, kdyZ T je samoadjungovany.
(b) Je-li V izometrie na H s definiénim oborem DomV takovd, Ze I — V je prosty, pak exzistuje prdvé jeden
symetricky operdator T na H takovy, Ze V' j jeho Cayleyova transformace.

Diikaz. (al) Dle Véty 5.1.28(a),(e) je U izometrie.
Dle V&t 5.1.28(b) a 5.1.31(c) pak plati

T uzavieny <= Rng(T + i) uzavieny <= DomU = Rng(T + il) uzavieny <= U uzavieny.

(a2) Predpokladejme nyni, ze (I — U)z = 0 pro n&jaké z € DomU = Rng(T + iI). Necht x € Dom T spliiuje
(T +il)x = z. Pak
0=z—-Uz=Tzx+ix— (T — i)z = 2ix, (5.2)

a tedy = 0. Proto z =0 a I — U je prosty. Navic z tohoto vypoctu dostavame, ze Rng(I — U) = DomT.
Uvazujme (I —U)~!: DomT — Dom(I — U). Necht z € Rng(T + il a € DomT spliwji (T + il)x = 2. Pak z
(5.2) méme z = 2i(I — U)~ 'z, coz implikuje

2Tz = (Tx +iz) + (Te —iz) =2+ Uz= (T +U)z= (I +U)(I —U) *2ix.

Rovnost T' = i(I + U)(I — U)™! je tak ovérena.
(a3) Necht nejprve T' = T*. Z Véty 5.1.21(a4) plyne, ze RngT? = Rng(I + T?) = H. Dale mame

(T +4iI)(T —il)x = (I + T?)x = (T —iI)(T +il)x, x € Dom(T?).

Tedy
DomU = Rng(T + il) = H = Rng(T — iI) = RngU.

Operator U je tak unitarni.
Necht nyni U je unitarni. Pak I — U je normalni, a proto dle Véty ?7 plati

(Rng(I — U))" = Ker(I — U*) = Ker(I — U) = {0}.

Proto je DomT = Rng(I — U) husty,a tedy T* je dobfe definovany. Jelikoz je T' symetricky, je T' < T*.
Uvazujme nyni libovolny prvek y € Dom T*. JelikoZ Rng(T + iI) = DomU = H, existuje yo € Dom T spliiujici
(T* +il)yo = (T + iI)y. Diky symetrii T plati (T* + iI)yo = (T + il )yo.
Polozme y; =y — yo. Pak

Ve e DomT: (T —il)x,y1) = {x, (T* +il)y;) = {x,0) = 0,
tj.
: y1 € (Rng(T — iI))* = (RngU)* = H*+ = {0}.

Tedy y = yg € DomT.
(b)Necht V je dana izometrie a I — V: DomV — Rng(I — V). Definujeme S: Rng(l — V) — H jako

Sx=i(I+V)z, z=(I-V) 'z,zeRng(l—-V).
Pak pro z,y € Dom S ozna¢me z = (I — V) 'z a u = (I — V)~ 1y. Dostavame pak diky rovnosti (Vz, Vu) = (z,y)

Sz, y) =Gz+V2),u—=Vuy =«z+Vz,u—Vuy =i ((Vz,uy —(z,Vuy)) = Vz,uy — iz, Vuy
== (2= Vziu+iVuy = (z, Sy).

Operéator S je tak symetricky.
Déle pro x € Dom S nalezneme z € Dom V' spliwjici « = z — Vz. Pak

St —irx=iz+iVz—iz+iVz=2iVz,
St +ix=iz+iVz+iz—iVz = 2iz.

Tedy
V(Sz +ix) = 2iVz = Sz — iz.

Tedy V = (S —iI)(S +il)~! na DomV = Rng(S + iI).
Jednoznanost operatoru S pak plyne z (a2). O

Definice 5.1.33. Necht T' je uzavieny symetricky operator na Hilbertové prostoru H. Pak &isla
ny (T— dim (Rog(T +4iI))" a n_(T- dim (Rng(T —il))*

nazveme indexy defektu operatoru 7.
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Véta 5.1.34. Necht T je uzavieny symetricky husté definovany operdtor na Hilbertové prostoru H. Pak plati
ndsledujict tvrzend.

(a) Operdtor T je samoadjungovany pravé tehdy, kdyz n(T) = n_(T

) =
);n ( )} =0.

(b) Operdtor T je mazimdlni symetricky prdavé tehdy, kdyZ min{n. (T),n
(c) Operdtor T md samoadjungovanou extenzi pravé tehdy, kdyz n(T) = n_(T).

Diikaz. Tvrzeni (a) plyne z Véty 5.1.32(a3).

(b) Nejprve uvazujme dva symetrické operatory T1, T na H a jejich Cayleyovy transformace Uy, Us. Z Véty 5.1.32(a2)
a Definice 5.1.30 plati, ze T1 < T3 pravé tehdy, kdyz Uy < Us.

Necht nyni Ur je Cayleyova transformace T'. Pfedpokladejme nejprve, ze min{n(T),n_(T)} > 0. Pak existuje
izometrie V o Up ruzna od Ur. Jelikoz

Rng(I — V) > Rng(I — Ur) = DomT

je husty v H, dle Véty 5.1.31(b) je I —V prosty. Existuje tak dle Véty 5.1.32(b) symetricky operator S, jehoZz je V
Cayleyova transformace. Pak T' < S, ale T' # S. Operator T' tak neni maximalni symetricky.
Obrécené, pokud T neni maximalni symetricky, existuje symetricky S > T rtzny od T. Pak je Ug # Up, takze

min{n (T),n_(T)} = min{dim(Dom Ur)*, dim(Rng Ur)*} > 0

(¢) Necht ma T samoadjungovanou extenzi S. Pak Ur c Ug a Ug je unitarni operétor, ktery izoemtricky
zobrazuje (Dom Ur)* na (Rng Ur)*. Tedy se jejich dimenze rovnaji.

Pokud T maés stejné indexy defektu, lze Ur roz§ifit na unitarni zobrazeni V, které zobrazuje (Dom Ur)' na
(Rng Ur)*. UkéZzeme, Ze je I — V prosty operator. Vskutku,

Rug(I — V) o Rng(I — Ur) = DomT

je husty v H, a tedy je I — V prosty (viz Véta 5.1.31). Operator S odpovidajici V dle Véty 5.1.32(b) je pak
samoadjungovany operator spliujici T < S.

[
5.1.4 Spektralni rozklad

Umluva 5.1.35. V této sekei budeme pracovat se spektrdlni mirou E: Y — L(H) na méFitelném prostoru (9, %)
s hodnotmai v Hilbertové prostoru H (viz Definice 3.6.1). Zobrazeni ¥: L*(E) — L(H) je pak méFitelny kalkulus
z Veéty 77.

Lemma 5.1.36. Necht f: Q — C je méritelnd. Pak je mnoZina
Dom; = {x € H: f \fI° dE, . < o0}
Q

husty podprostor H.
Diikaz. Pokud z,y € H a z = x + y, mame pro A € ¥ odhad
2 2 2 2
1E(A)z]" < (IE(A)x] + [E(A)y)” < 2|E(A)=]” + 2 E(A)y]”.

Tedy E, . < 2E, ; +2F, ,, z ¢ehoz plyne uzavienost Domy na soucet. Uzavienost na nasobena skalarem je zjevna.
Uvazujme nyni mnoziny A, = f~1(B(0,n)), n € N. Pro z € Rng E(A,,) pak plati

E(A)x = E(A)E(Ay)z =E(An Ay)x, AeX,

a tedy
Er2(A) =E;0(AnA,), AeX.
Proto plati

f \fI? dE,.. = f |fI? dEy . < n?|z|* < .
Q A

n

Tedy Rng E(A,,) € Domy pro kazdé n € N.
Jelikoz Q = UZO=1 A, a {A,} je neklesajici posloupnost, dostavame pro kazdé y € H
Ty~ E(A)yl* = lim [BOQ\A)y]* = lm B, (2\A,) = 0.
Tedy Domy¢ g je husty v H. O

246



Véta 5.1.37. Necht E je rozklad jednotky na mévitelném prostoru (2, %) s hodnotami v Hilbertove prostoru H a
f:Q — C je méritelnd. Pak plati ndsledujici tvrzeni.
a) Ezxistuje prdve jeden operdtor Ty na H takovy, Ze plati ndsledujici tvrzeni.
f
(a1) Plati Dom Ty = Domy.
(a2) Operdtor Ty je husté definovany.
(a3) Je-li { f} posloupnost omezengich mévitelnych funkci konvergugici k f v L*(Q, B, .) pro kazdé x € Domy,
pak plati
lim ¥(f,)x =Tyz, ze€Domy.
n—0o0
(b) Posloupnost popsand v (a3) existuje.
(¢) Plati (Tyz,xz) = §, f dE, » pro kaZdé x € Dom Ty.
(d) Plati |Tyz|* = S |f|” dE,.. pro kazdé x € DomT}.
(e) Pokud je f omezend, splyvd operdtor Ty s operdtorem ¥(f) z Veéty 77.
Diikaz. (a) Jiz vim z Lemmatu 5.1.36, Ze Domy je husty podprostor H. Vezmeme libovolnou posloupnost {f,}
omezenych méfitelnych funkci, ktera spliuje

Lz \f = fol? dEpy — 0, z€ Domy . (5.3)

(Takovou posloupnost sestrojime snadno. Necht A,, = f~1B(0,n), n € N, a necht f,, = fxa,, n € N. Pak {f,} je
poZadovana posloupnost diky Lebesgueové véte.)
Pro z € Domy a indexy n,m € N pak mame

1 (fu)a = C(fm)z]* = [¥(fa = f)z]* = JQ |fo = fnl* dBoyz.

Jelikoz {, | f — fn|2 dE,  — 0 pro € Domy, posloupnost {¥(f,)z} je cauchyovskd (pouzijeme odhad (a + b)* <
2(a® +b%), a,b € [0,00)), a tudiz konvergentni. Jeji limitu pak oznac¢ime jako T%.

Pokud {g,} je libovolna jina posloupnost omezenych métitelnych funkei spliiujici SQ |f — gn|2 dE,, — 0,z €
Domy, pak posloupnost (fi,g1, f2,92,...) téz spliiuje (5.3). Proto lim ¥(g,) = lim ¥(f,). Linearita Ty plyne z
konstrukee a jednozna¢nost z vlastnosti (a3)

Tvrzeni (b) jsme jiz overili.

Tvrzeni (c) plyne z vypoctu

<fo7x> = lim <\I/(fn)$,$> = lim f fn dEx,z = J dew,x7
n—o0 n—0o0 O Q

kde {f,} je jako v (a), z € Domy (uzili jsme faktu, ze f € L' (2, E, ,)).
(d) Obdobné jako vySe obdrzime

[Tyl = Y W1 )e, W) = i [ (fol? dEv = | £ dBrse € Dom.

(e) Pro omezenou funkci f pak lze za aproximujici posloupnost {f,} volit f, = f, n € N. Proto (e) plati.

O

Véta 5.1.38. Necht f, g jsou mévitelné funkce na 2. Pak plati ndsledugici tvrzeni.
(a) Plati Ty + Ty < Tiyg.
(b) Plati TyTy < Tyg a DomTyTy = Dom Ty n DomTY,,.
(¢) Plati Ty =T5 a TyTF = Tjg2 = T} Ty.
(d) Operdtor Ty je uzavieny.
Diikaz. (a) Je-li x € Dom Tt 4+ Ty = Dom Ty n Dom Ty, je diky odhadu

f |f + 9> dE, . < 2J fI? dE, . + 2J lg” dE, .
Q Q Q

ivDomTyi4. Rovnost Tz + Tyx = (Ty+4)x pak plyne z konstrukce zobrazeni U.
(b) Krok 1. Necht nejprve f je omezena. Pak Ty = ¥(f) a

DomTyT, = DomT,; = Domy < Dom¢g, = Dom T,.
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Uvazujme posloupnost {g,,} konvergujici ke g v prostorech L*(Q, E, ,), kde y € Dom,. Pak {fg,} aproximuje fg a
pro x € Dom, = Dom¢, plati

Tyyw Tim W(fgn)e = lim U()W(ga)z = (/) lim W(ga)o) = U([)¥(g)z.

n—0o0

Krok 2. Dokazeme nyni, ze pro kazdou dvojici méfitelnych funkei f, g plati
f \fI? dEr,0m,e = J \fg|” dE;., e€DomT,. (5.4)
Q Q

K tomuto tcelu uvazujme funkce f, = fxa,, kde A, = f~1(B(0,n)), n € N. Diky prvnimu kroku pak pro
x € Dom T} diky faktu x € Dom T, 4 plati

2 2 2 2
jﬂw dEr, o 1,0 = |7, Tyz|® = [Ty, g2l = L\fngl dE, .

Ma4-li tedy jedna strana limitu, ma ji i druhé strana a vice versa. Limitnim pfechodem pak za pomoci Leviho véty
obdrzime platnost (5.4).

Krok 3. Ukézeme nyni platnost rovnosti DomT}T, = DomTy; n DomT},. Ohledné inkluze ,,c“, necht = €
Dom T;T, je dano. Dle definice je pak € Dom Ty a Tyx € Dom Ty = Domy. Dle (5.4) je x € Domy, = Dom T},.

Obracené, necht © € DomT,; n Dom T}, je dano. Opét diky (5.4) dostavame Tyx € Domy = Dom T}, a tedy
2z € Dom Ty Ty.

Krok 4. Ukdzeme rovnost Ty, = TyT,x pro x € DomTyT,, kde f,g jsou libovolné méfitelné funkce. Necht
x € Dom T T, je dano. Pak T,z € Dom T. Vezméme aproximujici posloupnost {f,} pro f. Pak diky prvnimu kroku
mame

TiTyx = nlglgo U(fn)Tyx = nlgréo Ty, q.

Jelikoz dle (a), Véty 5.1.37(d) a druhému kroku plati

2 2 2 2
HngI - Tfnng = HT(fffn)gIH = J;) |(.f - fn)g| dEac,z = JQ |f - fn| dETgm,Tgfca

dostavame
Trgx = TrTyx.

(c) Krok 1. Ukazeme, ze TF < T} . Pfedné je ziejmé, ze
Dom Ty = Dom; = Dom? = Dom TT'

Necht {f.} je aproximujici posloupnost pro f. Pak pro z,y € Domy = Doms plati
(Tyw,yy = lim U(fo)z,y) = lm (@, U(fo)*y) = lim (z, U(fn)y) = (@, Try).

Tedy T < T;‘.

Krok 2. Nyni ukdzeme, ze Dom TJZ“ < Dom T.

Necht y € DomT}" je dano. Polozime A,, = f~'(B(0,n), n€ N, a f, = fxa,, n € N. Pak pro kazdé z € Dom T}
mame z = E(A,)x € DomTy. Vskutku, plati

(E(Q\An)z, 2) = (E(N\AR) E(An)z, 2) = (E(J)z,2) = 0,
a tedy
f £I° dEy,y = f }f2| dEy,y < ©,
Q An
tj. y € Domy. Dostavame proto z tvrzeni (b) a Véty 77
<.7J, E(An)Tfy> = <TfE(An)x’y> = <TfXAn$7y> = <$L‘, T;‘XAn> = <LL‘,T?XA“>, z € Domy .
Z tohoto vypoctu nyni diku hustoté Dom Ty v H mame rovnost
E(A)T}y = Try = U(fa).
Tedy
. . . 2 2
|1 By = i [ VP dE = i e =t BT < 77

Q Q

Tedy y € Domy = Dom Ty = Dom T?.

248



Tedy T}" c Ty
Krok 5. Ovérime nyni rovnost T¢Tf = 1)y = TFTy. Jiz vime, ze

Dom T}’f = Dom T? = DomTy.

7 Holderovy nerovnosti plyne vztah Dom TI f2 < Dom T} (pouzijeme odhad

3 3
JIf\2 dE, , < (f fI* dE) (f 1dEz,z> , w€DomTq.)
Q Q Q

Pomoci tvrzeni (b) tak dostavame
DOmTfT}k = DOmT;ck N Dom T3 = DomT7 n Dom T} 2 = Dom Ty n DomT|;2 = Dom T}

a rovnost
TfTJik = TfT? = T|f|2 = T?f = TTTf = TJZ"Tf.

(d) Jelikoz

je dle Tvrzeni 5.1.19(a) operator Ty uzavieny. O

Znaceni 5.1.39. Operator T zkonstruovany ve Vété 5.1.37 oznac¢ime symbolem ¥(f).
Véta 5.1.40. Necht f: Q — C je méfitelnd funkce. Pak o(U(f)) = essrng f.

Diikaz. Ovéfime ,,o“. Necht A € essrng f je dano. Pro n € N polozime
1

Ap={we: |f(w)— A <=}
n

Pak E(A,) # 0, a tedy existuji jednotkové vektory x,, € Rng F(A,,). Pak plati

Xz = W)l = I (ca, Jon = BP0, )l = (A= Pra)zal < aal [0 = Peal, = 2.

Tedy (Al — ¥(f)) neni invertovatelny, jelikoz neni zdola omezeny.
Ukéazeme nyni inkluzi ,c“. Necht A € C\ essrng f je dano. Polozime

gw) = = f@), weq.
Jelikoz existuje § > 0 takové, ze B(X,0) nessrng f = F, je g omezena méfitelnd funkee na Q. Dale plati
gA=f)=xa=A-[)g.
Pouzitim tohoto faktu a Véty 5.1.38(b) tak mame

U(g) M =¥(f)) = TyTh-j = Tyor—p) = ¥lxa) = 1

AL =W()¥(g) = Tr—Ty = Tin—pyg = ¥Yxa) = I.
Tedy U(g) je spojita inverze k AXI — U(f), coZ znmena, ze A & o(VU(f)). O

Lemma 5.1.41. Necht H je Hilbertiv prostor a E je rozklad jednotky na (Q,%) s hodnotmai v L(H). Pak plati
ndsledujict tvrzend.

(a) Necht (,%') je méritelnyg prostor a ¢: Q@ — Q' je méFitelné zobrazeni. Pak je zobrazeni E': ¥ — L(H)
definované jako
E'(A) = E(p~1(A), AeY,

rozklad jednotky na (', %), ktery spliiuje pro kaZdou méritelnou f': Q' — C rovnost
fdE = f ' oddE.
ol Q
(b) Necht jsou navic prostory (Q,%) a (¥,%") lokodlné kompaktni a ¢ je spojité. Pak plati tyz zdveér jako v (a).
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Dikaz. (a) Pro E’' ovéfime vlastnosti (a)—(e) z Definice 3.6.1. VSechny poZzadované vlastnosti vSak ihned plynou z
definic. Navic vidime, ze £, , = ¢(E, ), v,y € H.
Necht f’ je E’-méFitelna funkce na Q’. Uvazujme nejprve piipad, Ze je omezena. Pak pro x,y € H plati

([ rae)am = raee, = rosis., ~([ 1o0)an.

a tedy mame rovnost §, f'dE = §, f' o ¢ dE.

Necht nyni f je obecna. Jelikoz ¢(E, ) = E ,, plati Domy = Domy:.g. Pak pro A, = f~Y(B(0,n)), n e N,
plati, ze f}, = f'xa, konverguji k f’ v prostorech L*(Y, E], ), € Domy, a tedy f, o ¢ — f’ o ¢ v prostorech
L*(Q, E; »), v € Domyiog. Tedy pro € Domy mame

( f’dE')x— lim < f’;LdE;aZ>$_ lim ( fT/Lo¢dE>a:—< f’o¢dE>x.
(92 n—=0 \ Jor ’ n—=0 \Jo Q

Tim je diikaz tvrzeni (a) proveden.
(b) V tomto piipadé je tfeba ovefit pozadavek (f) Definice 3.6.1. Ten je vSak zaruc¢en Tvrzenim ?7. O

Véta 5.1.42. Necht' T je samoadjungovany operdtor na Hilbertové prostoru H. Pak existuje prdvé jeden rozklad
jednotky E na (o(T'),Borel(c(T))) takovy, Ze T = V(id).

Diikaz. FExistence. Uvazujme Cayleyovu transformaci Ur operatoru 7. Obdrzime tak unitarni operéator takovy, ze
I — Uy je prosty (viz Véta 5.1.32(a2)). Jelikoz je Ur unitarni, plati o(Ur) < T. Necht F’ je spektralni mira na
(o(Ur),Borel(o(Ur))) spliujici Ur = Sg(UT)id dF'. Jelikoz Ker(I — Ur) = {0}, je F'(xq13) = 0 (viz Véta 7).
Restringujeme nyni F’ na o(Ur)\{1}, tj. polozime

F(A) = F'(4), AeBorel(a(Ur)\{1}).
Pak té7 plati Ur = SU(UT)\{” id dF.
t—i

Povsimnéme si, ze funkce 1: R — T\{1} definovand jako ¢(t) = ;7; md inverzi ¢: T\{1} — R danou vzorcem

p(N) = z% Specialné téz vidime, Ze se jedna o borelovské funkce.

PoloZzme
S = f ¢ dF.
o(Ur)\{1}

JelikoZz je ¢ realnd, je S samoadjungovany operator (viz Véta 5.1.38(c)). ProtoZe ¢(A)(1 — A) = i(1 + A), plati
S(I —Ur) =i(I + Up). (Vskutku, pfi oznaceni f = ¢ a g = (1 — \) stadi pouzit Vétu 5.1.38(b).) Z tohoto vztahu
vidime inkluzi

Dom S o Rng(l — Ur) = DomT,

(viz Véta 5.1.32(a2)). Tedy S o T. To ale znamené inkluze
T=T*cS*=2§5,

atedy T'=S.
Z Véty 5.1.40 a (5.1.24)(b) méame, Ze

O‘(T) — U(S) = essrng (b‘UT\{l}

je uzaviené v R.
Uvazujme E obraz rozkladu jednotku F' pfi zobrazeni ¢, tj.

E(A) = F(¢~'(A)), A c Borel(o(T)).

Pak FE je hledana spektralni mira, nebot dle Lemmatu 5.1.41 plati
J id dE = ¢dF =5 ="T.
o(T) oup\{1}

Jednoznaénost. Piedpokladejme, Ze E’ je téZ rozklad jednotky na (o(T"), Borel(o(T))) spliwjici T = SU(T) id dE'.

Uvazujme funkci ¢ (t) = %, t e o(T), a operator

U = VdE.
o(T)
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Pak U’ pliwje U(T +il) = T —iI diky Vété 5.1.38(b). (Méame totiz 1 (¢)(t +14) = (t — ), a tedy U(T +iT) < T;1.
Navic DomU(T +4l) = DomT.) Tedy U’ = Ur (zde Ur je op&t Cayleyova transformace T). Necht F’ je rozklad
jednotky dany jako obraz E’ p¥i zobrazeni 1, tj. F’ je rozklad na

(o(U"),Borel(a(U"))) = (essrng v, Borel(essrng ¢)) = (o(Ur), Borel(a(Ur))).

Jelikoz

J iddE=Ur=U"= wdE’:f iddF':f id dF”,
o(Ur) essrng 1) o(Ur)

z jednoznacnosti rozkladu jednotky pro normalni operatory (viz Véta ?7) plyne vztah F’' = F. Tedy

o(T)

E' = ¢(F') = ¢(F) = E.
Tim je dokdzana jednoznacénost. O

Definice 5.1.43. Necht T je samoadjungovany operator na Hilbertové prostoru H a E je jeho rozklad jednotky
na o(7T'). Pro kazdé A € R uvazujme operator Ex = Eg (1)~ (—w,2]- Pak se systému

{E)\ A€ R}
tika spektralni rozklad T
Véta 5.1.44. Necht' T je samoadjungovany operdtor na Hilbertove prostoru H a {E\}xer je jeho spektrdlni rozklad
T. Pak plati ndsledujici tvrzend.
(a) Operdtory E) maji ndsledujici vlastnosti.
(al) KaZdy operdtor Ex je ortogondlni projekce na H.
(a2) Pro kazdé p,v e R platt E,E, = E,E,, = E
(a3) Platilim, .\, E,x = E\z, xe H, A\e R.
(a4) Platilim, . Eyx =2 alim,, o E,z =0, x € H.

min{ju,v}-

(b) Plati ndsledugici vgroky o ¢islu Ao € C.
(b1) Cislo Xy le3i v op(T) prave tehdy, kdyz existuje x € H spliiujict limy_,\,_ Exz # Ej .
(b2) Pokud cislo Ao lezi v o, (T), pak E({\o}) = Ex, — E,, je ortogondlni projekce na Ker(AoI —T).
(b3) Cislo \o lezi v p(T) prdvé tehdy, kdyz funkce A — E\ je konstantni na néjakém okoli Ag.

Dikaz. Necht E je rozklad jednotky na o(7T) pfislusny 7. Béhem dikazu budeme pro mnoZinu A < R psat pouze
E(A) misto E(A no(T)).

Tvrzeni (al) a (a2) plynou z definice.

(a3) Pokud p > X a x € H, mame

| By — Bxa|* = |B(\, p))]* = B pl)a, x) = Eeo((A ).
Jelikoz posledni ¢len konverguje k 0 pro p jdouci k A zprava, plati

lim E,r = E)x.
n=Ay

(ad) Jako vyse méame

& — Byl = |(I = B((~o0, 1)) ] = | E((1, %))z |* = Exo (1, 0)),

coz je vyraz konvergujici k 0 pro u jdouci do nekonecna.
Podobné

|Bue|® = | E(—o0, p)z|* = Euu((—o0, 1))

konverguje k 0 pro p jdouci do —oo.
(b) Nejprve si povSimneme, Ze limy_, ),  Fhx existuje vZdy. To plyne z odhadu

|E((=%0, Xo))a = Exz[* = [E((A Ao))z|” = Eue (A, Ao))
platného pro kazdé A\ < A\g. Z ného totiz plyne, Ze

lim Eyz = E((—0,\y))z.

A— Ao
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Proto téZ mame

E\,xz = E((—0, o))z = E((—0, X))z + E({Xo})z = )\Er}gi Exz + E({Xo})z, xz€H. (5.5)

(b1) Necht Ao € 0,(T"). UkdZeme, Ze Rng E({\o}) = Ker(AoI — T).
»,=“ Necht E({\o})z = x. UkdZeme nejprve, ze x € Dom T. JelikoZ ale

DomT = {x € H: J lid|* dE, , < o0},
o(T)

stadi si uvédomit, ze pro A € Borel(o(T')) plati

(E(fAo})z,x), Ao € A,

Ez,a:(A> = (E(A)z,z) = (E(A)E({Ao})z, 7) = (E(A 0 {Ao})w, ) = {O Ao ¢ A.

Tedy x € DomT. Pomoci Véty 5.1.38(b) pak

Te =TE({\o})z = (J id dE) (J X{ro} dE) T = (J )\OX{/\O}> T = Ao (J X{ro} dE) x
o(T) o(T) o(T) o(T)

= /\oE({)\o})Z‘ = /\033.

Tedy z € Ker(Aol —T).
,2% Necht x € Ker(AI — T'). Polozme pro n € N

b hO-

Pak pro funkci f =id —\g plati f,f = xa, . Pro  tak dostavame diky V&té 5.1.38(b)

E(A,)x = (L(T) XA, dE) T = (L(T) Inf dE) T = <L(T) In dE) (L(T) de) T
- (L(T) fa dE) (T — XoI)z = 0.

Z tohoto vypoctu mame

IE@(T)\ oDzl = BTN Ao}z 2) = By o(o(T)\{Ao}) = lim B, 1(A,) = lim (E(A,)z,z) =0,

n—o0

An = {tEJ(T): |t—)\()| =

% Xa,(t), teo(T).

takze
= B({Ao})e + E((T)\[Ao})a = E({Xo})a.

Nyni jiz snadno ovéfime (b1l) a (b2). Pokud A\g € 0,,(T'), pak pro x € Ker(Agl —7'0 nenulové je E({\o})z = = # 0,
coz ale dle (5.5) znamen4, Ze v (bl) neplati na pravé strané rovnost.

Na druhou stranu, pokud v (bl) neplati na pravé strané rovnost, tak diky (5.5) vime nenulovost E({A\¢}). To
v8ak znamena nenulovost Ker(AgI — T).

(b3) Necht Ag lezi v p(T). Pak existuje interval [a,b] < R takovy, ze Ao < (a,b) < [a,b] < p(T'). Pak oviem

E,=E(0(T)n(—w©,a]) = Ex = E(o(T) n (—infty,\]) = Ep = E(o(T) n (—infty,b]), A€ (a,b),

tj. funkce A\ — E) je konstantni na (a,b).
Predpokladejme nyni, ze E, = E, pro n&jaky interval (a,b) takovy, ze a < Ao < b. Pak E((a,b]) = 0. Polozime
() = o =) xw\(ap) (1), t € 0(T). Pak

() (Mo — 1) = Xr\(a,p] = (Ao —t)g(t), teo(T).
Dle Vé&ty 5.1.38(b) mame

<J ng) (J Ao —id) dE) c j g(Ao —1d) dE = f XR\(a,p] AE = f xrdE =1,
o(T) o(T) o(T) o(T) o(T)
Dom (J dE) <J Ao — id) dE> < Dom (J ng) N Dom (J- g(Xo —1id) dE)
o(T) o(T) o(T) o(T)

= H nDom(MNI —T) = DomT

pricemz
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Tedy

<J dEg) NI -T)cI.

o(T)

I = (J XR dE) = J XR\(a,b] AE = (NI —=T) <J ng> .
o (T) o(T) o(T)

Tedy je operator SU(T) g dE inverzi operatoru Aol — T O

Podobné mame

5.2 Lokalné konvexni topologie a slaba kompaktnost

5.2.1 Kreinova—Milmanova véta

Definice 5.2.1. Necht A je konvexni mnozina ve vektorovém prostoru X. Rekneme, 7¢ B ¢ A je extremalni,
pokud je neprazdné a plati nasledujici vyrok:

Ve,ye AVAe (0,1): e+ (1—ANye B = z,y€ B.

Bod x € A je extremalni, pokud mnozina {x} je extremalni. MnoZinu vSech extreméalnich bodi A zna¢ime jako
ext A.

Lemma 5.2.2. Necht A je podmnoZina vektorového prostoru X . Pak plati ndsledugjict turzend.
(a) Systém extremdlnich podmnoZin A je uzavieny na neprdzdné priniky a libovolnd sjednocend.

(b) Je-li X topologicky vektorovy prostor a A je kompaktni, je systém uzavienych extremdlnich mnoZin A uzavieny
na neprdzdné pruniky a libovolnd sjednocent.

Diikaz. Dukaz ihned plyne z definic. O

Véta 5.2.3 (Krein-Milman). Necht A je kompaktni konvexni podmnoZina lokdlné konvexniho prostoru X. Pak
A ==Coext A.

Diikaz. Bez tjmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze X je redlny prostor.
Krok 1. UkadZeme nejprve, Ze kazda uzaviena extremalni mnoZina v A obsahuje extremélni bod A. Necht tedy
F < A je uzaviena a extreméalni. Uvazujme ¢asteéné usporadanou mnozinu

(F,<) = ({H c F: H uzavfena extremalni }, o).

Pak (F, <) splije piedpoklady Zornova lemmatu.

Vskutku, je-li R < F fetézec, jedna se o systém kompaktnich mnozin s konecnou prinikovou vlastnosti, coz
znamend, Ze R = [ | R je neprazdna uzaviena mnoZina. Navic je dle Lemmatu 5.2.2 extreméalni. MnoZina R je pak
zjevné horni zavora pro fetézec R.

Necht G € F je <-maximalni prvek. Tvrdime, Ze G je jednobodovid mnozina. Kdyby totiz G obsahovala dva
body, feknéme a a b, zvolili bychom funkci f € X* spliwjici f(a) > f(b). Uvazujme mnoZinu

H={z€eG: f(z) =max f(G)}.

Pak H je neprazdna uzaviena podmnozina G. Je navic extreméalni. Vskutku, pokud z,y € A a A € (0,1) spliuji
Az + (1 — Ny € H, pak x extremality G plati z,y € G. Z linearity f pak dostavame f(z) = f(y) = max f(G), tj.
r,y e H.

Obdrzeli jsme tak spor s maximalitou G v (F, <). Proto je F jednobodova mnoZina. Dle definice tak F' protina
ext A.

Krok 2. Dle prvniho kroku vime, Ze ext A je neprazdnd mnozina. Zjevné plati coext A ¢ A. Predpokladejme,
Ze existuje x € A\coext A. Dle Hahnovy-Banachovy véty existuje f € X* spliujici f(x) > max f(coA). MnozZina

F={yeA: f(y) = max f(A)}
je pak uzaviena a extremalni, ale neobsahuje dle pfedpokladu Zadny extremalni bod. To je vSak v rozporu s prvnim

krokem. Tedy A = Goext A.
O
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5.2.2 Pripustné topologie

Definice 5.2.4. Necht (X,7) je lokalné konvexni prostor. Rekneme, ze lokalné konvexni toplogie o na X je
pfipustna, pokud (X, o0)* = (X, 7)*.

Priklad 5.2.5. Necht X je lokalné konvexni prostor. Pak slaba topologie 7, = o(X, X*) je pfipustna topologie a
kazda piipustna topologie o splhuje 7, < o.

Véta 5.2.6. Necht (X, 1) je lokdlné konvexni prostor, o je piipoustnd topologie na X a A < X. Pak ndsledujici
turzent jsou ekvivalentni.

(i) A je T-omezend,
(i) A je o-omezend,
(iii) A je slabé omezend.

Diikaz. Z Véty 7?7 vime, ze (i)<=>(iii). Stadi si vSak uvédomit, Ze jelikoZ slaba topologie 7,, splije 7, < o, dikaz
této véty funguje i pro ditkaz ekvivalence (ii)<=>(iii). O

Definice 5.2.7. Necht X je lokalnd konvexni prostor. Pro kazdou konvexni, vyvaZenou w*-kompaktni mnozinu
B c X* uvazujme pseudonormu
pe(z) = sup [2*(z)], zeX.

z*eB

Pak Mackeyova-Arensova topologie u(X, X*) je topologie generovana systémem
{pp: B € X* vyvaZena, konvexni a w*-kompaktni}.

Véta 5.2.8 (Mackey—Arens). Necht (X,7) je lokdlné konvexni prostor a o je pfipustnd topologie na X. Pak
o(X,X*)cocp(X,X*).

Diikaz. Necht 7, znadi slabou topologii o (X, X*).
Krok 1. Inkluze 7,, © o plyne z pfipustnosti o a definice 7, (viz Definice 77?).
Krok 2. Inkluze 7, < p(X,X*) plyne snadno z definic obou topologii. Vskutku, konverguje-li net {z;} v
w(X, X*), konverguje i v o(X, X*).
Krok 3. UkdZeme o < pu(X, X*). Necht tedy U je o-okoli 0. Bez Gjmy na obecnosti pfedpokladejme, ze U je
T-uzaviené, konvexni vyvazené okoli 0. Pak U° je o(X*, X)-kompaktni mnozina. Tedy je
V={zeX: sup |z¥(z)| <1}

z*elU°
(X, X*)-okoli 0. Proto dle Mazurovy véty 77 plati

(o}

¥, -
EXD gD _gT —

V = (U°), =becoU’
Tedy U je u(X, X*)-okoli 0, takze o < pu(X, X*).
Krok 4. Ovéfime, Ze pu(X, X*) je pripustna. Oznacime Y = (X, u(X, X*)) a necht Y* je dual k Y. Necht tedy
feY*c X# tj. fjeu(X, X*)-spojity. Pak existuji vyvazené, konvexni a w*-kompaktni mnoziny By, ..., B, v X*
takové, ze |f(z)| < 1 pro kazdé x € X spliujici pp,(x) < 1,4 =1,...,n. Uvazujme mnoZinu B = bco(Byu---uU By,).
Pak B, je konvexni, vyvazena a w*-kompaktni (viz V&ta ??) a navic plati

U={zxeX:pp,(zr)<1l,i=1,...,n} = B..
Nyni poouZijeme V&tu ?? pro duélni par (Y*,Y) a obdrzime

a(Y*Y) —o(Y,Y¥)

feU°(B,)° =bcoB -5

Existuje tak net {f;} v B takovy, Ze f; — f v o(Y*)Y). Zaroven je v8ak B o(X*, X)-kompaktni, a tedy lze
prechodem k podnetu predpokladat, Ze net { f;} konverguje k néjakému g € B v topologii (X *, X). To ale znamena,
7e f =ge Bc X*. Tim je dikaz dokonden. O

Véta 5.2.9. Necht (X, 1) je metrizovatelny lokdlné konvexni prostor. Pak T = p(X, X*).

Diikaz. Z Véty 5.2.8 vime, Ze 7 < p(X, X*).

Pro ditkaz obracené inkluze uvazujme V konvexni p(X, X*)-okoli 0. Je-li nyni A ¢ X 7-omezena, je i u(X, X*)-
omezend, a proto né&jaky nasobek V' ji pohlti.

Necht {U,: n € N} je baze 7(0), pfi¢emz predpokladame, ze U; D ug D ---. Pak existuje n € N takové, Ze
%Un c V. Kdyby tomu totiz tak nebylo, mame elementy x,, € %Un\V. Pak x, > 0v 7, atedy je A = {z,: ne N}
T-omezena. Z vyse uvedeného plyne, Ze existuje t > 0 spliwujici A < tV. Pak pro index ng > t plati diky konvexité
V inkluze A < noV. To ale implikuje fakt z,, € noV, coz je spor.

Proto mame n € N spliujici %Un c V. Tedy V € 7 a dikaz je dokoncen.

O
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5.2.3 bw*-topologie
Definice 5.2.10. Necht X je normovany linearni prostor. Rekneme, Ze mnozin a U ¢ X* je bw*-otevien4, pokud
U nrBxx je w*-oteviend v rBxx pro kazdé r > 0.
Lemma 5.2.11. Necht X je normovany linedrni prostor. Pak plati ndsledujici tvrzent.

(a) Systém bw*-oteviengjch mnozin tvoFi topologii.

(b) Kazdd w*-oteviend mnoZzina je je bw*-oteviend.

(c) Je-li U c X* bw*-oteviend a y* € X* je libovolné, pak y* + U je téZ bw™-otevrend.
Diikaz. Tvrzeni (a) a (b) jsou zFejma.

Tvrzeni (c) plyne z faktu, Ze U je bw*-oteviena pravé tehdy, kdyz U n B je w*-oteviena v B pro kazdou

uzavienou kouli B < X*. (Je-li totiz U bw*-oteviena a B < X* je libovolna uzaviena koule, vezmeme r > 0

takové, ze B < rBxsx. Pak je
UnB=({UnrBxx)nB

w*-oteviend v U N B.)

Necht nyni U ¢ X* bw*-oteviena mnozina a y* € X* jsou dany. Necht B je libovolné uzaviena koule v X *. Pak
existuje w*-oteviena mnozin a G < X* takova, ze U n(—y*+B) = Gn(—y*+B). Pak (y*+U)nB = (y*+G)n B
je w*-oteviena v B. Tedy posunuti jsou vzhledem k bw*-topologii homeomorfizmy.

O

Tvrzeni 5.2.12. Necht X je normovany linedrni prostor. Pak bdze okoli 0 v bw*-topologii je ddina systémem

A® = {a* e X*: sup|z*(z,)] < 1},
neN

kde A = {x,: ne N} a {x,} je posloupnost v X konvergujici k 0.

Dikaz. Krok 1. Nejprve ukazeme, 7e kazda mnozina A°® je bw*-okoli 0. Necht r > 0 je dano. Pak je mnoZina

}

A° nrBxx = {z* € rBxx: |2¥(x,)| <1 pro ta n € N splaujici |z,| =

S| =

w*-oteviena v rBX*.

Krok 2. Ukdzeme, Ze je-li U bw*-okoli 0 a A < X spliiuje A° nnBxx < U, pak existuje B %BX komne¢na
takova, ze (Au B)° n(n+1)Bxs < U.

Méjme tedy takové U a A dany. Kdyby pozadované B neexistovalo, pro kazdou B < %B x konecénou plati

Fg=(AuB)°n(n+1)Bxs n (X*\U) # &.
Systém
1
{Fp: B € —Bx kone¢na}
n
pak sestava z w*-uzavienych podmnozin (n + 1)Bxx a ma kone¢nou prunikovou vlastnost. Diky kompaktnosti
(n + 1)Byxs tak existuje
1
*e Fp: B c —Bx kone¢na}.
x ﬂ{ 5: B < —Bx oneCna}
Pro kazdé = € L Bx pak plati [z*(z)] < 1, tj. [2*| < 1. Tedy ||z*| < n. Dostavame tak
x* e nBxx n (X*\U) n A°,

cOZ je spor.

Krok 8. Necht U je bw*-okoli 0. Nalezneme vhodnou mnozinu A sestavajici z ¢lenti posloupnosti konvergujici k
0 takovou, ze A® < U. Konstrukce bude probihat indukci tak, Zze pro n > 2 plati A4,, < ﬁBX a pro n € N plati
(A u---UA,)° nnBxx < U.

V prvnim kroce indukce vuyZijeme w*-otevienosti mnoziny U n Bxs k nalezneni koneéné mnoziny A; < X
takové, ze A N Bxsx < U.

Predpokladejme nyni, Ze mame nalezeny mnoziny Ai,... A, pro n&jaké n € N, které spliiuji (A; u---U A,)° N
nBxx cU a A; C ﬁBx, i =2,...,n. Dle tfetiho kroku pak existuje 4,11 < %Bx takové, ze

(Aju--UA, VA1) n(n+1)Bxs < U.

Tim je konstrukce ukonéena.

Polozme A = U;O=1 A,,. Pak A sestava z ¢lent posloupnosti konvergujici k 0 a navic plati A° < U. Vskutku,

necht z* € A° je libovolné. Nalezneme n € N spliwjici z* € nBx«. Pak
¥ € A nnBxx < (Ay u---UA,)° nnBxx < U.

Tim je dtikaz dokoncen. O
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Dausledek 5.2.13. Necht X je normovany linedrni prostor. Pak (X*,bw*) je lokdlne konvexni prostor, ktery je
generovdn pseudonormami pa: x* — sup,y |2*(zy)|, kde A = {x,: n € N} pro néjakou posloupnost {z,} proki X
konvergugici k 0.

Lemma 5.2.14. Necht X je vektorovy prostor, p pseudonorma na X a f funkciondl na X. Necht f je omezeny
na mnoZiné {x € X : p(x) < 1} a necht {x,} je posloupnost v X spliiujici p(x,) — 0. Pak f(x,) — 0.

Diikaz. Predpokladejme, Ze tvrzeni neplati. Necht M je konstanta, kterou je f omezeno na mnoziné {z € X : p(x) <
1}. Pak miizeme predpokladat, Ze existuje § > 0 takové, ze pro kazdé n € N plati | f(z,,)| = § a p(z)n) < 27" Necht
ay, € T jsou vybrany tak, Ze f(anx,) = |f(x,)|. Pak pro kazdé k € N plati

k
D (Z oznxn) <1,
n=1

a tedy
k E
M= \f (Z oznxn> = > f(xn)| = k0.
n=1 n=1
Tento odhad v8ak zjevné nemiize platit pro vSechna k € N. O

Véta 5.2.15. Necht X je Banachiv prostor. Pak (X*,w*)* = (X*, bw*)*.

Diikaz. Staci dokazat, Ze kazdy bw*-spojity funkcional f na X* je w*-spojity. Necht tedy f € (X*,bw*)* je dan.
Pak existuje posloupnost {z,} v X konvergujici k 0 takova, 7e |f| < 1 na A°, kde A = {x,,: n € N}. Definujeme
spojity operator T: X* — ¢g jako

Tx* = {z*(zp)}y, z*eX™

Ukazeme, 7e pokud Tx* = 0, pak také plati f(z*) = 0. Vskutku, pokud a*(x,) = 0 pro kazdé n € N, pak
span{z*} < Kerpg, z ¢eho? jiz rovnost f(x) = 0 plyne. Existuje tak funcional ¢: RngT — F takovy, 7ze f = poT.
Ten je navic spojity na Rng T'. (Vskutku, pokud Tz} — 0, pak limy_,. sup,ey |2} (zn)] = 0, tj. pa(x}) — 0. Dle
Lemmatu 5.2.14 tak f(z¥*) — 0, coz implikuje spojitost ¢.

Rozgifime ¢ na prvek ¢ = ¢! (budeme ho znadit téz ¢). Existuje tak o € ¢! takové, ze

@({Zn}) = Z ZnQin, {Zn} € Co.

Polozme = = Zfil anx, (to je dobfe definovany prvek diky taplnosti X). Pro z* € X* pak plati

18

f@®) = o(Ta®) = ) ana™(zq) = 27%(x),

n=1

tj. [ = e, je w*-spojity. O

Véta 5.2.16. Necht X je Banachiiv prostor a A < X* je konverni. Pak A je w*-uzavFend prdvé tehdy, kdyZ pro
kazZdé r > 0 je A nrBxx w*-uzaviend v rBxx.

Diikaz. Tvrzeni plyne z faktu, Ze dvé lokalné konvexni topologie, které maji stejny dual, maji i stejné uzaviené
konvexni mnoziny. O

Véta 5.2.17. Necht X,Y jsou Banachovy prostory a S € L(Y*, X*). Pak ndsledujici turzeni jsou ekvivalentni.
(i) Ezistuje T € L(X,Y) takovy, Ze S =T'.
(ii) Operdtor S je w*-w* spojity.
(i1i) Plati S'(e(X)) c e(Y).
*
Diikaz. (i) = (ii) Pokud S = T" a y¥ “> 0 v prostoru Y*, pak pro x € X plati

Sy (x) = T’y (x) = y; (Tx) — 0.

w*
Tedy Sy} to 0.

(ii) = (iii) Necht z € X je déno. Pak je zobrazeni S’e,: Y* — F w*-spojité. Vskutku, pokud y
prostoru Y*, pak

*
w
F>0v

(S'ex)(yf") = (Syf)(x) — 0
diky predpokladu. Jelikoz (Y*, w*)* =Y, je S’e, € €Y.
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(iii) = (i) Polozme
Tx =c(S(er)), z€X.

Pak T e L(X,Y) apro x € X a y* € Y* plati

(T'y*)(x) = y*(Tx) = y*(e7(5'(e2))) = (5 (e2))(y*) = 2(Sy™) = (Sy*)(x).
Tedy T'y* = S a dikaz je hotov. O

Lemma 5.2.18. Necht X jenormovany linedrni prostorf: Bx — F splnuje:

e f je konvexrni,

* f(0) =
e je-li X nad C, plati f(ix*) =if(z*), 2* € Bxx.
Pak existuje g € X7 takové, e f = g na X.

Diikaz. Krok 1. Necht nejprve X je redlny prostor. Definujeme funkci g: X — R jako
oo = {1511 () w0
0, z = 0.

Jelikoz pro x € Bx nenulové plati

) = £ (= el s ol 5 ) = fot £ () = ot
méame f = g na By.

Pro x € X\{0} a A > 0 plati
oxa) = Aol £ () = Aot

Pro A = —1 uvazujeme y = Protoze

HmH

mame

o) =1 (75) = =1 () = st

Funkce g tak spliiuje g(Az) = Ag(x) kdykolivzx € X a A e R.
UkéZzeme nyni aditivitu g. Necht z,y € X jsou dany. Zjevné lze piedpokladat, Zze x,y,x + y # 0. Pokud
|z + y| = 1, plati

o(e+y) = flaty) = |x|f< ) |y|f<|y|)=g<x>+g<y>.

Pokud ||z + y|| # 1, pak z pravé dokazané rovnosti plyne

otz =5 (bl ) = e ol (5 + )

ety e+ yl

el (9 () () ) = ot + 90,

Krok 2. Necht je nyni X nad C. PiSme f = u + iv, kde u = Re f a v = Im f. Pak u,v jsou konvexni realné
funkce spliujici ©(0) = v(0) = 0. Rozsifime je pomoci prvniho kroku na realné linearni funkce v’ a v’ definované na
X. pak g = v’ + v’ splyva s f na Bx a je navic linearni. K tomu sta¢i ovéfit rovnost g(iz) = ig(x), z € X. JelikoZ
ale f(iz) = if(x), x € Bx, plati v(z) = —u(iz), x € Bx. Tedy i v'(z) = —u/(iz) pro x € X. Z toho jiz mame

g(iz) = u'(iz) + ' (ix) = i/ (z) — V' (x) = ig(x).

Tvrzeni 5.2.19. Necht X je Banachiv prostor a f: Bxx — F splnuje:
e f je konvexrni,
° f(0) =
e je-li X nad C, plati f(ix*) =if(x*), 2* € Bxsxm
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e f je w*-spojitd.
Pak existuje x € X takové, Ze f = e,.

Diikaz. Dle piedpokladu existuje diky Lemmatu 5.2.18 ¢: (X*)# rozsifujici f. Ukazeme, Ze ¢ je bw*-spojité. K
tomu stadi ovérit dle Véty 77, Ze Ker ¢ je bw*-uzaviené, tj. ze Ker ¢ n rBxx je w*-uzaviend mnozina v rBxx pro
kazdé r > 0. To je v8ak jiz zfejmé ze spojitosti ¢ na kazdé kouli. Vskutku, uvazujeme-li net {x;}* v n&jaké kouli

*
rBxx konvergujici k z*, pak tz¥ > %xz Tedy

s

otat) =ro () =7 () = rf () = ata®)

Proto je g € (X*,bw*)* = (X*,w*)* = X. Tim je dikaz dokonéen.

5.2.4 Slaba kompaktnost

Definice 5.2.20. Necht X je tplné regularni topologicky prostor a A < X.

e Pak A je kompaktni, pokud kazdé oteviené pokryti ma koneéné podpokryti. To je ekvivalentni s tim, ze kazdy
net v. A ma podnet konvergujici v A.

e Mnozina A je spocetné kompaktni, pokud kazdé oteviené spocetné pokryti mé koneéné podpodpokryti. To je
ekvivalentni s tim, Ze kazda posloupnost v A ma podnet konvergujici v A (tj. ma v A hromadny bod).

e Mnozina A je sekvencialné kompaktni, pokud kazda posloupnost v A ma podposloupnost konvergujici v A.
e Daile je A je relativné kompaktni, pokud kazdy net v A mé podnet konvergujici v X.

e MnoZina A je relativné spoetné kompaktni, pokud kazda posloupnost v A ma podnet konvergujici v X (tj.
mé v X hromadny bod).

e MnozZina A je relativné sekvencialné kompaktni, pokud kazd4a posloupnost v A ma podposloupnost konvergujici
v X.

Tvrzeni 5.2.21. Necht K je kompaktni prostor a A < (C(K),7p) je relativné spocetné kompaktni. Pak A je
relativné kompaktni.

Diikaz. Krok 1. Nejprve ukidZzeme, Ze pro kazdé x € K je mnozina &isel {f(z): f € A} omezena v F. Kdyby tomu
tak nebylo, existuje x € K rostouci posloupnost indext {n;} takova, Ze | f,, (x)| — 0. Posloupnost {f,,} vSak pak
nemiize mit hromadny bod v C(K).

Krok 2. Pro kazdé x € K vezméme v, > 0 takové, ze |f(x)| < v, f € A. Pak A < [[,.x B(0,7:), pficemz
[Licx B(0,72) je kompaktni mnozina v (F¥, 7). Tedy 7,-uzévér A v FX je kompaktni podmnozina [ |,z B(0,7z).
K ditkazu relativni kompaktnosti A v C(K) tak staéi ovéfit, ze 7p,-uzaver A v FE lezi v C(K).

Necht tedy f € A je dano. Pro spor predpokladejme, Ze f nenf spojita v bodé x € K. Necht 7(x) znadi systém
otevienych okoli z. Existuje n > 0 takové, Ze pro kazdé U € 7(z) existuje y € U spliwjici |f(y) — f(x)] = .

Zvolime posloupnost n > g1 > g9 > --- > 0, pfifemz &,, — 0, a zkonstruujeme mnoziny U,, € 7(x), body z,, a
funkce f, € A tak, Ze pro kazdé n € N plati nasledujici vyroky

(1) Plati U, > Uny1, U, € 7(2) a 2, € U,,.

(2) Plati |f(z) — f(zn)] = 7.

(3) Proke{l,...,n}aze{x,x,...,z,} plati | fx(2) — f(2)] < ex.
(4) Plati diam f(Up+1) < €ns1, k€ {1,...,n}.

V prvnim kroku konstrukce vezmeme libovolné okoli U; € 7(x) a zvolime x1 € U,, . Zvolime f; € A aproximujici
f v bodech mnoziny {x,x1} s pfesnosti 1. Necht U; € 7(x) je takové, ze diam f1(Us) < es.

Predpoklddejme nyni, Ze méame nalezeny objekty x1,...,Zn, f1,-.., fn a U1, ..., Upy1. Pak zvolime x,, 411 € Up 41
tak, aby platila (2). Aproximujeme f pomoci f,+1 € A v bodech mnoZiny {x, z1,...,z,4+1} tak, Ze plati (3). Nakonec
zvolime U, 11 dle (1) a (4). Konstrukce je tak dokoncena.

Necht g € C(K) je hromadny bod {f,,} a nechf y je hromadny bod {z,,}. Necht F' = (', U, = (", Un. Pak
x,y € F. Vskutku, z € F zjevné. JelikoZ pro pevné k e Nje xz, € Uy, n =k, je y € Uy. Tedy i y € F. Z vlastnosti
(4) vidime, Ze f,, a tedy i g jsou v8e konstantni funkce na F.

Nyni odvodime spor. Pro k € N pevné mame z (3) lim,, o, fn(zx) = f(zk). JelikoZ je g hromadny bod {f,},
plati f(xr) = g(xk). Dle (3) dale plati f,(x) — f(x), a tedy f(x) = g(x).

Jelikoz je g spojitd a y je hromadny bod {z,}, je g(y) hromadna hodnota {g(z,)}. Existuje tak rostouci
posloupnost indext {n;} takova, Ze g(x,,;) — g(y). Z toho viak dostavame

Jim fan,) = lim glan,) = 9(9) = 9(x) = f(2),

tedy spor s vlastnosti (2). O
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Tvrzeni 5.2.22. Necht K je kompaktni prostor, A c (C(K),,) je relativné spocetné kompakini o f € C(K) je v
Tp-uzdvéru A. Pak existuje posloupnost {f,} v A takovd, Ze f, — f.

Diikaz. Zvolime posloupnost kladnych ¢isel {e,} takovou, Ze €, , 0. Induktivné nalezneme oteviena kone¢na
pokryti U,, prostoru K, konetné mnoziny D, < K a funkce f,, € A takové, Ze pro kazdé n € N plati nasledujici
vyroky.

(1) Plati diam¢(U) < &, pro kazdée U e U, a p € {f1,.- ., fn-1, [}

(2) Pokud Uy €Uy, ..., U, €Uy, splinji Uy n -+~ " U, # &, pak D, n (i, U; # &.

(3) Pro kazdé z € Dy U --- U D, plati |fn,(x) — f(z)| < &n.

V prvnim kroku vezmeme U; dle pozadavku (1) a nalezneme D; dle (2). Nakonec zvolime f; € A spliwjici (3)

Predpokladejme, zZe jiz mame objekty Uy, ..., U,, D1,..., Dy a f1 ..., fn zkosntruovany. Pak zvolime U,, 11 dle
(1), Dpy1 dle (2) a fry1 € A dle pozadavku (3). Tim je konstrukce ukonéena.

Polozime D = Ufil D,,. Chceme ukézat, ze f, — f. Pfedpokladejme pro spor opak, tj. existenci z € K, n >0
a rostouci posloupnosti indexi {nj} takové, ze |f,,(z) — f(z)| = n, k € N. Necht g je hromadny bod {f,,}. Pak
take |f(z) — g(z) = 7.

Zvolime U,,, € U,,, obsahujici z a polozime Vi, = U, n---nU,, , k € N. Pak dle (2) existuje zj, € V;;nD. Polozime-
li F =(_, Vi, obdrzime mnozinu, na které¢ jsou funkce f,,, f i g diky bodu (1) konstatni. Necht y je hromadny
bod {z}. Pak y € F', a tedy g(y) = g(z) a f(y) = f(x). Zvolme U bodu y takové, ze diam f(U) + diam g(U) < .
Necht j € N spliwuje z; € U. Jelikoz f,,, (x;) — f(z;), mame g(z;) = g(z). Z toho ale jiz mame diky

n < |f(x) = g(@)] < [f(x) = fl2y)| + [f(25) = g(z))] + |g(z;) — g(x)] < %?7

Spor.
Proto f,, — f a dukaz je dokoncen. O

Definice 5.2.23. Necht K je Gplné regulérni topologicky prostor. Rekneme, 7e K je andélsky, pokud jeho kazda
relativng spocetné kompaktni podmnoZina A < K je relativné kompaktni a pro kazdé = € A existuje {z,} v A
splhujici x, — .

Véta 5.2.24. Necht K je kompaktni topologicky prostor. Pak (C(K),T,) je andélsky.
Drikaz. Dukaz plyne z Tvrzeni 5.2.21 a 5.2.22. O

Véta 5.2.25. Necht K je kompaktni prostor a A c (C(K), 1p,). Pak ndsledujict turzent jsou ekvivalentni.
(i) MnoZina A je relativné spocetné kompaktni.
(ii) MnozZina A je relativné kompakind.
(iii) Mnozina A je relativné sekvencidlné kompakini.
Pododobné jsou ekvivalentni ndsledujici tvrzent.
(i’) Mnozina A je spocetné kompaktni.
(i5’) MnoZina A je kompaktni.

(ii’) MnoZina A je sekvencidlné kompaktni.

Diikaz. Implikace (iii) = (i) plati vzdy a (i) = (ii) plyne z Tvrzeni 5.2.21.

(ii) = (iii) Necht {f,} je posloupnost v A. Bez ijmy na obecnosti mtizeme pfedpokladat, ze {f,} je prosta
posloupnost (tj., Zze kazdé f,, se v ni vyskytuje pravé jednou). Mnozina B = {f,: n € N} je relativné spocetné
kompaktni, a tedy existuje jeji hromadny bod f € C(K). Dale diky Tvrzeni 5.2.22 existuje posloupnost {gix} v
mnoziné {f,: n € N} takova, ze g, — f. Pokud lze vybrat z {g} prostou posloupnost, lze vybrat i podposloupnost z
{fn} konvergujici k f. Pokud je {gx} od jistého indexu konstantni, lze z { f,,} téZ vybrat podposloupnost konvergujici
k f. Bud jak bud, A je relativné sekvencialné kompaktni.

V druhé ¢asti dikazu vidime, Ze implikace (iii’) = (i) je zjevna.

(i) = (ii’) Necht A je spocetné kompaktni. Pak A je relativné kompaktni, tj. A je kompaktni. Staéi nyni
ukézat, e A = A. Necht f € A. Dle Tvrzeni 5.2.22 existuje posloupnost {f,} v A spliwjici f,, — f. Necht g € A je
hromadny bod {f,}. Pak f = g € A a dikaz je hotov.

(ii") = (iii’) Necht A je kompaktni a {f,} je posloupnost v A. Pak A je relativné sekvencialné kompaktni,
a tedy existuje rostouci posloupnost indext {n;} a f € C(K) takova, ze f,, — f. Pak f e A = A, a tedy A je
sekvencialné kompaktni. O

Véta 5.2.26 (Eberleinmeuljan). Necht X je Banachiv prostor a A € X je mnoZina. Pak ndasledujici tvrzent jsou
ekvivalentni.

(i) Mnozina A je relativné slabé spocetné kompakind.
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(i) MnoZina A je relativné slabé kompaktni.

(111) MnoZina A je relativné slabé sekvencidlné kompaktni.
Pododobné jsou ekvivalentni ndsledugjici tvrzent.

(i’) MnoZina A je slabé spocetné kompaktni.

(ii’) MnoZina A je slabé kompaktni.

(11i’) MnoZina A je slabé sekvencidlné kompaktnd.

Dikaz. Implikace (iii) = (i) a (iii’) = (") plati vzdy.

(i) = (ii) Necht A je relativné slabé spocetné kompaktni. Pak je e(A4)|p ., < (C(Bxx),7p) relativné 7,-
spocetné kompaktni. tedy je relativné 7,-kompaktni. Necht {z;} je net v A. Pak existuje f € C'(Bx*) a podnet
{y;} netu {z;} takovy, ze £(y;) — f v 7,-topologii. Pak f spliiuje pfedpoklady Tvrzeni 5.2.19, a tedy f = ¢(z) pro
néjaké z € X. Tedy y; — x slabé a A je relativné kompaktni.

(ii) = (iii) Je-li A relativné slabé kompaktni, je e(A) relativné 7,-kompaktni v C(Bx=). Necht {z,} je po-
sloupnost v A. Dle Véty 5.2.25 tak existuje f € C(Bxx) a rostouc9 posloupnost indext {ny} takové, ze (x,, ) S
Jako vySe odvodime, Ze existuje z € X spliujici f = ¢(z). Tedy z,, — x slab& a A je relativné slabé sekvencialng
kompaktni.

Implikace (i) = (ii’) se dokaZe stejné jako (i) = (ii), pouze nalezena funkce f bude lezet v A.

(ii") = (iil’) Je-li A slab& kompaktni a {z,,} v A je dana, je ¢(A) 7, kompaktni v C(Bxx). MnoZina (A) je
tak 7,-sekvencialné kompaktni, a tedy ma {(x,)} 7,-konvergentni podposloupnost s limitou v £(A). Tedy je tato
podposloupnost slabé konvergentni. O

Véta 5.2.27 (Grothendieck). Necht K je kompaktni topologicky prostor a A < C(K) je normové omezend. Pak
plati ndsledujici tvrzend.

(a) Je-li A relativné 1,-kompaktni, je A relativné slabé kompaktni.

(b) Je-li A 1,-kompaktni, je A slabé kompaktni.
Diikaz. (a) Necht {f,} v A je dana. Dle Vé&ty 5.2.25 existuje podposloupnost {f,, } a f € C(K) takova, ze f,, — f
bodové. Pro libovolnou miru i € (C(K))* pak z Lebesgueovy véty plati § . fn, du — §, f dp, atedy f,, — f slabe.

Mnozina A je tak relativné slabé sekvencialné kompaktni, a tedy i relativné slabé kompaktni.
Tvrzeni (b) se dokaZe analogicky. O

Definice 5.2.28. Necht X,Y jsou Banachovy prostory a T: X — Y je linearni. Pak T je slabé kompaktni, pokud
T(Bx) je slab& kompaktni.

Tvrzeni 5.2.29. Necht XY jsou Banachovy prostory a T: X — Y je linedrni. Pak plati ndsledujici tvrzent.
(a) Je-li T slabé kompakini, je omezeny.
(b) Operdtor T je slabé kompaktni prave tehdy, kdyz Ww je slabé kompakini pro kaZdou A = X omezenou.
(c) Je-li T kompaktni, je i slabé kompaktni.
(d) Je-li T omezeny a X nebo'Y je reflexivni, je T slabé kompaktny.

Diikaz. Tvrzeni (a) plyne z faktu, Ze kazd4 slab& omezena mnozina je normové omezena. Zbyvajici jsou pak ziejma.
O

Véta 5.2.30 (Gantmacher). Necht X,Y jsou Banachovy prostory a T € L(X,Y). Pak ndsledujici tvrzeni jsou
ekvivalentns.
(i) Operdtor T je slabé kompaktny.
(i) Operdtor T’ je slabé kompaktnd.
(111) Plati T"(X**) c e(Y).

Diikaz. (i) = (ii) Bez ajmy na obecnosti pfedpokladejme Ze |T'| < 1. UkdZeme, Ze z dané posloupnosti {y*} v
By 1ze vybrat podposloupnost {y;’;k} takovou, Ze konverguje slabé k né&jakému prvku y* € Byx.

Z predpokladu vime, ze K = T(BX)w je slaby kompakt v Y. JelikoZ je zobrazeni

r: (BY*aw*) - (C(K>7TP)7
y* = vk

spojité, je r(Bys) kompakt v (C(K),T,). Proto existuje y € Bys a podposloupnost {y} } v Bys takova, Ze
yn |k — ylx bodové. Pak ale v |k — y*|x v C(K) slabé (viz Véta 5.2.27).
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Ukazeme, ze Ty — T'y* slabé v X*. Necht ¢ € X** je dano. Definujeme o: Y| — [ jako
py* k) = V(T'y*), y*eY™
Pak ¢ je dodfe definovany funkcional na Y*|x. Vskutku, pokud y§|x = y5 |k, pak

(T'y7)(z) = yi (Tx) = y3(Tx) = (T'y5)(x), =€ Bx.
Dale je ¢ omezeny na C(K), nebot pro y* € Y* plati
lo(y* )l = [Ty )| < [0 [T'y*| = 9] sup [T"y*| = |v] sup |y*(Tz)|
r€Bx re€Bx
= ¢l sup [y* ()] = |41 y* |l e (x) -
yeK

Rozsifime ¢ na ¢': C(K) — F dle Hahnovy-Banachovy véty. Pak

W(Tyn,) = eyn, k) = &' (U, k) = &' (¥ k) = 0(U*x) = L(T'y*).

Tedy T'y, — T'y* slabé a T' je slabé kompaktni.
(ii) = (iii) Je-li 7" slab&é kompaktni, je T” diky pravé dokdzané implikaci také slab& kompaktni. Necht nyni
x** € Bysxx je dano. Checeme ukazat, ze 7"z € (V). Dle Goldstinovy véty ?? existuje net {x;} v Bx takovy, ze

w*

e(z;) = x**. Necht {y;} je podnet {x;} takovy, ze {T"¢(y;)} slab& konverguje k n&jakému y** € Y**. Protoze
T"e(y;) = e(Ty;) € £(Y)

a e(Y) je slabé uzavieny v Y** mame y** € £(Y).

*
Aviak g(y;) & o** a T je w*-w* spojity, tedy
T"x** =1limT"e(y;) = y**,

tj. T"x** € e(Y).
(ili) = (i) Necht {x;} je net v Bx. Hleddme jeho slabé konvergentni podnet. Bez Gjmy na obecnosti lze

*
piedpokladat, Ze e(x;) “> z** pro n&jaké x** € Bx«. Dle predpokladu existuje y € Y takové, ze T"z** = £(y). Pak
e(y) =T"z™ = w* —limT"e(x;) = w* — lime(Tx;).

Tedy Tx; — y slabé. O

Véta 5.2.31 (Krein). Necht X je Banachiv a K = X je slabé kompaktni. Pak jsou mnoZiny bcoK a ¢oK slabé
kompaktni

Diikaz. Nejprve ukazeme pifpad bcoK. Uvazujeme operdtory r: X* — C(K) a i: span K — M(K) definované
jako

n

n n
r(z*) =2k, z*eX* a 2(2 cik; = Z CiOk; s 2 cik; € span K
i=1 i=1 i=1

(zde dy, znaci Dirakovu miru v bodé k € K). Jelikoz

beo K = {Zciki: Dlel <1ki,. ky eK,neN}
i=1 =1

plati i(bco K') < B(k)-

Vsimnéme si, ze r je slabé kompaktni. Vskutku, K je normové omezena mnozina v X, a tedy je diky w*-7,
spojitosti restrikce r mnozina r(Bxx) Tp-kompaktni a normové omezena v C(K). Diky V&té 5.2.27 je tak r(Bxx)
slab& kompaktni. Proto je r, a potazmo i dualni operator r’: M(K) — X** slab&é kompaktni.

K dokondeni dikazu staci ukazat, ze beo K je relativné slabé sekvencialné kompaktni (viz Véta 5.2.26). Necht
{x,} je dana posloupnost v beco K. Pak lze najit jeji podposloupnost {x,, } takovou, ze r/(i(x,, )) slabé konverguje
k ngjakému prvku v X**. Vzhledem k tomu, Ze € = 7’ 0 ¢ na span K, lezi 2** ve slabém uzavéru £(X), coz je opét
g(X). Tedy x** = ¢(z) pro n&jaké vhodné x € X. MnoZina bco K je tak relativné slabé kompaktni, a tedy je jej
uzavér slabé kompaktni (viz Véta 5.2.26).

O
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Kapitola 6

Funkcionalni analyza II. - priklady

6.1 Algebry
6.1.1 Priiklady a operace

Piiklad 6.1.1. Ukazte, ze kazda konecné rozmérna algebra je izomorfni s né&jakou algebrou matic.

Piiklad 6.1.2. UkaZte, Ze kazd4 dvourozmérné algebra je izomorfni bud s

{(g 2):@,1)6@} nebo s {(8 Z):a,be@}.

Pfiklad 6.1.3. Necht U = {A € C : 1 < |A| < 2}, A je generovana funkcemi 1,id na U a B funkcemi 1,id, %.
Najdéte A(A), A(B), 0a(id) a op(id).

Priklad 6.1.4. Necht A = {f € C(D) : f holomorfni na D}. Najdéte A 4.
Priklad 6.1.5. Ukaite, Ze £(Z) neni C*-algebra.

Priklad 6.1.6. Necht A = C!([0,1]) s bodovym nasobenim a normou | f| = | f]wx + | £/ |-
1. Ukazte, 7e A(A) = {e, : x € [0,1]}.
2. Ukazte, ze I = {f € A: f(0) = f’(0) = 0} je ideal v A.
3. Ukazte, Ze A je polojednoducha a A/I neni polojednoduché.

Piiklad 6.1.7. Ukazte, Ze ¢g je maximéalni ideal v ¢, ale neni to maximalni ideal v £*°.

Piiklad 6.1.8. Pro a € (0, 1] je prostor Lip, vich a-holderovskych funkei na [0, 1] s normou

171=1fl + sup () = F®)]

<s<t<1 |8 —t|*
Banachova algebra.

Priklad 6.1.9. Volterrova algebra L'[0, 1] s ndsobenim

(f*g)(t) = f f(t—s)g(s), telo1]

Piiklad 6.1.10. Je-li z idempotent, najdéte jeho spektrum a spoctéte rezolventni funkei.

Priklad 6.1.11. Necht p € [1,0). Pak A = {f € L'(R) : fe LP(R)} s normou

1A= 171+ 151
je Banachova algebra.
Piiklad 6.1.12. Necht x,y jsou idempotentni prvky v Banachové algebie. Pak z = y nebo ||xy — yz| > 1.

Priklad 6.1.13. Necht 1 < p < . Ukazte, Ze ¢P(I') s bodovym nésobenim je Banachova algebra, ktera nema
omezenou aproximativni jednotku, ale ma neomezenou aproximativni jednotku.

Priklad 6.1.14. Necht A je algebra s jednotkou a involuci, u € G(A) splituje u* = u. Pak x — u~'z*u je involuce.
Priklad 6.1.15. Necht A = L((*(N)) a T(x,,) = (0,21, 2,...). Ukazte, Ze o(TT*) # o(T*T).

Priklad 6.1.16. Necht X je lokalné kompaktni a A = Co(X). Ukazte, Ze o(f) = Rng(f) pro kazdou f € A pravé
tehdy, kdyz X neni o-kompaktni.
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6.1.2 Idealy a Gelfandova transformace

Priklad 6.1.17. Necht P je konefné-dimenzionéalni projekce na Hilbertové prostoru H. Pak K(H)P je uzavieny
levy modularni ideal v K(H).

Pfiklad 6.1.18. Najdéte minimélni uzaviené levé idedly v K(H) a maximalni modularni levé idedly v K(H).

Priklad 6.1.19. Necht X je lokalné kompaktni a E ¢ X kompakt. Pak Co(X)/I(E) = C(E) ve smyslu Banachovych
algeber.

Pfiklad 6.1.20. Necht A = C(X), kde X je kompaktni a f € A. Pak o4(f) = Rung(f).
Priklad 6.1.21. Necht A = Co(X), kde X je lokalné kompaktni a f € A. Pak 04(f) = Rng(f) u {0}.

Priklad 6.1.22. Necht A = ¢!(Z) s nasobenim pomoci konvoluce, B = {(x,) € A : 2,, = 0 pro n < 0}. Ukaite, 7e
oa(et) # op(eh).

Priklad 6.1.23. Necht A = L((*(Z)) a B = {(T € A : M je T invariantni}, kde M = {(z,) € (*(Z) : x, =
0 pro n < 0}. Necht T'(z,,) = (xn—1). Najdéte 04(T) a op(T).

Priklad 6.1.24. Necht A =Cy(X) apro Ec X, I(A) ={fe€ A: f =0na E}. Ukite, Ze
I(E) je uzavieny ideal,

E — I(E) je bijekce mezi neprazdnymi uzavienymi mnozinami v X a vlastnimi uzavienymi idealy v A,

I(E) je modularni pravé tehdy, kdyz F je kompaktni,

I(F) je maximaalni modularni pravé tehdy, kdyz FE je singleton.
Priklad 6.1.25. Uzavieny podprostor I = L'(G) je ideél pravé tehdy, kdy# I je transla¢né invariantni.

Priklad 6.1.26. Necht G je Z, R™ nebo T. Ukaizte, 7ze L'(G) je Banachova algebra s involuci f(x) — f(—x), ale
neni to C*-algebra.

Priklad 6.1.27. A(A) je linearné nezavisla mnozina.
Priklad 6.1.28. Najdéte A(A), je-li A = L(C?).
Priklad 6.1.29. Najdéte A(A), je-li A = L(H) a H je Hilbertiv.

Piiklad 6.1.30. UkaZte, ze C* ([0, 1]) s bodovym néasobenim je algebra, na které nelze zavést strukturu Banachovy
algebry.

Priklad 6.1.31. Najdéte A(A) pro LY(G).

Piiklad 6.1.32. Necht 1 < p < o0 a A = ¢P(N). Najdste maximalni modularni idealy v A a ukaZte, Ze existuje
maximalni idedl, ktery neni modularni.

Piiklad 6.1.33. Necht A je komutativni bez jednotky a M < A je maximalni ideal. Pak M je modulérni prave
tehdy, kdyz M je kodimenze 1 a neobsahuje A2.

Piiklad 6.1.34. Necht A je algebra celych funkei na C s normou | f| = sup{|f(z)| : z € T}. Pak A je netplna
normovand algebra s jednotkou obsahujici maximélni idealy nekonecné kodimenze.

Piiklad 6.1.35. Necht A je komutativni a I" je Gelfandova reprezentace. Pak I' je izomorfizmus préavé tehdy, kdyz
existuje ¢ > 0, Ze |2%|| = c||z|?, = € A.

Priklad 6.1.36. Necht A, B jsou komutativni a A @ B je jejich ¢*-suma. Identifikujte A(A @ B) s disjunktnim
sjednocenim A(A) a A(B).

Priklad 6.1.37. Necht A je komutativni s jednotkou a Iy, I jsou uzaviené netrivialni idealy spliwjici A = I @ L.
Pak A(A) neni souvisla.

Priklad 6.1.38. Ukazte, Ze zobrazeni 7 : L'(G) — L(L?*(Q)) je prosty s-homomorfizmus splijici || < 1, kde
w(f) =mp:9— fxg, feLY(G), ge L*(G).

Priklad 6.1.39. Ukaite, ze L'(G) je polojednoducha.

Priklad 6.1.40. Najdéte A(¢P(N)) a A(Lip,([0,1]))-

Priklad 6.1.41. Necht A = AC(T). Ukazte, ze A(A) = T a Ze funkce f € A rizna od 0 vSude na T spliiuje
1/f e A
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Piiklad 6.1.42. Necht’AA = Cp(X) pro tplné regularni prostor X. Pak A(A) = 8X a Gelfandova transformace je
rozsifeni f € Cp(X) na f e C(BX).
Piiklad 6.1.43. Je-li G kompaktni a a, 5 € G ruzné, pak SG afx)B(z) = 0.
Priklad 6.1.44. Necht A = L*([0,1]). Pak plati:
e Existuje pravdépodobnostni Radonova mira na A(A) tak, ze SI fdm = SA(A) fdu, feA.
e (V) >0 proV c A(A) otevienou neprazdnou.
e Je-li p: A(A) — C komplexni omezené, pak existuje f € A, Ze ¢ = f,u—s.v.
e Je-li V < A(A) oteviena, je V oteviena.
e Je-li E = A(A) borelovska je u(Int E) = u(E) = u(E).
e Jsou-li U,V < A(A) oteviené disjunktni, pak U n'V = .
e Je-li p e L®(u), pak existuje pravé jedna fe C(A(A)), ze p = fu—s.v.
e Zadny bod A(A) neni izolovany.
e Jsou-li F; c I méritelné, pak existuje £ c I méfitelna, ze
— FE; € E m-s.v. pro vSechny 1,
— spliwje-li F' tuto podminku, je E < F m-s.v.

6.2 Neomezené operatory

6.2.1 Priklady operatorid a jejich spektra
Priklad 6.2.1. Necht H = L%[0,1] a

D(Ty) = {f absolutné spojité : f' € H},
D(Tz) = D(T1) n {f : f(0) = f(1)},
D(T3) = D(T1) n {f : f(0) = f(1) = O}
Necht T, f =if’, f € D(T},) pron = 1,2,3.
Pak
e IT5cTy Ty,
o Tt =Ty, Tof =Ty, T =T,
e vSechny tfi operatory jsou uzaviené, T3 je symetricky, 77 neni symetricky,
o(Ty) = -, o(Ts) = {2kn : ke Z}, o(T5) = C.

Priklad 6.2.2. Nadéte husté definovany T tak, ze D(T*) = {0}.
Priklad 6.2.3. Necht D(T) = {f absolutné spojita na [0,1] : f' € L?([0,1]), f(0) = 0} aTf =if’. Pak o(T) = &.
Priklad 6.2.4. Rovnice f — f” = g ma pro kazdou g € L?([0, 1]) FeSeni spliiujici
e f’ absolutné spojita, f” € L2([0,1]),
o f(0)=f(1)=0,
o f(1)=f(0) =0,
e f(0) = f(1), f'(0) = f'(1).
Priklad 6.2.5. Ukazte, Ze slozeni uzavienych operatorti nemusi byt uzavieny operator.

Ptiklad 6.2.6. Necht T'je operétor, ktery lze uzavfit. Je-li {x,,} posloupnost v D(T') konvergujici k = asup,, [Tz, | <
oo, pak z € D(T).

Priklad 6.2.7. Necht f, f' € LP(R") a {h,} je aproximativni jednotka. Pak f * h,, — f ve WP pro p € [1, o).
Priklad 6.2.8. Necht H = L?([0,1]), g mé&Fitelnd na [0,1], D(T) = {f € H : gf € H} a Tf = gf. Pak T je

uzavieny.
Priklad 6.2.9. Necht H = L?(R), D(T) = {f absolutné spojita : f'€ H} a Tf = f'. Pak T je uzav¥eny.
Priklad 6.2.10. Z(R) je husté v W1P(R) pro p € [1,0).
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Piiklad 6.2.11. Necht H = L%(R), D(T) = {f absolutné spojita : f' € H} a Tf = if’. Necht D(S) = {f €
H: —xf(x) €e H} a Sf(z) = —xf(z). Necht F : H — H je Fourierova transformace. Pak F(D(T)) = D(S) a
FTf = SFf, f e D(T).

Piiklad 6.2.12. Necht f e L2(R), f' € L(R), pak F~1f € L}(R) a f € Co(R).

Priklad 6.2.13. Prozkoumejte nasledujici variantu piikladu (6.2.1), kde uvazujme operator T'f = if’ na L%([0, o0))
s ruznymi okrajovymi podminkami:

* f(0)=0,

o £(0) = limy . £(0),

o f(0) =lim; o f(¢) = 0.
Zjistéte, co s pfisluSnymi operatory provede Laplaceova transformace.

Piiklad 6.2.14. Necht T': H — H je samoadjungovany a U : H — H je unitarni. Pokud U(D(T)) = D(S) a
SU = UT, pak S je samoadjungovany.

Priklad 6.2.15. Necht H = L%([0,1]) a D(T) = {f € H : f’ absolutné spojita, f” € H, f(0) = f(1), f/(0) = (1)}
aTf = f" Najdséte RngT a T*.

Piiklad 6.2.16. Necht H = L?(R), D(T) = {f € H : f absolutné spojit4, f’ € H a absolutné spojita, f” € H},
D(S)={feH:22f(x)e H}, Tf = —f", Sf = (id)?f. Pak F(D(T)) = D(S) a FT = SF.

Piiklad 6.2.17. Necht H = L*([0,1]), D(T) = f e W22 : Tf = f” f(0) = f(1) =0} a Tf = f". Pak T* = T..

Priklad 6.2.18. Necht H = L?(X,pu), g : X — C p-méfitelnd a Tf = gf, kde D(T) = {f € H : Tf € H}. Pak
D(T) = H a T je uzavieny.

Priklad 6.2.19. Necht H = L2([0,1]), T'f = f', kde D(T) = 2(0,1). Pak Tf = f" a D(T) = W,%(0,1).

6.2.2 Cayleyova transformace a spektralni rozklad

Piiklad 6.2.20. Najdéte Cayleovu transformaci operatortt Ty a T3 z prikladu (6.2.1).
Priklad 6.2.21. Najdéte Cayleovu transformaci operatoru M, : f — ¢f pro ¢ reilnou.
Priklad 6.2.22. Najdéte Cayleovu transformaci operatoru derivace na R (piiklad (6.2.11).
Priklad 6.2.23. Najdéte Cayleovu transformaci symetrickych operatori z piikladu (6.2.13).

Piiklad 6.2.24. Necht H = L2 a V = M., pro funkci ¢ s hodnotami v T. Najdéte symetricky operator, jehoz je
V' Cayleyovou transformaci.

Priklad 6.2.25. Necht H = L%(—1,1), H; jsou funkce z H nesené (—1,0) a H jsou funkce nesené (0,1). Necht
V : Hy — Hs je definovan jako V f(z) = f(—=x). Najdéte symetricky operator, jehoz je V Cayleyovou transformaci.

Piiklad 6.2.26. Necht H = {f(2) = Yo, cn2™, |2| < 1} spliwjici | f|2 = D|en|? < 0. Pak H = ¢ pomoci
zobrazeni f — {c,}.

e Polozte Vf(z) = zf(z) a najdéte symetricky T spliwujici V = Ur. UkaZzte, ze Rng(T + i/_-H a kodimenze
Rng(T —iI) je 1.

e Polozte V f(z) = 2f(2?). Najdéte T tak, ze V = Ur a spoctéte indexy defektu 7.
Priklad 6.2.27. Ukazte, ze WH2(R) < Co(R).

Priklad 6.2.28. Necht H = L%([0,2n]), D(T) = {f € WH2(0,27) : f(0) = f(2m)} a Tf = if’. Necht K = (*(Z),
D(S) = {(an) € K : (na,) € K} a S(a,) = (na,). Necht F : H — K je Fourierova transformace, tj. rozvoj funkce
do Fourierovych koeficienti. Pak F(D(T)) = D(S) a FT = SF.

Priklad 6.2.29. Necht H = L?(R), D(T) = {f € H :idf € H} a Tf = (id)f. Pak T* = T a spektralni mira
Eaf = fxa, A c R borelovska spliiuje T = SU(T) iddE.

Priklad 6.2.30. Najdéte spektralni rozklad samoadjungovanych operatoriu z predchazejicich priklada.
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Kapitola 7

Nelinearni funkcionalni analyza

7.1 Diferencialni pocet v Banachovych prostorech

7.1.1 Gateauxova a Fréchetova derivace

Definice 7.1.1. Necht X,Y jsou normované linearni prostory, U < X oteviend mnozina, f: U — Y je zobrazeni
a x € U. Smérova derivace f v bodé z ve sméru h € X je definovana jako

() — i 12 10) = (@)

lim t : (7.1)

pokud limita existuje.

Pokud df(x;h) existuje pro kazdé h € X a zobrazeni L: X — Y definované jako L(h) = &f(x;h) je prvek
L(X,Y), fekneme, Ze f je gateauxovsky diferencovatelna v . V tomto pfipadé znac¢ime L = D f(z).

Pokud existuje D f(z) a limita (7.1) je stejnomérna vzhledem k h € Sy, Fekneme, Ze ma f v bodé = Fréchetovu
derivaci. Tu pak znac¢ime jako f'(x).

Poznamky 7.1.2. (a) Z definice plyne, Ze f'(z) existuje pravé tehdy, kdy7 existuje L € L(X,Y") spliiujici

| f@+h) = fle) = L] _
}1111% T =0. (7.2)

(b) Existuje-li f/(x), je f spojita v x.
(¢) Uvazujeme-li funkci

1, y=a%2>0,

f($’y>: { (Z‘,y)ERQ,

existuje D f(0,0), ale f je nespojita v (0,0).

0, jinak,

Ditkaz. (a) K dukazu ,, = “ uvazujme L = f’(z). Necht € > 0 je dano. Nalezneme ¢ > 0 takové, Ze pro [¢{| < a

h € Sx plati
‘f(fﬂﬂh)—f(fv)
t

Necht u € 6Ux. Pak u = tv, kde v € Sx a |t| < J. Pak ale mame

|f(@+u) = flz) = Lu| _ |If(z+tv) = f(x) = L{tv)| Hf($+ﬁv)—f(ﬂf)
[ t| t

— Lh' <e.

—Lv

<eE.

,=" Mame-li L € L(X,Y) spliwjici (7.2), pro kazdé h € X plati
lim flz+th)— f(z) — lim f(z +th) — f(x) — L(th) + L(th) — lim f(xz+th)— f(z)— L(h)
t—0 t t—0 t t—0 t

Tedy L(h) = Df(x).

Necht nyni € > 0 je dano. Nalezneme ¢ > 0 takové, Ze

il ’ '

+ L(R) = L(h).

Necht |t| < 6 a h € Sx. Pak

‘f(x +th) = flz) Lh‘ _ Hf(af +th) — f(x) — L(th) ‘ _ Ifl@+th) — fz) - Lth)| _ _
t t [th]
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(b) Zjevné pro L = f'(z) plati

|f(z+h) = f(z) = Lh + Lh|
A

‘Hf( z+h) — f(x) — Lh|
7]

lim [ f(z + h) — f(z)] = lim [[A]

< lim A + lim [[A[ | L]
h—0 h—0
= 0.
(¢) Pro tuto f mame Df(0,0) = 0, ale f zfejmé& neni spojita v (0,0). O

Véta 7.1.3. Necht X,Y, Z jsou normované linedrni prostory, U < X a'V 'Y jsou oteviené mnoziny. Necht ddle
gU)cVaf: V-2

(a) Je-li g fréchetovsky diferencovatelné v a € U a f je fréchetovsky diferencovatelné v g(a), pak fog: U — Z je
fréchetovsky diferencovatelné v a a plati

(fog)(a) = f'(g(a)) o g'(a).
(b) Je-li f je fréchetovsky diferencovatelné v g(a), he€ X a dg(a;h) existuje, pak
3(f o g)(a;h) = f'(g(a))dg(a; h).

(c) Je-li g gateauxovsky diferencovatelné v a € U a f je fréchetovsky diferencovatelné v g(a), pak fog: U — Z je
gateauzovsky diferencovatelné v a a plati

D(f o g)(a) = f'(g(a)) © Dg(a).

(d) Je-li g gateauzovsky diferencovatelné va € U a [ je lipschitzovské a gateauxovsky diferencovatelné v g(a), pak
fog: U— Z je gateauzovsky diferencovatelné v a a plati

D(f o g)(a) = Df(g(a)) o Dg(a).
Diikaz. (a) Polozme b = g(a) a
w(h) = g(a+h) —g(a) = ¢'(a)(h), n(k) = fb+k)— f(b)— fb)(k).

Tato zobrazeni jsou definovina na né&jakych vhodnych okoli 0. Necht € € (0,1) je libovolné. Pak existuje A > 0
takové, ze plati
lw(P)| <elhl, [nE)] <el&l,

kdykoliv h € AUx a k € AUy. Polozme § = A (1 + |¢'(a)|))”". Pak pro h € 6Ux plati
lg'(a)(h) + w(B)| < (l¢'(@)] +e) In] < A
Proto

|f(g(a+h) = f(g(a)) = f (g(a) [¢'(@)(R)]| = | f (b+ )+ w(h)) — f(b) = f'(b) [¢'(a)(R)]]
= | (®)(w +n( "(a)(h) + w(h))]
(

N

l#®)]e HhH + e (lg' @] 1] +<n])
< (7@ +lg'@] + 1) eln

a dikaz je hotov.
(b) Je-li h e X déano, definujme ¢(t) = g(a + th), t € R. Pak ¢/'(0) = dg(a; h), pfitemz

¢'(0)(t) = tég(a;h), teR.

Dle (a) plati

5( 0 g)(a: h) = lim flgla+th) — f(g(a)) _ . (Foe)t) = (fop)(0)
t—0 t t—0 t
= (fo9)(0) = f'(b)dg(a; h).-
(c) Zjevne plati L = f'(b) o Dg(a) € L(X, Z). Dle (b) vSak plati L = §(f o g)(a; h) pro kazdé h e X.
(d) Necht f je L-lipschitzovska. Necht h € X je dano. Pro ¢t € R\{0} spliwjici a + th e U a b+ tDg(a)(h) e V
pak plati
1 1
t

7 (Flgla +th)) = f(g(a))) = 5 (fg(a+th)) — f(g(a) + tDg(a)h)) + % (f (g(a) + tDg(a)(h)) — f(g(a))).-
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Druhy ¢len konverguje k vyrazu D f(b)(Dg(h)), zatimco prvni ¢len diky lipschitzovskosti konverguje k 0, nebot

4 Ulata-+ 1) = 7 (o@) + tDg(@)] < L1 (oo + ) ~ o(0) ~ tDg(a)00)].

Priklad 7.1.4. Uvazujme funkce g: R — R?, g(z) = (v,2%), a f: R? > R,

0, # 22,
f(x,y)—{ V7T (n,y) e R

'r) y:':l:7

Pak D(0,0) = 0, ¢'(0) = (1,0) a D(f  g)(0) = L.

Lemma 7.1.5 (O stfedni hodnot&). Necht X,Y jsou normované linedrni prostory a f: X — Y je diferencovatelné
v kaZdém bodé isecky spojujict body a,b e X ve sméru b — a. Pak

[£(6) = f@)] < sup [6f(a+t(b—a)b—a)
te[0,1]

1£(b) = fa) =6 f(a;b—a)| < e [0f(a+t(b—a);b—a)—=5f(a;b—a)l.

Diikaz. Pro a,b € X polozme h = b — a. Definujeme ¢(¢t) = f(a + th), t € [0,1]. Necht y* € Sy« spliuje
1f(0) = f(a)| = y*(f(b) — f(a)). Pak

(y* 0g)'(t) =y*(0f(a+th;h)), te[0,1].

Existuje tak ¢ € (0,1) splijici (y* o g)(1) — (y* 0 9)(0) = (y* 0 g)'(§). Dostavame tak

[£(0) = F@)] = y*(9(1) = 9(0)) = (y* 2 9)"(€) < [y* | [ (a+Eh)(R)[|h] < sup [6f(a+t(b—a);b—a)l.

te[0,1]
V druhém piipadé uvazujme

9(t) = y*(f(a+th) —tdf(a;h)), te[0,1],

kde y* € Sy« spliiuje
I£(b) = fa) = df(a;b—a)| = y*(f(b) — f(a) — 0f(asb— a)).

Pak mame £ € (0,1) jako vySe, a dostavame

[£(b) = f(a) = 6 f(a;b—a)| = g(1) = g(0) = ¢'(§) = y*(6f(a+Ehsh) —df(ash)) < sup [6f(a+th;h) —df(a;h)].

te[0,1]
O

Véta 7.1.6. Necht X,Y jsou Banachovy prostory, a € X a f je zobrazeni majici spojitou Gateauzovu derivaci v
a. Pak existuje f'(a).

Diikaz. Dukaz plyne z odhadu

[f(a+h) = fla) =6 f(a; )| < it [0f(a+th);h) —6f(a; h)| = it |Df(a+th)h = Df(a)(h)]

< sup [Df(a+th) = Df(a)| |A]-
te[0,1]

7.1.2 Véta o inverznim zobrazeni a implicitnich funkcich

Definice 7.1.7. Necht f: X x Y — Z, kde X,Y,Z jsou normované linearni prostory a (zo,y9) € X x Y. Po-
kud zobrazeni x — f(x,y0) mé derivaci (Fréchetovu nebo Gateauxovu) v bodé zg, znacime ji f.(xo,y0) (nebo

D fa(xo,%0))-

Poznamka 7.1.8. Pokud v situaci Definice 7.1.7 existuje f'(zo,yo), existuji i ob& parcialni derivace a plati

f'(xo,y0)(h, k) = fr(zo,y0)h + f,(z0,y0)k, (h,k) € X x Y.
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Dikaz. Je-li L = f'(xo,y0), oznafme L, € L(X,Z) jako L,yh = L(h,0). Pak pro funkci ¢(x) = f(x,y0) a vektor
h € X plati

p(xo + h) —p(xo) = Lah = f ((z0,90) + (h,0)) = f(z0,50) — L(h,0) = o ([ (h, 0)]).

Tedy L, = ¢'(x0).
Podobné plati L, = 9¥'(yo), kde L,k = L(0,k) a ¥(y) = f(zo,y). Tedy

L(h,k) = L(h,0) + L(0,k) = Lyh + Lyk = f.(x0,y0)h + f;(xo,yo)k, (h,k)e X x Y.

Lemma 7.1.9. Necht X je Banachiv.
(a) Pokud f: X — X je kontrakce, je I — f homeomorfizmus X na X.
(b) Pokud f: B(0,6) — X spliiuje |f(z) — f(5)] < b1z — yl pro nejake k€ [0,1) a | F(0)] < 5(1— k), pak I +
md jednoznacny kofen lezici v U(0,0). Navic,
U0, p) = (I +f)(U(0,0)),
kde p = (1= k)0 — [ f(0)].

Diikaz. (a) Pro dané y € X si pov8imneme, Zze z — f(z) +y je kontrakce. Tedy existuje pravé jedno x € X spliujici
x = f(x) +y. To ale znamen4, Ze zobrazeni g = I — f je prosté a na. Navic ode¢tenim vztahii

z; = f(zi) +yi, i=12,

dostavame

|1 — 22| < [f(z1) = f(@2)| + |y — 2l < klz—1— 2] + [y1 — v2] -
Tedy

lg™ (1) =97 (w2)| = lzr — 22| < (X = k)" g1 — w2,
a ¢! je tak spojité zobrazeni.
(b) Jelikoz

—IF O+ I=f@) < [f0) = f(@)] < k|0 -z = k||, =€ B(0,9),

plati
|=f(@)| < k|| + |f(O)] < ké+[fO0)] <6, xeB0,5).

Tedy —f: B(0,0) — B(0,9) je kontrakce, a tedy mé pravé jeden pevny bod z, tj. = spliiuje x = —f(z). Tedy
zobrazeni I + f ma préavé jeden koten, ktery spliiuje

|zl = [—f(z)| <o
Necht nyni y € U(0, p) je ddno. PoloZime g(x) = y — f(x), € B(0, ). Pak pro « € B(0, ) plati
lg@)| < p+=f@)| < p+Elzl+ (O <p+kd+[f0)] =0

Tedy g je kontrakce na B(0,6), a tudiz mé pravé jeden pevny bod x € B(0,d), ktery tak spliuje x = y — f(x).
Jelikoz ||z]| = ||g(x)| < 0, zobrazeni I + f spliwje U(0, p) = (I + f)(U(0,4)). O

Véta 7.1.10 (O implicitnich funkcich - verze 1). Necht X,Y, Z jsou Banachovy prostory, U — X oteviend mnoZina
obsahujici xy a V < Y oteviend mnozZina obsahujici yg. Necht F: U — V — Z je spojité a spojité diferencovatelné
vzhledem k y. Necht F'(xo,y0) =0 a Fp, (20,y0) je izomorfizmus Y na Z.

Pak existuji koule B(xg,7) < U a B(yo,d) < V takové, Ze pro kazdé x € U(xg,r) existuje prdavé jedno f(x) €
U(yo,0) splitujict F(x, f(x)) =0, x € U(xzg,r). Toto zobrazeni je navic spojité.

Diikaz. Bez tjmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze zo = 0 a yg = 0. Necht L = F ;,yy(07 0) a I znad&i identicky
zobrazeni na Y. Mame
F(z,y) =0y + (L_lF(x, y) — y) =0. (7.3)

Pro pevné x dostate¢né blizké z tak uvazujme zobrazeni S(z,-) = L= F(z, ) — I.
Jelikoz
Spy(0,0) =L o L—1=0

a Sp, je spojité zobrazeni, existuje k € (0,1) a 6 > 0 takové, ze HS’%y(m,y)H < kna B(0,6) x B(0,0) cU xV.Z
Lemmatu 7.1.5 pak plyne odhad

HS(xayl) - S(xayQ)H <k Hyl - yQH ) ($,y1) € B(076) X B(O,(S),’L = 172
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Jelikoz S(0,0) = 0 a S(-,0) je spojité, existuje r € (0,0) takové, ze
[S(z,0)| <d6(1—k), =€ B(0,r).
Pro kazdé x € B(0,r) nyni aplikujeme Lemma 7.1.9(b) pro zobrazeni S(z,-): B(0,0) — Y a dostaneme tak
jediny koten f(x) € U(0,¢) funkce I + S(z,-). Dle (7.3) pak rovnost f(z)+ S(z, f(z)) = 0 znamend F(zx, f(x)) = 0.

Jelikoz 0 + S(0,0) = 0, plati diky jednozna¢nosti f(0) = 0.
Spojitost f pak plyne z nésledujiciho odhadu. Pokud

0 = f(z1) + S(z1, f(21)) = f(22) + S(2, f(22)),
pak

If(@1) = fa2)| = [S(@1, f (1)) = S22, f(@2)| < S0, f(21)) = S(2a, f(@2)) | + |5 (1, f(22)) — S(wa, f(22))]
< k| f(z1) = f@2) ]| + |5 (2r, f(2)) — S22, f(22))]
implikuje odhad
[f(z1) = fla2)] < (1= k)7H|S(x, flx2)) = S(az, f(22))] -

Pokud vsak z; — x5, prava strana konverguje k 0. Tim je spojitost f dokézéna. O

Véta 7.1.11. Necht X,Y jsou Banachovy prostory, Uy je oteviené okoli xg, G: Uy — Y je spojité diferencovatelné
a splivuje (G (x0)) " existuge.

Pak exzistuje okoli U 3 x¢ v Uy takové, Ze G|y je homeomorfismus na okoli G(U) 3 G(xg). Ddle existuje okoli
V < U bodu zq takové, ze (Gly)~" e CHG(V)) a plati

_1\/ —1
(Glg") (G(2)) = (G'(x)) .

Dale, G|51 je tak diferencovatelné jako je diferencovatelné G.
Dikaz. Pouzijeme Vétu 7.1.10 pro zobrazeni F': X xY — Y definované jako F(x,y) = G(x)—y, pFicemZ prohodime
role z a y. Existuji tak okoli W = U(yo,r) a B(xo,d) < U spolu s jednoznaénym zobrazenim f: W — U(xg, ),
které spliiuje f(yo) = zo a F(f(y),y) =0, tj. Gfy = y na W. Pak je funkce g = G|y(z,,5) Prostd a zjevné spojita.
Nyni staéi polozit U = f(W) = g~ 1(W).

Ukazeme nyni diferencovatelnost f na jistém okoli Wy 3 yg. JelikoZ je f spojité a G'(f(yo)) je izomorfizmus, je
izomorfizmus i G'(f(y)) pro kazdé y z vhodného okoli Wy 3 yo. Fixujme y € Wy a polozme L = G’ f(y)~!. Oznaéme

x=f(y) aT = f(y+h). Pak

[f(y+h) = f(y) = LA < |L| |G'(f () (f(y + h) = f(y)) = k| = [L] |G'(2)(@ — 2) — (G(@) — G(2))].
Necht ¢ € (0, |L]| ") je dano. Nalezneme A > 0 pro definice G’(x) a necht & > 0 je takové, ze | f(y + h) — f(y)| < A
pro h € U(0,6). Pak

If(y +h) = fy) = Lh| < [L]e |7 =z = [L]e|f(y + h) = F()] - (7.4)
Specialné tak mame
£y +R) = F@) = ILI [P < ILl e[ f(y +h) = FW,
tj.
(A= ILle) [f(y +h) = fl <L [A].
Dosazenim do (7.4)
Iy +h) = fly) = Lh] < (1= || &) " [L|*e|R], heU(0,d),

coz znamené diferencovatelnost f v bodé y.
Zderivujeme-li nyni rovnici G fy = y, dostaneme

f'ly) =G"(fly)
Ze spojitosti funkef na pravé strané pak plyne spojitost derivace y — f'(y).

Ohledné derivace vyssich fada postupujeme indukci. O
Véta 7.1.12 (O implicitnich funkcich - verze 2). Ve Veéte 7.1.10 dedi funkce f na néjakém okoli U(xg,r) hladkost
po F.

Diikaz. Necht L = F)(x0,10), Xo = X xY a G: U x V — X je definované jako G(x,y) = (z, L™'F(x,y)). Je-li
FeC™UxV),jei GeC™U x V). Navic je G'(x, yo) izomorfizmus na Xy, nebot
GI(an yO)(hv k) = (h7 L_lFa/:(l.Oa yO)h + k)7 (hv k) € X0~

Necht f: U(zq,7) — U(yo,d) je implicitni funkce z Véty 7.1.10 a necht W 3 (zq,y0) je takové, ze G|' je v C™.
JelikoZ pro = € U(xg,r) plati (x, L= F(x,y)) = (z,0) pravé tehdy, kdyz y = f(z), mame G~!(z,0) = (=, f()). Z
diferencovatelnosti G pak plyne diferencovatelnost f. O
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7.1.3 Volné a vazané extrémy

Véta 7.1.13. Necht U < X je oteviend podmnozina Banachova prostoru X a f: U — R md v bod€ a € U lokdlni

extrém. Pokud pro h € X existuje %(a), pak je nulovd.

Diikaz. Funkce ¢(t) = f(a + th), t € R, nabyva v bodé 0 lokalniho extrému. Tedy 0 = ¢’(0) = %(a). O

Definice 7.1.14. Necht X,Y jsou normované linearni prostory a f: X — Y. Pro a, h,k € X polozme ¢: R? - Y
jako ¢(t,s) = f(a +th + sk), (t,s) € R2. Pak je

op _of
ot (09) = gylatsk)
zobrazeni z R do Y. PoloZzme
2iank) = - (20.9))
a,n, - (‘}S 815 ;S s=0;

pokud tato limita existuje. Tento objekt se nazyvéa druha smérova derivace f ve smérech h a k.
Pokud je zobrazeni

(h,k) — 6*f(a, b, k), (hk)e X
spojité bilinearni zobrazeni, nazyva se 62(f,-, ) druha Gateauxova derivace.

Poznamka 7.1.15. Pokud fR" — R, h =¢; a k = ¢j, pak

62f(a7€iaej) = a2f

B ﬁxjﬁxl “

Diikaz. Jelikoz ¢(t,s) = f(a + te; + se;) a

%9 (0. ) — ey 9 4
E(O’S> =0f(a+ sej,e;) = P (a + sej),
mame 62f
2 . ) = —
0°f(a,e;,e;) 3z;0m a).

O

Véta 7.1.16 (Taylorovy formule). Necht X je normovany linedrni prostor, Y je Banachiwv, f: X - Y, a,h e X
al={a+th:te][0,1]}.

(a) Je-li zobrazeni x — 6 f(x,h) spojité na I, plati
1
fla+h)— f(a) = J df(a+th,h)dt.
0

(b) Necht je x +— 6% f(x, h, h) spojité na I. Pak
1

fla+h) = f(a)+6f(a,h) + JO (1 —t)6*f(a +th,h,h)dt.

Diikaz. (a) Necht y* € Y* je libovolné a g(t) = y*(f(a +th)), t € [0,1]. Pak ¢'(t) = y*(6f(a + th, h). Tedy
1
(e ) = @) = o) =9(0) = | o(0)dt =" (5 (a-+ tho)ar).

Jelikoz je y* libovolné, je dikaz hotov.
(b) Polozme
g(t) =1 —=t)6f(a+th,h), te]0,1].

Pak z definice druhé derivace plyne rovnost
g )= —6f(a+th,h) + (1 —t)0°f(a+th,h,h), te]0,1]. (7.5)

(Vskutku, pro tg € [0, 1] plati

6% f(a+toh, h,h) = aa (0f(a+toh + sh,h)),_, = % (0f(a@+th,h)),_y, -)

S
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JelikoZ jsou oba ¢leny na pravé strané (7.5) spojité, muZeme psat (viz dikaz (a))
1 1 1
g(1) — g(0) = J gt = —J 0f(a+ th,h)dt + J (1 —t)6*f(a +th,h, h)dt.
0 0 0
Z prvniho tvrzeni pak plyne
1
—6f(ah) = —f(a+h) + f(a) + f (1— 10 f(a+ th, b, h) d,

0

¢imz je dikaz hotov. O
Definice 7.1.17. Pokud d0f(a,h) = 0 pro kazdé h € X, nazyva se a kriticky bod f.

Véta 7.1.18 (Lagrangeova nutnd podminka). Necht X je normovany linedrni prostor a f: X > R mdva e X
lokdlni minimum. Poku pro h € X existuje 5°f(a, h,h), plati 6> f(a,h,h) = 0.

Diikaz. Polozme g(t) = f(a + th), t € R. Pak ¢”(0) = §?f(a,h,h) a aplikaci nutné podminky pro realné funkce
realné proménné ditkaz zakoncéime. O

Véta 7.1.19 (Lagrangeova postacujici podminka). Necht a € X je kriticky bod f: X — R a nechl existuje okoli
U > a takové, Ze x — 8% f(a,-,-) je spojité. Pokud existuje o > 0 takové, Ze

82f(a,h,h) = a||h|*, heX,
md f v a striktni lokdlni minimum.

Diikaz. Muizeme piedpokladat, ze U je konvexni. Zvolime takové § > 0, Ze pro |h| < § a t € [0, 1] plati
162 F(a+ th ) — 8 (a, )| <

Pak pro takova h € X mame diky Vété 7.1.16 odhad
1

fla+h)— f(a) = J.l(l —1)82f(a + th,h,h)dt = f (1—1t) (6°f(a,h,h) — [6°f(a+ th,h,h) — 6 f(a,h, h)]) dt

0 0

1
> f (1—1t) (a— |6 f(a+th,h,h) — &°f(a,h, h)|) |h|? dt >0
0

O

Véta 7.1.20. Necht f je konvexni funkciondl na oteviené konvexni mnoziné A < X a necht x € A je kritickym
bodem f. Pak f nabyvd v x svého minima.

Diikaz. Bez tjmy na obecnosti 1ze pfedpokladat, ze x = 0 a f(0) = 0. Necht existuje z € A takovy, ze f(z) = m < 0.
Pak

Fltz+ (1 —1)0) < tf(2) + (1 — ) £(0) = tm

implikuje )
T (f(t2) = f(0) <m, te(0,1).
Tedy
0f(0,2) <m <0,
spor. O

Véta 7.1.21 (Lagrangeovy multiplikatory). Necht f: X — R, ®: X — R" jsou tiidy C' na okoli bodu a € X a
necht {®}(a): i = 1,...,n} jsou linedrné nezdvislé. Pokud md f v a lokdlni extrém vzhledem k mnoZiné M = {z €

X: ®(x) =0, pak f'(a) € span{®}(a),..., P (a)}.
Diikaz. Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, Zze a = 0. Oznaéme Y = [);_, Ker ®}(0). Staci dokazat, ze Y <
Ker f'(0). Vezméme uy,...,u, € X takové, ze ®;(0)u; = d;5, 4,5 = 1,...,n. Polozme Z = span{uy,...,u,} a necht
G:Y x Z — R" je definovano jako

Gly,2) =@y +2), (y,2)eY xZ

Pak



aproh =37 hju; € Z méme
G%(0,0)(h) = ®'(0,0)(0,h) = {®}(0,0)(0,h)}_ | = {hi}i,.

Tedy jsou splnény piedpoklady Véty 7.1.12, takze existuje okoli U 30vY aV 30 v Z spolus C!-funkci ¢: U — V,
ktera spliuje G(y, ¢(y)) =0, y € U, a $(0) = 0.
Pak pro y € Y = Ker ®’(a) plati

0= 02(0)(y) = fim 5 (®(1y)) = Iy 7 (G((0,0) +1(4,0) ~ G(0,0)),

t—0 t t—0

a tedy
G4 (0,0) = 0.

Derivovanim rovnice G(y, ¢(y)) = 0 dostaneme
CTwY (07 0) + GIZ(Ov O)él(o) =0,

coz v kombinaci s predeslym dava
¢'(0) = (G%(0,0))7'G4(0,0) = 0.

Funkcional F': Y — R definovany jako
Fly) = fly+6y), yeY,
mé v 0 lokdln{ extrém, a tedy pro kazdé y € Y plati
0=F(0)y = f'(a)o(I+¢(0))(y) = f(a)y.
Tedy Y < Ker f'(a) a diikaz je hotov. O

7.2 Némyckého operator

Véta 7.2.1. Necht G < R” je lebesgueovsky méritelnd mnozina a f: G x R — R splniuje Cartheddorovy podminky:
(i) f(-,7): G x R je méfitelnd pro kaZdé r € R,

(i) f(z,-): R x R je spojitd pro skoro vSechna z € G.

Necht1 < p,q <0 a ke L1QG) spliiugi

|f(x,r)| < c|r|§ + k(x), skoro vSechna x € G,r € R.

Pak je operdtor
F(u)(z) = f(z,u(z)), zeGuell(G),

dobre definovany a jednd se o spojity, omezeny operdtor z LP(G) do LI(QG).
Drikaz. Ukazme nejprve, Ze F' zobrazeuje méfitelné funkce na méritelné funkce. Je-li u jednoducha funkce, feknémé

w= ", ¢xa,, kde {4;}7; je déleni G, pak

P)(@) = [, Y] eia, (@) = 3 1 cixa, (2)

je méfitelna. JelikoZ je kazda méfitelna funkce u bodovou limitou jednoduchych funkei {u,,}, z podminky (ii) méame
flz,un(z)) = f(x,u(x)), pro skoro viechna z € G.

Omezenost operatoru F' plyne nyni z odhadu

1P < efuf]|+ 1kl = cluldy + 1kl

L
Necht nyni u, — u v LP a [F(u,) — F(u)| . =7 > 0. Bez Gjmy na obecnosti pfedpokladejme, Ze |u, —u, <
27" a u, — u skoro viude. Pak je M = |u| + >, |u, —u| v LP(G) a pFitom

| < |tn —u| + |u| < M, neN.

Dale plati i .
[F(un) ()] < clun ()7 + k(z) < c(M(z))7 + k(x) € LY(G), neN,

a F(u,) — F(u) bodové skoro viude. Z Lebesgueovy véty tak plyne |F(u,) — F(u)| ., — 0, spor. O
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Véta 7.2.2. Necht f: G x RY — R spliiuge

(i) f(-,7): G x R je méfitelnd pro kaZdé r € R,

(i) f(z,-): R x R je spojitd pro skoro vSechna z € G.
Necht1 < p,q < o a ke LYG) spliiugi

N
|f(z,7)] <c Z |7‘j|§ + k(x), skoro viechna x € G,r € R.
j=1

Pak je operdtor
F(u)(z) = f(z,ui(2),...,un(z), z€q,(ul,...,un)e (LP(Q)Y,

dobie definovany a jednd se o spojity, omezeny operdtor z (LP(G))N do L(G).

7.3 Euler-Lagrangeova rovnice
Definice 7.3.1. UvaZzujme nasledujici ilohu. Necht

A= {ueC([a,b]): u(a) = uy,u(d) = us}

b
F = | f(e.u@) (@) ds, ue A
a
kde f: [a,b] x R? — R ma spojité druhé parcialni derivace. Hledame extrémy funkcionalu F na A.
Véta 7.3.2. Necht u je extrém F na A. Pak je funkce
T — 83f(1‘,u(1’),u/(I))

spojité diferencovatelnd na [a,b] a spliiuje rovnici

- dii" [05f(z,u(z),u'(z))] =0, € [a,b].

Diikaz. Pak pro w € 9((a,b)) plati, ze piimka {ug + tw: t € R} < A a plati

an(xv u(x)a ul(x))

b
OF (u,w) = lim %(F(u +tw) — F(u) =lim [ = (f(z,u(z) + tw(z), v (z) + tw'(z)) — f(z,u(z), ' (z)) dz.

t—0 a

Polozme
o(t,x) = f(z,u(z) + tw(x), ' (z) + tw'(z)), teR,ze€a,b].
Pak .
5F (u,w) = lim Lot 2) — 0(0,2)) da.
Ukazme, Ze pro x € [a, b] plati
lim %(%’(taﬂf) —¢(0,2)) = ¢'(0,2) = o2 f (w, u(z), v (x))w(x) + O3 f (x, u(x), u'(x))w' ().

Vskutku, pro ¢ # 0 existuje ¢; mezi 0 a t takové, ze

1

E(cp(t, 2)—(0,2)) = ¢ (ct, x) = dof (v, u(x)+cpw(x), v (x)+ciw’ (2))w(z)+03 f (2, u(z) +cw(z), ' (z)+cpw’ (z))w' ().
Pak

%(@(t, ) = (0,2)) = ¢'(0,2)| < |02f (2, u(x) + cow(z), v (z) + e’ (2)) = Oof (z, u(@), v/ ()] [w ()]

+ |03 f (2, u(x) + cow (@), () + cow' (x)) = 03 f (2, u(x),u' (2))] [w'(2)|,
coz jsou vyrazy konvergujici pro ¢ — 0 k nule. Dale dle predpokladi je prava strana odhadnuta konstantou pro
x € [a,b], a tedy z Lebesgueovy véty plyne
b

OF (u, w) = J (02f (2, u(z), o/ (2))w(x) + O3 f (2, u(x), w' (z))w'(z)) da.

a
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Jelikoz 0 = 0F (u,w), integraci per partes obdrzime
b
0= f (O2f (z, u(x), v/ (z))w(z) + 03 f (z, u(z), v (z)w'(z)) dx
b
_ f [83f(x u(z J Oa f(t, u(t), o' (1)) dt | v (z) da.

a
Distributivni derivace vyrazu v hranatych zavorkach je tedy 0, a proto je roven konstanté. Existuje tak ¢ € R
spliwujici

O3 f(z, u(z J(?thu u'(t)dt =c, z€]a,b].

Proto je funkee x — 03 f(z, u(x), u'(z)) spojité diferencovatelna a spliiuje pozadovanou rovnici. O

Véta 7.3.3. Necht u je extrém F na A a necht xg € (a,b) spliiuje
033 f (w0, u(z0),u' (20)) # 0.

Pak existuje § > 0 takové, Ze u € C*(xg — 6,19 + 6).

Diikaz. Polozme
oz, z) = d5f(z,u(z J Oa(t,u(t),u' (t))dt — ¢, (x,2)€[a,b] xR

kde ¢ je konstanta z predchoziho dikazu. Dle Véty o implicitnich funkcich existuji ;1,02 > 0 takové, Ze pro kazdé
x € (xg — 01,0 + 01) existuje pravé jedno z(z) € (u'(xg) — d2,u'(zg) + d2) takové, ze p(x,z(z)) = 0. Navic je
z € CY(wo — 81,0 + 81). Ze spojitosti u’ a jednoznacnosti z pak plyne existence € (0, 1) takového, Ze u/(z) = z(x)
pro x € (xg — d, 29 + 9).

O

7.4 Primé metody varia¢niho poctu
Definice 7.4.1. Zobrazeni f: X — R u {0} je koercivni vhledem k A < X, pokud limge 4, || —o0 f(7) = 0.

Véta 7.4.2. Necht X je reflexivni Banachiv prostor a A € X. Necht ddle plati ndsledujici podminky.

(i) Existuje xo € A, Ze f(xo) < 0.

(i) MnoZina A je slabé uzavrend (naptiklad uzaviend a konvezni).
(iii) Zobrazeni f je koercivni vzhledem k A.
(iv) Zobrazeni f je slabé sekvencidlné zdola polopspojité na A.
Pak existuje x € A, Ze f(x) = min{f(y): y € A}.
Diikaz. Vezméme {z,} v A, ze

f(an) — inf{f(y): y € A}.

Z koercivity plyne, Ze {x,} je omezeni, tj. lezi v néjaké kouli B(0,r). Ze slabé kompaktnosti mnoziny A n B(0, )
plyne existence podposloupnosti {x,, } slabé konvergujici k n&jakému x € A. Diky (iv) pak plati

f(w) < liminf f(zn,) = 0f{f(y): y € A}
O

Lemma 7.4.3. Necht X je topologickyj prostor a f: X — R je funkce. Pak f je sekvencidlné zdola polospojitd prdvé
tehdy, kdyz nadgraf

M={(z,t) e X xR: t = f(2)}
je sekvencidlné uzavieny v X x R.

Diikaz. = Necht je f sekvencialng zdola polospojité a (z,,t,) — (z,t), kde (x,,t,) jsou prvky M. Pak
f(z) < liminf f(x,) < liminft, =t,
n—0o0

n—0oo0
a tedy (z,t) € M.
<= Necht existuje posloupnost z, — z spliujici f(z) > a > b > liminf f(z,). Bez tjmy na obecnosti lze
predpokladat, ze f(x,) < b pro vSechna n € N. Pak ale (z,,,b) € M a konverguji k (z,b) ¢ M, a tedy M nent
sekvencialné uzaviena.
O
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Véta 7.4.4. Necht X je Banachiv prostor a f: X — R je konvexni a sekvencidlné zdola polospojity. Pak je slabé
sekvencidlné zdola polospojity.

Diikaz. Jelikoz je f konvexni, je i jeho nadgraf M téz konvexni. Dle lemmatu je M konvexni, uzaviena mnozina v
X xR, a tedy je slabé uzaviena v X x R. Specidlné je slabé sekvencialné uzaviena, a tedy je f slabé sekvencialné
zdola polospojity. O

Véta 7.4.5. Necht X je Banachiw prostor, A < X a f: A — R. Necht 7 znaét ||-||, w nebo w*-topologii. Necht
jsou splnény ndsledujici podminky.

(i) Kazdd shora f-omezend podmnoZina A je sekvencidlné tau-prekompakini v A.

(i) Funkciondl [ je sekvencidlné T-zdola polospojity na A.

Pak f nabgvd na A svého minima.

Diikaz. Necht je {z,} minimizujici posloupnost v A. Pak je P = {x,,: n € N} shora f-omezena, a tedy lze z {z,}
vybrat 7-konvergentni podposloupnost konvergujici k x € A. Pak ale

f(z) <liminf f(z,) = inf{f(y): y € A}.

7.5 Klasické tlohy varia¢iho poctu

7.6 Stupen zobrazeni v R"
Véta 7.6.1 (Sard). Necht G < R? je oteviend, omezend a f: G — R je CH(G,RY). Pak pro mnoZinu Z = {x €
G: Jf(z) =0} plati | f(Z)| = 0.
Diikaz. Bez tjmy na obecnosti predpoklddejme, Ze G je krychle o hrang [ > 0. Necht M > 0 je takové, Ze
[f(@) = fW)l < Mz —y|, 2,y € G, a |f'(z)| < M, z € G. Polozme

Toy = f(x) + f'(2)(y — x).

Necht e > 0 je dano. Diky vété o stfedni hodnoté lze zvolit 6 > 0 takové, Ze pro |z — y| < d plati || f(y) — f(z) — f/(2)(y — 2)| <
e ly — z|. Necht s € N spliiuje 2¢ < §. Uvazujme déleni G na s? krychli o hrang L. Necht D je jedna takova krychle
axeDnZ. Proye D pak plati |z — y| < J, z ¢ehoz plyne

l l

If@@) = fWl<2M~ a [fly) - Ta(y)] < 2.

Jelikoz J f(z) = 0, dim T, (R?) < R, pficemz hrana Tz(D) je nejvyse 2mt. Navic dist(f(y), Tz(D)) < 2et.
Tedy f(D) se vejde do krychle o hranach 4 M é v T,(R%) a aspoii jedna hrana ma délku 45%. Tedy

d—1
o)< (1) aet = dyarre

S S

Proto 4
1f(2)| < s (4) M4 te = 493 pd-1e,

Tedy |£(Z)| = 0. O

Véta 7.6.2. Ezistuje prdvé jedno zobrazeni dg: (f,G,y) — Z, kde f € C(G,R%), G = R? otevrend, omezend

y € RN\F(0G), takové, Ze

(d1) dg(id,G,y) =1, y € G;

(d2) dg(f,G,y) = dg(f,G1,y) + dg(f, Gz, v), kde G1,G2 < G jsou disjunktni oteviené a y ¢ f(G\(G1 U G2));

(d3) dg(h(t,-),G,y(t)) nezdvisi na t € [0,1], kde h: [0,1]: G — R? spojité, y: [0,1] — R? spojité a spliujici
y(t) ¢ h(t, 0G).

Definice 7.6.3. Necht f € C1(G) nC(G) ay ¢ f(0G U Zy). Pak definujeme

dg(f,Gy) = >, senJf(x)
zef~1(y)

(Z@ interpretujeme jako 0.) PovSimnéme si, Ze suma je diky pfedpokladim koneéné, a tedy dobfe definovana.
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Tvrzeni 7.6.4. Necht f, G,y jsou jako vise a {pa} je hladkd aproximacni jednotka. (Tedy o1 € C*, spt ¢y € B(0,1),

S]Rd o1 =1ap.(x) = Ofd‘ao (%))
Pak existuje g = eo(y, f) > 0 takové, Ze

dg(f,G,y) = JG we(f(x) —y)Jf(z)dz, 0<e<ep.

Diikaz. Pokud f~1(y) = &, 0. (f(x) —y) = 0 pro e < dist(y, f(G)).
Je-li f=Y(y) = {x1,...,2m}, najdi koule B(z;, r) takové, Ze f je na nich homeomorfizmus na V;  y; asgn J f(x) =

sgnJ f(z;) na B(z;,7). At B(y,s) < N, Vi a U; = B(zi,r) 0 f71(B(y,s)). Pak ||f(z) —y| = B > 0 pro z €
G\U:~, U;. Pro ¢ € (0, 8) pak plati

| et —nas@ e = Ysen st | @) =)is@) da

i

e f@) | elf@) =)l = )(a) o= Y senf@) | el dz

=dg(f,G,y).

Tvrzeni 7.6.5. Necht f € C2(G,Re") a proi,j =1,...,n uwaujme
dij(x) = (=1)"* det fj; (),

kde f!;(x) vznikne z matice f'(x) vynechdnim i-tého sloupce a j-tého rddku.
Pak

i;axidij(a@):Q i=1...,n.
Diikaz. Necht j € {1,...,n} je pevné. Pak pii oznaceni k-tého sloupce

O f1
Ok f2

Orfi-1
Okfiv1

.

akfn
mame o
d”(ll:) = (_1)Z+J det (fﬁclv LR f$¢717f$¢+17 LR facn) .
Jelikoz je determinant line4rni v kazdém sloupci, derivovanim obdrzime
(%d”(a;) = (_1)i+j 2 det (frl7...,fxifl,fmwl,...,az‘fmk,...7fmn) .
ke{1,...,n}\{3}

Ozna¢me
Cki = det (aikavfxm-"7fxz:—17fxi+17"~7f2?k—17f33k+1""7f32n) .

Ze zaménnosti druhych parcidlnich derivaci mame cg; = ¢;, pro @ # k. Polozime-li

1, k<1,
Oki = O, ]€=i,
-1, k>i,

dostaneme z predchoziho

(1) oidij (@) = Do (1) Tepi + D (-1 Peri = D (1) onicki,
k<i k>i k=1

.
(—1)0idyj () = (=1)" Y onicr-
k=1
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Sec¢tenim a néaslednym preznacenim tak dostavame

n n n n n
i k 1+2 k+i—1
2 Gudig(e) = 2 2L oens = 3, 2, (<) e
1=1 1=1k=1 k=11=1
n n
k 1+12
Z Z OkiCli

Tedy

n n
k 1+4
2, 2, (=D M okiew = 0

@
Il
—
ko
Il
-

O

Tvrzeni 7.6.6. Necht f € C2(G)nC(G), yo ¢ f(0G), a = dist(yo, f(0G)), y1,y2 € U(yo, a)\f(Zy). Pak dg(f,G,y1) =
dg(fa G7 Z/2)

Diikaz. Polozme
0 = a —max{|y1 — yol, [y2 — vol}

a at € € (0,0) spliuje
ds(f, G, 1) = L e (f(@) = yi) T f(2) dz, i =1,2.

Nyni chceme ukézat, Ze pro vhodné funkce v, w plati
dg(£,Go)=dg(f. G = | [e-(F(0) = w0) = el (@) ~ o)) IS (@) e = | divu(fa)If(a)do = | divo(o)ds =0,
G G Rn

pri¢emz posledni rovnost bude platiti diky faktu, ze sptv < G.
Polozme nyni

1
w(z) = (1 — v2) f ooz —yn 4ty — ) dt, e R™.

Pak pro g(t) = ¢e(z —y1 + t(y2 — y1)) plati g(0) = (2 —y1) a g(1) = @-(2 — y2). Plati
o) -0 = [ ga= [ 2 =+ o~ 1)) — ()

= (y1 —y2) - JO V(2 —y1 +t(y1 — y2)) dt

Jelikoz
8wi

(?mi

(2) = (52.0) — () j a%w sty — ) dt,

z pfedchoziho mame
Pe(z = y2) = @e(z —y1) = g(1) — g(0) = divw(z).

Polozme nyni

Pak sptv c G a plati

dvix) = D Y dig(@)dkw; (f())0: fiu (@) + Y wy(f (@) 2idis (),

j=1k=1 j=1

j=lk=1i=1 j=1 i=1
= > D A (f@)Sd f(x) = Y dwi(f(2) T f(x)
k=1j=1 k=1
= divw(f(2))J f(x)
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V druhém rovnitku jsme pouzili vztah

; o JIf@. =k
0, Jj#k.

Tedy

£

dg(f,G,y1) — dg(f, G, y2) = J divo(z) dx = EJ f (J sz‘ dml) dry - dr;_1dziyr---dz, =0,

n . — )
i=1 a

kde krychle [—a, a]™ je nadmnoZinou G.

Definice 7.6.7. Necht f € C3(G) n C(G), y ¢ f(0G). Pak definujme

dg(f,G,y) = dg(f,G,7), kde ye Uy, dist(y, f(0G)))\f(Zy)

Tvrzeni 7.6.8. Necht f, g€ C?>(G)nC(G) ay ¢ f(0G). Pak existuje 6 = §(f,g,y) > 0 takové, Ze dg(f +tg,G,y) =
dg(f,G,y), [t| <.

Diikaz. Pokud f~1(y) = &, pro mala t pak bude platit y ¢ (f + tg)(G).

Pokud f~' = {z1,...,2n} ay ¢ f(Z;), oznacime f; = f +tg a h(t,z) = fi(x) —y. Pak h(0,2;) = f(z;) —y a
h..(0,2;) = f'(x;). Dle véty o implicitnich funkcich tak existuje 7,7 > 0 takové, ze koule {B(z1,7),..., B(zm,r)}
jsou disjunktni a pro né existuji spojité funkce r*: (¥,7) — B(x;,r) spliwjici f; ' (y) N B(z,r) = r*(t). Navic lze
zatidit, aby |sgnJ f(z) = sgn J f(x;) na B(z;,r).

Necht 3 > 0 je takové, ze | f(z) —y| = B8 pro € G\U;~, B(w;,r). Pak pro |t| < § = min{F, 3 HgH;I} plati
it ={t@),...,r™(t)}. (Pro x e G\\J;~, B(;,7) totiz mame

Ife(x) =yl = [ f (@) =yl = f(2) = fe(2)| = B —t]gl, >0
Funkee (¢,z) — Jfi(z) je spojité, a tedy existuje § < &y takové, ze pro V = I, B(x;,r) plati
|Jfe(z) = Jf(z)| < min{|Jf(2)| : z€ V}, |t|<d,zeV
Pak 4 '
sgn J fi (r'(t)) = sgn Jf(r'(t)) = sgn J f (x:),

a tedy
dg(f, G,y) = dg(f.G,y).
Pokud y € f(Zf), polozime a = dist(y, f(0G)) a nalezneme yo € U(y, §)\f(Zf). Necht §o > 0 splije
dg(fi, G, yo) = dg(f, G, yo) pro |t| < . Necht § = min{do 3 HgHO_C1 a}. Pak pro xz € 0G a |t| < § plati

(0% (0%

Io = £e(@)| = 90 — F@) = It l9()| > ly — 1@ — |y = wol — It lg] > a— 5 =5 = 5.

Tedy

lyo — yl < - < dist(yo, f:(0G)), |t| <9,

ad
3
z ¢ehoz plyne (viz Definice 7.6.7), Ze

dg(f7 G7 y) = dg(f7 G7 yO) = dg(ftu Ga yO) = dg(ft7 G7 y)7 ‘t| <.
O

Tvrzeni 7.6.9. Necht f € C(Q), y ¢ f(0G). Pokud g1, g2 € C*(G) nC(G) sphiugi |g; — f|| < dist(y, f(0G)), i = 1,2,
pak dg(g1, G, y) = dg(g2,G,y)-

Diikaz. Necht h(t,z) = g1(z) + t(g2(x) — g1(z)), t € [0, 1]. Pak pro a = dist(y, f(0G), t € [0,1] a x € G plati
Ihe(z) = f(@)] < tlga(x) — f(@)] + (1 =) [g1(z) — f(@)| < ter+ (1 = t)or = dist(y, f(0G)),

a tedy y # he(x).
Ozna¢me ¢(t) = dg(ht, G, y). Je-li ty € [0, 1], pak z Tvrzeni 7.6.8 existuje okoli ty, kde ¢ je konstantni (mame
ht = hyy + (t —t0)(g1 — g2)). Tedy je ¢ spojité. JelikoZ ma celo¢iselné hodnoty, je konstatni na [0,1]. Proto

dg(91, G,y) = ¢(0) = (1) = dg(g2, G, y)- -
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Definice 7.6.10. Necht f € C(G), y ¢ f(0G). Polozme

dg(f,G,y) = dg(g,G,y), g€ C*G)nCG),|f — gl < dist(y, f(OG)).

Dikaz Veéty 7.6.2. (d1) Plati dg(id, G,y) = > sgnl = 1. B
(d2) Necht G1,G2 < G jsou disjunktni a oteviené a y ¢ f(G\(G1 v G2)). Pokud lze pouzit Definice 7.6.3,
pozadovana rovnost plati. Jinak necht

0 < o < min{dist(y, f(0G)), dist(y, f(0G1)), dist(y, f(0G2))} a r>0

je navic voleno tak, 7ze pro g € C(G) spliwujici | f — g| < a plati B(y,7)ng(G\(G1UG2)) = &. Necht g € C?(G)nC(G)
spliwgje |f — g|| < @ a at § € U(y,7)\g9(Zy), kde r navic spliuje

r < min{dist(y, g(0G)), dist(y, g(0G1)), dist(y, g(0G2))}.
Pak § ¢ g(G\(G1 U G2)), a tedy dg(g, G, %) = dg(g, G1,¥) + dg(g, G2, 7). Proto

dg(f,G,y) = dg(g,G,y) = dg(g, G, y) = dg(g, G1,¥) + dg(g, G2,9) = dg(g, G1,y) + dg(g, G2, y)
= dg(fa Gla y) + dg(fa G27 y)

(d3) Necht
a = min dist(y(t), h(0G))
te[0,1]

a () = dg(ht, G,y(t)). Checeme ukazat konstantnost ¢. K tomu sta¢i ukazat konstantnost ¢ lokalng. Necht

to € [0,1] je pevné a zvolme & > 0, Ze [|y(t) —y(to)| < § a [[he — 4ol < §, kdykoliv [t —to| < §. Zvolme
t € (to—0,to + 6) pevné a necht g € C*(G) N C(G) spliwje |lg — hi| < §. Pak dg(hs, G, y(t)) = dg(g, G, y(t)) a navic

plati
lg = heoll < g = hell + e = oo | < -
Dostaneme tak dg(g, G,y(to)) = dg(hs,, G,y(to)).
Pro kazdé = € 0G plati ||g(x) — y(to)| = 5, a tedy

> iy (@) ~ (t0)]| — lo(&) — i ()] > @~ 2= 5

lg(z) —y(to)|

Tedy [y(t) — y(to)| < dist(y(to), 9(0G)), a tedy
dg(g, G, y(to)) = dg(g, G, y(1)).

Celkové tak mame
dg(hs, G,y(t)) = dg(g, G, y(t)) = dg(g, G,y(to)) = dg(hs,, G, y(to))-

Véta 7.6.11. Dadle plati ndsledujici tvrzend.
(d4) Pokud dg(f,G,y) # 0, plati f~1(x) # &.

(d5) Zobrazeni dg(-,G,y) je konstanti na {g € C(G): |f —g| < dist(y, f(0G))} a dg(f,G,-) je konstantni na
Uy, dist(y, f(0G)). Navic je d(f,G,-) konstatni na kaZdé komponenté R™\ f(0G).

(d6) Pokud f =g na 0G ay¢ f(0G), pak dg(f,G,y) = dg(g, G.y).
(d7) Pokud Gy = G oteviend a y ¢ f(G\G1), pak dg(f,G,y) = dg(f,G1,v).

Diikaz. (d4) Pokud dg(f,G,y) #0 a f~(y) = &, pak (d2) pouZité pro G; = Gy = & dava (mame y ¢ f(Q))

0+ dg(f.G,y) =dg(f, J,y) +dg(f, J,y) =0,

tj. spor.
(d5) Necht |g — f]| @ = dist(y, f(0G)). Necht {g,,} jsou hladké funkce stejnomerné konvergujici ke g. Pak od
jistho indexu ng plati dg(g, G,y) = dg(gn, G,y), n = ng. Pro n = ng spliwjici |g, — f| < o tak méme

dg(g,G,y) = dg(gn, G,y) = dg(f,G,y)

Pro dikaz druhé ¢asti uvazme o = dist(y, f(0G)). Necht § € U(y,«) a y(t) = y + t(§ — y), h(t,x) = f(z) pro
t € [0,1]. Pak
dg(fa Ga y) = dg(h07 Ga yO) = dg<h17 Ga yl) = dg(fa Ga g)
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Pokud y,y’ jsou ve stejné komponenté R™\ f(0G), existuje z obloukové souvislosti kiivka y(t) v této komponentd
spojujici y a 3. Stejné jako vySe pak plati rovnost stupné.

(d6) Pokud f = g na 0G, polozme h(t,z) =tf(x) = (1 —t)g(x), t € [0,1]. Pak y ¢ h(0G), a tedy dle (d3) plati
rovnost stupné.

(d7) Pouzijeme (d2) pro G = G; a Gy = J. Pak

dg(f7G7y) = dg(fa Glay) + dg(fa @ay) = dg(fa Glay) + 0.
O

Tvrzeni 7.6.12. Necht H je Hilbertiv prostor a K ¢ H je uzaviend, konverni. Pak je metrickd projekce px: H —
K spojita.
Diikaz. Necht mame x,, — x a n > 0 spliwjici |pk (2,) — pr(x)| = n. Oznaéme y,, = px(z,).
Fakt. Bod y € K spliwuje px (z) = y pravé tehdy, kdyz Re{z —y,z —y) <0, z € K.
Vskutku, pokud y = px(x) a z € K, pak pro t € [0, 1] plati
2 2 2, 42 2
lz—yl” <lz—(y+tz=y)I" =z -yl + " |z = y|” — 2tRe(w — y, 2 — y).

Tedy
0<t|z—yl|* —2Re(w —y,z —v).

Posleme-li ¢ k nule, mame Re{x — y,z — y) < 0.
Obracené, je=li z € K déano, pak

2 2 2 2 2
|z = 2" =z —y+y—2" =z —yl" + |y - 2[" + 2Re(z —y,y — 2) > & — ¢,

a tedy y = px(z).
Nyni mame z Faktu 1 odhad

2 2 2 2
|z =yl = |z —yI* + |y — yal” = |z — v +n*.

Necht || — z,| < € pro € malé. Pak

|2n =yl = |z =yl —e =2/ —y|* + 2 —e > \/(Hxn —y|—e)?+n2—c
2
= \/(Hxn_ynH_E) —&.
2

2 2
€+ lzn = ynl)” = (l2n —ynl = )" + 0"

Tedy

Volboun dostateéné malého ¢ pak mame spor. O

Véta 7.6.13 (Brouwer). Necht K < R" je kompaktni, konvexni. Pak kaZdé spojité zobrazeni f: K — K md pevny
bod.

Diikaz. Necht K = B(0,1). Pokud existuje € 0K spliujici f(x) = z, jsme hotovi. Jinak uvazujme h(t,z) =
x —tf(z), t€[0,1]. Pak 0 ¢ hy(0K), nebot

Ih(t, 2)|| = ] =t f(@)] = (1 =) >0, te[0,1),zedK,

ah(l,z) #0, x € 0K.
Proto
dg(ld _fa U(O7 1)7 0) = dg(1d7 U(Ov 1)a 0) =1,

a tedy rovnice id — f = 0 mé feSeni v U(0, 1).
Je-li K < R™ obecné, nalezneme r > 0, ze K < B(0,r) a uvazujeme metrickou projekci px: B(0,7) — K. Pak
funkce f o px ma pevny bod z € B(0,r). To je v8ak jiz nutné bod v K, a tedy

z = f(p(x)) = f(2).
O

Véta 7.6.14. Necht'n € N liché, 0 € G, G oteviend, omezend a fOG: R™\{0} spojité. Pak ezistuje x € 0G a A # 0,
Ze f(x) = Az.
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Diikaz. Pomoci Tietzeho véty rozsifime f na prvek C(G). Plati dg(—id, G,0) = —1 diky lichosti n.

Pripad 1. Pokud dg(f,G,0) # —1, homotopie h(t,z) = (1 — t)f(z) + t(—z) deformuje f na —id. Kdyby
0 ¢ h(0G), mame dg(f,G,0) = dg(—id,G,0) = —1; spor. Tedy existuje ¢ty € [0,1] a xo € éG, Ze h(tg,z0) = 0.
Pokud ¢y = 0, pak f(z¢) = 0; spor. Pokud to = 1, pak —zg = 0; spor. tedy tg € (0,1) a mame (1 — o) f(z0) = toxo,

tj. A = 120 je ono hledané.
Pripad 2. Pokud dg(f,G,0) = —1, uvazujeme homotopii h(t,z) = (1 —t) f(z) + tx. O

Disledek 7.6.15. Neexistuje spojité nenulové zobrazeni f: S® — R3 takové, Ze (f(x),2) =0, x € R>.

Diikaz. Dle predchozi véty existuje z € S® a A # 0 takové, Ze f(z) = Az. Pak oviem 0 = (f(x),z) = |\|{z,x) # 0;
spor. O

Lemma 7.6.16. Necht g: R™ - R a f: R® — R"” jsou diferencovatelné. Pak

fi(@)
(gf) @) =1 : |Valx)+g(@)f ().
fn(@)
Dikaz. Mame
Vigf)@)\ [(#Eh+etk o FEfi+gil
(9)(x) = : = : :
V(gfn)(x) %fn"‘ggﬁ aiifn+g%

O

Véta 7.6.17 (Borsuk). Necht G = R™ je oteviend, omezend, symetrickd, 0 € G. Je-li f € C(G) lichd a 0 ¢ f(0G),
pak dg(f, G, 0) je lichy.

Diikaz. Krok 1. Lze zaridit, ze f € C(G) n C*(G) a f'(0) je regularni.

Vskutku, necht h € C(G) n C'G) spliwje |h — f| < e1. Pak g(z) = L(h(z) — h(—z)), = € G, je licha a téz
|f—g] < e1. Necht €2 > 0 spliiuje 3 ¢ 0(¢’(0)). Pak u = g — e2id splije, Ze |u— f| < €1 + eodiam G a
uw’'(0) = ¢’(0) — e2id je regularni. Volbou e1, e pak zafidime, ze dg(u, G,0) = dg(f, G, 0).

Krok 2. Nyni staci najit lichou g € C(G) n C*(G) blizko f takovou, Ze 0 ¢ g(Z,). Pak je totiz

dg(f,G,0) = dg(g,G,0) = sgnJg(0) + >, sgnJg(x)
zeg—1(0),z#0

liché ¢islo, nebot X, o 19y 40580 Jg(2) je Eislo sudé (g(z) = 0 pravé tehdy, kdyz g(—z) = 0 a ¢'(—z) = ¢'(z)).

Krok 3. Nalezeni takové g bude provedeno indukei. Necht ¢: R — R je licha C! takova, ze ' (0) = 0 a ¢(t) =0
pravé tehdy, kdyz t = 0. Necht 6 > 0 je takové, Ze stupenn se neméni na d-okoli f. Déle nalezneme €1,...,e, > 0
zéavisejici na f, o, §. Induktivné hledame vektory y',...,y™ € R takové, Ze pro g; = g;_1 — ¢(z;)y* a go = f vime,
ze g; je €;-blizko g;—1 a 0 ¢ g;(Z4,(G;)), kde

G; = {x e G: x; # 0 pro ngjaké j < i}.
1. krok konstrukce: Poloime Uy = G = {x € G: x1 # 0} a

h(z) = 1 (@) , xel.

p(z1)

Vezmeme y' ¢ h(Z;,(Uy)), 7e y' je dost malé vzhledem k ;. Pak g1 (x) = f(x) — ¢(x1)y' splituje, Ze 0 je regularni
hodnota g; na Gy. Necht g;(z) = 0, chceme pak, Ze ¢} (z) je regularni.
Pak 0 = f(z) — p(x1)y* implikuje h(z) = y'. Tedy h/(z) je regularni. Ukazeme, Ze

91(x) = @(x1)hy ().

K tomuto uéelu pocitejme



Wo=|f](peP)™) +(poPH) ™| f

Fl=D@ePYy o P ( PY )+ (poPY)y M [ f

(o P2 (o PO [ f |=(oPY[f]( P )

Pro x spliwjici f(z) = ¢(x1)y! tak mame

W(x) = (p(Pla) ™" |e(Pla) | f(2) | =¢'(Pla)p(Pla) [y" |( Pz )

= (p(P'z)) g (x).

Tedy g} (x) je regularni.

i + 1 krok konstrukce: Mame nyni g;, ze 0 ¢ g¢;(Z4,(G;)). Provedeme prvni krok konstrukce pro f := g;,
Us1 = {y € G:yip1 # 0} a projekci P!, Dostaneme tak y'™! malé takové, Ze 0 je regularni hodnota pro
giv1 = gi — P(zix1)y"T! na Usyq.

Dostavame v8ak dokonce, Ze 0 je regularni hodnota g;11 na G;y1. Vskutku, necht g;1(x) = 0 pro né&jaké
x € Giy1. Pokud € Ujy1, je g, () regularni. Pokud = ¢ U1, je x € G;. Jelikoz

i+1

0= g¢+1(m) = gz(m) —p(Tiv1)y = gi()

gip1 (@) = gi(@) = @' (wisa) |y | ( P2 ) = gi(2)

je gi1(x) regularni.
Funkce g = g,, je pak licha a 0 ¢ g(Z,(G,)) = 9(Z4(G\{0})). Nicméné&

9'(0) = gp1(0) = --- = f'(0)
je téz regularni. Tedy 0 ¢ g(Z,(G)) a g je blizko f. Tim je dikaz dokonéen. O

Véta 7.6.18 (Borsuk-Ulam). Necht G < R™ je omezend, oteviend, syemtrickd a 0 € G. Necht f: 0G — R™ spoyjité,
kde m < n. Pak existuje x € 0G takové, Ze f(x) = f(—x).

Diikaz. Uvazujme R™ < R™ a g(z) = f(z) — f(—x). Pokud je g rtizna od 0 na 0G, uvazujme jeji rozsifeni na G
s hodnotami v R™. Bez Gjmy na obecnosti miuzeme predpokléadat, Ze toto rozsiteni je liché. Nyni existuje r > 0,
ze dg(g,G,0) = dg(g,G,y) pro y € rBgn. Dle Véty 7.6.17 je dg(g, G,0) # 0, a tedy dg(g,G,y) # 0 pro y € rBgn.
Tedy

rBgn < g(G) < R™;

spor. Proto existuje x € 0G, ze f(z) = f(—x). O
Véta 7.6.19. Pokud n > m, neni R™ homeomorfni s R™.

Diikaz. Pokud fR™ — R™ je homeomorfizmus, existuje x € Sgn, Ze f(z) = f(—x). To je ale spor. O
Véta 7.6.20. Necht G < R" je oteviend a f: G — R"™ je spojité a lokdlné prosté. Pak [ je oteviené.

Diikaz. Fixujme zg € G, pi¢mez necht g = 0 a f(xo) = 0. Hledame U(0, s) < f(G).

Necht f je prosté na U(0,r). Polozme

h(t,x)—f( e )—f( t ) (z,t) € U(0,r) x [0,1].

1+t 14t
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Pak ho(z) = f(z) a hi(z) = f(5) — f(—5). Navic hs(0U(0,7)) 2 0. Vskutku, ho(x) to spliuje. Kdyz t > 0 a

0= hit.z) - f (lft) g (—fﬁx) ,

pak z prostoty f méame

neboli z = 0.
Tedy
dg(f,U(0,7),0) = dg(hy,U(0,7),0) # 0

z Véty 7.6.17. Tedy dg(f,U(0,7),y) # 0 pro y € U(0, s), kde s > 0 je dosti malé. Proto f(U(0,7)) > U(0,s). O

7.6.1 Leray-Schauderiv stupen

Lemma 7.6.21. Necht K < X je kompaktni a € > 0. Pak existuje konecnd mnozina F < K a spojité zobrazeni
P: X — coF takové, Ze |Px — x| <e, z € K.

Diikaz. Necht F = {z1,...,2,} je e-sit pro K. Polozme

, t=1,...,m,

o 5_||1'_‘rl“a CL’EB("Ei,E),
$il@) = {07 jinak,

Pak ¢ > 0 na K a lze definovat

Pak

Z ¢i(v)

Pr—z| =
| Pz — | 24 5(a)

(z; — )

S ¢i@) @) |
250 " " 4 o ’

i=1 i=1

S ei@) N 9@
< 22 o(a) s — | < 121 o)< °

3

O

Definice 7.6.22. Necht X je Banachiiv prostor a U < X je mnoZina. Pak f: U — X je kompaktni, pokud je

spojité a f(U) je kompaktni.
Déle polozme pro C < U r(C) = inf{|z — f(z)| : z € C}.

Véta 7.6.23 (Schauder). Necht C' = X je uzaviend, konvexni a f: C — C je spojité, kompaktni. Pak f md pevny
bod.

Diikaz. Necht K = f(C). Pro kazdé n € N, necht P,: K — coF,, je projekce dand Lemmatem 7.6.21 a %—siti
F, < K. Polome f,: coF, — coF, jako fn,(z) = P,f(z), x € coF,. Necht y, je pevny bod pro f,. Bez
Gjmy na obecnosti predpokladejme, Ze f(y,) — y. JelikoZ | Py f(yn) — f(yn)| < +. Plati yn = fn(yn) — y. Tedy

f(yn) — f(y), coz dava f(y) = y.
O

Lemma 7.6.24. Necht f: U — X je kompaktni a C = U je uzaviend. Pak (id —f)(C) je uzaviend.

Diikaz. Necht {x,} € C spliuje (x, — f(zn)) — y. Bez Gjmy na obecnosti pfedpokladejme f(z,) — z. Pak
Ty — y + z. Polozime-li x =y + 2z, mame z € C' a

(id=f)(z) = lim (id—f)(zn) =y+2z—2=y.

n—0o0

O

Lemma 7.6.25. Necht 0 ¢ (id—f)(0U), P- je schauderovskd projekce na f(U) a r = r(0U). Pokud e < %, pak
| — P.f(z)| = %, z € 0U.

27
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Driikaz. Jelikoz |P.y — y|| < ¢ na kompaktu f(U), mame

| — P.f(2)| == |z — f(z)]| — | f(z) — P-f(2)] =7 — g -
O

Lemma 7.6.26. Necht X je topologickyj vektorovy prostor koneéné dimenze nad R a h: X — R"™ je izomorfizmus.
Definugme dg(f,G,y) proy ¢ f(0G) jako dg(ho f o h™', h(G), h(y)). Pak tato definice nezdvisi na volbé h.

Diikaz. Necht hy,hy: X — R™ jsou dva izomorfizmy. Necht h = hy o hy'. Pak funkce f; = h; o f o ;' spliji
fi = h=! o f o h. Pfedpoklddejme nejprve, Ze f; je diferencovatelné a y; = hyy splituje fi(x1) = y; pro regularni
bod z;. Pak je i fo diferencovatelné a yo = hoy = hy; splije fo(xs) = y2, kde x5 = h(x1) je regularni bod f,. Pak

Jp,(2) = dethJ fi(z1) det h™! = J f1(z1),

a tedy dg(fa, h2(G),y2) = dg(f1,h1(G), y1).
V obecném pripadé pak aproximujeme f hladkou funkci. O

Definice 7.6.27. Necht X je redlny topologicky prostor koneéné dimenze. Pak definujeme dg(f,G,y) pomoci
Lemmatu 7.6.26.

Véta 7.6.28. Necht dim X,, = n a X,, cc X,, spliiuje dim X,,, = m < n. Necht G ¢ X,, je omezend, oteviend,
fG — X, je spojité a y ¢ X,,\(id —f)(0G). Pak

dg((id —f), G,y) = dg((id - f)lgrx G N X, y).

Diikaz. Oznac¢me g = id —f. Muzeme piedpokladat, ze X,, = R", X,, = {zr e R": 2,41 = -~ = x,, = 0}, f € C1(G)
ay ¢ g(Zy). Necht g(r) = y pro néjaké x € G. Pak x € G nR™, a tedy pro g,, = (id —f)|g5gs méame g,,(z) = y.

Jelikoz
sote = (1 = QB = (0000)
a
Jgm(x) = det(In — (0;fi(x)),
rozvojem prvni matice podle poslednich n — m Fadki dostaneme Jg(z) = Jgm (x). O

Definice 7.6.29. Necht X je realny Banachtv prostor, G — X je oteviena omezena, f: G — X kompaktni a
0 ¢ (id—f)(0G). Zvolme ¢ > 0, 7e |z — P.f(x)|| = %, x € 0G. Necht K je kompakt obsahujici f(G) a P. je

29
zobrazeni z Lemmatu 7.6.24 spliwjici |z — P.z| < e. Necht id.: X, — X_ je identita. Definujme

dg(id —f, G,0) = dg(ide — f.,G-,0),

kde G. = G n X, a f.(z) = Pef(x), v e U..
(Poznamenejme, ze definice je korektni, nebot |z — fox| > §, x € oU..)

Vé&ta 7.6.30. Definice 7.6.29 nezdvisi na volbé kompaktu K, € € (0, 5), prostoru X. a zobrazeni P..

Diikaz. Mé&jme objekty €;, K;, X;, P;, U; a f;, kde f;: U; € U — X, je definovéno jako f;(z) = P;f(x), pricemz
U; = U n X;. Necht Y je kone¢né dimenzionalni prostor obsahujici X; a Xs. Polozme V. =UnY ag;: V > Y
definované jako g1 (x) = Py f(z) € Y. Pouzitim Véty 7.6.28 dostéavame

dg((idy —g1),V,0) = dg((idy —g1)ly~x,, V n X1,0) = dg(idx, —f1,U1,0)
Analogickym postupem dostaneme go(2) = P2 f(2) na V splitujici
dg((idy —g2), V;0) = dg(idx, —f2, U2, 0).
Uvazujme nyni homotopii H na Y x [0, 1] definovanou jako
H(z,t) = t(idy —g1)(z) + (1 = t)(idy —g2)(z) = idy —(tg1(z) + (1 — t)g2(x)).
Pak 0 ¢ H(-,t)(dV). Vskutku, je-li x € 0V, plati « € oU, a tedy
| H (z,t) — (idy —f)(2)] = [z — tgr(x) = (1 = t)g2 — 2z + f(@)| < t]gi(z) — f(2)] + (1 =) [ f(z) — g2(2)|
Ster+ (1 —t)eg < g

Na druhou stranu plati |z — f(z)| > r, takze | H (x,t)| > 5.
Tedy dg(H(-,0),V,0) = dg(H(-,1),V,0), ¢mz je dikaz dokoncen. O
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Véta 7.6.31. Euistuje prave jedno zobrazeni dg(id —f,G,y), kde G < X oteviend, omezend, y ¢ (id —f)(0G), f
kompaktni takové, Ze spliiuje (d1)-(d3). Navic spliiuje (d4)-(d7).

Dikaz. (d4) Necht dg(id—f,G,0) # 0 a f(x) # = na U. Pak r(T) > 0 a pro & < "D plati |z — P, f(z)]| = 2,
x e U. Tedy

0 # dg((id —f),G,0) = dg(idx,. — f-, G n X,0) = 0;
spor. O

7.6.2 Monoténni operatory

Véta 7.6.32. Necht X je Hilbertiv prostor a f: X — X spliuje ndsledujici podminky:
(1) existuje A\ > 0, ze (f(x) — f(y),x —y) = Az —y|*, 2,y € X;
(2) existuje K >0, Ze | f(z) — f(y)| < K |z —y|, z,y € X.

Pak je f bijekce X na X.

Diikaz. Necht z € X je dano. Hledame = € X spliwujici f(x) = z. Bez Gjmy na obecnosti lze pfedpokladat, ze z = 0
(jinak uvazujeme g(z) = f(z) — z). Vezméme ¢ > 0 splitujici ¢ < 2% a operator g(z) = z — e f(z). Pak pro z,y € X
mame
lg(y) = 9(@)|” =y —ef(v) — 2 +ef(2),y — f (y) — 2 +f (2))
= |y —2|* = 2e(f(y) = f(2),y — x) + | f(y) — F(@)|?
<y —af® (1 - 2ex + 2K?)

Jelikoz 1 — 2e)\ + e2K? < 1, je g kontrakce. Tedy existuje pravé jeden bod splitujici g(x) = x. Pak ovem rovnost

v = g(o) = 2~ <f(a)
implikuje f(z) = 0.
Necht nyni f(z) = f(y) = z. Pak

2
0={f(2) = fy)z—y =z —y|

implikuje z = y. O
Definice 7.6.33. Necht X,Y jsou Banachovy prostory a f: X — Y je zobrazeni. Pak f je

e omezené, pokud posila omezené mnoziny na omezené mnoziny,

e demispojité, pokud je |—| w spojité (tedy pokud z,, — x implikuje f(z,) — f(x))
Necht Y = X* kde X je reflexivni. Pak f je

e monoténni, pokud (f(z) — f(y),z —y) =0, z,y € X;

e hemispojité, pokud pro kazdé x,y € X je funkce t — {f(x + ty), y) spojita;

e typu M, pokud x,, — z, f(x,) — =* a limsup{f(z,), z,) < z*(x) implikuji f(z) = z*.
Lemma 7.6.34. (a) Pokud je f hemispojity a monotdénni, je typu M.

(b) Je-li f omezeny a typu M, je demispojity.

Diikaz. (a) Necht {z,}, z a «* jsou jako v definici. Pak nerovnost

<f(mn)—f(y)7xn—y>20, yeX7

implikuje
0 < limsup ((f (zn), 2n) = (f(zn), y) = (f (W), 2n) + {F () 1))
(@*, @) —a* y = fy),2) + fy),y =" = fy),a—y), yeX

Pro kazdé z € X uvazujme y = x — tz, t > 0. Pak mame

<
<

0 <{z* — f(z —t2),t2),

a tedy
0<{z™*— flx —tz),2).

7 hemispojitosti pak mame

coz implikuje f(z) = z*.
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(b) Necht z,, —» x v X. Protoze je f omezeny, existuje podposloupnost {z,, } takova, ze f(z,,) — z*. Vzhledem
k tomu, ze

[ (@ni ) (@ny) = 2 (@)] < [f (@n,) (@0, — 2 + @) = 2% (@) < | f(@n )| [z, — ] +[(f(@n,) —2%)(2)] =0,

plati lim f(zp, ) (2, ) = *(z). JelikoZ je f typu M, plati f(x) = z*, a tedy f(zn,) — f(x).
Jelikoz takova podposloupnost 1ze vybrat z kazdé podposloupnosti {x,,}, plati f(z,) — f(x). O

Disledek 7.6.35. Necht dim X < oo, Y je reflexivni prostor, j: X — Y je isomozorfizmus a j': Y* — X* je
dudlni operdtor. Necht f: Y — Y* je omezeny a typu M. Pak j' o foj: X — Xx* je spojity.

Diikaz. Pokud x,, — z v X, pak f(j(z,)) — f(§(x)) vY'. Tedy i j'(f(j(zn))) — 5 (f(j(x))). Vzhledem k tomu,
ze dim X* < o0, §'(f(i(e.))) = ' (/(i(@)). -

Lemma 7.6.36. Necht f: Brn — R™ je spojité a {f(x),x) = 0, © € Sgn. Pak f md koTen.

Diikaz. Pokud by tomu tak nebylo, zobrazeni z — 7% ma pevny bod xg. Pro ten pak plati

f(2o)
|f (o)

Jzo] = \— \ 1

(f(@o), w0y = — | f(wo)| < 03
spor. L]
Véta 7.6.37. Necht X je separabilni, reflexivni a x*B8X*. Necht f: X — X* je typu M a omezeny a existuje
p > 0 spliiugici
{f(x),z) > x*(x), ze X\pBx. (7.6)
Pak x* € Rng f.
Dikaz. Necht {wy,ws,...} jsou linearnd nezéavislé vektory v X, jejichZ linearni obal je husty. Polozme X, =

span{wy, ..., Wn}, m e N.
Pro pevné m € N uvazujme tlohu

{f(u),wj) =z*(w;), 1<j<m, ueXp,. (7.7

Necht j: R™ — V,,, je izomorfizmus posilajici e; na wy, k =1,...,m. Pak (7.7) je ekvivalentni s FeSenim rovnice
F(v) =0, veR™,
kde F': R™ — (R™)* je definovano jako
F(u) = (7'f7)(w) — /z*, ueR™
Pro vektor v € R™ spliwujici F'(v) = 0 pak totiz j(v) je FeSeni (7.7). Je-li vSak u € R™ o normé& vétsi nez p,z (7.6)
dava
(F(u),uy = (" f5)(u) = j'z*,w) = (f(j(u) — 2%, j(u) > 0,

takZe z Lemmatu 7.6.36 plyne existence u,, spliwjiciho (7.7).
Pak {f(um),umy = x*(un,), takze z (7.6) plyne |u,,| < p, m € N. Bez Gjmy na obecnosti necht u,, — u a
fum) — y* (f je omezeny). Pak y* = x*.
Vskutku, necht w; je libovolné. Pak pro m > w; plati {f(un,),w;y = z*(w;), a tedy limitnim pfechodem plati
y*(w;) = x*(w;). Z hustoty pak y* = z*.
Kone¢né mame
(f (um), ) = 2% (um) — 2% (u).

Jelikoz f je typu M, plati f(u) = x*. O
Definice 7.6.38. Funkce f: X — X* je koercivni, pokud
f(z)(@)

lim
lz|—oo ||

Disledek 7.6.39. Necht f je omezeny, koercivni a typu M na separabilnim Banachové prostoru. Pak f je surjek-
tivnd.
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Definice 7.6.40. Funkce f: X — X* je striktné monoténni, pokud

<f($)—f(y),$—y>>0, T FY;

a silné monoténni, pokud ,
<f(x)—f(y),x—u>>c||x—yH ) %yEX,

pro néjaké ¢ > 0.

Poznamka 7.6.41. (a) Silné monotonni operétor je koercivni.
(b) Pokud je f striktng monotonni, je prosty.

Véta 7.6.42 (Minty). Necht f: X — X* je monotdnni a hemispojity.
(a) Necht x* € X*. Pak f(x) = «* prdvé tehdy, kdyz {f(z) —x*,z — x) = 0 pro vSechny z € X.

(b) Pokud f je omezeny a spliiuje (7.6) pro néjaké x*, je mnoZina feSeni {x € X : f(x) = x*} uzaviend, konveznd,
neprdzdnd a omezend.

Diikaz. (a) Pokud f(x) = 2™, {f(z) —2*, z—x) > 0 pro v8echny z € X. Obracené, necht podminka plati. UvaZujme
pro w € X vektory z = x + tw, t > 0. Pak

0 < f(x + tw) — z*, twy, >0,

a hemispojitost implikuje 0 < f(x) — 2*,w), w € X. Tedy f(x) = x*.
(b) Z (a) mame

{reX: fz) =a%} = ({ue X: {f(v) — 2%, v —w},

veX

a tedy se jedna o uzavienou, konvexni mnozinu. Z (7.6) plyne jeji omezenost a neprazdnost. O

Véta 7.6.43 (Browder-Minty). Necht X je separabilni, reflexivni prostor a f: X — X* je monotonni, demispojity
a x* € X* spliuje (7.6). Pak x* € Rng f.

Dikaz. Pomoci demispojitosti obdrzime jako v dukaze Véty 7.6.37 vektory u,, € X,, spliujici {f(u,) —z*,w) = 0,
w € X,,,. Bez tjmy na obecnosti lze diky (7.6) predpokladat, Ze u,, — u. Pro v € X,, a libovolné m > n plati

0 < {f(v) = flum), v —um) = (f(v) = 2,0 = um),
a tedy limitnim pfechodem
a0
0<{f(v)—z*v—u), ve U Xn.
n=1
Jelikoz je f demispojity a Ule X, husty v X, plati
0<{flv)—z*v—uy, velX.

Dle Tvrzeni 7.6.42 plati f(u) = z*. O

Véta 7.6.44. Necht G < R™ je méfitelnd, f: G x R — R spliiuje Cartheddoryovy podminky a navic pro p € (1,0)
a ke L?(G) plati
\f(z,r)| <clr]P™" + k(z), skoro viechna x € G.

Pak F: LP — LV = (LP)* je omezeny a spojity. Pokud je téz f(x,-): R — R neklesajici, je F' monoténni.

Diikaz. Prvni ¢ast dikazu plyne z Véty 7.2.1, polozime-li ¢ = p’. Pak totiz plati ]% =p—1
Monotonie pak plyne z odhadu

(F(u) = F(v),u—v) = L (f(z,u(z)) = f(z,v(z)) (u(z) —v(z)) dz >0,
ktery plati diky nerovnosti

(f(x,r) — flx,re)) (r1 —1r2) =20, x€G,r,r2 R
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Kapitola 8

Funkcionalni analyza III. - priklady

8.1 Topologické vektorové prostory

8.1.1 Priklady a elementarni vlastnosti

Priklad 8.1.1. Ukazte, ze C(Q2), H(QY), Z(K), C*(Q2) jsou Fréchetovy prostory.

Piiklad 8.1.2. Prozkoumejte vlastnosti nasledujicich prostora: (R”,7,), (C(X), Tk ), slabou topologii na Banachové
prostoru, slabou* topologii na duélu, méfitelné funkce na [0, 1] na konveregenci v mife
Piiklad 8.1.3. Uvazujte L,(0,1) pro 0 < p < 1. Ukazte, Ze
e je to lokalné omezeny F-prostor,
e neobsahuje netrivialni oteviené konvexni mnoziny,
e jeho dual je trivialni.
Priklad 8.1.4. Ve vektorovém prostoru X plati nasledujici:
e 24 c A+ A a rovnost obecné neplati,
e A je konvexni pravé tehdy, kdyz (s + ¢)A = sA + tA pro kazdé s,t = 0,
e vyvazené mnoziny jsou stabilni vzhledem ke sjednocenim a praniktm,

e konvexni mnoziny jsou stabilni vzhledem k prinikiim a nahoru usmérnénym sjednocenim,

A + B je konvexni, pokud A, B jsou konvexni,
e A+ B je vyvazené, pokud A, B jsou vyvazené.
Piiklad 8.1.5. Ve TVS X plati nésledujici:
e konvexni obal oteviené mnoziny je otevien4,
e konvexni obal omezené mnoziny je omezena, pokud X je LCS,
e predchozi tvrzeni neplati v TVS,
e konvexni obal totalné omezené mnoziny je totéalné omezena, pokud X je LCS,

e A+ B je omezena, pokud A, B jsou omezené,

A + B je kompaktni, pokud A, B jsou kompaktni,

e A+ B je uzaviena, pokud A uzavieni a B kompaktni.
Piiklad 8.1.6. Najdéte vyvazenou B < C2, jejiz vnitiek neni vyvazeny.
Priklad 8.1.7. Necht {z,,} ve LCS X konverguje k 0. Pak },I" | 2z; — 0.

Piiklad 8.1.8. Necht X je Banachuv nekone¢né dimenze. Ukazte, ze X 1ze napsat jako sjednoceni dvou disjunktnich
hustych konvexnich mnozin.

Priklad 8.1.9. Ukazte, ze
e konvexni obal kompaktnich konvexnich mnozin je kompaktni,
e konvexni obal kompaktni mnoziny je kompaktni v kone¢né dimenzionalnich prostorech,
e konvexni obal kompaktni mnoziny nemusi byt kompaktni ani v Hilbertové prostoru,

e uzavieny konvexni obal kompaktni mnoziny je kompaktni ve Fréchetové prostoru,
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e vyvazeny obal kompaktni mnoziny je kompaktni.
Priklad 8.1.10. Ukazte, ze A v TVS je omezena, pokud kazdé jeji spocetna podmnozina je omezena.

Piiklad 8.1.11. Uvazujte X = C,([0,1]). Najdéte {f,} v X konvergujici k 0 takovou, ze {~, f,,} nekonverguje k 0
pro kaZzdou posloupnost {~,} jdouci k co.

Piiklad 8.1.12. Necht X,Y jsou TVS, pfi¢emz Y je kone¢né-dimenzionalni, 7' : X — Y linearni surjekce. Ukazte,
ze T je oteviené. Navic, T je spojité, pokud jeho jadro je uzaviené.

Priklad 8.1.13. Ukaizte, Ze kazdé prostor konecné kodimenze v L, pro 0 < p <1 je husty.

Priklad 8.1.14. Uvazujte X = C([0,1]) s metrikou d(f,g) = Sé h‘f‘;flql. Necht o znaéi topologii definovanou d a

7 znad¢i bodovou topologii. Pak:
e kazda T-omezenad mnozina je i o-omezena,
e I:(X,7) > (X,0) je omezené nespojité sekvencialné spojité zobrazeni,
e 7 neni metrizovateln4,
e 7 nemé spocetnou bazi,

e kazdy spojity funkcional na (X,7) je tvaru f — 31", ¢; f(z).

(X, 0) ma pouze trivialni oteviené konvexni mnoZiny,

I:(X,0)— (X,7) neni spojité,

e konvergence v o odpovida konvergenci v mife.
Priklad 8.1.15. Ukazte, Ze topologie C(2) (respektive H(2)) nezavisi na volbé kompakta.

Priklad 8.1.16. Ukazte, Ze linearni operator z hustého podprostoru TVS X do F-prostoru Y lze jednoznacné
rozsitit.

Priklad 8.1.17. Uvazujte bazi X = ¢5(Z) a vektory f,, = e_,, + ne,. Necht X; je uzavfeny linearni obal vektorii
{eg,e€1,...} a Xy je uzavfeny linearni obal {f1, fo...}. Pak X7 + X5 je husty v X, ale neobsahuje Z;o:l %e_n.
Priklad 8.1.18. Uvazujte X = C(0, 1) s topologii generovanou koulemi ve stejnomérné metrice. UkaZte, Ze X neni
TVS.

Priklad 8.1.19. Uvazujte X = L*([-1,1]) a X, = {f € C([-1,1]) : f(0) = a}, a € R. Pak X,, jsou disjunktni
husté prostory, které tedy nemohou byt oddéleny spojtym funkcionédlem.

Piiklad 8.1.20. Jsou-li X; TVS, pak [[X; se sou¢inovou topologii je TVS, stejné jako > X; = {x € [[X; :
spt « kone¢ny}. Ukazte, Ze:

e soudin i suma jsou LCS, pokud X; jsou LCS,

o ([1X)* = 2.

o (LX) =TTX}
Priklad 8.1.21. Ukazte, Ze (CN)* = (coo, 7p)-

8.1.2 Slabé topologie
Priklad 8.1.22. Uvazujte X = ¢, pro 0 < p < co0. Pak

e pro 1 < p < oo prostor X obsahuje slabé konvergenti posloupnost, ktera nekonverguje v normé,
e pro p = 1 normové konvergentni posloupnosti splyvaji se slabé konvergentnimi,
e pro 0 < p <1 je X lokdlnd omezeny F-prostor spliiujici X* = £,

e pro 0 < p < r < 1 uvazujte na £y, slabou™ topologie 7, a 7, indukované ¢, a ¢, a ukaZte, Ze jsou riizné na
celém prostoru a splyvaji na normové omezenych mnozinach .

Piiklad 8.1.23. Ukaizte, 7e e,, = '™ konverguji v LP(—m, ) slabé k 0 pro 1 < p < 0.
Priklad 8.1.24. Ukazte, ze C([0,1]) je slab&* husté v L*([0,1]).

Pfiklad 8.1.25. Uvazujte komplexni prostor X = C([0,1]). Najdéte f € X* zobrazujici Bx na otevienou pod-
mnozinu C.

Piiklad 8.1.26. Uvazujte prostor X = {3 a E sestava z prvki ey, , = €, +mey. Necht Ey znadi slaby sekvencialni
uzavér F.
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e Najdéte Fj.

e Najdéte slaby uzavér E.

e Ukaiite, 7¢ 0 € E \E}.
Priklad 8.1.27. Necht X je vektorovy prostor, M cc X%, pak (X,o(X, M)) je metrizovatelny pravé tehdy, kdyz
M mé spocetnou bazi.
Priklad 8.1.28. e Slaba topologie na NLP X nekoneéné dimenze neni metrizovatelna.

e Slaba* topologie na dudlnim X* je metrizovatelna pravé tehdy, kdyz X ma spodetnou bazi (tj. pro nekoneéné

dimenzionalni Banachtiv X neni slaba* topologie metrizovatelna).

Priklad 8.1.29. e (By,w) je metrizovatelna prave tehdy, kdyz X* separabilni.

e (Bxx,w*) je metrizovatelna pravé tehdy, kdyz X separabilni.
Piiklad 8.1.30. Necht dim X = o, pak Sy = By.
Priklad 8.1.31 (Helly). Necht X Banachiv, f € X** a F cc X* kone¢né dimenze a £ > 0. Pak existuje z € X
takové, Ze |z| < (1 +¢)|f| ax = f na F.
Piiklad 8.1.32. Necht X je Banachuv. Ukazte, Ze normovéa a slaba topologie splyva na By préavé tehdy, kdyz X
je kone¢né dimenzionalni.
Priklad 8.1.33. Necht X je LCS. Ukazte, ze (X, w) mé omezené okoli pravé tehdy, kdyz X je kone¢né dimenzio-
nélni.
Piiklad 8.1.34. Na X je | - | slab& zdola polospojita, na X* je slab&* zdola polospojita.
Priklad 8.1.35. Pro X Banachiiv je Sy Gs v Bx ve slabé topologii, Sxx je slab&* Gs v Bxx.
Priklad 8.1.36. Necht X je Banachuv. UkaZte, ze A < X* je slab&* omezena pravé tehdy, kdyz A je normové
omezena.
Priklad 8.1.37. Norma neni pro dim X = o0 slabé& spojita, ani neni slab&* spojita na dualu.
Priklad 8.1.38. Je-li X Banach a K < X slabé& kompaktni, pak pro kazdé =z € X existuje v K k nému nejblizsi
prvek. Podobné pro slabé* kompaktni podmnozinu duélu.

Priklad 8.1.39. Necht K je kompakt. Ukazte, ze C(K) je separabilni pravé tehdy, kdyz K je metrizovatelny.
Priklad 8.1.40. Necht X je Banachiiva Y cc X je husty. Ukazte, ze X* je izometricky izomorfni s Y*, pFi¢emz

tento izomorfizmus je homeomorfizmus mezi w* topologiemi pravé tehdy, kdyz Y = X.
Piiklad 8.1.41. Uvazujte ¢; jako

e duil k ¢y (pomoci duality = — Z;il XiYi, T € o, Y € £1) s topologii o1 = o (41, ¢p),

e duél k ¢y (pomoci duality = — sz:1 ZiYi, T € ¢o, Yy € £1) s topologii oo = o (41, coo),

e dual k ¢ (pomoci duality  — (limz)y; + Y-, Zi¥i+1, T € co, y € £1) s topologii a3 = o ({1, ¢).

Rozmyslete si,

e pro jaké topologie je identické zobrazeni na ¢; spojité ¢i homeomorfni,

e pro jaké topologie je identické zobrazeni na By, spojité ¢i homeomorfni,

e stejné otazky pro pravy a levy shift 7' a S, tj. T'(y1,vy2,...) = (0,y1,¥y2,...) a S(y1,y2,...) = (Y2, Y3, .. ).
Piiklad 8.1.42. Necht T': X — Y je operator mezi normovanymi linedrnimi prostory. Ukazte, Ze nasledujici
vyroky jsou ekvivalentni:

(i) T: (X)) = - ]) je spojity,
(i) T: (X, [ - ) = (Y, w) je spojity,
(i) T's (X,w) — (¥, w) je spojity,
() T': (X,w) — (¥, - ] je spojity.
Priklad 8.1.43. Necht T : (X,7) — (Y, 0) je operator mezi lokalné kovexnimi prostory. Rozmyslete si implikace
mezi nasledujicimi vyroky:
() T (X,7) = (Y, 0) je spojity,

X, w
X, w

(i) T (X,w) — (¥,w) je spojity,
(iii) T : (X, ) — (Y, 01) je spojity pro né&jaké pfipustné topologie 7 na X a o1 na Y,
() T (X,7) — (Y, w) je spojity,

v) T: (X,w) — (Y,01) je spojity.

(
Priklad 8.1.44. Necht X je komplexni normovany linearni prostor a Xg je realna verze X. Ukazte, ze I : X* —
(XRr)*, 2* — Rex*, je izometricky w*-w* homeomorfizmus.
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8.1.3 Polary a extremalni body
Piiklad 8.1.45. Najdéte polary mnozin A v prostoru X:
e X =R% A=1{(1,1)},
o X =C3 A={(1,i,—i)},
o X =R2 A= {(z,y) e X 42 +¢y%> < 1},
e X =C, A={t(1,1):te[0,1]},
e X =C2, A={2((1,0),(0,1)) : 2| < 1}.

S
Priklad 8.1.46. Necht X je NLP a A ¢ X. Ukaite, 7ze (A°)° = bco  (g(4)).

Priklad 8.1.47. Najdéte kompaktni konvexni mnozinu K c ¢ tak, 7ze K # coext K.

Piiklad 8.1.48. Najdéte extremalni body jednotkové koule prostoru cg, C'(K), L1([0,1]), £, pro p € [1,0] a
M(K).

Piiklad 8.1.49. Necht X je Banachiiv nekone¢né dimenze a ext Bx je kone¢né. UkaZte, Ze X neni izometricky
izomorfni Zadnému dualnimu prostoru.

Piiklad 8.1.50. Najdéte ext M!(K), @*" ext M'(K) a coll ext M'(K) pro kompaktni prostor K.
Priklad 8.1.51. Najdéte X = ¢4, pak Bx = col'l ext By.

Pfiklad 8.1.52. Necht X je Banachiiv a 2 € X. Pak existuje z* € ext Bx«, Ze |z*| = |z*(z)].

8.1.4 Slaba a slaba* separabilita, slaba kompaktnost
Piiklad 8.1.53. Ovéite nasledujici pro topologicky prostor X:

e relativné kompaktni je relativné spocetné kompaktni a kompaktni je spocetné kompaktni,

e relativné sekvencidlné kompaktni je relativné spocetné kompaktni a sekvencialné kompaktni je spocetné kom-
paktni,

Priklad 8.1.54. Ovéite nasledujici priklady:
e Necht X = [0,1]%, A = {x € X : sptx spocetny }. Pak A je sekvencialné kompaktni a A = X.
e Necht X = SN\{u} pro né&jaké u € SN\N. Pak X je spoetné kompaktni a neni kompaktni.
e Necht X = ON. Pak X je kompaktni a neni sekvencialné kompaktni.
e Necht X = [0,w;). Pak X je sekevencidlné kompaktni a nekompaktni.
Piiklad 8.1.55. e Necht X =¢y(T") a A = {e, : v € I'} U {0}. Pak A je slab& kompaktni.
o Necht X = ¢1(T') a A= {e, : yeT'} u{0}. Pak A je slabé* kompaktni a neni slab& kompaktni.
o Necht X = /45(I') a A ={e, : yeT'} U {0}. Pak A je slabé kompaktni.
e Necht X = C([0,1]). Najdéte posloupnost (f,) v X konvergujici k 0 v 7, a nekonvergujici slabé.
e Necht X = L,([0,1]), 1 <p <, a A= {e" :neZ}u{0}. Pak A je slab& kompaktni.

Priklad 8.1.56. Necht X je separabilni NLP a A ¢ X relativné slabé spocetné kompaktni. Pak A je relativné
slab& kompaktni.

Priklad 8.1.57. Rozmyslete si Eberlein—émuljanovu vétu pro normované lineadrni prostory.

Priklad 8.1.58. Necht ¢ : K — L je spojita surjekce kompaktu K na L a g : L. — M je zobrazeni do topologického
prostoru M. Pak g je spojité pravé tehdy, kdyz g o ¢ je spojité.

Piiklad 8.1.59. Necht A < (C(K),7,) je separabilni relativné spocetné kompaktni. Pak A je metrizovatelna.

Piiklad 8.1.60. Necht A < (C(K),7,). Pak A je 7,-separabilni pravé tehdy, kdyz A je slabé separabilni pravé
tehdy, kdyz A je | - |-separabilni.

Piiklad 8.1.61. Necht X je Banachiv a A < X. Ukazte, Ze A je slabé kompaktni pravé tehdy, kdyz A nY je
slab& kompaktni pro kazdy uzavieny separabilni ¥ cc X.

Piiklad 8.1.62. Necht A c X, kde X je NLP. Pak A je slabé separabilni pravé tehdy, kdyz A je | - |-separabilni.

Piiklad 8.1.63. Je-li X separabilni, pak X* je slab&* separabilni. (Obracend implikace obecné neplati.)
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Priklad 8.1.64. Necht X je Banachiv a K < X je slabé kompaktni a separabilni. Pak (K, w) je metrizovatelny.

Priklad 8.1.65. Necht K je separabilni kompaktni prostor, A ¢ C(K) je slab& kompaktni. Pak je metrizovatelna
ve slabé topologii a normové separabilni.

Priklad 8.1.66. Banachtuv prostor X ve slabé topologii neni tuplny.

Piiklad 8.1.67. Necht X je Banachuv prostor. Pak Bxx je w* separabilni pravé tehdy, kdyz Sy« je w* separabilni.
Pokud By je w* separabilni, je i X* w* separabilni (obracené neplati).

Priklad 8.1.68. Necht X je Banachuv. Pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni.
(i) X* je w* separabilni.

(ii) Existuje spojité prosté zobrazeni X do separabilniho reflexivniho prostoru.

(iii) Existuje spojité prosté zobrazeni X do separabilniho prostoru.

Priklad 8.1.69. Necht K je kompakt. Pak K je separabilni pravé tehdy, kdyZ Bk je w* separabilni.
Piiklad 8.1.70. Necht X je separabilni Banachiv prostor. Pak X** je w* separabilni.

Priklad 8.1.71. Ukazte, Ze (£o)* je slab&* separabilni.

Priklad 8.1.72. Ukaite, ze C(K) je reflexivni pravé tehdy, kdyz K je kone¢ny.

Priklad 8.1.73. Ukazte, Ze slabé kompaktni operatory tvoii levy i pravy ideal.

8.2 Stupen zobrazeni a véty o pevnych bodech
8.2.1 Stupen zobrazeni
Piiklad 8.2.1. Je-li A e £(R™), pak dete” > 0.

Priklad 8.2.2. Je-li A € L(R"), dete® > 0, pak existuje spojité zobrazeni H : [0,1] — L(R") tak, ze H(0) = I,
H(1) = AadetH(t) > 0 pro t € [0,1].

Priklad 8.2.3. Necht Q2 < R je otevieny interval obsahujici 0.
e Necht f(z) = cx¥, kde ¢ # 0. Pak d(f,,0) = 0 pro k sudé a d(f,,0) = sgnc pro k liché.
e Necht g(z) = f(x) + Zf;ol c;xt. Pak d(g, (—r,7),0) = d(f, (—r,7),0) pro dostateéns velké r > 0.

Priklad 8.2.4. Necht f : [a,b] — R splije f(a)f(b) # 0. Pak d(f, (a,b),0) = 3(sgn f(b) — f(a)).
Priklad 8.2.5. Necht n =1 a m € Z. Najdéte f a Q tak, ze d(f,Q,0) = m.

Priklad 8.2.6. Necht f(z,y) = (2® — 32y?, —y> + 32%y), (2,9) € R?, a a = (1,0). Je-li 2 oteviena koule o stiedu
0 a poloméru 2 v R2. Pak d(f,Q,a) = 3.

Priklad 8.2.7. Necht Q = R" je omezena oteviend, f,g € C(Q) a |g| < |f| na Q. Pak d(f + g,9,0) = d(f,Q,0).

Priklad 8.2.8. Systém
2z +y + sin(z + y) =0,
x—2y+cos(z+y)=0

mé TeSeni v kouli o stfedu 0 a poloméru r > %

Priklad 8.2.9. Necht 2 je oteviena jednotkova koule v R™, f € C(Q2) a 0 ¢ f(Q). Pak existuji x,5 € 0Q a A > 0,
w <0 tak, ze f(z)\x a f(y) = py.

Piiklad 8.2.10. Necht Q je oteviena jednotkova koule v R?™+! a f : 00 — 09 je spojita. Pak existuje x € 02
tak, ze bud f(z) = x nebo f(x) = —=z.

Piiklad 8.2.11. Necht A € L(R™ spliiuje det A # 0 a f € C(R™,R"™) splimje |z — Af(z)| < «|z| + 8 pro néjaké
€[0,1) a 8 = 0. Pak f(R™) = R".
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8.2.2 Véty o pevnych bodech
Priklad 8.2.12. e Necht (K, p) je kompaktni metricky prostor a f : K — K spliiuje p(f(z), f(y)) < p(z,y)
pro z # y v K. Pak f mé jednozna¢né uréeny pevny bod.
e Pevny bod nemusi existovat, spliiuje-li f pouze p(f(x), f(y)) < p(z,y).
Priklad 8.2.13. e Necht (K, p) je tplny metricky prostor, ¢ > 1 a f: K — K spliuje p(f(z), f(v) = qp(x,y)
pro xz # y v K. Je-li navic f surjektivni, mé& jednozna¢né ureny pevny bod.
e Tvrzeni o existenci neplati bez predpokladu surjektivity.

Priklad 8.2.14. Necht K = {(z,sinz) : z € (0,1]} s metrikou roviny. Ukazte, Ze kazd4 kontrakce na K méa pevny
bod, prestoze K neni dplny.

Piiklad 8.2.15. Najdéte kontrakei na metrickém prostoru bez pevného bodu.
Priklad 8.2.16. Necht (K, p) je uplny metricky omezeny prostor a ¢ : [0,00) — [0, 00) splituje ¢(0) =0 a p(t) <t
prot > 0.
e Necht f: K — K spliuje p(f(z), f(y) < ¢(p(x,y)) pro z,y v K. Pak f m4 jednoznaéné uréeny pevny bod.
e Necht neNa f: K — K takové, ze p(f™(x), f"(y) < ¢(p(z,y)) pro z,y v K. Pak f m& pevny bod.
e Je v pfedchozim tvrzeni pevny bod jednozna¢né uréeny?
Priklad 8.2.17. Necht ¢ : K — K je homeomorfizmus kompaktniho prostoru K a T € L(C(K)) je definovan jako
Tf=foep.
e Ma4-li ¢ pevny bod, ma ho i T* : M (K) — M (K).
e Zobrazeni T* : M'(K) — M'(K) mé vzdy pevny bod.
e Najdéte priklad, kdy ¢ nemé pevny bod.

Piiklad 8.2.18 (Alspach). Necht X = L;([0,1]), K = {fe X : Sé f=10<f<2}aT: K — K je definovano
jako

TH(t) = min{2f(2t), 2}, 0<t<%,
- |max{2(f(2t 1) -2,0}, F<t<L

Pak
e K je slaby kompakt,
e T je izometrie na K,
e T nemé pevny bod,

e T neni slabé spojité zobrazeni.

Priklad 8.2.19. Necht X = /5 a T : By — Bx je definovano jako

T(x,) = (\/1—|z|? 21,22,...), x€ Bx.
Pak
e T je spojité,
e T nemé pevny bod,
e T neni slabé spojité.,

e T neni neexpanzivni.

Priklad 8.2.20. Necht X je Banachtv prostor, C' © X omezena uzaviend a f : C' — C spojita. Pokud f(C) je
relativné kompaktni, pak f ma pevny bod v C.

Priklad 8.2.21. Necht G < R? oteviena, f : G — R spojita a (x¢,yo) € G. Pak tloha

y, = f(xvy)v
y(70) = Yo

mé FeSeni na né&jakém okoli xg. Je-li navic f lipschitzovskd v druhé soufadnici, ma zy okoli, na kterém existuje
pouze jedno FeSeni této rovnice.
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Kapitola 9

Appendix

9.1 Topologické prostory

9.1.1 Zakladni pojmy

Definice 9.1.1. Necht X je mnozina a 7 je systém podmnozin X. Rekneme7 ze X, ) je topologicky prostor, pokud
ma 7 nasledujici vlastnosti.

e Plati g er, X er.
e Pokud U € 7, pak | JU € 7.
e Je-li U € T koneény, je i mnoZina [ U € 7.

Mnoziny z T se nazyvaji oteviené.

Lemma 9.1.2. Necht (X, 7) je topologicky prostor. Pak plati ndsledujici turzend.
e Mnozina & i X je uzaviend.
o Systém uzavienych mnozZin je uzavieny vhledem k libovolnym prinikim a konecnygm sjednocenim.
Definice 9.1.3. Necht (X, 7) je topologicky prostor.
Necht A ¢ X.
e Pokud X\A € 7, nazyva se A uzaviena.
e Mnozina A = (){F c X: A c F, F uzaviend} se nazyva uzavérem A.
e Mnozina Int A = | J{U < X: U < A,U oteviena} se nazyva vnitikem A.
e Mnozina bd A = A n X\ A se nazyva hranici A.
Definice 9.1.4. Necht (X, 7) je topologicky prostor. Necht z € X je dano. O mnozing A c X fekneme, Ze je

okolim z, pokud x € Int A. Ozna¢me
T(x) ={U < X: U je okoli z}.

Lemma 9.1.5. Necht (X, 1) je topologicky prostor. Pak plati ndsledugici turzen.
(a) Pro kazdé A,B c X plati @ = J, Ac A, AUB=AuUB, A=A
(b) Pro kazdé A,Bc X platiInt X = X, Int Ac A, Int(An B) =Int A nInt B, Int(Int A) = Int A).

Definice 9.1.6. (a) Necht (I, <) je nahoru usmérnéné usporadand mnoZina, tj. < je uspotradani na I a pro kazdou
dvojici 7, j € I existuje k € I spliiujici ¢ < k a 7 < k. Mnozina I’ c I je kofinalni, pokud pro kazdé i € I existuje
j € I spliwjici 7 < j.

(b) Necht X je mnozina. Je-li f: I — X libovolna funkce, nazyvame ji netem (zobecnénou posloupnosti) a
zna¢ime {x;}ier, kde z; = f(i). Pokud (J, <) je téZ nahoru usmérnéna ¢asteéné usporddand mnozina a ¢: J — I
spliuje, Ze pro kazdé ig € I existuje jeJ takové, Ze pro j > jo plati ¢(j) > io, nazveme net {z4(;)}jcs podnetem
netu {x;}.

(¢) Necht (X, 7) je topologicky prostor. Necht x € X a {z;} je net. Pak x = lim;es 2;, pokud pro kazdé U € 7(x)
existuje i; € I takové, ze x; € U pro i = 1.

Bod z je hromadnym bodem {z;}, pokud pro kazdé U € 7(x) a ig € I existuje i > ig spliiujici ; € U.

Lemma 9.1.7. Necht (X, 7) je topologicky prostor a {x4;)}jes je podnet netu {x;}icr. Pokud x; — x, pak také
Lo(g) — L

Lemma 9.1.8. Necht (X, ) je topologicky prostor. Necht A ¢ X ax € X. Pak ndsledujici turzent jsou ekvivalentni.
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(i) Plati x € A.

(i) Pro kazdé U € 7(x) platt U n A # .
(iii) Existuje net {x;} obsaZeny v A a konverqujici k x.
Definice 9.1.9. Necht X je mnozina a F < Z(X).

(a) Pak F je filtr, pokud

e F je neprazdny a (J ¢ F,

e [y n Fy e F pro kazdé Fy, Fy € F,

e He F, kdykoliv Fe Fa H>o F.

(b) Systém F je baze filtru, pokud

e F je neprazdny a (J ¢ F,
e pro kazdé Fy, Fy € F existuje F3 € F splaujici F5 < F} N Fs.

(c) Systém F je ultrafiltr, pokud F je maximalni filtr vhledem k inkluzi, tj. F = G, kdykoliv F < G ag je filtr.
Definice 9.1.10. Necht X je topologicky prostor a F € £(X) je baze filtru. Rekneme, ze F konverguje k x
(piSeme z = lim F), pokud pro kazdé U € 7(x) existuje F € F spliujici F' < U.

Tvrzeni 9.1.11. Necht X je topologicky prostor. Pak plati ndsledujici tvrzend.

(a) Necht F je bdze filtru v X a necht x = lim F. UvaZujme F uspofddand obrdcenou inkluzi a pro kaZdé F € F
zvolime xp € F. Pak {xp} je net alimzp = x.

(b) Necht {x;} je net v X a x € X je jeho limita. Pro kaZdé i € I polozme F; = {xj: j > i}. Pak systém
F ={F;: i€ 1} je baze filtru a x = lim F.
Tvrzeni 9.1.12. Necht X je mnoZina. Pak plati ndsledujici tvrzend.
(a) Je-li F < P(X) bdze filtru, je mnoZina

{H c X:3F € F spliujici F < H}

filtr.
(b) mnozina F filtr, existuje ultrafiltr G obsahujici F.

Diikaz. Tvrzeni (a) je zfejmé a k ovéfeni (b) stadi aplikovat Zornovo lemma. O

Definice 9.1.13. Necht (X,7) a (Y, o) jsou topologické prostory a f: X — Y je zobrazeni. Zobrazeni f nazveme
spojitym, pokud f~1(V) € 7 pro kazdou V € o.

Lemma 9.1.14. Necht (X, 1) a (Y, 0) jsou topologické prostory a f: X — Y je zobrazeni. Pak ndsledujici tvrzeni
jsou ekvivalentni.
(i) Zobrazeni f je spojité.
(ii) Pro kazdou F 'Y wuzavienou je f~'(F) uzavrend.
(iii) Pro kazdou A < X plati f(A) c f(A).
(iv) Pro kazdy bod x € X a kazdé V € o(f(z)) existuje U € 7(x) spliiujict f(U) < V.
(v) Pro kazdy net {x;} v X konvergujici k x € X plati f(x;) — f(z).

Definice 9.1.15. Necht (X, 7) a (Y, o) jsou topologické prostory a f: X — Y je zobrazeni. Pak f je sekvencialng
spojité, pokud f(z,) — f(x) pro kazdou posloupnost {z,} v X konvergujici k = € X.

Piiklady 9.1.16. (a) Je-li (X, p) metricky prostor, zahriime do 7, ty mnoziny U < X, které spliuji
VeeU3Ir >0: B(z,r) ={ye X: plx,y) <r} cU.

Pak (X, 7,) je topologicky prostor
(b) Necht X je mnozina. Pokud 7 = £(X), dostavame diskrétni topologii, pokud 7 = {¢, X}, mame indiskrétn{
topologii.

Definice 9.1.17. Topologicky prostor (X, 7) se nazyva metrizovatelny, pokud na ném existuje metrika p splitujici
T = Tp.

Tvrzeni 9.1.18. Necht (X, ,), n € N, jsou metrizovatelné prostory. Pak je prostor X = Hle X, metrizovatelny
metrikou

0

p(xvy) = Z 27" min{pn(xn’yn), 1}7 €r= {xﬂ}ay = {y + n} e X.

n=1
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9.1.2 Oddélovaci axiomy

Definice 9.1.19. Necht (X, 7) je topologicky prostor.
(a) Prostor X je Ty, pokud pro kazdé dva rizné body x1,z2 € X existuje oteviend mnozina U spliwjici 1 € U
axe ¢ U.
(b) Prostor X je To (Hausdorfftv), pokud pro kazdé dva rizné body x1,22 € X existuji oteviené disjunktn{
mnoziny Uy, Uy splhwjici z; € U;, i = 1, 2.
(c) Prostor X je T3 (regularni), pokud je T a pro kazdé x € X a uzavienou F' ¢ X bod x neobsahujici existuji
oteviené disjunktni mnoziny Ui, Us splhujici 1 € Uy a F' < Us.
(d) Prostor X je T31 (plné regularni & Tichonoviiv), pokud je Ty a kazdé « € X a uzavienou F' < X bod x
neobsahujici existuje f: X — [0, 1] spojita takova, ze f(x) =0a f =1 na F.
(e) Prostor X je T, (normaélni), pokud je T7 a pro kazdé dvé uzaviené, disjunktni mnoziny Fy, Fy < X existuji
disjunktni, oteviené mnoziny Uy, Us c X takové, ze F; c U;, 1 = 1,2.
Tvrzeni 9.1.20. Necht (X, 1) je topologicky prostor. Pak plati ndsledujici tvrzend.
(a) Pokudi,j e {1,2,3,3%,4}, i <j a X je Tj, pak je i T;.
(b) Prostor X je Ty prdavé tehdy, kdyZ pro kazdy bod x € X je {x} uzaviend mnoZina.
(c) Prostor X je requldrni, pokud pro kazdé v € X a U € 7(z) existuje V € 7(z) splriujici V < U.
Piiklad 9.1.21. Kazdy metricky prostor je normalni.
Lemma 9.1.22 (Urysohn). Necht (X, T) je normdlni topologicky prostor. Pak pro kaZdé dvé disjunktni, neprizdné
uzaviené mnoziny Fy, Fo < X existuje spojitd funkce f: X — [0, 1] takovd, Ze f(Fy) < {0} a f(Fy) < {1}.
Vé&ta 9.1.23. Necht (X, 1) je normdlni topologicky prostor. Necht F' < X je neprdzdnd, uzaviend mnoZina a
[+ F — T je spojitd funkce. Pak existuje g: X — F spojité zobrazeni takovd, Ze g = f na F a |g||, = || f].-

Diikaz. Predpokladejme, ze f # 0. Pokud Y = R, je tvrzeni znamé. Pokud F = C, rozsifime f po slozkach a
dostaneme tak h: X — C rozsifujici f. Pokud r = | f||,, = o0 jsme hotovi. V opa¢ném piipadé uvazujme zobrazeni
p: C — B(0,r) definované jako
= 2eC\BO,1),
p(z) =
z, z€ B(0,r).

Pak p je spojita funkce, a tedy je g = p o h pozadované rozsitreni.

9.1.3 Generovani topologii
Definice 9.1.24. Necht (X, 7) je topologicky prostor. Systém B < 7 se nazyva baze 7, pokud pro kazdou otevienou
mnozinu U ¢ X plati U = | J{V e B: V c U}.

Definice 9.1.25 (Podprostor). Necht (X, 7) je topologicky prostor. Pokud Y < X, pak ¢ = {UnY: U € 7} je
topologie na Y. Prostor (Y, o) se nazyvéa podprostorem X.

Definice 9.1.26. |[Homeomorfizmus| Necht (X, 7) a (Y, 0) jsou topologické prostory a f: X — Y je zobrazeni.
Pak f je homeomorfizmus X na f(X)), pokud fi f=1: f(X) — X jsou spojité.
Definice 9.1.27 (Projektivni generovani). Necht X je mnozina, (X;, ), i € I, jsou topologické prostory a f: X —
X;, i€ I, jsou zobrazeni. Polozme
B={()f'(Vi): Uien,FeFI)}
iBF
Pro U € X polozme By = {B € B: B c U}. Pak systém

T={UcX:U=JBu}
tvori topologii na X . Tato topologie se nazyvé projektivné generovana prostory X; a zobrazenim f;, i € I.

Tvrzeni 9.1.28. Necht X je mnoZina, (X;,7;), i € I, jsou topologické prostory a f: X — X;, i € I, jsou zobrazeni.
Necht T je systém definovang v Definici 9.1.27. Pak plati ndsledugici tvrzend.

(a) Systém T je topologie.
(b) Pokud (Y, o) je topologicky prostor a f:Y — X je zobrazeni, pak f je spojité pravé tehdy, kdyz f;o f je spojité
pro kazdé i e I.

Definice 9.1.29 (Soucin prostort). Necht (X;,7;), i € I, jsou topologické prostory a X = [[,.; X;. Uvazujme
kanonické projekce p;: X — X;, j € I. Necht 7 je topologie projektivné generovana timto systémem. Pak 7 se
nazyva soucinova topologie.

Tvrzeni 9.1.30. Operace podprostoru i soucinu zachovdvaji viastnosti Tj, j € {1,2, 3, 3%}

Umluva 9.1.31. Nebude-li Feceno jinak, budeme v dalsim textu pracovat pouze s Huasdorffovymi prostory.
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9.1.4 Kompaktni a lokdlné kompaktni prostory

Definice 9.1.32. Necht (X, 7) je topologicky prostor.
(a) Pak X je kompaktni, pokud pro kazdé oteviené pokryti U prostoru X (tj. U sestava z otevienych mnozin a
K < |JU) existuje koneény podsystém U’ < U spliwjici K < (JU'.
(b) Mnozina A ¢ X je relativné kompaktni, pokud A je kompaktni.
(c) Prostor X je lokalné kompaktni, pokud pro kazdé x € X a U € 7(x) existuje relativné kompaktni V' € 7(z)
spliwjici V < U.
Lemma 9.1.33. Necht (X, 1) je topologicky prostor. Pak systém vSech kompaktnich podmnozin X je uzavieny na
konecnd sjednoceni a libovolné priniky.
Tvrzeni 9.1.34. Necht X je kompaktni topologickyj prostor. Pak plati ndsledujici tvrzent.
(a) Kazdd uzaviend mnoZina v X je kompaktni.
(b) Prostor X je normdini.
(c) Prostor X je lokdlné kompaktny.
(d) PokudY je topologicky prostora X je jeho podprostorem, je X vY uzavreny.
(e) PokudY je topologicky prostora f: X — Y je spojité, je f(X) kompakini. Pokud X je prosté, je f homeo-
morfizums.
Tvrzeni 9.1.35. Necht (X, 1) je topologicky prostor. Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentnd.
(a) Prostor X je kompaktni.
(b) Kazdy net v X md konvergentni podnet.
(c) Md-li neprdazdny systém F < P X sloZeny z uzavienych mnoZin konecnou prinikovou vlastnost (tj. (\F # &
pro kaZdou F' < F konecnou), je (| F # &.
Véta 9.1.36 (Tichonov). Soucin kompaktnich prostori je kompaktni.

Lemma 9.1.37. Necht X je lokdlné kompaktni topologicky prostor. Pak kaZdd je ho oteviend podmnoZzina je lokdlné
kompaktni.

Tvrzeni 9.1.38. Soudin koneéné mnoha lokdlné kompaktnich prostori je lokdlné kompakini.

Definice 9.1.39. Necht (X, 7) je topologicky prostor.

(a) Je-li f: X — F funkce, mnozinu spt f = {z € X: f(x) # 0} nazyvame nosi¢em funkce f. Symbol C.(X) pak
znadi prostor v8ech spojitych funkci s kompaktnim nosi¢em.

(b) Je-li X lokalng kompaktni, zna¢ime Co(X) prostor vSech spojitych funkei na X s vlastnosti, Ze pro kazdé
e > 0 je mnozina {x € X: |f(z)| = ¢} kompaktni.

Definice 9.1.40. Necht (X, 7) je lokalné kompaktni prostor a « je bod do X nenéalezici. Polozme aX U {a} a
definujme topologii o na aX takto. MnoZina U c aX je o oteviena, pokud U n X je T-oteviena a je-li o € U, pak
existuje kompaktni mnozina F' < X takova, ze {a} u (X\F) c U.

Prostor aX se nazyva jednobodova (nebo Alexandrovova) kompaktifikace X.

Tvrzeni 9.1.41. Necht (X, 1) je lokdlné kompaktni prostor a aX je zkonstruovdno jako vyse. Pak plati ndsledugict
turzent.

(a) Prostor aX je kompakini.

(b) Bod « je v uzdvéru X pravé tehdy, kdyz X neni kompaktni.

(¢) Kazdé | € Co(X) dodefinujeme na f € C(aX) v bod¢ o hodnotou 0. Pak toto zobrazeni zprostredkovdvd

izometricky izomorfizums Co(X) a {f € C(aX): f(a) = 0}.

Véta 9.1.42 (Urysohn a Tietze). , Necht X je lokdlné kompakini topologicky prostor. Necht K < X je kompaktni.
Pak plati ndsledugici tvrzent.

(a) Pokud U < X oteviend mnoZina spliiuje K < U, pak existuje f: X — [0, 1] spojitd splitujici f = 1 na K a
f=0mna X\U.

(b) Je-li g: K — T spojitd, existuje f € C.(X) rozsitugici g, ketrd spliiuge | f| = ||g|-

Diikaz. Uvazujme kompaktifikaci «X. Pak K je uzaviena a U oteviend v aX, a tedy (a) i (b) plyne z normality
prostoru aX. O

Lemma 9.1.43. Necht X je lokdlné kompaktni prostor a K je jeho kompakini podmnoZina. Necht a {Uy,...,U,}
je pokryti K oteviengmi mnoZinami. Pak existuji funkce g1,...,gn € Co(X) spliiujici 0 < ¢g; < xu,, sptg; < Uj,
i=1,...,n,a>; ;9 =1
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Diikaz. Pro kazdy bod z € K najdeme i € {1,...,n} a otevienou mnozinu V, splinjici € V, < V, < U;. Diky

kompaktnosti existuje koneéna mnozina x1, ...,z v K takova, ze K c U;n:1 Vi, . Definujme uzaviené¢ mnoziny F;
jako

Fi=\J{Va,: Ve, €U}, i=1,...,n.
Necht V; jsou oteviené mnoziny spliujici F; < V; < Vlc U;,i=1,...,n. Najdeme spojité funkce fi,..., f, na K
takové, Ze xp, < fi < xv,,i=1,...,n. Pakspt fi c V; < U; a X, fi > 0 na K. Polozme

fi(z) .
()= =7, 2K, 1=1,...,n.
gl( ) 2?21 f](x)v ) I 9

Pak g; jsou spojité, spliuji 0 < g; < xv,, sptgi c U;, i =1,...,n,a Z?Zl g;=1na K. O

Véta 9.1.44 (Stone—Weierstrass pro C(X,R)). Necht X je kompaktni topologicky prostor. Necht A < C(X,R) je
vektorovy prostor obsahujict konstanty a oddélujici body X. Necht ddle

e A je algebra nebo
o A je svaz, tj. min{f, g} a max{f, g} jsou elementy A kdykoliv f,g € A.
Pak A je husty v C(X,R)).
Véta 9.1.45 (Stone-Weierstrass pro C(X,C)). Necht X je kompaktni topologicky prostor. Necht A < C(X,C) je

vektorovy prostor obsahujici konstanty, oddélujici body X a uzavieny na komplexni sdruZeni. Pokud A je algebra,
je A je husty v C(X,C).

Véta 9.1.46 (Stone—Weierstrass pro lokalné kompaktni prostory). Necht X je lokdlné kompaktni topologicky pro-
stor. Necht A < Cy(X,C) je vektorovy prostor obsahujict konstanty, oddélujici body X a uzavieny na komplexni
sdruzeni. Pokud A je algebra, je A je husty v Co(X).

Diikaz. Uvazujme prostor aX . Dodefinovanim funkei z Cy (X, F) hodnotou 0 v « 1ze pfedpokladat, ze A ¢ C(a X, F).
Uvazujme systém

B={f+c: feAceF}.

Pak systém B splituje predpoklady Véty 9.1.44 nebo Véty 9.1.45, a tedy B = C(aX,TF).
Necht f € Cy(X) je libovolna. Pak existuji g, € A a ¢, € F, n € N, takové, Ze funkce tvaru f, = g, + ¢,
konverguji stejnomérné k f. Jelikoz

0= f(a) = lim (g, (0) + ¢,) = lim ¢y,

mame
gn=(9n+cn)_cn:fn+cn:>>f-
Tedy A = Co(X,F). O

Tvrzeni 9.1.47. Necht X je kompaktni prostor. Pokud existuje spocetny systém {f,: n € N} < C(X,R) oddélujici
body, je X metrizovatelny.

Driikaz. Uvazujme zobrazeni
[e0]
n=1

o(x) = {fn(2)}nen.

Pak [, cn fn(X) je metrizovatelny a ¢ je homeomorfizmus X na ¢(X). Tedy i X je metrizovatelny. O
Tvrzeni 9.1.48. Necht' X je lokdlné kompakitni topologickyj prostorse spocetnou bdzi. Pak existuji kompaktni mno-
zZiny Ky, n e N, s ndsledujicimi vlastnostmai:

(1) plati X,, < Int X,,11, n €N,

(2) plati X =7, Xn,

(8) pro kazdy kompakt K < X existuje n € N takové, Ze K < Int X,,.
Diikaz. Necht B = {U,: n € N} znadi spocetnou bazi otevienych mnozin. Vzhledem k tomu, Ze je X lokalné kom-
paktni, miZzeme po eventualnim vynechani nékterych prvka B predpoklddat, ze B sestava z relativné kompaktnich

mnozin. Indukei nyni sestrojime posloupnost kompaktnich mnozin {X,,} takovou, ze U,, ¢ X,, pro kazdé n € N a
{X,} spliije (1) a (2).
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V prvnim kroku polozime X; = U,;. Piedpokladejme nyni, ze méame pro néjaké n € N zkonstruovany kompakty
X;,i€{l,...,n}, takové, ze X; < Int X; 41 proi € {1,...,n—1}. Diky kompaktnosti X,, nalezneme koneény systém
C < B takovy, ze X,, < | JC. Pak je X,,41 = |JC U U, 41 kompaktni mnozina, ktera obsahuje U,+1 a splituje

X, c UC cnt X, 11 € Xp11.

Tim je konstrukce ukonéena.
Nalezena posloupnost oc¢ividng splije (1) a (2). Je-li K < X libovolny kompakt, existuje N < N kone¢na
takova, ze K < |J,,cy Un- Pak pro n = max N plati K < X,,.
O

9.1.5 Souvislé prostory
Definice 9.1.49. Necht (X, 1) je topologicky prostor.
(a) Pak X je souvisly, pokud neexistuji neprazdné, oteviené, disjunktni mnoziny U,V < X spliujici X = UuV.
) Prostor X je lokalné souvisly, pokud pro kazdé x € X a U € 7(z) existuje souvisla V € 7(z) spliwjici V < U.
c¢) Prostor X je kiivkové souvisly, pokud pro kazdé x,y € X existuje spojité zobrazeni f: [0,1] — X spliujici

(b
(
(Uz—xaf() Y-

d) Pro z € X ozna¢me
Cy = U{C’ c X: C souvisla, z € C}.
Tvrzeni 9.1.50. Necht (X, 1) je topologicky prostor. Pak plati ndsledujici tvrzend.
(a) Komponenty souvislosti jsou souvislé, uzaviené podmnoZiny X. Pokud z,y € X, pak bud C, = Cy, nebo
ConCy=.
(b) Je-li X lokdlné souvisly, jsou komponenty souvislosti oteviené.
(¢) KrFivkové souvisly prostor je souvisly.
(c) Je-li X souwvisly, Y topologicky prostora f: X —'Y spojitd, pak f(X) je souvisly.

Priklad 9.1.51. Kazd4 konvexni podmnozina normovaného linedrniho prostoru je souvisla.

9.2 Prostory mér

9.2.1 Komplexni miry

Definice 9.2.1. (a) Necht X je mnozina a ¥ je o-algebra na X . Pak dvojici (X, ¥) nazyvame méFitelnym prostorem
a prvky X jsou méfitelné mnoziny.

(b) Necht (X,Y) je méFitelny prostor. Pak p: ¥ — [0, 0] je nezdporna mira, pokud u(&) = 0 a pu(|J;_, An) =
Zfil 1(A,) pro kazdy disjunktni, spocetny systém méFitelnych mnozin. Pokud u(X) < oo, je p koneéné. Pokud
Ize psit X = U, X, a u(X,) < 0, je i o-kone¢na.

(c) Necht (X, X)) je méfitelny prostor. Pak p: ¥ — F je (znaménkova nebo komplexni) mira, pokud pu(gf) =0
a (U, An) =27 1(A,) pro kazdy disjunktni, spocetny systém méfitelnych mnozin.

(d) Necht p je mira na (X,X). Pro A € ¥ ozna¢me 7(A) systém vSech spoetnych, méfitelnych rozkladi A, tj.
A e m(A) pravé tehdy, kdyz A = J A, Ac X a A je spoCetny. Zobrazeni |u| : ¥ — [0, 0) definované jako

[ (A) = sup Y [u(B)], Ae¥,
Ben(A) gen

je kone¢né mira.

Definice 9.2.2. Necht p, v jsou miry na (X, ).

(a) Rekneme, Ze v « p, pokud v(A) = 0, kdykoliv u(A) = 0.

(b) Pokud existuji disjunktni mnoziny A, B € ¥ takové, ze X = A u B a pro kazdou C € ¥ plati u(Bn C) =
v(A n C) =0, fekneme, Ze u, v jsou navzajem singularni (piSeme p L v).

Vé&ta 9.2.3 (Radon—Nikodym). Necht p je o-konecnd (nezdpornd) mira na (X, %) a X je komplexni mira na (X, X).
Pak plati ndsledujict tvrzend.

(a) Ezistuje prdvé jedna dvojice mer Ay, As takovd, Ze A = Ay + As, A K 1 a Ag L .
(b) Eristuje prave jedna funkce h € L*(u) spliugict

Aa(A) = L hdp, Ae.

Navic plati
) = [ du aes.
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Véta 9.2.4 (Hahniv rozklad). Necht u je redlnd mira na (X,X). Polozme

1 1
u+:§(\u|+u) a == 5(lul=n.

Pak pt L.

Véta 9.2.5 (Jordanova dekompozice). Necht p je mira na (X,X). Pak existuji nezdporné konecné miry pj, j =
0,1,2,3, takové, Ze u = Zj-:l iy a plati

1i(A) < |ul (4), Aex,j=0,1,23.

Diikaz. Pisme p = a +if3, kde a, 8 jsou realné miry na X. Vzhledem k tomu, Ze a* L o™, existuje mnoZina Y € &
takova, ze a™(X\Y) = a= (Y) = 0. Pak pro kazdou A € ¥ plati

at(A) =|at(A)| =" (AnY)|=|a"(AnY)+a (AnY)|=|a(AnY)|[ < |a(ANY)+iB(ANY)
(A A Y| < il (An Y) < |l (4).
Podobng ukdZeme, Ze miry o, 8%, 3~ jsou majorizovany |u|. Tedy
pe ot HilET - )
je hledany rozklad. O
Tvrzeni 9.2.6. Necht pi je mira na (X,X). Pak pro kazdé f € L'(|u|) je § f du dobie definovany a plati

LLM4<Lwa.

Specidlné pro kazdé A € X plati |u(A)] < |p| (A).

Definice 9.2.7. Necht (X, X) je méfitelny prostor. Necht M (X) znad¢i prostor viech mér na (X, 3), kde vektorové
operace definujeme bodové a uvazujeme normu |l = |p| (X).

Véta 9.2.8. Necht (X,X) je méfitelny prostor, pak M(X) je Banachiiv prostor. Navic plati |p+ v| < |u| + |v|,
w,v e M(X).

Diikaz. Zjevné je M (X) vektorovy prostor. Pro p, v € M(X) mame

(w4 v)(A)] < (A + ()] < |pl (A) + [v[(4), AeX.

Z této nerovnosti jiz snadno plyne odhad |p + v| < |u| + |v|.
Krok 1. Pro pe M(X) a c e F plati

leul (X) = sup Y. [eu(B)] = |ul (A) = |c] bup Z lu(B)| = lef ] -
Ben(X) Ben ) BeB

Dale pro u,v € M(X) plati

lu+v|=ln+v[(X)= sup > |u+v(B)
BETA’( )BEB

< sup Z lu(B)| + s Z w(B)| = [ul + [v].
Bem(X) gen ) BeB

Koneéné pokud |u| =0, tj. |u| (X) =0, pak pro kazdé A € ¥ mame
(A < |l (A4) < [ul (X) =0,

a tedy p = 0. Proto je M (X) normovany prostor.
Krok 2. K dikazu tplnosti pouzijeme Vétu 1.1.17. Necht 377 1, je absolutné konvergentni fada v M(X). Pro

libovolné A € ¥ pak mame
0 [e0] o0
Z lun(A)] < Z | (A Z [ pn |l < o0,
n=1 n=1 n=1

a tedy lze polozit

0
= 3 a(4), Aex.
n=1
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Zjevné je pak p koneéné aditivni a plati u(&) = 0.

Necht {C}} je klesajici posloupnost méfitelnych mnozin spliujicich ﬂ:;l Cr = &. Necht £ > 0 je dano. Zvolime
no € N tak, aby ZZC):NOH [n| < €. Jelikoz pro kazdé n € N plati limg_,o |pin| (Ax) = 0, existuje ko € N takové, Ze
lpn] (Cr) < 7o, n=1,...,ng. Pak pro k > ko plati

o8] no [o0] no o8] no e
1(C)l = | D] 1 (CR)| < | D (@) +| D pn(AR)| < Dl (A) + Y] Nl < ) otese
n=1 n=1 n=ng+1 n=1 n=ng+1 n=1

Tedy p(Cy) — 0.
Necht nyni {4} je disjunktni systém méfitelnych mnozin a A = Y;7 | Ay. Polozme B,, = |J;_, Ax a C,, =
A\B,,, n € N. Pak {C},} je klesajici posloupnost s vlastnosti ﬂfil C,, = . Dle ptedchézejici uvahy tedy mame pro

= [u(Bn) + (Cn) — (Vi1 Ak)| = [(Bn) + 1(Crn) — p(Br)| = [1(Cn)| — 0.

w(4) = 3 u(dg)
=1

Tedy p(A) = 3,1 p(An)-
Krok 3. Ovéfme nyni, Ze p = Zkoo:1 wi. Pro n e N polozme

Un(A) = Z pe(A), AeX.

Dle predchézejictho jsou miry v, v M(X) a plati g — >, _; . = vy Pro libovolné B € 7(X) nynf mame

3 Y @ <Y Y m®= Y N m®dl< Y .

BeB BeB BeB k=n+1 k=n+1 BeB k=n+1

(1 — Z 1) (B)
k=1

Tedy | — Sy | = 0. O

9.2.2 Borelovské mnozZiny a funkce

Definice 9.2.9. (a) Necht (X, 7) je topologicky prostor. Symbolem Bs(X) ozna¢ime o-algebru genrovanou 7.
(b) Necht (X,7) a (Y,0) jsou topologické prostory a f: X — Y je zobrazeni. Pak f je borelovské, pokud
F71(V) e Bs(X) pro kazdou V € o.
Tvrzeni 9.2.10. Necht X je topologicky prostora Y < X. Pak plati ndsledujici tvrzend.
(a) Plati
Bs(Y) ={Y n B: BeBs(X)}.
(b) PokudY € Bs(X), pak Bs(Y) < Bs(X).

Diikaz. (a) Pisme o pro topologii Y. Oznatme A = {Y n A: A € Bs(X)}. Zjevné je A o-algebra obsahujici oteviené
mnoziny Y, a tedy Bs(Y) < A. Necht nyni B je libovolna o-algebra v Y obsahujici o. Polozme

C={CcX:YnCeB)

Pak C je o-algebra v X obsahujici 7. Tedy C o Bs(X), z ¢ehoz plyne A < B. Jelikoz B byla libovolna, plati
A c Bs(Y).
Tvrzeni (b) nyni plyne z (a).
O

Tvrzeni 9.2.11. Necht X,Y, Z jsou topologické prostory. Necht f: X =Y a g: Y — Z jsou borlovskd zobrazeni.
Pak plati nasledujict tvrzend.

(a) Pro kazdou B € Bs(Y) plati f~*(B) € Bs(X).
(b) Zobrazeni go f je borelovské.

Diikaz. (a) Oznaéme
B={BcY: f!(B)eBs(X)}.

Pak B je o-algebra obsahujici oteviené mnoziny prostoru Y, a tedy Bs(Y') < B.
Tvrzeni (b) okamzité plyne z (a). O
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9.2.3 Aproximace spojitymi funkcemi

Véta 9.2.12 (Luzin). Necht X je topologicky prostor, . je o-algebra na X obsahujici borelovské mnoZiny a u je
koneénd (nezdpornd) mira na 7, kterd spliiuje

w(A) = inf{u(U): U > A oteviend} = sup{u(F): F < A uzaviend}, Ae.”. (9.1)

Necht'Y je topologicky prostor se spocetnou bazi. Pak pro kaZdou p-mévitelnou funkci f: X - Y ae > 0 ezistuje
F < X wzaviend takovd, Ze W(X\F) < e a f|r je spojitd.

Diikaz. Necht {V;,: n € N} je baze otevfenych mnoZin v Y. Pro kazdé n € N najdeme z regularity p uzavienou
mnozinu F;, a otevienou mnozinu U,, v X takové, Ze

F, f_l(Vn) NU, a M(Un\Fn) < 2%

Pak je F' = X\, (U,\F,,) uzaviend a plati u(X\F) < 5. Koneéné je f|r spojita, protoze pro n € N je mnozina
fle) ' Va) = (Va) nF=Upn F
oteviend v F'. 0

Dusledek 9.2.13. Necht X je normdlni topologicky prostor, .7 je o-algebra na X obsahugjici borelovské mnoZiny
a p je o-konecnd mira na .7 splitujict (9.1). Pak plati ndsledugjici tvrzend.
(a) Je-li Y topologicky prostorse spocetnou bdzi a f: X — Y je u-meéritelnd funkce, existuje borelovskd funkce
g: X — Y rovnajici se f u-skoro vsude.

(b) Necht f: X — T je p-méritelnd. Pak existuje posloupnost {f,} spojitych funkci na X takovd, Ze || fn], < |If].
a fn — f p-skoro vsude.

(¢c) Nechtpe [1,0). Pak C*(X) je husty v LP(X,.%, ).

Diikaz. (a) Pisme X = |JX,, kde X1 < X3 < X3 < --- jsou kone¢né miry. Diky (9.1) p muzeme pfedpokladat,
7e X, jsou borelovské. Pro kazdé n € N uvazujme méfitelny prostor (X,,, %, pin), kde 7, = {An X,,: Ae S} a
tn(B) = u(An X,) pro libovolnou mnozinu A € . spliwjici An X,, = B. Pak p,, spliuje pfedpoklady Véty 1.5.16,
a tedy existuje mnozina H, < X,, takova, ze H, je uzaviena v X,,, f|mg, je spojitd a u,(X,\H,) < 27"~ Déle
nalezneme V,, ¢ X,, uzavienou v X spliwjici u(X,\V,) < 2—n=1 Pak F,, = H, NV, je podmnozina X, ktera je
uzaviend v X a f|p, je spojita. Nakonec si poviimnéme, ze

:U‘(XTL\FTL) < .U(Xn\Hn) + ,U(Xn\vn) = Pm(Xn\Hn) + ,LL(Xn\Vn) <2 277171 =27,

Tedy jsme zkonstruovali posloupnost {F,,} uzavienych mnozin v X takovou, ze F, c X,, f|r, je spojita a
w(Xp\Fp) <27

Bez tjmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze Fy < F» < F3 < ---. Zvolime yy € Y. Pak je funkce
g f ma 7 Fn,
Yo jinak,

borelovské a rovna f u-skoro viude. Oznag¢ime-li totiz A = {x € X: f(z) = g(x)}, pak pro kazdé k € N mame
0
PX\A) < X\ | Fy) < p(X\Fp) <277, n>k.
j=1
Tedy pu(Xi\A) = 0 pro kazdé k € N. Protoze xx,\a /" Xx\a, diky Leviho vété dostavame

p(X\A) = JXX\A dp = Jklim Xxadp = lim p(Xp\A) = 0.
—00 k—0

(b) Necht X,, a F, jsou jako vySe. Diky Tietzové v&té najdeme spojité funkce f,,: X — R spliwjici f,, = f|g,
a | fallo <|flr.llo <[ flo- Pak fn — f na Uf:l F,, tedy p-skoro vSude.
(c) Necht f e LP(u) a £ > 0 jsou dany. Polozme

A={zeX: |f(zx)|>0} a A,={zreX:—<|f(z)|<n}, neN.

S|

Pak x4, / xa, a tedy
J P dp— J P dp = f PP du.
A’Vl A X
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Lze tak nalézt n € N takové, Ze {y , IfI? du < e.

Podobné nalezneme uzavienou mnozinu H < A, a otevienou mnoZinu U > A, tak, aby SU\H IfI” du < ¢
a wW(U\H) < 5. Jelikoz pu(H) < oo, dle Luzinovy véty 9.2.12 existuje F' < H uzaviend mnozina takova, Ze
p(H\F) < -5 a f|r je spojita. Necht g € C.(X) spliwje g = f na F, sptg < U a |g|, < ||f|r]|, < n. Pak

P

dostavame
f |g—f|”du=f |g—f\f’du+f \g—f|”du+f|g—f\pdu
X X\U U\F F
< J 1P dpt 2! (J of? dp +f Tk du)
xX\U U\F U\F
< j I dp 2 <nm<U\F> + j P dut f Tk du)
X\A, U\H H\F
<&+ 2L (P (WU\H) + p(H\F)) + £ + 0P p(H\F))
=e(1+4-2r71).
Tim je dikaz dokoncen. O

9.2.4 Radonovy miry

Véta 9.2.14 (Rieszova o reprezentaci funkcionala na C.(X)). Nechl X je lokdlné kompakini topologicky prostor a
A: C.(X) — C je linedrni forma spliiujici Tf = 0 pro kaZdou f € C.(X) nezdpornou. Pak ezistuje o-algebra ¥ a
nezdapornd mira p na (X,3) s ndsledujicimi vlastnostmi.

(a) Plati Bs(X) < X.

(b) Pro kazdou kompaktni mnoZinu K < X plati p(K) < o0.

(¢) Pro kazdou A €% plati
w(A) = inf{u(U): Ac U,U oteviend}. (9.2)

(d) Je-li A oteviend nebo A € X spliiuje u(A) < oo, plati

w(A) = sup{u(K): K c A, K kompakt}. (9.3)

(e) Mira p je dplnd, tj. A€ X, pokud existuje B € ¥ splniujici A < B a u(B) = 0.
(f) Pro kazdou f € Co(X) plati Af = §y fdp.

(9) Mira p je vlastnostmi (a)—(f) uréena jednoznacné.

Diikaz. Dukaz je veden nésledujicim zpusobem. Pomoci funkcionalu A zkonstruujeme vhodnou vnéjsi miru, na
kterou pouzijemm Carathdédoryovu konstrukci. O vzniklé mife pak dokaZeme, Ze spliiuje poZzadované podminky.
Krok 1. Polozme

W (U) =sup{Af: feCu(X),0< f<xu,sptfcU}, Uc X oteviena.

Pak zjevné plati
o /() =0,
o 1/ (U) < p/(V), jsouli U,V < X oteviené a U — V.

Nyni definujeme funkei p* na podmnozinach X jako
p*(E) = inf{y/(U): U > E oteviena}, E c X.

Pak p* je monoténni subaditivni mnozinova funkce definovana na vsech podmnozinach X, kterd se rovna u' na
otevienych mnozinach X.

Monotonie je ziejméa. Abychom uk8zali subaditivitu, necht F, < X, n € N, jsou dany. Polozme E = Ule E,.
Bez Gjmy na obecnosti lze predpokladat, ze u*(E,) < c pro kazdé n € N. Necht ¢ > 0.

Vezméme U, > E, spliwjici ¢/ (U,) < p*(En) + 5. Polozme U = |J,_, U,. Necht f € C.(X) spliluje
0< f<xu,sptfcUapu(U)<A(f) +e. Polozime-li L = spt f, dostaneme kompaktni podmnozinu U. Existuje
tedy index m € N takovy, ze L < | J;~, U;. Dle Lemmatu 9.1.43 existuji funkce g1, ..., gm € Co(X) splitujici

m
0<g¢;,<xu,, sptgicU;, i=1,...,m, a ZgizlnaL.
i=1
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Polozme h; = fg;, i =1,...,m. Pak
0<h; <xu,, spthicU;, ¢=1,...,m, a fzzm.

Tedy

m m o8]
:ZA Z E-l—Z( >:26+Zu*(Ei).
i=1 i=1 j
Jelikoz f € C.(X) splitujici 0 < f < xu a spt f = U byla libovoln4, plati p/(U) < 2¢ + Yoo | u*(E;). Z definice p/
plyne pu*(E) < 2e + Y0 | p*(E;). Tedy p* je vngjsi mira na X.

Krok 2. Ukazme, Ze pro disjunktni otevfené mnoziny U, V plati p* (U u V) = p*(U) + p* (V).

Je tfeba ukazat nerovnost ,,>“. Pokud p* (U uUV') = o0, nerovnost plati trividlng. Pfedpokladejme tedy koneénost
Cisla p* (U V). Pak také p*(U) i p*(V') jsou konecna.

Necht € > 0 je dano. Nalezneme f, g € C.(X) spojité funkce splitujici 0 < f < xy, sptf < U a0 < g < xv,
sptg < V takové, ze A(f) = p*(U) —ecaAlg) = p*(V)—e. Pak 0< f+ g < xuov aspt(f +¢9) cU UV, a tedy

p*UOV)=2A[f+9) =Af+Ag=p*(U) + p*(V) — 2e.

Tedy p*(U v V) = p*(U) + p*(V). Tim je dukaz hotov.
Krok 3. Ozna¢me
={EcX:pu*(T)=p*(TnE)+p*(T\E), T c X}.

Dle Caratheodoryho konstrukce je pak ¥ o-algebra a p = p*|s je Gplna mira.
Je tfeba ukazat, Ze ¥ obsahuje vSechny borelovské podmnoziny X. K tomu staéi ovéfit, ze ¥ obsahuje vSechny
oteviené mnoziny, tj. Ze plati

VU < X oteviena VT < X: u*(T) = p*(T n U) + p*(T\U). (9.4)

Mejme tedy otevienou nepréazdnou mnozinu U < X a testovaci mnozinu 7' < K. Diky o-aditivité p* staci ukazat
nerovnost ,,=“. Lze tedy pfedpokladat, ze p*(7T") < 0.

Necht € > 0. Zvolme W o T otevienou spliwjici pu*(W) < p*(T) + €. Z definice nalezneme f € C.(X) takovou,
70 f<xwau,sptf WU aAf>p*(W nU) —e. Protoze spt f ¢ W n U, existuje otevienad mnozina V/
spliwujici

sptfcVccVcecWnU.
Pak
V) = Af > (WA U) -

Pak V a W\V jsou disjunktni oteviené mnoziny. Pouzitim Lemmatu ?7?(c) tedy dostavame

pH(T) = @ (W) —e = p*(V.u (W\V)) —e = p*(V) + p*(W\V) — ¢
> (W n U) +p*(WN\U) —2e = p* (T nU) + p*(T\U) — 2e.
Tedy p*(T) = pu*(T n U) + p*(T\U) pro kazdou T < K. ProtoZe obracend nerovnost plyne ze subaditivity p*,
plati (9.4).

Krok 4. Ovéfime nyni vlastnosti (a)-(e). Vlastnost (a) plyne z pfedchoziho.

Necht K c X je kompaktni. Pro kazdé x € K nalezneme relativné kompaktni, otevienou mnozinu U, obsahujici
z. Vybereme koneéné mnoho bodi 1, ...,z, € K tak, ze K < |J_, U,,. Pak U je otevfena mnozina s kompaktnim

uzavérem. Sestrojime-li tedy funkci f € C.(X) spliwjici xx < f < xv a spt f < U, mame

K)gJdeu:Af<oo.

Vlastnost (b) proto plati.
JelikoZ pro kazdou A € ¥ plati

wu(A) = p*(A) = inf{y/(U): U > E oteviena} = inf{u(U): U > E oteviena},
plati (c).

Je-li A oteviena, plati u(A) = p/'(A). Necht a = 0 spliwjici u(A) > a je dano. Nalezneme f € C.(X) takovou,
ze Af >a,sptf cU a0< f<xu. Sestrojime g € C.(X) splitujici xspt 5 < g < xv. Pak pro K = spt f mame

,u(K)ZJ gd,u?f fdu > a.
b's b'e
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Tedy (d) plati pro A otevienou.

Necht A € ¥ m4 konecnou miru. Pro dané € > 0 nalezneme U ¢ X otevienou, ktera obsahuje A a mé kone¢nou
miru. Déle zvolime kompakt L c U spliujici u(U\L) < €. Koneéné necht V' je oteviena nadmnozina U\ A spliiujici
uw(V\(U\A)) < e. Polozme K = L n (X\V). Pak K je kompaktni mnozina a mame

A\K c (U\L) u (AnV)c (U\L) v (V\(U\A)).

Tedy p(A\K) < 2¢ a vlastnost (d) je ovéfena. Uplnost y, jak jiz bylo zminéno, plyne piimo z Caratheddoryovy
konstrukce.

Krok 5. Ukazme, ze Af = § fdu pro kazdou f € C.(X). Zjevné staci dokézat tuto rovnost pro kazdou realnou
spojitou funkei, coz diky linearité znamena ovéfit nerovnost Af < § f du pro kazdou realnou f € C.(X). Je-li redlna
f € C.(X) déana, zvolme a € (0,0) tak, aby Rng f < [—a,a]. Zvolme e > 0 a body yo < —a <y; < -+ < Yn—1 <
a < Yn, kde y; —y;—1 < e proi=1,...,n. Pak mnoziny

Ez:{xesptf:yi71<f<x)<yi}7 ’L.=1,...,7’l,
tvori borelovsky rozklad spt f pomoci mnozin kone¢éné miry. Pro ¢ = 1,...,n, necht U; jsou oteviené mnoziny
splhujici
€
plUs) < w(Ez) + — a By cUs < {zespt f: f(z) <yi+e}
(takové mnoziny existuji diky (d) a spojitosti f). Systém {Uy,...,U,} tvofi oteviené pokryti spt f, a tedy z
Lemmatu 9.1.43 existuji funkce g1, ..., g, € C.(X) spliujict
n
0<¢i<xu,, sptgicU;, i=1,...,n, a Zgizl.
i=1

Pak mame g;f < (yi +€)gi a (yi —€)xp, < fxm, i =1,...,n, atedy

Af =MD g:if) = D Mgif) < D (wi + €)Ags
i=1 i=1

i=1 i =

S

M:

(yi +e)u(U;) < ‘ (yi +e)(u(E:) + —)

9
n

=1 i=1
= D+ (B + 3y +e)
- 2<y» = (B +22 Y, () + = Yy + <)

J —€)du + 2epu(spt f) + n(a + 2¢)
< Z JE fdu+eu(spt f) + a + 2¢)
i=1YEi

— f fdu+e2u(spt f) + a + 2¢).
K

Tim je dukaz t¥etiho kroku dokoncen.

Krok 6. Necht v jsou dvé miry spliwjici §,. fdu = Af = §, fdv pro kazdou f € C.(X). Necht K < X
je kompaktni. Pro & > 0 nalezneme otevienou mnozinu U spliujici u(U) < p(K) + . Necht f € C.(X) splije
XK < f < xu. Pak

K< [ pan= | fdn<u©) < i)+

Tedy v(K) < p(K) pro kazdy kompakt K. Prohozenim roli p a v dostaneme rovnost p a v na kompaktnich
mnozinach, coz diky vlastnostem (c) a (d) znamena p = v. O

Véta 9.2.15. Necht X je lokdlné kompaktni, o-kompaktni topologicky prostor. Necht ¥ a p maji vlastnosti popsané
ve Vété 9.2.14. Pak plati ndsledujict turzend.

(a) Pro kazdou A € ¥ a € > 0 existuje uzaviend mnoZina F a oteviend mnoZina U takovd, 2e F < A c U a
w(U\F) < e.
(b) Pro kaZdou A € Bs(X) plati

w(A) =inf{u(U): Ac U,U oteviend} = sup{u(K): K c A, K kompakt}.
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Véta 9.2.16 (Hustota C.(X)). Necht X je lokdlné kompaktni topologicky prostora u je nezdpornd mira spliiujici
vlastnosti (a)-(e) z Véty 9.2.14. Necht p € [1,0). Pak C.(X) je husty podprostor LP(f).

Diikaz. Symbolem ¥ oznafme systém vSech p-méfitelnych mnozin. Necht f € LP(u) je nenulova a € > 0 je dano.
Polozme

A={zeX: |f(x)]>0} a A,={reX:—<|f(x)|<n}, neN.

SRS

Pak x4, /" xa, a tedy
j I dp— j I dp = f PP du.
A, A X

Lze tak nalézt n € N takove, ze §y , |f|” du <e.
Podobné nalezneme kompakt K < A, a otevienou mnozinu U D A,, tak, aby SU\K IfIP dp <eap(U\K) < 5.

Jelikoz pu(K) < o0, dle Luzinovy véty 9.2.12 existuje F' ¢ K uzavfena mnozina takova, ze u(K\F) < = a f|r je

np
spojita. Necht g € Co(X) splituje g = f na F, sptg < U a ||g|, <|f|r|,, < n. Pak dostavame

f|g—f|”du:j |g—f|”du+j Ig—f\pdu+f\g—f|pdu
X X\U U\F F

<[ i (f o du | 1817 du)
X\U U\F U\F

<f PP dp 20! <nw<U\F>+ f 1P dut f fl”du>
X U\K K\F

n

<e+ 2071 (P (WU\K) + p(K\F)) + € + nPp(K\F))
=e(l1+4-2r71).

Tim je dikaz dokoncen. O

Vé&ta 9.2.17 (Rieszova o reprezentaci funkcionali na Cy(X)). Necht X je lokdlné kompaktni topologicky prostor a
T € (Co(X))*. Pak existuje o-algebra 3 a komplezni mira p na (X,X) takovd, Ze

(a) |p| a X splitugi (a)-(e) z Véty 9.2.14.
(b) Pro kazdou f e Co(X) plati Tf = § fdp.
(¢c) Plati |T| = {ul|-

(d) Mira u je vlastnostmi (a),(b) uréena jednoznacné.

Dikaz. Krok 1. Je-li € M(K), mame

lou(HI < ILfdul < JK [fldlpl < |pl(K)f], fe C(K).

Tedy [l¢.| < [pu[(K) = ||u]. Na druhou stranu, existuje borelovska funkce h spliwjici |h| = 1 a du = hd|u|.
Necht {f,} je posloupnost spojitych funkei nepifesahujicich v normé 1 takova, ze f, — h |u|-skoro vude (viz
Véta 1.5.17(b)). Pak

i, [ o= [ Tl = | vl = el() = 1l
K K K

n—oo
Tedy [ull = |-
Krok 2. Ukazme, 7e I je na. Necht @ € (C(X))* o normé 1 je dano. Necht CF (X) a C.(X,R) zna¢i nezaporné,
respektive realné funkce z C.(X). Polozme
Af =sup{|®h|: he Ce(X),|h] < f},  feCl(X).
Pak pro f € CF(X) plati
Af = sup{[®h]: h e Ce(X), [h] < [} < sup{[| @[ [|a] : h e Co(X), |h] < [} < [@[IF] < [£]
a tedy je A dobfe definované zobrazeni. Dale plati

ACH(K)) < [0,00), Afi <Afapro fi < fovCHEK), Alcf)=cAf, c=0,feC.+ (K).

Ukazeme, ze
A(f+9)=Af+Ag, [ geCl(K). (9-5)
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Pro € > 0 najdeme hq, he € C.(X) takové, Ze |hi| < f, |ha] < g a
Af <|®(hy)|+e a Ag<|P(ho)|+e.
Necht aq, as jsou komplexni jednotky spliujici «; ®(h;) = [®(h;)], i = 1,2. Pak

Af + Ag < |‘I)(h1)| + |(I)(h2)‘ + 2e = ‘I)(Ollhl + 042}12) + 2¢
< A(|ha| + |ha|) + 28 < A(f + g) + 2e.

Obracensé, necht h € C.(X) spliwje |h| < f + g. Polozme
V={zxeK: f(x)+g(z) >0}
f(@)h(w) g(z)h(z)
ey = {T@rE TV gy 2 L Teeer PV
0, zeX\V, 0, ze X\V,

Funkce h; jsou zjevné spojité v bodech mnoziny V, v bodech dopliiku se spojitost odvodi diky odhadu |h;| < |h|
a vlastnosti |h| = 0 na X\V. Kelikoz je V relativné kompaktni mnozina, mame h; € C.(X), i = 1,2. Protoze
hi+he =ha |hi| < f, |he| < g, mame

[©(h)| = |®(h1) + (h2)| < [®(h1)] + |(h2)| < Af + Ag.

Rovnost (9.5) je tedy ovéfena.
Zobrazeni A lze nyni linearné rozsitit na C.(X,R) pomoci pfedpisu

Af =Afi=Afe, f=Ffi—fo fr, f2€ CL(K), f € Cr(K).
Poznamenejme, 7e tato definice je korektni, jelikoz mame-li f = f; — fo = g1 — g2, kde f1, f2, 91, 92 € CH(X), pak
fitg2=g1+ fo,

a tedy A(f1) — A(f2) = Alg1) — Alg).
Dale dodefinujeme A na C.(X) pomoci vzorce

Af =ARef)+iA(Im f), fe C.(X).
Tim jsme obdrZeli nezaporny funkcional A na C.(X) s vlastnosti
(NI < A(fD,  fe Ce(X).
Dle Véty 1.2.21 existuje nezapornd mira A s vlastnostmi (a)—(f) Z Véty 9.2.14. Pak plati
AX) = @] (9-6)

Vskutku, naleznenem kompakty K, n € N, spliwujici A(K,,) / A(X) a zvolime f, € C.(X) takové, Zze xyx < f < 1.
Pak

AMX) = lim A(K,,) < lim fndX = nli_r)r;@A(fn) < |®].

n—o0 n—0o0 X

Na druhou stranu pro f € Cy(X) o normé 1 plati

@UN<AW®:[JﬂdA<MX)

Protoze

[2(H < Af]) = JX [fldA = 1FloronA(X) = [ flron @1, f e Ce(X),

a C.(X) je husty podprostor L' (\) (viz Véta 1.5.17(c)), Ize ® chapat jako prvek prostoru (L1 ()\))* (viz Véta 1.1.37).
Tedy dle Véty 1.2.19(e) existuje g € Br(y) takovd, ze

¢m=me J e Cu(X).

Necht ¥ znagi o-algebru vech A\-méfitelnych mnozin. PoloZzme
u(A) = f gd\, AeX.
A
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Ovérime, Ze se jedna o pozadovany prvek M (X) reprezentujici ®.
Vlastnosti (a), (e) a (f) plynou p¥imo z definice.
Déle dle Véty 9.2.3 plati

Il (A) = L gl d\, Aex.

Tedy pro K ¢ X kompaktni plati
() = [ ol dh < M(K) < .
K

Tedy (b) plati.
Je-li A € ¥ déana, necht {U,} je nereostouc posloupnost otevienych nadmnozin A spliujici A(U,,) \, A(4). Pak
xu,, lg] = xalg| A-skoro vSude, a z Lebesgueovy véty tak méame

() = [ gl d = tim | gl dx = tim lul ().
A n— U, n—

Tedy (c) plati.

Je-li A € ¥, necht {K,,} je neklesajici posloupnost kompaktit v A spliujici \(K,,) " A(A). Pak jako vyse z
Lebesgueovy véty méame

() = | Jol d= tim | gl dh= lim [u (K,
A n—0o0 K. n—0o0

Tedy |p| spliwje (d) plati.
Necht nyni f € Cy(X) je libovolna. Pak existuje posloupnost {f,} v C.(X) nepfevysujici v normé | f| takova,
ze fn 3 f. Pak

B() = Jinm 9(7,) = Jimy | fodp= [ fd

n—o0
Tedy p reprezentuje ® a dikaz surjektivity I je dokoncen.
Krok 3. UkaZzeme, 7Ze mira p je jednozanéné uréena. Piedpokladejme, Ze téZ v spliwje (a)—(c) z tvrzeni. Symbolem
T ozna¢me o-algebru vSech v-méfitelnych mnozine.
Necht A € Bs(X) je libovolna. Nalezneme neklesajici posloupnost kompakti {K,} a nerostouci posloupnost
otevienych mnozin {U,} takové, 7e K, c Ac U,,neN, a

‘N| (Un\Kr) + |V| (Un\Ky) — 0.

Nalezenem funkce f,, € C.(X), n € N, takové, %e pro kazdé n € N plati yx, < f < xuv, - Pak f,, = xa skoro v8ude
vzhledem k mife |u| ia |v|. Tedy

w(A) = lim fondp = lim J fndv =v(A).
X n—o Jx

n—ao0

Tedy i = v na borelovskych podmnozinach X.
Necht nyni A € ¥ je libovolna. Pak existuji posloupnost {B,} a {C,} borelovskych mnozin v X takoveé, ze
B, c Ac Cy,neN, |u|C,\B;, \ 0. Polome B = Uf;l B,aC= ﬂ:LO:l C,. Pak

A\B c C\B

a |v| (C\B) = |p| (C\B) = 0. Tedy A\B je podmnozina mnoZziny |v|-miry 0, takZ je obsaZena v Y. Proto i A =
B u (A\B) je v Y a mame
1(A) = u(B) + n(A\B) = v(B) + v(A\B) = v(4).

Tedy ¥ <Y a g =v na 3.
Prohozenim roli y a v dostaneme pozadovanou rovnost > =71 a yu = v. [

Definice 9.2.18. Necht X je lok4lné kompaktni topologicky prostor. O mife y na X fekneme, Ze je Radonova,
pokud je definovana na o-algebfe ¥ takovym zpiisobem, Ze |u| a ¥ spliwji (a)-(e) z Véty 9.2.14. Jsou-li p,v dvé
Radonovy miry, polozime

Tuof = | fdus [ g fecar)
X X
Dle Véty 9.2.17 existuje pravé jedna mira A € M (X) spliwujici

L Fd\=Tur,, feCo(X).

Tuto miru oznaéime jako p + v. Podobné budeme chapat miru cu, kde ce F a pe M(X).
Dale na M (X) uvazujme normu danou totalni variac, tj. || = |u| (X).
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Véta 9.2.19. Necht X je lokdlné kompakini topologicky prostor. Pak M(X) je Banachiv prostor, ktery je pomoci
zobrazeni p — T, kde

TH(f) = Jde/h f € CO(X)7

izometricky izomorfni prostoru (Co(X))*.

Ddle pro p,ve M(X) a a,beF plati
(ap + bv)(A) = ap(A) + bv(A), AeBs(X).

Diikaz. Vzhledem k identifikaci M (X) s (Co(X))* je M(X) jakozto dualni prostor uplny.
Necht p, v € M(X) jsou dany. Definujeme komplexni miru A na Bs(X) jako

MA) =p(A) +v(4), AeBs(X).

Pak |A| spliiuje (b),(c),(d) Véty 9.2.14. Thned totiz vidime, ze |A| < |u| + |v|, takZe z platnosti téchto vlastnosti pro
miry |u| a |v| snadno odvodime jejich splnéni i pro miru |A|.

Déle plati, ze § fd\ = §, fdu+ § fdv pro kazdou f € Cy(X). Pro jednoduchou borelovskou funkeci tvaru
[ =2r_1ckxa, totiz plati

[ rar- ,; GAAL) = ,; (alAr) + 1(Ay)) = ; cun(Ar) + ,; cwiae) = | g | g

Jelikoz lze kazdou funkci f € Cp(X) stejnomérné aproximovat takovymito funkcemi, plati pozadovana rovnost.
Necht w € M(X) je dana definici p + v, tj. w je ten jednoznaéné urceny prvek M (X) spliwujici

ffdw:f fdu—&-f fdv, feCy(X).
X X X
Chceme ukazat, Ze w = A na Bs(X).

Necht nejprve U < X je oteviend a K < X je kompaktni spliiujici K < U. Necht f € C.(X) spliuje Rng f <
[0,1], f =1na K a f =0 na X\U. Pak

o -

[a-paf<[ n-nap<iom. 1
U U\K

Analogickou nerovnost odovodime i pro A.
Necht nyni A € Bs(X) je libovolna. Pro dané € > 0 nalezneme kompakt K a otevienou mnozinu U spliwjici
KcAcUa |w(U\K) + |\ (U\K) < 5. Zvolme f € C.(X) jako vyse. Pak diky (9.7) mame

w(4) = AA)] = [wU) —w(U\A) = AU) + AU\A)|

< ‘w(U) - Lfdw' + jw(U\A)| + Uxfdw - Lfd/\’ + Ude)\— A(U)' + [AMO\A)|
< Jwl (U\K) + |w] (D\A) + [A[ (U\K) + [A[ (U\A)
< 2(|w[ (D\K) + M (U\K)) <.

Tedy A(A) = w(A), coz znamené
’ A(A) = w(A) = (s + v)(A).

Dukaz rovnosti (cpu)(A) = cu(A) pro A € Bs(X) a c € F je analogicky (a vyrazné jednodussi).
O

Definice 9.2.20. Necht X je lokalng kompaktni topologicky prostor. Necht p € M(X).

(a) Rekneme, 7e p je spojita, pokud |u| ({z}) = 0 pro kazdé z € X. Mnozinu viech spojitych mér znacime
M (X).

(b) Rekneme, ze p je diskrétni, pokud existuje spoéetnd mnozina C' < X spliujici |p| (X\C) = 0. MnoZinu
v8ech diskrétnich mér znac¢ime Mqy(X).

(c) Rekneme, Ze u je Diracova mira v bodé z € X, pokud s fdp = f(z) pro kazdou f € Cy(X). Miru p pak
znadime &,.

(d) Molekularni mirou myslime prvek mnoZiny

Mol(X) = co{ez: v € X}.
(e) Symbolem M, (X) rozumime mnozinu

Mac,p = {v e M(X): v|ps(x) < [p] IBs(x)}-
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Tvrzeni 9.2.21. Necht X je lokdlné kompaktni topologicky prostor. Pak plati ndsledujici tvrzent.
(a) Mnoziny Maq(X) a M.(X) jsou uzaviené podprostory M(X).
(b) Mira p je diskrétni prave tehdy, kdyz existuje C = {x,: n € N} € X spocetnd a posloupnost a € £* takovd, Ze
p= Y1 nca, .
(c) Je-li p€ M(X), pak My . (X) je uzavieny podprostor M(X), ktery je izometricky izomorfni s L' (|u]).

Diikaz. (a) Jsou-li u, v spojité miry na X, pak pro z € X plati

lw+v[({z}) < |pl ({z}) + v ({z} = 0,
tj. p+ve M(X).
Jsou-li p,v e M(X) diskrétni a Cy,Cy < X jsou prislugné spodetné mnoziny, pak C = C; u Cs je spoletna a
[+ v (X\C) < [p] (X\Cy) + v (X\C2) =0

Tedy p+ v e Ma(X).
Podobné se ukazeme, ze M.(X) i Mg(X) jsou uzavifené na nasobeni skaldrem.
Necht {1} je posloupnost v M. (X) konvergujici k p € M(X). Uvazujme restrikce t&chto mér na Bs(X). Pak

Il ({2}) = [ = pn + pn] ({2}) < 10— pn| ({2}) + || ({2}) < |0 = pn| (X) — 0.

Tedy i je spojité.
Podobné pro posloupnost {u,} v Mq(X) konvergujici k u € M(X) vybereme prislugné spocetné mnoziny C,,
neN. Pak C = |J_, C, je spocetnd a

1l (X\C) < [t — i (X\C) < |1t = ] (X) + [pan (X\Co) = 12— ]

Tedy p e My(X).
(b) Necht C = {z,,: n € N} je mnoZina pfislugna p. Polozme a,, = p({z,}), n € N. Pak

2 lanl = 3 Iz )l = 1l (C) = [ul (X) = u] < oo,
n=1 n=1

a zjevnd =Y. GnEy, -
(c) Uvazujme restrikci miry g na Bs(X). Pfimo z definice se ovéfi, Ze mnozina M, ,(X) je podprostor M (X).
Pro kazdou v € M, ,(X) existuje jednozna¢né urc¢ena borelovska f, € I*(u, Bs(X)) takova, Ze

v(4) = fA fodlul, AeBs(X).

Pak zobrazeni I: v — f, je hledany izomorfizmus M, ,,(X) na L'(|u|), ktery je izometrif diky rovnosti

v = Tol dlul = [fu] 1 .
v L\ 1l = Lol

Vzhledem k tplnosti L'(|u|) je Mac,,.(X) tplny prostor. O

Lemma 9.2.22. Necht X je lokdlné kompaktni prostor a M'(X) znaci mnoZinu vsech pravdépodobnostnich mér v
M(X). Pak je mnoZina My (X) hustd v (M*(X),w*).

Diikaz. Necht p € M'(X) je ddno. Na zdkladé Lemmatu 3.1.98 stadi ukézat, Ze pro kazdou f € C.(X) a e > 0
existuje v € My (X) spliwjici |u(f) — v(f)| < e. Necht tedy f € C.(X) a & > 0 je dano. Ozna¢me M = | f|. Pro
kazdé x € spt f existuje okoli U, obsahujici z takové, Ze |f(y) — f(2)| < 557, ¥ € Us. Pak [f(y1) — f(y2)| < 57 pro
kazdé y1,ys € U,. Vybereme kone¢né mnoho x1,...,x, € spt f splaujici spt f < U?:l U,,. Oznaéime Ay = J a

definujeme

Nakonec oznatme A, 11 = X\|J;_, 4;. Pak A;, i = 1,...,n+ 1, jsou navzajem disjunktni borelovské mnoziny a
X =M A;. Dale polozime

7

Cz:/J,(AZ), 2:1,7n+1

a pro kazdé i € {1,...,n + 1} vybereme z; € A;, pokud ¢; > 0. Dale vybereme bod u € X a poloZzime x; = u pro
i€ {1,...,n} spliwjici ¢; = 0. Pokud A, 1 # & a ¢,41 = 0, vybereme v € 4,41 a poloZzime x,; = v. Nakonec
definujeme

n+1

V= Z Ci€x, -
i=1
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Protozec; >20,7=1,...,n+1, a

n+1 n+1 n+1
Dlei= D wAi)=p (U Ai) = p(X) =1,
1=1 =1 =1

je mira v molekularni.

Dale plati
n+1 n+1 n+1
) =Dl =|| 1@ dut) = 3 s ij )dila) = 3, eif @)

=1

n+1 n+1 n+1

f £(@) du(e Zf f(ai) du(e f F(@o)| du(z)
ZJ fla)| dula) + L 7@) — Fla)] du(a)
=ZJ flx)| du(z sZcZ—s
Tim je dikaz dokoncen. O

Lemma 9.2.23. Necht X je lokdlné kompaktni prostor a u € M(X) spliiuje un(X) = |u|. Pak p je nezdpornd.

Diikaz. Staci oveérit, Ze SX fdp = 0 pro kazdou f € C.(X) spliujici 0 < f < 1. Necht tedy f je takova funkce a
g > 0 je libovolné. Nalezneme kompakt L < X takovy, ze spt f < L a |u| (X\L) < . Nalezneme funkci g € Cp(X)
takovou, ze 0 < g<lag=1na L. Pak plati 0 < f — g < 1 na X, a dostavame tak

|pll = UX(Q - f)du‘ > Jx(g— f)du = Lgdw L\Lgdu— Jdeu

> D)~ Wl (0D = [ fan = u(0) = X\~ ul (X\D) - [ 7
>l =2 = [

Tedy SX fdu = —2¢e pro kazdé € > 0, a dikaz je tak dokonéen.

9.2.5 Operace s Radonovymi mirami

Definice 9.2.24. Restrikce miry.
Definice 9.2.25. Necht X, Y jsou lokdlné kompaktni topologické prostory. Necht ¢: X — Y je spojité zobrazeni.
Pro kazdou p € M(X) polozme

T.9 = Lg opdu, geCo(Y).

Pak T, € (Co(Y))*, a tedy existuje pravé jedna mira v € M(Y') spliwjici T, = {,, g dv. Miru v nazveme obrazem
miry a oznacime ¢(u).

Tvrzeni 9.2.26. Necht X,Y jsou lokdlné kompakini topologické prostory. Necht p: X — Y je spojité zobrazeni a
necht ¢: M(X) — M(Y) je zobrazeni definované vySe. Pak plati ndsledujici tvrzent.

(a) Pro kazdou A € Bs(Y) plati rovnost p(u)(A) = u(p=1(A)).

(b) Plati

J gde(p) =J gowdp, geBfP(Y).
Y X

(c) Zobrazeni T: p— o(u) je prvek L(M(X),M(Y)) o norme 1.

Diikaz. (a) PoloZzme
AA) = p(p™(4)), AeBs(Y).

Pak A je (komplexni) mira na Bs(Y).
Ziejmé plati
IMA)] = |l (A)] < |ul (¥71(A4),  AeBs(Y),
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7 ¢ehoZ dostavame

IAL(A) < lul (071(A4)),  AeBs(Y),

Déle ovéfime ,Ze |A| spliwje (c) a (d) z Véty 9.2.14. Vskutku, uvazujme libovolnou A € Bs(Y') a libovolné € > 0.
Pak existuje K < ¢~ (A) spliwjici |u| (p~1(A4) — K) < . Mnozina L = p(K) je kompaktni a obsaZena v A. Tedy

IANANL) < [l (07 (AND) = [l (7 (A)\0™ (L) < |l (¢7HANK) <.

Abychom ukazali vnéjsi aproximaci, pro € > 0 dané pouzijeme jiz dokézanou vnitini aproximaci pro mnoZzinu
Y\ A, a dostaneme tak kompakt spliujici |A| (Y\A)\K) < e. Pak U = Y\K je otevfena, obsahuje A a plati pro ni

|l (UANA) = A(NANK) <&

Dalsim krokem ditkazu je odvozeni rovnosti

J gdX =f (go@)du, geBfP(Y). (9.8)
Y X

Pro jednoduchou funkci g = >7_; cxxa,, kde {A41,..., A,} je borelovsky rozklad ¥ vsak plati

[ gan= Y artan = Vw0 = [ axrandn = | (900 dn (99)
Y k=1 k=1 X k=1 X

Libovolny prvek Bf®(Y') je pak stejnomérné aproximovatelny funkcemi tohoto typu, takZze rovnost (9.8) je ovéiena.
Pristupme kone¢né k dikazu rovnosti v = A na Bs(Y'). pro dané A € Bs(Y) a ¢ > 0 nalezneme kompakt K < Y
a otevienou mnozinu U c Y takové, ze K c Ac U a

[V (U\K) + Al (U\K) < 5.

Necht g € C.(Y) spliiuje 0 < g <1,9g=0vnéd U a g =1 na K. Pak

J gd/\fj gdv
Y Y

<N\ + b @)+ [ =gl i+ [ 11-4] d|V|+UX(90<p)du—L(gosa)du‘
< 2N (U\E) + ] (U\K) <.

|MMVMN<PW)~LW%+ + IMU\A)| + + [p(U\A)]

mmfﬁﬂ@

Tedy v = A na Bs(Y) a (a) je tak dokazéno.
Tvrzeni (b) snadno plyne z (a) pomoci aproximace jednoduchymi funkcemi (viz (9.9)).

(c) Zobrazeni T je zjevné linearni. Pro py, po € M(X) totiz necht jsou T),, T, a T+, funckionély z Definice 9.2.25.
Pak

J gdp(p+v) = J (gow)d(p+v) = f (90<P)dM+J (gop)dv = J gdeo(p) +f gdo(v), geCo(Y).
1% X X X 1% Y
Vzhledem k Definici 9.2.18 tak dostavame o(u + v) = ¢(u) + ¢(v). Podobné se ovéfi rovnost ¢(cp) = cp(p) pro

peM(X)acel.
Necht e M(X) a v = ¢(u). Pro libovolnou g € Cp(Y') o normé 1 pak plati

J gdv
Y

—U (gw)du‘SJ g0 ol dlul < ul (X) = Jul.
X X
Tedy

W= sup

J gdv
g€Bgqy(v) VY

takze [T < 1. O

< el

Znaceni 9.2.27. Necht f;: X; — F je funkce na mnoziné X;, ¢ = 1,2. Pak funkce fi ® fo: X1 x Xo — F je
definovana jako

(1 ® fo)(w1,22) = fi(w1) fa(z2), (w,1,22) € Xq x Xo.
Lemma 9.2.28. Necht X;, i = 1,2, jsou lokdlné kompaktni prostory. PoloZme

A = {2 fz®gz fla"'afn € Cc(Xl)agla"'7gn € CC(XQ),TLEN}.
i=1
PCLk‘Z = Co(Xl, XXQ).
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Dikaz. Systém A zjevné splituje predpoklady Véty 9.1.46, a tedy je husty v Cp(X71 x X3). O

Lemma 9.2.29. Proi = 1,2 uvazujme lokdlné kompakini prostor X; s nezdpornou Radonovou mirou u; definované
na o-algebie ;. Pro danou f € Co(X1 x X3) uvaZujme funkce

oi1(z1) = | flor, x2) duo(we), w1 € X7,
X2

pa(w2) = f(x1, ) dpr(x1), 2 € Xo.
X1

Pak p; € Co(X;), i = 1,2, a plati

| e dinte) = | paten) duate). (9.10)
X1 Xa
Diikaz. Krok 1. Ukdzeme, Ze existuji kompakty K; c X;, ¢ = 1,2, takové, ze spt f < K7 x K. Vskutku, pro kazdé
x =€ spt f nalezneme kompaktni mnoziny U, ¢ X; a V, < X5 takové, ze x € Int(U, x V,.). Vybereme kone¢nou
mnozinu F' < spt f takovou, Ze spt f © J,ep(Us x V). Pak Ky = {J,cp Uz @ K2 = |J,cp Vo jsou pozadované
mnoziny.

Krok 2. Ukazeme, Ze funkce @1 je spojita. Necht 1 € X je dano a necht € > 0 je libovolné. Pro kazdé y € K»
nalezneme oteviené mnoziny U, < X7 a V, € X, takove, ze (z1,y) € Uy x V,, a

zeF zeF

\fy) = fa",y")| <&, o' 2" €Uy y,y" €V,
Jelikoz je mnoZina {r1} x K5 kompaktni, existuje F' ¢ Ky koneéna takova, ze

{1} x Ky < U(Uy x V).

Pak je U =, Uy okoli z1.
Pro libovolné z € U a z € Ky pak mame |f(x,z) — f(x1,2)| < e. Vskutku, je-li totiz y € F zvoleno tak, ze
(x1,2) e Uy x V,, plati x1,x € Uy a z €V, a tedy
|f(z,2) = fla1,2)] <e.
Z tohoto odhadu plyne nerovnost
[o1(a) = (@)l < [ 1f(e,2) ~ for,2)] duas) < epalKo).
X2

Krok 3. Uvazujme miry v; = p;|k,, ¢ = 1,2, a necht v = 11 x vo. Jsou-li f; € Ce(X;), ¢ = 1,2, dané funkee, je
zjevné funkce f; ® fo v-méfitelna. Diky Lemmatu 9.2.28 je i funkce f v-méfitelna. Dle Fubiniovy véty jsou funkce

w@n:Ljﬂmwﬁww@% r1€ Xy,

%@ﬂzjlﬂmwﬁﬁm@m 5 € Xo.

X1
v1, respektive vo-méfitelné, a plati

Y1(21) dv(x1) = J |f(z1,22)| dv(z1,22) = | P2(22) dv(22).

X1 X1><X2 X2

JelikozZ je f spojita funkce s kompaktnim nosi¢em, tyto integrély jsou konecné. Opétovnym uzitim Fubinovy véty,
tentokrat pro funkci f, dostdvame v;-méritelnost funkei

7'1(1'1) = f(Il,JTQ)dVQ(l‘Q)7 $1€X1,

X2

o(z2) = | flx1,22)dvi(z1), w2€ Xo
X1

a platnost rovnosti

T1(21) dvy(z1) = To(x2) dve(x2).
J. I

X2

f @idﬂi:f %‘dl/z‘,
X; X;

i i

Vzhledem k tomu, Zze p; = 7; a

dostavame rovnost (9.11). O
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Véta 9.2.30. Necht u; je nezdpornd Radonova mira na lokdlné kompaktnim toplogickém prostoru X;, i = 1,2. Pak
plati ndsledujici tvrzend.

(a) Zobrazeni

Tf - ( f(xl,u)duz(xz)) din(), e ColXy % Xa),
X1 Xo

je dobfe definovany nezdporny funkciondl na C.(X; x Xa).

(b) Nechl u je Radonova mira odpovidajici funckiondlu T. Pak pro kaZdou baireovskou p-integrovatelnou funkci
f: X1 x Xo > F jsou funkce

p1(r1) = f(xy,m2) dpa(x2), x1 € Xy,
X2

pa(w2) = f(xr, ) dpy (1), 22 € Xo.
X1

w1, respektive po-integrovatelné a plati

J e1(21) dpa (1) = f f(x1,20) du(y, z2) = J @2 (22) dpy (22). (9.11)
X1 X1 x X2

X2

Dikaz. Tvrzeni (a) plyne z Lemmatu 9.2.29.
(b) Pro funkei f: X; x Xy — F Fekneme, Ze pro ni plati Fubinova v&ta, pokud
o feLl(n),
e funkce
of(z1) = JX f(@y,@2) dus(w2), 21 € Xy,
2

Yy(z2) = J fz1,22) dpr(z1), 2 € Xo.

X1
jsou L*(p1), respektive v L(us) a
e plati

f fdp= J rdpy = | g dps. (9.12)
X1 ><X2 X1 X2
(Tento fakt budeme zapisovat f € FV.)
Oznacme dale
F = {f € Baire(X; x X5): fe FV}.

Dle Lemmatu 9.2.29 plati C.(X; x X3) ¢ F.
Krok 1. V prvnim kroce ukazeme, 7e C(X1 x Xo) n L'() = F. Necht tedy f € C(X; x X») je u-integrovatelna
funkce na X; x Xs.
O

Znadeni 9.2.31. Necht X, X5 jsou lokalné kompaktni topologické prostory.

Necht p; € M(X;) jsou nezdporné miry na c-algebfe %;, i = 1,2, Necht w je souc¢in mér uy a ps na soudinové
o-algebfe generované ¥y a 3o a necht py X po znadi miru vzniklou ziuplnénim miry w. Necht Y znaci systém vSech
w1 %X po méfitelnych mnozin.

Lemma 9.2.32. M¢éjme objekty jako ve Znacend 9.2.31. Pak plati ndsledujici turzent.
(a) Jsou-li f; p;-méritelné funkce na X;, i = 1,2, je f1 ® fa p1 X pe méfitelnd funkce.
(b) Kazdd f € Co(X1 x Xa) je p1 X ug-méiitelnd.

(c) Zobrazeni
Af = fd(uy x p2),  feCo(X),

X1 xXo

je nezdporny funkciondl na Co(X) splitugict |A| < ||p1] [ u2]l-

Diikaz. (a) Je-li f; tvaru xa,, kde 4; € ¥, i = 1,2, pak f1 ® fo = xa,x4,, a tedy se jednd o p; x po-méfitelnou
funkci. Tvrzeni tak plati i pro jednoduché funkce. Pokud f+0, i = 1,2, aproximujeme je neklesajici posloupnosti
jednoduchéch funkei. Pro f; redlné provedeme rozklad na kladnou a zapornou ¢ast a konecné pro komplexni funkce
pouzijeme rozklad na redlnou a imaginarni ¢ast.

(b)

(¢) Tvrzeni plyne z (b), nebot mé¥itelnost se zachovava na (stejnomérné) limity.
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(d) Kazda funkece z Co(X1 x X3) je g1 x po-integrovatelné, a tedy je A dobfe definované linearni zobrazeni na
Co(X; x X2). Jelikoz mame

Af] < L UG % ) < I (XX, f € Co(¥: x Xa),

je jeho norma odhadnuta soucinem |u1| |2 O

Véta 9.2.33. Mé&jme objekty jako ve Znaceni 9.2.31. Necht A je definovdn jako v Lemmatu 9.2.82. Jednoznacéné
uréenou nezdpornou miru v M(Xy, x X3) danou Vétou 9.2.17 oznacme symbolem \. Necht ¥ je systm vsech A-
méfitelnych mnozin.

PakYX =TT a X = p1 X us.

Dikaz. Chceme dokézat X = Y a rovnost
A(A) = (1 x ma)(4), Aes. (9.13)

Krok 1. Dokazme nejprve, Ze pro viechny mnoziny tvaru A = Ay x Ay, A; € Bs(X;), ¢ = 1,2, plati rovnost
(9.13).

Necht tedy A4; € Bs(X;), ¢ = 1,2, jsou dany. Necht ¢ > 0. Nalezneme kompakt K a otevienou mnozinu U
takové, ze K < Ay x Ay < U A(U\K) < e. Pro i = 1,2 nalezneme kompakty L; a oteviené mnoziny U, takové, Ze
K;c A; c U; a pu;(U\L;) < e. Polozme K; = Ly u p;(K). Pak téz K; ¢ A; a K; x Ky o K. Necht f; € C.(X;)
jsou funkee spliwjici x i, < xp, a necht f € C.(X; x X5) splinje x i, xx, < f < xv. polozme h = f(f; ® f2). Pak
XK x Ky < h < XU, xv,)- Kombinaci téchto faktt dohromady dostavame

0 ) ) = MG <A < ([ Ooneas = 1) do )
1XX2

+ ‘J‘ hd(Ml X ,U,Q) —J hd\
X1xXo X1x X2

V(i  pi2) + L\K LA < i (UNK D2 (Ua) + i (U i2 U2\ K) + A(UNK)

-‘FU. (h_XAlez)d)\‘
X1 xXo

<)
(U1 xU2)\(K1xK2)

< 3e[pa] 2l -

Tedy (9.13) pro A; x Ay plati.
Krok 2. Oznacme
A={Ae¥ n7T:(9.13) plati pro A}.

Ukézeme, 7ze A je o-algebra.
Jiz vime, Zze 1 X7 x X5 nalezi do A. Pokud A € A, pak

A((X1 x Xo)\A) = A X1 x Xo) = A(A) = (p1 x p2) (X1 x Xp) = (1 ¥ p2)(A) = (p1 x p2) (X1 x X2)\A),

a tedy A je uzaviené na dopliiky. Zjevné je uzaviené na disjunktni sjednoceni, a tedy i na kone¢né sjednoceni. Ze
o-aditivity uvazovanych mér je A uzaviena i na spocetné sjednoceni.

Krok 8. Nyni ukadZeme, Ze kazdéa oteviena mnoZina v X7 X X5 je obsazena v A. Necht tedy U < X; x X,
je dana otevfend mnozina. Nalezneme rostouci posloupnost kompakti {K,} v X; x X, takovou, ze K,, < U a
MKy) / AMU). Necht n € N je pevné. Pro kazdé = € K, nalezneme oteviené okoli tvaru U= x Uy, kde U?F < X;,
takové, ze x € U¥ xU5 < U. Z kompaktnosti vybereme kone¢né mnoho takovychto bazovych mnozin, které pokryvaji
K. Jelikoz jsou bézové oteviené mnoZiny obsazeny v A (viz prvni krok) a A je o-algebra, sjednocenim téchto okoli
dostaneme borelovskou mnozinu A,, € A splivjici K,, € A,, c U. Polozme A = U;c:l A,. Pak A(U\A) = 0.

Proi = 1,2 polozme U; = p;(U), kde p;: X7 x Xa — X, je kanonicka projekce. Pak U; jsou oteviené mnoziny, a
tedy existuji kompaktni mnoziny F! v X; takové, Ze tvoif neklesajici posloupnosti, plati F! < U; a pro F = UTOLO=1 F,
alFy = UZO=1 H,, plati

p1(Ui\F1) + p2(U2\F2) = 0.

Dostali jsme tak objekty spliwjici
UN\A < ((Fy x F2)\A) U (Ui\F1) x X32) U (X1 x (U2\F2)),

pfifemz mnoZiny na pravé strané maji p1 X pe miru 0. Z tplnosti pq x po plyne, ze UNA € Y. Tedy U = AU(U\A) € T
a plati

AU) = AMA) + MU\A) = MA) = (p1 x p2)(A) = (p1 x p2)(A) + (g x p2) (UNA) = (p1 x p2)(U).

Tedy A obsahuje vSechny oteviené, a proto i borelovské mnoziny X; x Xs. Tedy (9.13) plati na Bs(X; x Xa).
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Krok 4. Ukazme nyni, Ze A; x As € A pro kazdou dvojici A; € ¥;, i = 1,2. M&me tedy takovéto mnoZiny.
Nalezneme mnoziny K;, U; € Bs(X;) takove, ze K; ¢ A; c U; a u;(U\K;) = 0. Pak K7 x Ko € Ay x Ay c Uy x Uy
a

(U1 x Ua)\(K x K2)  (U0\K3) % Uz) (U x (U\K3).

MnoZina na pravé strané je obsaZena v A a mé u; X ps miru 0. Tedy je 1 A-nulové, coZz vhledem k tplnosti A
implikuje, ze A1 x As € A.

Necht Q je sou¢inova o-algebra generovanéd 1 a Y. Jelikoz je A o-algebra, plati Q c A.

Je-li nyni A € T dana, existuje B,C € ) takové, ze B ¢ A < C a (u1 x p2)(B\C) = 0. Pak B\C € ¥ a
A(B\C) = 0. Proto A € ¥ a plati pro ni (9.13). Tim mame ovéieno, ze T < ¥ a (9.13) plati na T.

Je-li nyni A € X, existuji B,C € Bs(X; x X) spliwujici B € A < C a A(B\C) = 0. Jako vySe tak z uplnosti
w1 X o mame A€ Y a AM(A) = (u1 x p2)(A). Tim je dikaz dokoncen. O

Definice 9.2.34 (Souc¢in Radonovych mér). Necht X,V jsou lokidlné kompaktni topologické prostory a € M (X)
ape M(Y). Pisme u = Zi=0 Fup av = Zi=0 i*ui,, kde up € M(X) av, e M(Y), k =0,1,2,3, jsou nezaporné
elementy.

Definujme

3
,LL><I/ ZlkJrl,ukXI/l
k,l=0

Véta 9.2.35. Méjme objekty jako v Definici 9.2.34. Pak uxve M(X xY) a plati |u x v| < |p| |v|.

Dikaz. Diky Vété 9.2.33 jsou miry uyp x v € M(X x Y). Navic plati diky Fubiniové vété

JXXY fdlpuxv)= JX (JY flz,y) dy(y)> du(z), feCy(X xY).

Tedy pro kazdy prvek f € Co(X x Y) mame
'J F (e % v)
XxY

Tim je dikaz dokoncen.

\

], s aw@ < [ [ et ap o @
< 117 ) = 17 e
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