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6.2 Kovariantńı tenzory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
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Kapitola 1

Prolog

1.1 Úvod

Tento studijńı text je doprovodný text k přednášce ’Úvod do analýzy na varietách’ která je stan-
dardně určena student̊um třet́ıho ročńıku bakalářského studia matematiky. Pro tuto přednášku je
vhodné mı́t znalost látky prvńıch dvou ročńık̊u matematické analýzy a lineárńı algebry. Zejména
se použ́ıvá teorie funkćı v́ıc reálných proměnných (derivace složeného zobrazeńı, věta o substituci
pro v́ıcerozměrný integrál, věta o inverzńım zobrazeńı). Text rozšǐruje a doplňuje skripta [KST] se
stejným názvem ’Úvod do analýzy na varietách.’ Zejména je přidána kapitola o teorii topologických
prostor̊u, která se standardně v přednáškách z matematické analýzy nevyučuje a základńı partie
multilineárńı algebry (tensory), která ve standardńım sylabu lineárńı algebry chyb́ı. Základńı do-
stupná literatura je citována na konci textu.

Český název ’varieta’ se použ́ıvá matematické objekty, které maj́ı v angličtině název ’mani-
folds’. Jde o částečné zmateńı jazyk̊u, protože v angličtině se běžně použ́ıvá termı́n ’(algebraic)
varieties’, pro které máme v češtině název ’algebraické množiny’. Variety jsou v́ıcedimenzionálńı
zobecněńı ploch v trojrozměrném prostoru, které se v současné době použ́ıvá jako nejobvykleǰśı
verze matematického konceptu ’prostoru’. Pojem ’varieta’ je vytvořen tak, aby bylo možné zobecnit
diferenciálńı a integrálńı počet v́ıc (reálných či komplexńıch) proměnných na př́ıpad ’zakřivených
prostor̊u’. Původńı idee pro toto zobecněńı jdou zpět k Bernhardu Riemannovi a na jej́ım dnešńım
tvaru má největš́ı zásluhu švýcarský matematik Hermann Weyl. V současné době je teorie variet
nezbytná pro většinu hlavńıch větv́ı teoretické matematiky a použ́ıvá se stále v́ıc v moderńıch
aplikaćıch (genetika, robotika, poč́ıtačová grafika, zobrazovaćı metody medićıny, teorie optimalńı
kontroly) a je kĺıčová pro symbiozu s hlavńımi aplikacemi geometrie v teoretické fyzice. Prak-
ticky všechny části moderńı teoretické fyziky jsou formulovány a jejich vlastnosti jsou popsány na
základě vhodných matematických model̊u.

(a) Einsteinova obecná teorie relativity je nejd̊uležitěǰśı fyzikálńı teorie popisuj́ıćı teorii gra-
vitace a jevy ve vesmı́ru. Jej́ı formulace použ́ıvá teorii (pseudo)-Riemmanových variet, kterou
vyvinuli itaľst́ı geometři (Levi-Civita) v 19. stolet́ı.

(b) Jednotná teorie interakćı elementárńıch částic, kterou se podařilo formulovat v obdob́ı
po druhé světové válce použ́ıvá teorii f́ıbrovaných prostor̊u a kovariantńıch derivaćı. Tuto větev
analýzy na varietách vytvořili matematici nezávisle na zkoumáńı teoretických fyzik̊u, kteř́ı právě
takovou teorii potřebovali a vytvořili si ji sami pod názvem teorie kalibračńıch (Yang-Millsových)
poĺı. Později se zjistilo, že obě teorie jsou ekvivalentńı, ale zmateńı jazyk̊u mezi matematiky a
teoretickými fyziky v této oblasti trvá dodnes.

(c) Neobyčejný př́ınos posledńıch dekád do oblasti mezi teoretickou fyzikou a matematikou
přinesla takzvaná ’teorie strun’, zamýšlená p̊uvodně jako šance vytvořit jednotnou teorii kvan-
tových systémů a gravitace. Fyzikálńı význam této teorie se dodnes nepotvrdil, ale př́ınos jej́ıch
idéı pro současnou teoretickou matematiku lze jen těžko přecenit.

(d) Obrovskou roli v klasifikaci elementárńıch částic (a v teoretické fyzice obecně) hraje otázka
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symetríı. Standardńı zp̊usob jak modelovat symetrie je pomoćı teorie grup, a zejména pomoćı teorie
Lieových grup. Lieovy grupy jsou grupy, které jsou současně varietami. Nejklasictěǰśım př́ıkladem
je (Lieova) grupa rotaćı v Eukleidovském prostoru. Otázky symetrie hraj́ı kĺıčovou roli v popisu a
klasifikaćı geometríı (Klein̊uv Erlangenský program). Obecné variety maj́ı zpravidla ještě zadanou
daľśı strukturu, zpravidla spojenou s volbou speciálńı symetrie (např́ıklad Riemannova geomet-
rie, konformńı geometrie, symplektická geometrie, Cartanovy geometrie, kvaternionová geometrie,
apod.).

Všechny výše zmı́něné oblasti matematiky a jej́ıch aplikaćı jsou nemyslitelné bez analýzy na
varietách.

1. přednáška
Zkusme si ještě před detailńım (a přesným) výkladem naznačit hlavńı intuitivńı myšlenky

použité při definici variety. Varieta M je nejprve jen množina bez daľśı struktury. Vzorová množina
pro (reálnou) varietu dimenze n je otevřená podmnožina v Rn. Budeme cht́ıt, aby varieta lokálně
vypadala jako tato vzorová množina. Nejdř́ıve tedy zavedeme pojem mapa na množině M jako
vzájemně jednoznačné (bijektivńı) zobrazeńı ϕ podmnožiny U ⊂ M na otevřenou podmnožinu
ϕ(U) ⊂ Rn (viz obr.1).

Obr.1. Mapa na množině M.

Dále budeme požadovat, aby množina M byla celá pokryta systémem map (který nazveme
atlas). Tak jak je vidět na obr.2., mapy se typicky budou překrývat a pr̊unik Uα ∩Uβ definičńıch
obor̊u dvou map bude pokryt dvakrát. To zřejmě indukuje bijektivńı přechodové zobrazeńı
ψαβ = ϕβ ◦ (ϕα)−1 z podmnožiny ϕα(Uα ∩ Uβ) v Rn na podmnožinu ϕβ(Uα ∩ Uβ) v Rn.
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Obr.2. Přechodové zobrazeńı.

Typ variety je tedy určen dvěma údaji.
(1) Vzorová množina.
(2) Požadavky na přechodové zobrazeńı.

Matematické objekty zkoumané na varietách:
Funkce, tečné vektory a vektorová pole, diferenciálńı operátory, tenzorová pole, diferenciálńı

formy (speciálńı př́ıpad tensorových poĺı), zobrazeńı mezi varietami.
Základńı objekt - diferencovatelná (hladká) funkce.

Různé typy funkćı je možné definovat v závislosti na vlastnotech přechodového zobrazeńı.
Možnosti:
spojité funkce C0(U)
k-krát spojitě diferencovatelné funkce Ck(U)
hladké funkce C∞(U)
reálně analytické funkce Cω(U)- lokálně součty Taylorových řad
polynomy, racionálńı funkce
holomorfńı funkce (model U ⊂ C)
Je možné si také představit, že zadáńı dvou překrývaj́ıćıch se map nám dává návod na sle-

peńı dvou otevřených vzorových množin pomoćı přechodového zobrazeńı do jedné větš́ı ’plochy’.
Proberme si ted’ (a na následuj́ıćım cvičeńı ) 3 jednoduché př́ıpady množiny M, map, a atlasu.

1.2 Mapy, atlasy

Definice 1.1 Necht’ U a V jsou otevřené podnožiny v Rn, resp. v Rm.
Řekneme, že funkce f : U → R je hladká, pokud má spojité parciálńı derivace všech řád̊u.

Prostor hladkých funkćı na množině U označ́ıme symbolem C∞(U).
Řekneme, že zobrazeńı ψ : U → V je hladké,, pokud je každá složka tohoto zobrazeńı hladká

funkce.
Řekneme, že zobrazeńı ψ : U → V , je difeomorfismus, je-li to prosté zobrazeńı U na V a

zobrazeńı ψ i ψ−1 jsou hladké.

Definice 1.2 Necht’ M je (libovolná) množina, pak mapa na M dimenze n je dvojice (U,ϕ),
kde U ⊂M a ϕ : U → Rn je prosté zobrazeńı na otevřenou podmnožinu ϕ(U) ⊂ Rn.

Jsou-li (Uα, ϕα), (Uβ , ϕβ) dvě mapy na M dimenze n, pak se zobrazeńı ψαβ := ϕβ ◦ ϕ−1α de-
finované na ϕα(Uα ∩ Uβ) nazývá přechodové zobrazeńı mezi těmito mapami. V př́ıpadě, kdy
Uα ∩ Uβ = ∅, budeme chápat přechodovou funkci jako prázdné zobrazeńı, které triviálně splňuje
všechny podmı́nky na přechodové zobrazeńı kladené.

Řekneme, že dvě mapy (Uα, ϕα), (Uβ , ϕβ) jsou kompatibilńı, pokud ϕα(Uα∩Uβ) a ϕβ(Uα∩Uβ)
jsou otevřené množiny a přechodové zobrazeńı je difeomorfismus mezi nimi.

(Hladký) atlas na M je systém map {(Uα, ϕα)}α∈A takových, že každé dvě mapy atlasu jsou
kompatibilńı a že M = ∪α∈AUα.

Př́ıklad.
M = S1 = {(x, y) ∈ R2|x2 + y2 = 1}.
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U0 = {(x, y) ∈M |(x, y) 6= (1, 0)}; U1 = {(x, y) ∈M |(x, y) 6= (−1, 0)}; U0 ∪ U1 = M.

je-li (x, y) ∈ U0 a (x, y) = (cos t, sin t), t ∈ (0, 2π), pak ϕ0(x, y) = t;
je-li (x, y) ∈ U1 a (x, y) = (cos t, sin t), t ∈ (−π, π), pak ϕ1(x, y) = t.

Definičńı obor přechodového zobrazeńı ψ01 je sjednoceńı interval̊u (0, π) ∪ (π, 2π) a
ψ01(t) = t na (0, π);
ψ01(t) = t− 2π na (π, 2π).

Pro definici pojmu ’varieta’ nám ještě scháźı naučit se základńı pojmy a vlastnosti týkaj́ıćı se
topologických prostor̊u. Tomu bude věnována daľśı přednáška.

Konec prvńı přednášky.
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Cvičeńı k prvńı přednášce.

Př́ıklad 1. Necht’ M = P1(R) = {L ⊂ R2|L je reálný vektorový podprostor dimenze 1}.
Sestrojte atlas na množině M skládaj́ıćı se z map dimenze 1.

Řešeńı. Necht’ (x, y) 6= (0, 0) je baze prostoru L, tento fakt označ́ıme rovnost́ı L =< (x, y) > .
Dvojici (x, y) nazveme homogenńı souřadnice prostoru L. Homogenńı souřadnice nejsou určeny
jednoznačně, mohou se lǐsit nenulovým násobkem. Všechny hodnoty homogenńıch souřadnic pro-
storu L patř́ı tedy do stejné tř́ıdy ekvivalence definované následuj́ıćım zp̊usobem:

(x, y) ∼ (x′, y′) ⇐⇒ ∃α 6= 0, (x′, y′) = (αx, αy)
a M je množina př́ıslušných tř́ıd ekvivalence.

Označme U0 = {< (x, y) >∈M |x 6= 0}; U1 = {< (x, y) >∈M |y 6= 0}; U0 ∪ U1 = M,

a definujme zobrazeńı
ϕ0 : (x, y) ∼ (1, z = y

x ) ∈ U0 7→ z ∈ R; ϕ1 : (x, y) ∼ (ζ = x
y , 1) ∈ U1 7→ ζ ∈ R. Atlas na M má

dvě mapy (U0, ϕ0) a (U1, ϕ1), přechodové zobrazeńı má tvar
ϕ01 : R→ R; ζ = ϕ01(z) = 1

z , z ∈ C, z 6= 0.
Názorně je také možné si představit M jako jednotkovou kružnici se ztotožněnými protilehlými

body:
M ' S1/{(x, y) ∼ (−x,−y)}.
Projektivńı prostor P1(R) neńı podmnožina Eukleidovského prostoru!

Př́ıklad 2. M = P1(C) := {L ⊂ C2|L je komplexńı vektorový podprostor dimenze 1 v C2}.
Sestrojte atlas na množině M skládaj́ıćı se z map, které maj́ı jako obrazy otevřené podmnožiny

v C = R2.
Řešeńı.

Označme < (u, v) >= {(z1, z2) ∈ C2|∃α ∈ C, (z1, z2) = (αu, αv)}. Tedy < (u, v) > je kom-
plexńı vektorový podprostor komplexńı dimenze 1 v C2, jehož baze je vektor (u, v).

(u, v) jsou homogenńı souřadnice pro L =< (u, v) >, kde (u, v) 6= (0, 0), u, v ∈ C.
(u, v) ∼ (u′, v′) ⇐⇒ ∃α 6= 0, α ∈ C, (u′, v′) = (αu, αv).

U0 = {< (u, v) >∈M |u 6= 0}; U1 = {< (u, v) >∈M |v 6= 0}; U0 ∪ U1 = M.

ϕ0 : (u, v) ∼ (1, z = v
u ) ∈ U0 7→ z ∈ C; ϕ1 : (u, v) ∼ (ζ = u

v , 1) ∈ U1 7→ ζ ∈ C.
přechodové zobrazeńı má tvar
ϕ01 : C = R2 → C = R2; ζ = ϕ01(z) = 1

z .
Pokud označ́ıme bod (0, 1) symbolem ∞, pak zřejmě P1(C) = C ∪∞. Komplexńı projektivńı

prostor dimenze 1 je tedy komplexńı rovina s jedńım přidaným bodem v nekonečnu. Tato interpre-
tace se bude systematicky použ́ıvat v klasické ’teorii funkćı’ komplexńı proměnné s komplexńımi
hodnotami a prostoru P1(C) se bude ř́ıkat Riemannova sféra. Všimněte si, že v P1(C) neńı žádný
bod výjimečný, a že při jiné volbě map v atlasu může roli bodu v nekonečnu hrát libovolný bod
projektivńıho prostoru. Všimněte si, že slovo ’sféra’ v názvu ’Riemannova sféra neńı náhodou,
prostor PC1 se dá ztotožnit snadno s jednotkovou sférou v R3.

Př́ıklad 3. Grassmanova varieta Gr2,4.
Označme M = Gr2,4 := {L2 ⊂ R4|L2 je reálný vektorový podprostor dimenze 2}.
Sestrojte atlas pomoćı map vhodné dimenze na množině M.

Řešeńı.
Je-li L2 vektorový podprostor dimenze 2, pak existuje baze v1, v2 ∈ R4 prostoru L2. Tento fakt

označ́ıme rovnost́ı L2 =< v1, v2 > . Složky těchto vektor̊u tvoř́ı sloupce 4× 2 matice M = (v1, v2),
která má hodnost 2. Jakákoliv jiná baze v′1, v

′
2 ∈ R4 téhož podprostoru se dá vyjádřit pomoćı

nečárkované baze a regulárńı 2×2 matice přechodu A. Pro odpov́ıdaj́ıćı maticiM ′ plat́ıM ′ = M ·A.
Množina M se tedy dá popsat také jako množina St4,2 všech 4× 2 matic M s hodnost́ı 2 modulo
ekvivalence ∼, která je definovaná takto:

M ′ ∼M ⇐⇒ ∃A ∈ GL(2,R), M ′ = M ·A,

kde GL(2,R) označuje (Lieovu) grupu všech 2× 2 regulárńıch reálných matic.
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Mapu na množině M = Gr2,4 lze např́ıklad zvolit takto. Nejprve zavedeme následuj́ıćı označeńı.
Symbolem Mij ; 1 ≤ i, j ≤ 4; i 6= j označ́ıme 2× 2 podmatici (minor) matice M tvořenou i-tým a
j-tým řádkem matice M a definujeme ∆ij(M) = detMij .

Nyńı definujme množinu Uij ⊂M předpisem

Uij := {L2 ∈ Gr2,4|L2 =< v1, v2 >,∆ij(M) 6= 0,M = (v1, v2)}

Pokud M ′ = M · A, pak zřejmě M ′ij = MijA a podmı́nka ∆ij(M) 6= 0 je nezávislá na výběru
matice M reprezentuj́ıćı podprostor L2.

Nyńı definujeme prvńı mapu (U12, ϕ12) na množině Gr2,4 takto. Je-li L2 ∈ U12, pak existuje
právě jedna baze v1, v2 prostoru L2 s vlastnost́ı, že minor M12 matice M =< v1, v2 je jednotková
matice, tedy že matice M má tvar

M =


1 0
0 1
a b
c d

 ; a, b, c, d,∈ R. (1.1)

To je možné ukázat následuj́ıćı úvahou. Nejprve zvoĺıme libovolnou bazi v1, v2 podprostoru L2.
Pak tuto bazi změńıme pomoćı matice přechodu A rovnaj́ıćı se inverzńı matici k matici M12, kde
M = (v1, v2). T́ım dokážeme existenci baze maj́ıćı tvar (1.1). Jednoznačnost takovéto baze plyne
z toho, že matice přechodu mezi dvěma maticemi, které maj́ı tvar (1.1) muśı být jednotková. Je
tedy možné definovat zobrazeńı ϕ12 : U12 → R4 předpisem

f12(L2) = (a, b, c, d).

které je prosté. Dvojice (U12, ϕ12) je tedy mapa na množině Gr2,4 dimenze 4.
Snadno se ukáže, že naprosto analogickým zp̊usobem je možné definovat daľśıch 5 map dimenze

4, definovaných na analogických podmnožinách U13, U14, U23, U24, U34.
Lineárńı algebra ř́ıká, že hodnost matice M je rovna 2 právě když aspoň jeden z determinant̊u

∆ij(M) je nenulový. Plat́ı tedy, že ∪Uij = Gr2,4 a soubor těchto 6 map tvoř́ı atlas na Gr2,4.
Pomoćı determinant̊u ∆ij(M) je možné definovat zobrazeńı

Φ : St4,2 → R6\{(0, 0, 0, 0, 0, 0)}; Φ(M) = (∆12(M),∆13(M),∆14(M),∆23(M),∆24(M),∆34(M)).

Pokud M ′ = M ·A,A ∈ GL(2,R), pak

Φ(M ′) = Φ(M) detA.

Tedy zobrazeńı Φ indukuje zobrazeńı Φ̃ množiny Gr2,4 do projektivńıho prostoru P5(R). Složky
vektoru (∆ij(M)) ∈ R6 se nazývaj́ı Plückerovy souřadnice prvku L2 ∈ Gr2,4

Toto zobrazeńı je dobře definováno, ale těžko může být surjektivńı, protože mapy na množině
Gr2,4 maj́ı dimenzi 4, zat́ımco mapy na projektivńım prostoru P5(R) maj́ı dimenzi 5 (rozmyslete
si!).
Př́ıklad 4. Dokažte, že pro č́ısla ∆ij(M) = ∆ij je splněna (kvadratická) rovnice

∆12∆34 + ∆13∆42 + ∆14∆23 = 0. (1.2)

Řešeńı. Př́ımý výpočet.
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Kapitola 2

Topologie

2.1 Definice, př́ıklady

Analýza v prvńıch semestrech se soustředila na studium funkćı na metrickém prostoru. Kĺıčovou
roli při popisu spojitých funćı při tom hrály otevřené množiny. Připomeňme si, že metrický prostor
se v analýze definuje jako dvojice (M,d), kde M je množina a d je nezáporná funkce na M ×M,
symetrická ve svých argumentech, pro kterou plat́ı trojúhelńıková nerovnost. Nav́ıc d(x, y) = 0
právě když x = y. Č́ıslu d(x, y) se ř́ıká vzdálenost bod̊u x a y. Množina U ⊂M je otevřená, pokud
pro každý bod x ∈ U existuje ε > 0 s vlastnost́ı, že množina {y ∈M |d(x, y) < ε} je podmnožina U.
Otevřené množiny hraj́ı kĺıčovou roli při popisu spojitých funkćı, či spojitých zobrazeńı.

Základńı myšlenka, proč se zaváděj́ı topologické prostory je opustit při studiu spojitosti koncept
metrického prostoru úplně a od začátku definovat, které množiny jsou otevřené. Ukáže se, že je to
nejen podstatně obecněǰśı, ale že to je velmi, velmi užitečné.

Definice 2.1 Je-li M libovolná množina, pak symbolem P(M) označ́ıme množinu všech podmnožin
množiny M.

Topologický prostor X je množina X, pro kterou je nav́ıc zadán systém podmnožin TX ⊂ P(X),
která splňuje následuj́ıćı axiómy:

(O1) ∅, X ∈ TX , tj. prázdná množina a celý prostor patř́ı do TX ;
(O2) U, V ∈ TX =⇒ U ∩ V ∈ TX ;
(O3) Je-li A ⊂ T (X), pak ∪U∈AU ∈ TX .
Topologický prostor je tedy dvojice (X, TX)! Pokud nebude potřeba specifikovat topologii TX ,

budeme použ́ıvat jen zkrácené označeńı X pro daný topologický prostor.
Množiny U ∈ TX se nazývaj́ı otevřené množiny.

Definice 2.2 Necht’ TX a T ′X jsou dvě topologie na prostoru X. Řekneme, že topologie T ′X je
silněǰśı, nebo jemněǰśı, než topologie TX , pokud T ′X ⊃ TX . Pokud tato inkluze plat́ı, ř́ıkáme
zároveň, že že topologie TX je slabš́ı, nebo hrubš́ı, než topologie T ′X .

Poznámka 2.3 Axiomy pro topologii se daj́ı přeformulovat (názorně) takto:
(O1) Prázdná množina a celý prostor patř́ı do TX ;
(O2) Pr̊unik konečného počtu otevřených množin je otevřená množina.
(O3) Sjednoceńı libovolného systému otevřených množin je otevřená množina.
Na druhou stranu pr̊unik libovolného systému otevřených podmnožin otevřená množina obecně

být nemuśı.

Definice 2.4 Podmnožina U topologického prostoru (X, TX) se nazývá uzavřená, pokud jej́ı do-
plněk

U c := X \ U
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je otevřená množina. Systém všech uzavřených množin topologického prostoru (X, TX) označ́ıme
UX .

Lemma 2.5 (Charakterizace uzavřených množin.) Systém UX uzavřených množin topolo-
gického prostoru (X, TX) splňuje tři vlastnosti:

(U1) Prázdná množina a celý prostor jsou uzavřené množiny.
(U2) Sjednoceńı konečného počtu uzavřených množin je uzavřená množina.
(U3) Pr̊unik libovolného systému uzavřených množin je uzavřená množina.
Naopak, pokud nějaký soubor podmnožin U ⊂ P(X) má vlastnosti (U1), (U2), (U3), pak systém

TX = {X \ U |U ∈ UX}

definuje topologii na množině X a systém UX je systém uzavřených podmnožin topologického pro-
storu (X, TX).

Důkaz.
Podle definice U ∈ UX právě když U c ∈ TX . Takže potřebujeme dokázat, že systém TX splňuje

podmı́nky (O1), (O2), (O3) právě když UX splňuje podmı́nky (U1), (U2), (U3).

Ekvivalence podmı́nek (O1) a (U1) je zřejmá.

Ekvivalence podmı́nek (O2) a (U2) plyne z De Morganových vzorc̊u (U ∪ V )c = U c ∩ V c.
Ekvivalence podmı́nek (O3) a (U3) plyne z De Morganových vzorc̊u (∩U∈A)c = ∪U∈AU c, kde A
je libovolný systém podmnožin v X. �

Př́ıklady.
(1) Předpokládejme, že (M,d) je metrický prostor, pak definujeme metrickou topologii TX ,
neboli topologii indukovanou metrikou d takto:

U ∈ TX ⇐⇒ ∀x ∈ U∃ δ > 0 takové, že {y ∈ X|d(x, y) < δ} ⊂ U.

Je snadné se přesvědčit, že systém TX splňuje axiomy pro topologii.

(2) Necht’ S je libovolná množina. Extrémńı topologie na S jsou:

(i) Triviálńı topologie: TS = {∅, S}. Triviálńı topologie je nejslabš́ı (nejhrubš́ı) topologie na
množině S.

(ii Diskrétńı topologie: TS = P(X), tedy všechny podmnožiny M jsou otevřené. Diskrétńı
topologie je nejsilněǰśı (nejjemněǰśı) topologie na množině S.

(5) Zariského topologie. Označme C[z1, . . . , zn] prostor všech polynomů v n proměnných s
komplexńımi koeficienty. Je-li X = Cn, pak definujeme Zariského topologii t́ım, že podmnožina
U ⊂ Cn je uzavřená, pokud existuje (libovolná) množina S ⊂ C[z1, . . . , zn], pro kterou

U = V (S) := {z ∈ Cn|f(z) = 0 ∀f ∈ S.}

Pro př́ıpad n = 1, je množina X množina komplexńıch č́ısel a otevřené množiny v Zariského to-
pologii jsou ’veliké’, je to celá komplexńı rovina bez konečně mnoha bod̊u (nebo prázdná množina).

Rozmyslete si, že Zariského topologie splňuje všechny tři axiómy pro topologii.

2.2 Podprostor, uzávěr, vnitřek, a hranice.

Předpokládejme, že (X, TX) je topologický prostor. Pak je možné definovat (indukovanou) topologii
na každé podmnožině Y ⊂ X následuj́ıćım zp̊usobem.

Definice 2.6 Je-li (X, TX) topologický prostor a Y ⊂ X, pak definujeme indukovanou topologii
TY na podprostoru Y předpisem

TY = {V = U ∩ Y |U ∈ TX}. (2.1)
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Lemma 2.7 Systém (2.1) splňuje axiómy pro topologii na množině Y.

Důkaz.
Prázdná množina ∅ = ∅∩Y i množina Y = X∩Y patř́ı do TY . Jsou-li V = U ∩Y a V ′ = U ′∩Y

dvě množiny z TY , pak
V ∩ V ′ = (U ∩ U ′) ∩ Y ∈ TY .

A konečně, pokud A ⊂ P(X) je systém otevřených podmnožin v X a {V = U ∩ Y |U ∈ A} je
odpov́ıdaj́ıćı systém pomnožin v P(Y ), pak i ∪A(U ∩ Y ) = (∪AU) ∩ Y patř́ı do TY . �

V daľśım textu budeme vždy uvažovat podmnožiny Y topologického prostoru (X, TX) s takto
definovanou topologíı podprostoru.

V topologickém prostoru je možné definovat pro každou podmnožinu pojem vnitřku a uzávěru.
Definice je snadná a přirozená, už́ıvá se jen pojmů otevřená a uzavřená množina.

Definice 2.8 Necht’ (X, TX) je topologický prostor a Y ⊂ X.
(i) Vnitřek IntY množiny Y definujeme předpisem

IntY := ∪U∈TX ,U⊂Y U. (2.2)

(ii) Uzávěr Y množiny Y definujeme předpisem

Y := ∩V ∈UX ,Y⊂V V. (2.3)

(iii) Hranice ∂Y množiny Y je definována předpisem

∂Y := Y \ IntY. (2.4)

(v) Řekneme, že množina A je okoĺı bodu x, pokud x ∈ IntA.
Z vlastnost́ı systému otevřených, resp. uzavřených množin ihned plyne, že vnitřek IntY je

největš́ı otevřená množina obsažená v Y a uzávěr Y je nejmenš́ı uzavřená množina obsahuj́ıćı Y,
a hranice ∂Y se dá popsat jako pr̊unik uzávěru Y a uzávěru X \ Y.

2.3 Baze a subbaze.

V metrických prostorech patř́ı mezi základńı otevřené množiny koule kolem daného bodu s daným
poloměrem. Každá otevřená množina je pak sjednoceńı takovýchto kouĺı. Také v obecných topolo-
gických prostorech je výhodné definovat vhodný systém speciálńıch otevřených množin, který pak
generuje celý systém všech otevřených množin.

Definice 2.9 Necht’ (X, TX) je topologický prostor.

(a) Systém B ⊂ TX nazveme baze topologie TX , pokud je každá otevřená množina U ∈ TX
sjednoceńı množin ze systému B. Množiny ze systému B pak budeme nazývat základńı otevřené
množiny topologie TX .
(b) Systém S ⊂ TX nazveme subbaze topologie TX , pokud je systém B všech konečných pr̊unik̊u
prvk̊u systému S baze topologie TX . Jinak řečeno požadujeme, aby se dala každá otevřená množina
dané topologie TS napsat jako sjednoceńı konečných pr̊unik̊u prvk̊u ze systému S.

Je zřejmé, že každá baze topologie TX je subbaze topologie TX . Následuj́ıćı tvrzeńı popisuje
jednoduchý zp̊usob, jak definovat topologii na dané množině X.

Lemma 2.10 Necht’ X je množina a necht’ S je libovolný systém podmnožin množiny X, jejichž
sjednoceńı je množina X.

Necht’ TX je systém všech sjednoceńı konečných pr̊unik̊u množin ze systému S. Pak

(a) Systém TX je topologie na množině X, nazveme ji topologíı generovanou systémem S.
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(b) Systém S je subbaze topologie TX .

(c) Topologie TX je nejslabš́ı topologie obsahuj́ıćı systém S. Jinak řečeno, topologie TX je pr̊unik
všech topologíı obsahuj́ıćıch systém S.

Důkaz.
Bod (a)

Označme symbolem B systém všech konečných pr̊unik̊u množin ze systému S a symbolem TX
systém všech (libovolných) sjednoceńı množin z B. Chceme ukázat, že TX je topologie na X.

Vlastnost (O1) je zřejmá (podle definice je sjednoceńı prázdného systému množin prázdná množina).

Vlastnost (O2): uvažujme dvě množiny U1, U2 ∈ TX . Tedy

U1 = ∪i∈IB1
i , B

1
i ∈ B; U2 = ∪j∈JB2

j , B
2
j ∈ B,

kde I, J jsou indexové množiny (možná i nekonečné). Pak

U1 ∩ U2 = [∪i∈IB1
i ] ∩ [∪j∈JB2

j ] = ∪i∈I,j∈JB1
i ∩B2

j ∈ TX .

Vlastnost (O3): Necht’

Uα = ∪iα∈IαBαiα , B
α
iα ∈ B; α ∈ A; Uβ = ∪jβ∈JβB

β
jβ
, Bβjβ ∈ B; β ∈ B.

Pak zřejmě Uα ∪ Uβ patř́ı do TX .

Bod (b).
Tvrzeńı plyne př́ımo z definice subbaze.

Bod (c).
Podle bodu (a) je TX topologie na X a obsahuje systém S.
Naopak, je-li T ′X libovolná jiná topologie na X, která obsahuje systém S, pak se z vlastnost́ı

topologie ihned odvod́ı, že TX je podsystém v systému T ′X .
�

2.4 Hausdorff̊uv topologický prostor.

Schéma topologického prostoru je velmi obecné a zahrnuje mnoho př́ıklad̊u s neobvyklými vlast-
nostmi odporuj́ıćımi intuici, která je založena na přépadu topologického prostoru indukovaného
metrikou. Některé neobvyklé a zvláštńı vlastnosti mohou být d̊usledkem toho, že daná topologie
obsahuje málo otevřených množin. V metrickém prostoru M je např́ıklad jednobodová množina
{x}, x ∈M vždy uzavřená. nebo obecněji, libovolné dva r̊uzné body maji disjunktńı okoĺı. př́ıklad
takového chováńı je následuj́ıćı topologický prostor.

Takovéto př́ıklady jsou vyloučeny pomoćı následuj́ıćı definice.

Definice 2.11 Topologický prostor (X, TX) se nazývá Hausdorff̊uv, pokud pro každou dvojici
r̊uzných bod̊u x, y ∈ X existuj́ı otevřené množiny U,V pro které

x ∈ U, y ∈ V,U ∩ V = ∅

2.5 Spojité zobrazeńı.

Podstatná tř́ıda zobrazeńı mezi topologickými prostory jsou spojitá zobrazeńı, které ted’ bu-
deme definovat. Budeme při tom použ́ıvat následuj́ıćı označeńı. Je-li f : X → Y zobrazeńı mezi
množinami X a Y a V ⊂ Y. Pak definujeme

f∗(V ) := {x ∈ X|f(x) ∈ V )}.
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Definice 2.12 Necht’ (X, TX) a (Y, TY ) jsou dva topologické prostory.
Řekneme, že zobrazeńı f : X → Y je spojité, pokud f∗(V ) ∈ TX pro každou množinu V ∈ TY .

Lemma 2.13 Necht’ (X, TX) a (Y, TY ) jsou dva topologické prostory a f : X → Y zobrazeńı mezi
nimi. Pak následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı.

(i) f je spojité zobrazeńı
(ii) f∗(Z) je uzavřená množina pro každou uzavřenou množinu Z;
(iii) Necht’ S je subbaze pro topologii TY na množině Y. Pak f je spojité na X, právě když f∗(U)
je otevřená množina pro každou množinu U ∈ S.

Důkaz. Pro d̊ukaz tvrzeńı jsou podstatné následuj́ıćı vlastnosti vzor̊u, které si probereme podrobně
na cvičeńı.

f∗(Y \ U) = X \ f∗(U)

f∗(∩1≤i≤nUi) = ∩1≤i≤nf∗(Ui),

f∗(∪i∈IUi) = ∪i∈If∗(Ui).

�

Definice 2.14 Necht’ (X, TX) a (Y, TY ) jsou dva topologické prostory. Homeomorfismus z X
do Y je spojité a vzájemně jednoznačné zobrazeńı f : X → Y, pro které je inverzńı zobrazeńı
f−1 : X → Y také spojité. topologické prostory (X, TX) a (Y, TY ) jsou homeomorfńı, pokud
existuje homeomorfismus mezi nimi.

Tedy: Nejen, že homeomorfismus f : X → Y , resp. f−1, ztotožňuje množiny X a Y, ale zároveň
zobrazeńı f∗ resp. (f−1)∗, ztotožňuje topologie TX a TY .

2.6 Kategorie topologických prostor̊u

Poznámka. Teorie kategoríı vyrostla ze skromných začátk̊u k d̊uležité oblasti v základech mate-
matiky a stává se v́ıc a v́ıc standardńım jazykem použ́ıvaným v mnoha oblastech matematiky.

Pojd’me si nyńı popsat (neformálně) co to kategorie jsou.

Kategorie se skládá z dvojice dat:
(A) Objekty. Je dán soubor C matematických objekt̊u.
(B) Morfismy. Pro každou dvojici objekt̊u X,Y ∈ C je dáne množina Hom(X,Y ), jej́ıž prvky se
nazývaj́ı morfismy z X do Y, pro kterou muśı platit:

(i) pro každý objekt X ∈ C existuje morfismus idX ∈ Hom(X,X),
(ii) pro každou trojici objekt̊u X,Y, Z ∈ C je dána operace skládáńı

Hom(X,Y )×Hom(Y, Z)→ Hom(X,Z); (f, g)→ g ◦ f

Tyto data muśı splňovat dva jednoduché axioómy (skládáńı je asociativńı, identity idX jsou
identity při skládáńı).

Pro topologické prostory jsou z tohoto hlediska podstatné (a velmi snadno se ověř́ı - udělejte
to!) následuj́ıćı dvě tvrzeńı.

Lemma 2.15 Necht’ X,Y, Z jsou topologické prostory. Pka
(1) Zobrazeńı identita Id : X → X je spojité zobrazeńı.
(2) Jsou-li f : X → Y a g : Y → Z spojitá zobrazeńı, pak i zobrazeńı g ◦ f : X → Z je spojité.
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Existuje tedy kategorie Top, jej́ıž objekty jsou topologické prostory a morfismy jsou spojitá
zobrazeńı.

Z lineárńı algebry plyne, že daľśım př́ıkladem kategori je kategorie, jej́ıž objekty jsou vektorové
prostory a morfismy jsou lineárńı zobrazeńı.

Třet́ım př́ıkladem kategorie je kategorie, jej́ıž objekty jsou grupy a morfismy jsou homomor-
fismy.

Cvičeńı k druhé přednášce.

Př́ıklad 1. Necht’ R je metrický prostor, a tedy i topologický prostor s indukovanou topologíı.
Definujme otevřené množiny Ui := K(0, 1i ). Ukažte, že pr̊unik ∩iUi neńı otevřená množina.

Opravdu, ∩iUi = {0}.

Př́ıklad 2. Uvažujme kružnici S1 s topologíı indukovanou inkluśı S1 ⊂ R2.
Ukažte, že otevřené množiny v této topologii jsou sjednoceńı množin

Ua,b = {z = eiϕ|a < ϕ < b}.

Vskutku,

Ua,b = S1 ∩ {z = reiϕ|a < ϕ < b,
1

2
< r < 2}.

Př́ıklad 3. Necht’ X a Y jsou metrické prostory, uvažujme tyto množiny s indukovanou (tj.
metrickou) topologíı.

Ukažte, že zobrazeńı f : X → Y je spojité jako zobrazeńı mezi metrickými prostory právě když
f je spojité jako zobrazeńı mezi topologickými prostory.

Řešeńı.
Standardńı definice spojitosti v metrických prostorech ř́ıká, že vzory otevřených kouĺı jsou

otevřené množiny. Ale systém otevřených kouĺı je baze metrické topologie. Tedy stač́ı použ́ıt
Lemma 2.13 (iii).

Př́ıklad 4. Necht’ f : X → Y je zobrazeńı. Dokažte relace

f∗(Y \ U) = X \ f∗(U)

f∗(∩1≤i≤nUi) = ∩1≤i≤nf∗(Ui),

f∗(∪i∈IUi) = ∪i∈If∗(Ui).

Řešeńı.
Ve všech 3 př́ıpadech stač́ı použ́ıt definici obou stran rovnosti.

Př́ıklad 5.
Necht’ M =< 0, 2π) je topologický prostor s topologíı indukovanou metrickou topologíı na R.
Zobrazeńı f : M → S1 definované předpisem f(t) = eit je prosté.
Ukažte, že inverzńı zobrazeńı f−1 : S1 →M neńı spojité.

Řešeńı.
Množina < 0, π) je otevřená v intervalu < 0, 2π) s indukovanou topologíı, ale jej́ı vzor při

zobrazeńı f−1 je množina f(< 0, π)), která otevřená v S1 neńı.
Př́ıklad 6.

Necht’ X = {1, 2, 3} a TX = ∅, {1}, {2, 3}, {1, 2, 3}. Ukažte, že topologický prostor (X, TX) neńı
Hausdorff̊uv topologický prostor.
Př́ıklad 7.

Necht’ X = C ' R2 se Zariského topologíı TX . Ukažte, že topologický prostor (X, TX) neńı
Hausdorff̊uv topologický prostor.
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3. přednáška.

V kapitole o topologii si na začátku přednášky přidáme ještě několik doplňk̊u.

2.7 Kompaktnost.

Definice 2.16 NechŤ I je libovolná množina (konečná nebo nekonečná). Necht’ (X, TX) je topo-
logický prostor a Z ⊂ X je jeho podmnožina. Řekneme, že systém množin {Ui}i∈I je pokryt́ı Z,
pokud X ⊂ ∪i∈IUi.

Řekneme, že systém množin {Ui}i∈I je otevřené pokryt́ı Z, pokud jsou nav́ıc všechny množiny
Ui otevřené podmnožiny Z.

Řekneme, že Z je kompaktńı, pokud z libovolného otevřeného pokryt́ı lze vybrat konečné pod-
pokryt́ı.

Pokud Z = X je kompaktńı, řekneme, že X je kompaktńı topologický prostor.

Uzavřené podmnožiny kompaktńıho prostoru jsou kompaktńı.

Lemma 2.17 Je-li (X, TX) kompaktńı topologický prostor a je-li Z ⊂ X jeho uzavřená podmnožina,
pak je Z kompaktńı.

Důkaz. Předpokládejme, že {Ui}i∈I je otevřené pokryt́ı množiny Z. Množina U = X \ Z je
otevřená, a tak {Ui}i∈I spolu s množinou U je zřejmě otevřené pokryt́ı X. Existuje tedy konečná
množina J ⊂ I s vlastnost́ı, že {Ui}i∈J spolu s U je (konečné) pokryt́ı X. A tedy {Ui}i∈J je
konečné pokryt́ı Z. �

Spojitý obraz kompaktńı množiny je kompaktńı.

Lemma 2.18 Je-li (X, TX) kompaktńı topologický prostor a je-li f : X → Y spojité zobrazeńı,
pak je f(X) kompaktńı.

Důkaz. Předpokládejme, že {Ui}i∈I je otevřené pokryt́ı množiny f(X). Ze spojitosti f plyne,
že {f∗(Ui)}i∈I je otevřené pokryt́ı množiny X. Existuje tedy konečné podpokryt́ı {f∗(Ui)}i∈J
množiny X, protože X je kompaktńı. Pro všechna i ∈ I plat́ı zřejmě f(f∗(Ui) ⊂ Ui), tedy

f(X) ⊂ ∪i∈Jf(f∗(Ui)) ⊂ ∪i∈JUi.

�

Lemma 2.19 Necht’ (X, TX) je Hausdorff̊uv topologický prostor. Pak je každá kompaktńı podmnožina
Z ⊂ X uzavřená.

Důkaz. Ukážeme, že je množina X \ Z otevřená tak, že pro každý bod x ∈ X \ Z sesetroj́ıme
otevřenou množinu V , pro kterou je x ∈ V ⊂ X \ Z.

Zvolme pevně bod x ∈ X \ Z. Pro každý bod z ∈ Z existuj́ı dvě disjunktńı otevřené množiny
Vz a Uz takové, že x patř́ı do Vz a z patř́ı do Uz. Systém {Uz}z∈Z je otevřené pokryt́ı množiny Z,
tedy existuje konečné podpokryt́ı {Uzi}ki=1. Množina

V = ∩ki=1Vzi

je otevřená a podle definice obsahuje bod x, a přitom má prázdný pr̊unik s množinou Z. Vskutku,
pokud by množina V ∩ Z byla neprázdná a z0 byl jej́ı bod, pak existuje index i ∈ {1, . . . , n} pro
který z0 ∈ Uzi , tedy z0 6∈ Vzi , a tedy z0 6∈ V, což je spor.

�
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2.8 Konvergence

Necht’ (X, TX) je topologický prostor. Konvergence posloupnosti bod̊u v X se definuje následuj́ıćım
zp̊usobem.

Definice 2.20 Necht’ {an} je posloupnost bod̊u v X. Řekneme, že posloupnost an konverguje
k bodu x ∈ X, pokud

∀U ∈ TX , x ∈ U ∃N ∈ N ∀n > N (an ∈ U).

Pokud toto plat́ı, budeme psát, že an → x.

Pokud je topologie TX indukována metrikou d na X, pak an → x v topologickém prostoru (X, TX)
právě když an → x v metrickém prostoru (X, d).

Konvergence se nechová dobře v obecných topologických prostorech.

Př́ıklady.

(1) Pokud má X triviálńı topologii, pak každá posloupnost konverguje ke každému bodu v X!

(2) Pokud má X diskrétńı topologii, {an} je posloupnost bod̊u v X a x ∈ X, pak an → x právě
když existuje N ∈ N takové, že ∀n > N plat́ı an = x.

(3) Situace je mnohem lepš́ı v Hausdorffových topologických prostorech, kde každá posloupnost
bod̊u má nejvýše jednu limitu.

Lemma 2.21 Necht’ (X, TX) je Hausdorff̊uv topologický prostor. Pokud je {an} posloupnost v X,
x, y ∈ X, a plat́ı současně an → x, an → y, pak x = y.

Důkaz. Je stejný jako v metrických prostorech. Předpokládejme sporem, že x 6= y. Pak existuj́ı
disjunktńı otevřené množiny U, V takové, že x ∈ U, y ∈ V.

Protože an → x, existuje N1 ∈ N s vlastnost́ı an ∈ U pro n > N1.
Protože an → y, existuje N2 ∈ N s vlastnost́ı an ∈ V pro n > N2.
Tedy pro n > N1, n > N2 plat́ı an ∈ U ∩ V, což je spor. �

Některé vlastnosti známé v př́ıpadě metrických prostor̊u se zachovaj́ı i v obecných topologických
prostorech.

Lemma 2.22
(i) Pokud je f : X → Y spojité zobrazeńı topologických prostor̊u a an → x v X, pak f(an)→ f(x)
v Y.
(ii) Necht’ Z ⊂ X je podmnožina topologického prsotru X s indukovanou topologíı. Pokud je {an}
posloupnost v Z a an → x, x ∈ X, pak x ∈ Z.

Důkaz lemmatu je drobné cvičeńı.

16



Kapitola 3

Variety - definice, př́ıklady

Již v prvńı přednášce jsme si definovali (a ukázali př́ıklady) základńıch pojmů potřebných pro
definici (hladké) variety. Vı́me už, co je mapa dimenze n na množině M, kdy jsou dvě mapy
kompatibilńı a co je to atlas na množině M (Def.1.2).

Definice 3.1 [Topologie na množině s daným atlasem.] Necht’ (Uα, ϕα)α∈A je atlas na
množině M. Pak je topologie TM definována takto:

Množina V ⊂M je otevřená množina, pokud je pro každé α ∈ A množina ϕα(V ∩Uα) otevřená
podmnožina množiny ϕα(Uα) ⊂ Rn. Tuto topologii TM nazveme topologie na M indukovaná
atlasem.

Tato definice zároveň obsahuje tvrzeńı (že takto definovaný systém množin splňuje axiómy pro
topologii), jehož platnost je třeba ověřit.

Lemma 3.2 Necht’ M je množina s daným atlasem a TM je systém množin definovaný v Lemmatu
3.1.

Pak TM je topologie na M.

Důkaz.

(O1) Tento požadavek je splněn triviálně.

(O2) Jsou-li Vi, i = 1, . . . , n množiny ze systému TM , pak pro každé α ∈ A je množina

ϕα((∩n1Vi) ∩ Uα) = ∩n1ϕα(Vi ∩ Uα)

otevřená v množině ϕα(Uα).

(O3) Podobně, jsou-li Vβ , β ∈ B množiny ze systému TM , pak pro každé α ∈ A je množina

ϕα((∪βVβ) ∩ Uα) = ∪β∈Bϕα(Vβ ∩ Uα)

otevřená v množině ϕα(Uα).
�

Poznámka 3.3 Přechodové zobrazeńı je definováno předpisem ψαβ = ϕβ ◦ ϕ−1α . Je ihned vidět,
že přechodová zobrazeńı splňuj́ı tzv. kocyklové pravidlo:

Pro tři mapy s indexy α, β, γ plat́ı na pr̊uniku ϕα(Uα ∩ Uβ ∩ Uγ) (triviálně i na prázdném)

ψαβ ◦ ψβγ = ψαγ . (3.1)

Nav́ıc zřejmě ψαα = Idϕα(Uα) . Z těchto dvou podmı́nek pak plyne také, že ψαβ = (ψβα)−1.
Přechodové funkce splňuj́ıćı tyto podmı́nky mohou být použity pro rekonstrukci základńı množiny a
atlasu na ńı pomoćı ’lepeńı’, tj. pomoćı vhodné ekvivalence definované pomoćı přechodových funkćı.
Základńı množina je pak množina tř́ıd této ekvivalence.
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Poznámka 3.4 V daľśım budeme pracovat jen s hladkými varietami (tj. s takovými, jejichž pře-
chodové funkce jsou tř́ıdy C∞) a budeme je stručně nazývat variety, stejně jako hladké atlasy
budeme stručně nazývat jen atlasy. Po zavedeńı topologie na varietě pomoćı atlasu si ukážeme
později, že všechna zobrazeńı ϕα map daného atlasu jsou homeomorfismy ϕα : Uα → ϕα(Uα).
Velmi často se však zadává diferencovatelná struktura na množině, která má jǐz předem zadanou
topologii. V tom př́ıpadě se vyžaduje, aby topologie, definovaná pomoćı daného atlasu, splývala
s p̊uvodńı topologíı. To je ekvivalentńı s podmı́nkou, že všechna zobrazeńı ϕα map atlasu jsou
nejen vzájemně jednoznačná, ale že to jsou homeomorfismy.

Definice 3.5 Řekneme, že mapa (U,ϕ) je kompatibilńı s atlasem A na varietě M , pokud
A ∪ {(U,ϕ)} je také atlas na M, tj. pokud (U,ϕ) je kompatibilńı se všemi mapami atlasu A.

Řekneme, že atlas A je úplný (maximálńı), pokud je to atlas, který je maximálńı, tj. neńı
obsažen v žádném striktně věťśım atlase. To tedy znamená, že každá mapa kompatibilńı se všemi
mapami atlasu A je už v něm obsažena.

Tomuto maximálńımu atlasu se také ř́ıká diferencovatelná struktura na množině M.

Poznámka 3.6 Bud’ M varieta s atlasem A. Na prvńı pohled neńı jasné, jestli každý atlas lze
rozš́ıřit na maximálńı atlas. Podstatńı ale je si uvědomit, že plat́ı

Tvrzeńı. Pokud jsou mapy {(U,ϕ)}, {(U ′, ϕ′)} kompatibilńı s atlasem A, pak je mapa {(U ′, ϕ′)}
kompatibilńı s mapou (U,ϕ)}, a A ∪ {(U,ϕ)} ∪ {(U ′, ϕ′)} je atlas.

Z toho ihned plyne, že pak A∪{(U,ϕ)} ∪ {(U ′, ϕ′)} je atlas; že m̊užeme tedy k atlasu A přidat
všechny s ńım kompatibilńı mapy a dostaneme hledaný maximálńı atlas.
Návod k d̊ukazu tvrzeńı. Stač́ı ukázat, že {(U,ϕ)} a {(U ′, ϕ′)} jsou kompatibilńı. Množina
ϕ(U ∩ U ′) je otevřená, nebot’ se s použit́ım předpoklad̊u dá napsat jako sjednoceńı otevřených
množin. Totéž plat́ı pro ϕ′(U ∩ U ′). Odpov́ıdaj́ıćı přechodové zobrazeńı je zřejmě prosté a na,
jeho hladkost se opět v každém bodě dostane z hladkosti ostatńıch přechodových funkćı pomoćı
kocyklového pravidla (3.1). K podrobnostem se vrát́ıme na př́ı̌st́ı přednášce. �

Hladkou varietou budeme definovat jako množinu s daným maximálńım atlasem (s danou dife-
rencovatelnou strukturou), ale ve všech konkrétńıch př́ıpadech budeme tuto diferenciálńı strukturu
zadávat volbou nějakého (ne nutně maximálńıho) atlasu, nebot’ si vždy m̊užeme daný atlas obo-
hatit všemi kompatibilńımi mapami. Nav́ıc budeme požadovat, aby topologie indukovaná zvoleným
atlasem splňovala dvě dodatečné podmı́nky.

Definice 3.7 (Varieta.) (Hladká) varieta dimenze n je množina M, na které je dán atlas A =
{(Uα, ϕα)}α∈A n-dimenzionálńıch map takový, že:

1) M je Hausdorff̊uv topologický prostor,
2) M má spočetnou bázi otevřených množin.

Varietu danou množinou M s atlasem A budeme považovat za totožnou s varietou danou
množinou M s atlasem A′, pokud oba atlasy určuj́ı stejný maximálńı atlas. To nastane právě
tehdy, když sjednoceńı A ∪A′ je atlas na M.
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Cvičeńı ke 3. přednášce.

Př́ıklad 1. Množina M = Rn a otevřená množina M ⊂ Rn jsou nejjednodušš́ı variety dimenze
n, jejich standardńı atlas se skládá z jediné mapy s definičńım oborem M a identického zobrazeńı
ϕ = IdM . K diskusi o požadovaných vlastnostech topologie se vrát́ıme v př́ı̌st́ım cvičeńı.

Př́ıklad 2. Je-li M varieta, {(Uα, ϕα)}α∈A atlas na M a M ′ otevřená podmnožina M, pak je
zřejmě systém

{(U ′α = Uα ∩M ′, ϕα|U ′α);α ∈ A}

atlas na M ′ a tento atlas definuje na M ′ standardńı diferencovatelnou strukturu indukovanou dife-
rencovatelnou strukturou na M. Topologie na M ′ je indukovaná topologíı na M, tedy topologické
podmı́nky jsou splněny a M ′ je varieta.

Př́ıklad 3.
Necht’ M je varieta s atlasem {(Uα, ϕα)}α∈A a necht’ F : N → M je vzájemně jednoznačné

zobrazeńı.
Potom je možné přenést strukturu variety pomoćı zobrazeńı F z množiny M na množinu N

takto.
Pro každé α ∈ A definujeme mapu (Vα, ψα) na množině N předpisem

Vα = F−1(Uα); ψα = ϕα ◦ F.

a t́ım definuji strukturu variety na množině N.
Intuitivně vzato, neńı to vlastně nový př́ıklad variety, protože si mohu představit, že pomoćı

zobrazeńı F ztotožńım množiny M a N a budu mı́t dvě totožné variety. Pomoćı zobrazeńı F ∗

mohu pak ztotožnit také odpov́ıdaj́ıćı topologie na M a M ′.

Př́ıklad 4. Necht’ k ≤ n. Necht’ M je parametrická plocha dimenze k v Rn, tj. předpokládáme, že
existuje otevřená podmnožina O ⊂ Rk a regulárńı homeomorfismus ψ : O → Rn, ψ(O) = M. To
znamená, že ψ je homeomorfismus množiny O na M a Jacobiho matice

∂ψi
∂xj

, i = 1, . . . n; j = 1, . . . , k

všech parciálńıch derivaćı má hodnost k ve všech bodech O.
Pak podle předchoźıho př́ıkladu existuje na M struktura variety dimenze k zadaná jedinou

mapou (U,ϕ), kde U = ψ(O) a ϕ = ψ−1.

Př́ıklad 5. Necht’ k ≤ n. Necht’ M je plocha dimenze k v Rn. To znamená že pro každý bod
x ∈ M existuje otevřená množina Vx ⊂ Rn, x ∈ Vx, otevřená množina Ox ⊂ Rk, a regulárńı
homeomorfismus ψx : Ox → Vx ∩M.

Plocha M je podprostor metrického prostoru, tedy je sama metrický prostor a je na ńı defino-
vaná metrická topologie. Sestrojte atlas na ploše M tak, aby mapy byly tvořeny homeomorfismy.

Řešeńı.
Atlas (Ux, ϕx), x ∈ M definujeme takto: Ux = Vx ∩M,ϕx = (ψx)−1. Je potřeba ukázat, že

mapy atlasu jsou po dvou kompatibilńı. Necht’ tedy x, y ∈ M jsou dva r̊uzné body, pro které
Ux ∩ Uy 6= ∅. Restrikce ψx na (ψx)−1(Ux ∩ Uy) a restrikce ψy na (ψy)−1(Ux ∩ Uy) jsou dvě
parametrizace množiny Ux ∩ Uy. Pak je ale přechodové zobrazeńı ψx ◦ (ψy)−1 difeomorfismus.
Důkaz tohoto tvrzeńı je možné naj́ıt v textu Geometrie 2, Lemma 3.7.

Př́ıklad 6. Sestrojte atlas na jednotkové sféře M = Sn−1 = {x ∈ Rn|
∑
i x

2
i = 1} pomoćı věty o

implicitńım (resp. inverzńım) zobrazeńı.

Řešeńı.
V přednášce Geometrie 2 byla dokázána následuj́ıćı věta (Věta 3.5, str. 25).

Věta 1. Necht’ : U → Rn je hladké zobrazeńı definované na otevřené podmnožině U ⊂ Rk+n a
c ∈ Rn. Předpokládejme, že pro každý bod a, F (a) = c má Jacobiho matice JF (a) hodnost n. Pak
množina

M = {x ∈ U |F (x = c)}
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je plocha dimenze k.
Pro jistotu si připomeneme i jej́ı d̊ukaz.

Důkaz. Zvolme nějaký bod a ∈ Rk+n pro který F (a) = c. Podle předpoklad̊u existuje n × n
minor Jacobiho matice {∂Fi∂xj

} s nenulovým determinantem. Po vhodném přeč́ıslováńı souřadnic

x1, . . . , xk+n můžeme předpokládat, že je čtvercová matice

∂Fi
∂xj

, 1 ≤ i, j ≤ n

invertibilńı.
Nyńı definujeme zobrazeńı G : U → Rk+n předpisem

G(x1, . . . , xk+n) := (F1, . . . , Fn, xn+1, . . . , xk+n).

Jacobiho matice G v bodě a je invertibilńı a tak podle věty o inverzńım zobrazeńı existuje okoĺı
U ′ ⊂ U bodu a, na kterém je G difeomorfismus. Označme

Rk := {x ∈ Rn+k|x = (c1, . . . , cn, xn+1, . . . , xn+k)}

a definujme zobrazeńı ϕ předpisem ϕ := G−1|Rk . Je zřejmé, že obraz ϕ(Rk ∩G(U ′)) je M ∩ U ′ a
ϕ je regulárńı parametrizace plochy U ∩M dimenze k, protože parciálńı derivace

∂ϕ

∂xn+i
=
∂G−1

∂xn+i
, i = 1, . . . , k

jsou lineárně nezávislé vektory v Rn. �
V př́ıpadě sféry si stač́ı uvědomit, že funkce f(x) =

∑n
i=1 x

2
i má gradient∇f(x) = 2(x1, . . . , xn)

a že je tedy podle Věty 1 sféra plocha dimenze n − 1. Tedy jsme sestrojili podle Př́ıkladu 5
standardńı atlas na sféře.

Př́ıklad 7.
Mezi velmi užitečné př́ıklady variet patř́ı Lieovy grupy. Podle definice jsou to grupy, které jsou

zároveň variety (a pro které jsou grupové operace hladké zobrazeńı, k tomu se vrát́ıme později).
Ukažte, že mezi Lieovy grupy patř́ı grupy GL(n,R), SL(n,R), O(n,R), SO(n,R).

Řešeńı. V minulém semestru jsme dokázali, že tyto množiny jsou plochy odpov́ıdaj́ıćı dimenze ve
vhodném Eukleidovském prostoru, stač́ı tedy použ́ıt Větu 1 z předchoźıho př́ıkladu a Př́ıklad 5.
Pro připomenut́ı si probereme také d̊uvod, proč je v každém jednotlivém př́ıpadě př́ılsušná Lieova
grupa plocha odpov́ıdaj́ıćı dimenze.

(a) M = GL(n,R). Prvek A ∈ GL(n,R) je n× n matice splňuj́ıćı nerovnost detA 6= 0. Množina

všech n×n matice je isomorfńı s Rn2

a funkce detA spojitá na této množině spojitá, tedy množina
{A|detA = 0} je uzavřená a jej́ı doplněk je množina otevřená. Na M tedy můžeme zvolit stan-
dardńı atlas (M, IdM ).

Pro ostatńı př́ıpady použijeme postupně Větu 1 z předchoźıho př́ıkladu.

(b) SL(n,R).
Funkce det je definována na prostoru Mn(R) všech n × n reálných matic jej́ı Jakobi Stač́ı

dokázat, že Jacobiho matice J det(A) ∈ Rn2

je netriviálńı vektor pro všechny matice A ∈ SL(n,R)
a použ́ıt Větu 1.

Determinant je (nelineárńı) funkce n2 proměnných a jeho Jacobiho matice je vektor v Mn(R),
jehož ij-tá složka má tvar

(J det)ij(A) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

det(A+ tXij),

kde Xij je matice s jedničkou na mı́stě ij a s nulami jinde. Rozvineme-li determinant uvnitř tohoto
výrazu podle j-tého sloupce, dostaneme

(J det)ij(A) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(det(A) + tdet Ãij) = det Ãij ,
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kde Ãij je submatice vzniklá vynecháńım i-tého řádku a j-tého sloupce z matice A. Jelikož však

detA = 1, existuje index ij takový, že submatice Ãij má nenulový determinant, tedy alespoň
jedna složka vektoru J det je nenulová, a tedy tento vektor je netriviálńı.

(c) M = O(n,R), SO(nR).

Řešeńı. Uvažujme nejdř́ıve př́ıpad M = O(n,R). Ztotožněme prostor všech symetrických matic
n× n

SymnR = {A ∈Mn(R)|At = A}

s prostorem R(n+1
2 ). Uvažujme zobrazeńı

F : MnR −→ SymnR
A 7→ AtA.

Nejdř́ıve ukážeme, že Jacobiho maticeJF (A) representuje surjektivńı lineárńı zobrazeńı

JF : Rn
2

−→ R(n+1
2 )

X 7→ d

dt

∣∣∣∣
t=0

F (A+ tX).

pro všechny A ∈ OnR. potom podle Věty 1 je množina M = F−1(Id) plocha dimenze n2−
(
n+1
2

)
=(

n
2

)
.
Diferenciál zobrazeńı F je lineárńı zobrazeńı

JF : Rn
2

−→ R(n+1
2 )

X 7→ d

dt

∣∣∣∣
t=0

F (A+ tX).

Stač́ı a je třeba dokázat, že pro A ∈ OnR je JF zobrazeńı na R(n+1
2 ) ' SymnR. Vyjádřeme tedy

JF (X) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

F (A+ tX) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(A+ tX)t(A+ tX) =

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(AtA +AttX + tXtA + t2XtX) = AtX +XtA.

Je tedy třeba dokázat, že pro každou matici A ∈ OnR a každou matici B ∈ SymnR existuje
matice X taková, že

B = AtX +XtA.

Jelikož je matice B symetrická, lze psát B = C + Ct, kde koeficienty matice C jsou dány pomoćı
koeficient̊u matice B takto:

cij = bij , i < j

cij =
1

2
bij , i = j

cij = 0, i > j.

Potom AtX = C právě tehdy když XtA = Ct, matice X je tedy dána rovnićı AtX = C. Jelikož
A je regulárńı matice, má tato soustava právě jedno řešeńı X = (At)−1C. Zobrazeńı JF je tedy
surjektivńı, tzn. má maximálńı hodnost.

Množina SOnR je podmnožina plochyM = F−1(Id). Pro každou matici A ∈ OnR plat́ı detA =
±1. Ovšem determinant je spojitá funkce, Lieova grupa OnR má tedy dvě komponenty dané
hodnotami ±1 tohoto determinantu. Každá z komponent souvislosti je však otevřená podmnožina
plochy M, a tedy je to plocha stejné dimenze.
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Př́ıklad 8.
Necht’ M = R a mapa dimenze 1 na M je definována předpisem ϕ(x) = x3. Ukažte, že

diferencovatelná struktura definovaná na M t́ımto atlasem je r̊uzná od standardńı diferencovatelné
struktury na R.

Řešeńı. Standardńı diferencovatelná struktura na R je definovaná atlasem (M,ϕ′ = IdM ) a
přechodová funkce mezi těmito dvěma atlasy neńı difeomorfismus, protože inversńı funkce ϕ−1

neńı hladká.

Př́ıklad 9.
Necht’ M je množina s atlasem A. Předpokládejme, že (U,ϕ) a (V, ψ) jsou daľśı dvě mapy na

M, pro které plat́ı, že A ∪ {(U,ϕ)} i A ∪ {(V, ψ)} je také atlas.
Pak jsou mapy {(U,ϕ)} a {(V, ψ)} kompatibilńı.

Řešeńı. K řešeńı tohoto př́ıkladu se vrát́ıme na př́ı̌st́ı přednášce.

Př́ıklad 9. Rozmyslete si, že dva atlasy A a A′ na množině M určuj́ı stejný maximálńı atlas právě
když jejich sjednoceńı A ∪A′ je atlas.
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4. přednáška.
Ještě se na úvod vrát́ıme k definici variety a přidáme několik poznámek. Nejdř́ıv přidáme

komentář k definici topologie indukované zvoleným atlasem na množině M.
Připomňme si definici. Necht’ (Uα, ϕα)α∈A je atlas na množině M. Pak jsme definovali topologii

TM předpisem

TM := {V ⊂M |∀α ∈ A,ϕα(V ∩ Uα) je otevřená podmnožina vRn}.

Tutéž topologii je možné popsat také jiným zp̊usobem. Idea vedoućı k této jiné, ekvivalentńı
definici je naj́ıt vhodnou bazi topologie TM .

Definujme systém podmnožin

Sα := {V ⊂ Uα|ϕα(V ) je otevřená vRn}; S = ∪α∈ASα. (3.2)

Tento systém zřejmě pokrývá množinu M, a tedy (podle Lemmatu 2.10) generuje topologii T ′M .
Otevřené množiny této topologie jsou libovolná sjednoceńı konečných pr̊unik̊u množin ze systému
S.

Ukážeme si ted’, že systém S je uzavřený na konečné pr̊uniky, a že tedy S je baze této nové
topologie T ′M . A potom si rozmysĺıme, že T ′M = TM , tedy S je také baze topologie TM . Nakonec
tedy plat́ı, že se otevřené množiny v topologii TM daj́ı charakterizovat jako libovolná sjednoceńı
podmnožin tvaru V ⊂ Uα, pro které je obraz ϕα(V ) otevřený v Rn.

Lemma 3.8 (a) Pr̊unik libovolných dvou množin z S patř́ı do S.
(b) T ′M = TM .
(c) Pro každé α ∈ A je ϕα : Uα → ϕα(Uα) homeomorfismus.

Důkaz. (a) Předpokládejme, že pro množiny V ⊂ Uα a W ⊂ Uβ plat́ı, že ϕα(V ) a ϕβ(W ) jsou
otevřené podmnožiny v Rn.

Chceme ukázat, že pr̊unik V ∩W patř́ı také do systému S. Pro to např́ıklad stač́ı ukázat, že
množina

ϕα(V ∩W ) = ϕα(V ∩ [W ∩ Uα ∩ Uβ ]) = ϕα(V ) ∩ (ϕα ◦ (ϕβ)−1)(ϕβ(W ) ∩ ϕβ(Uα ∩ Uβ))

je otevřená podmnožina ϕα(Uα). Ale to plyne z toho, že přechodové zobrazeńı je difeomorfismus
a množina ϕβ(Uα ∩ Uβ) je otevřená.
(b) Do systému S patř́ı všechny množiny Uα, α ∈ A. Je-li V ∈ S, pak z bodu a) plyne, že V ∩Uα ∈ S
pro všechna α ∈ A, a tedy V ∈ TM . Z toho plyne, že T ′M ⊂ TM .

Naopak, pokud V ∈ TM , pak V ∩ Uα ∈ S pro každé α ∈ A, a tedy V = ∪α(V ∩ Uα) ∈ T ′M .
�

Vrát́ıme se ted’ ještě nazpátek k Tvrzeńı za Def.3.5. a přidáme si podrobnosti k následuj́ıćı
implikaci. Pokud jsou obě mapy (U,ϕ) a (V, ψ) kompatibilńı s atlasem A, pak jsou tyto mapy
kompatibilńı mezi sebou.

Muśıme ověřit dvě tvrzeńı.

(a) ϕ(U ∩ V ) a ψ(U ∩ V ) jsou otevřené v Rn.
Stač́ı to ověřit pro ϕ(U ∩ V ). Označme Sϕ := {W ⊂ U |ϕ(W ) je otevřená v Rn}. Ukážeme, že

pro každé x ∈ U ∩ V existuje Wx ∈ Sϕ, x ∈Wx ⊂ U ∩ V. Z toho pak plyne, že

ϕ(U ∩ V ) = ϕ(∪x∈U∩VWx) = ∪x∈U∩V ϕ(Wx)

je také otevřená v Rn.
Necht’ x ∈ U ∩ V. Pak existuje α takové, že x ∈ Uα. Protože A ∪ {(U,ϕ)} je atlas, plat́ı

U ∩ Uα ∈ Sϕ. Protože A ∪ {(V, ψ)} je atlas, je ψ(V ∩ Uα) otevřená množina v Rn a ϕ(V ∩ Uα) =
[ϕ ◦ ψ−1](ψ(U ∩ Uα)) také.

Stač́ı tedy zvolit Wx = U ∩ V ∩ Uα.

(b) Přechodové zobrazeńı ψ ◦ (ϕ)−1 je hladké. Necht’ x ∈ U ∩ V, u = ϕ(x). Existuje α ∈ A, x ∈ Uα
a tedy ψ ◦ (ϕ)−1 = (ψ ◦ (ϕα)−1) ◦ (ϕα ◦ (ϕ)−1) je hladká v bodě u.
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3.1 Orientace na varietě.

Definice 3.9 Řekneme, že dvě mapy (Uα, ϕα), (Uβ , ϕβ), na M jsou souhlasně orientovány,
pokud determinant Jacobiho matice jejich přechodového zobrazeńı je kladný na př́ıslušném de-
finičńım oboru.

Orientovaná varieta je varieta, na ńı̌z je dán atlas, jehož každé dvě mapy jsou souhlasně
orientovány. Tento atlas lze opět vždy rozš́ıřit na maximálńı atlas s touto vlastnost́ı.

Varieta M se nazývá orientovatelná, pokud na ńı existuje atlas, se kterým je varieta orien-
tovaná. V opačném př́ıpadě se M nazývá neorientovatelná varieta.

Př́ıkladem neorientovatelné variety je tzv. Möbiova páska. Jeho model si můžete vyrobit sami
z proužku paṕıru, přetoč́ıte-li konce proužku vzájemně o 180o a sleṕıte je.

3.2 Variety s krajem

Pro účely Stokesovy věty rozš́ı̌ŕıme uvedenou základńı definici tak, aby variety mohly mı́t hranici,
neboli kraj.

Definice 3.10 Definujme poloprostor Hn takto:

Hn = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn;x1 ≤ 0}.

Hranice ∂Hn je tvořena všemi body se souřadnićı x1 rovnou nule. Topologie v Hn je dána
jako restrikce topologie Rn, tj. množina U ⊂ Hn je otevřená, jestlǐze U = V ∩ Hn pro nějakou
otevřenou množinu V v Rn. Řekneme, že funkce f definovaná na libovolné množině A ⊂ Hn je
hladká, pokud existuje otevřená množina U ⊂ Rn, A ⊂ U a hladká funkce f na U taková, že
f |A = f. Zobrazeńı F z A do Rn je hladké, pokud jsou všechny jeho složky hladké funkce
na A. Derivace f v libovolném bodě Hn jsou definovány jako derivace př́ıslušného rozš́ıřeńı f.
Všimněte si, že tato derivace nezáviśı na volbě rozš́ıřeńı, nebot’ z existence derivace plyne, že je už
jednoznačně určena pomoćı hodnot funkce f na Hn.

Jsou-li U,U ′ ⊂ Hn otevřené, pak f : U → U ′ je difeomorfismus U na U ′, pokud f je prosté
zobrazeńı U na U ′ a zobrazeńı f i f−1 jsou hladké na svých definičńıch oborech.

V následuj́ıćıch definićıch zobecńıme pojmy už́ıvané v definici variety ale ponecháme jim je-
jich jména. Např́ıklad ’n-dimenzionálńı mapa pro varietu s krajem’ se bude jmenovat jen ’n-
dimenzionálńı mapa’, a podobně pro atlas, nebo diferencovatelnou strukturu.

Definice 3.11 Necht’ M je množina. Pak n-dimenzionálńı mapa na M je dvojice (U,ϕ) kde
U ⊂M a ϕ : U → Hn je prosté zobrazeńı na otevřenou podmnožinu v Hn.

Jsou-li (Uα, ϕα), (Uβ , ϕβ) dvě mapy, pak se zobrazeńı ϕα ◦ ϕ−1β definované na ϕβ(Uα ∩ Uβ)
nazývá přechodové zobrazeńı mezi těmito mapami.

Řekneme, že dvě mapy jsou kompatibilńı, pokud ϕα(Uα ∩ Uβ) a ϕβ(Uα ∩ Uβ) jsou otevřené
v Hn a přechodová funkce je difeomeorfismus.

(Hladký) atlas na M je množina map {(Uα, ϕα)}α∈A takových, že každé dvě mapy atlasu jsou
kompatibilńı a že M = ∪α∈AUα. Je-li dán atlas na M, pak opět definujeme topologii na M takto:
množina A ⊂ M je otevřená, pokud pro každou mapu (U,ϕ) z daného atlasu plat́ı, že ϕ(A ∩ U)
je otevřená podmnožina Hn. Maximálńı atlas (ve smyslu inkluze) nazveme diferencovatelná
struktura na M.

(Hladká) varieta dimenze n s krajem je množina M, na které je definován atlas {(Uα, ϕα)}α∈A
n-dimenzionálńıch map (a tedy i diferencovatelná struktura) pro který:

1) M je Hausdorff̊uv topologický prostor,
2) M má spočetnou bazi otevřených množin.
Řekneme, že bod m ∈M je bod kraje (hranice) M, pokud pro nějakou mapu (U,ϕ) plat́ı, že

ϕ(m) ∈ ∂Hn. Množinu všech bod̊u kraje (hranice)M označ́ıme ∂M a nazveme krajem (hranićı)
M .
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Všimněte si, že varieta bez kraje (tj. varieta s krajem, pro kterou ∂M = ∅) je totéž jako varieta
definovaná v Def. 3.7.

Lemma 3.12 Definice bodu kraje M nezáviśı na volbě mapy.

Důkaz. Podle předpokladu je přechodová funkce ψ = ϕ◦ (ϕ′)−1 mezi dvěmi mapami obsahuj́ıćımi
bod x ∈M difeomorfismus otevřených podmnožin ϕ(U ∩U ′) a ϕ′(U ∩U ′) v Hn. Necht’ x ∈ U ∩U ′
takový, že ϕ(x) ∈ ∂Hn. Pokud by bod ϕ′(x) patřil do vnitřku Hn, existovalo by jeho okoĺı V
v Rn, které by bylo část́ı ϕ′(U ∩ U ′) a ψ(ϕ′(x)) patřilo do množiny ψ(V ), která by byla otevřená
v Rn a byla podmnožinou ϕ(U ∩ U ′) ⊂ Hn. To je ale spor s ϕ(x) ∈ ∂Hn. Tedy plat́ı také, že
ϕ′(x) ∈ ∂Hn. �

Věta 3.13 Necht’ M je varieta dimenze n s krajem. Pak definujeme na hranici ∂M indukovanou
strukturu variety dimenze n− 1 pomoćı následuj́ıćıho atlasu:

Necht’ {(Uα, ϕα)}α∈A je atlas pro varietu M, pak {(Uα ∩ ∂M,ϕα|Uα∩∂M )}α∈A je atlas na ∂M,
který definuje zmı́něnou kanonickou strukturu na ∂M.

Je-li nav́ıc M orientovaná varieta a {(Uα, ϕα)}α∈A jej́ı orientovaný atlas, pak restrikce tohoto
atlasu na ∂M má vlastnost, že jeho každé dvě mapy jsou souhlasně orientované a tedy zadává
(kanonickou) indukovanou orientaci na ∂M.

Důkaz: Necht’ {(Uα, ϕα)}α∈A je atlas na M. Hranici ∂Hn lze ztotožnit s Rn−1. Pak

{(U ′α = Uα ∩ ∂M,ϕ′ = ϕα|U ′α)|α ∈ A}

je zřejmě (n−1)-dimenzionálńı atlas na ∂M a definuje tedy na ∂M diferencovatelnou strukturu di-
menze n−1. Pokud bychom uvažovali na M jiný kompatibilńı atlas, pak je zřejmě jeho restrikce na
∂M kompatibilńı s restrikćı předchoźıho atlasu a určuj́ı tedy oba tutéž diferencovatelnou strukturu
na ∂M.

Předpokládejme dále, že zmı́něný atlas je orientovaný. Potřebujeme dokázat, že kanonický atlas
na ∂M je také orientovaný. Pro to stač́ı dokázat následuj́ıćı tvrzeńı.

Lemma 3.14 Necht’ ψ : U → U ′ je difeomorfismus otevřených množin v Hn takový, že ve všech
bodech U je det(Jacψ) kladný. Necht’ ψ′ := ψ|U∩∂Hn . Pak det(Jacψ′) je kladný na U ∩ ∂Hn.

Důkaz. Necht’ a ∈ ∂Hn, ψ(a) ∈ ∂Hn. Pro každé x ∈ Rn označ́ıme x = (x1, x
′); x′ ∈ Rn−1.

Protože ψ1(0, x′) = 0 pro všechny x v okoĺı bodu a = (0, a′), dostaneme ∂ψ1

∂xi
(a) = 0, i = 2, . . . , n.

Nav́ıc ψ1(0, a′) = 0 a ψ1(t, a′) < 0 pro t < 0. Tedy ∂ψ1

∂x1
(a) ≥ 0. Z toho ihned plyne (rozvojem

podle prvńıho řádku Jacobiho matice), že

∂ψ1

∂x1
(a) > 0; det(Jacψ′)(a) > 0.

�
V daľśım textu budeme varietou myslet varietu s krajem, nebude-li řečeno jinak, a všechny de-

finice budou mı́něny pro tento obecněǰśı př́ıpad. Všechny pojmy, ač budou vykládány na intuitivńı
představě variet bez kraje, jsou nastaveny tak, aby měly smysl i pro variety s krajem.

Cvičeńı ke 4. přednášce.

Př́ıklad 1. Necht’ U ⊂ Rn je otevřená podmnožina se standardńım atlasem (U, IdU ). Pak U je
Hausdorff̊uv topologický prostor, který má spočetnou bazi otevřených množin.

Řešeńı. U je metrický, a tedy Hausdorff̊uv topologický prostor. Spočetná baze je tvořena např́ıklad
systém otevřených kouĺı (nebo krychĺı), pro které všechny komponenty střed̊u i poloměr jsou
racionálńı č́ısla a které jsou podmnožiny U.

Př́ıklad 2. Necht’ (M,A)) je varieta se spočetným atlasem. Ukažte, že M má spočetnou bazi
otevřených množin.
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Řešeńı. Pro každé α ∈ A existuje spočetná baze otevřených množin v Uα. Je zřejmé, že pak
sjednoceńı těchto baźı pro všechna α ∈ A je spočetná baze TM .

Př́ıklad 3. Necht’ Necht’ (M,A)) je varieta s atlasem (Uα, ϕα), α ∈ A. Předpokládejme, že je
splněna následuj́ıćı podmı́nka:
(*) Necht’ x, y jsou dva r̊uzné body M. Pak bud’ existuje α ∈ A pro které plat́ı x, y ∈ Uα, nebo
existuj́ı indexy α, β ∈ A, pro které plat́ı x ∈ Uα, y ∈ Uβ , Uα ∩ Uβ = ∅.

Ukažte, že pak je M Hausdorff̊uv topologický prostor.

Řešeńı. Muśıme sestrojit dvě disjunktńı okoĺı bod̊u x, y. Pokud x, y patř́ı do téže mapy (Uα, ϕα)
stač́ı si uvědomit, že Uα je homeomorfńı s otevřenou podmnožinou Rn. Pokud patř́ı do dvou
disjunktńıch map, je to zřejmé.

Př́ıklad 4. Necht’ N = {(x,±1)|x ∈ R} je podmnožina v R2 s ekvivalenćı danou předpisem

(x, 1) ∼ (x,−1), x ∈ R, x 6= 0.

Necht’ M = N/ ∼ je množina tř́ıd ekvivalence (př́ımka se zdvojeným počátkem).
Označme < (x, a) > tř́ıdu ekvivalence prvku (x, a) ∈ N a π kanonickou projekci π : M → N.

Definujme atlas obsahuj́ıćı 2 mapy (U1, ϕ1), (U−1, ϕ−1) takto:
U1 = π({(x, 1)|x ∈ R}), ϕ1(< (x, 1) >) = x;
U−1 = π({(x,−1)|x ∈ R}), ϕ−1(< (x,−1) >) = x.
Ukažte, že tyto dvě mapy na M jsou kompatibilńı. Ukažte, že množina M s t́ımto atlasem neńı

varieta, protože jej́ı topologie neńı Hausdorffova.

Řešeńı. Množina M je názorně reálná př́ımka, ve které je bod 0 nahrazen dvěma kopiemi, horńı a
dolńı. Množina U1 je kopie R−{0} s přidanou horńı kopíı počátku a množina U−1 je kopie R−{0}
s přidanou dolńı kopíı počátku. Zobrazeńı ϕ± jsou identity na R − {0}, a tedy také přechodové
zobrazeńı ϕ−1 ◦ ϕ je identita na množině R − {0}. T́ım jsme na M definovali diferencovatelnou
strukturu. Odpov́ıdaj́ıćı topologie má spočetnou bazi otevřených množin (máme jen 2 mapy), ale
neńı Hausdorffova, protože dvě kopie počátku jsou dva r̊uzné body, které nelze oddělit pomoćı okoĺı.
Je totiž zřejmé, že libovolné okoĺı horńıho počátku prot́ıná netriviálně libovolné okoĺı spodńıho
počátku.

Př́ıklad 5. Necht’ M je nespočetné množstv́ı kopíı množiny reálných č́ısel, např́ıklad

M = R× R ' R2.

Atlas B = (Uy, ϕy)y∈R definujeme předpisem Uy = {(x, y) ∈ R2|x ∈ R} a zobrazeńı ϕy na Uy
definujeme předpisem ϕy((x, y)) = x.

Ukažte, že topologie na M nemá spočetnou bazi otevřených množin.

Řešeńı. Předpokládejme, že {Vα|α ∈ A} je baze otevřených množin v TM .
Pro každé y ∈ R je Uy = R × {y} otevřená množina, tedy existuje index α(y) takový, že

Vα(y) ⊂ R×{y}. Množiny Uy, y ∈ R jsou po dvou disjunktńı, tedy je zobrazeńı y ∈ R→ α(y) ∈ A
prosté a A je tedy nespočetná množina.

Všimněte si, že atlas B zadává na R2 nestandardńı diferencovatelnou strukturu, jej́ıž mapy
maj́ı dimenzi 1.

Př́ıklad 6. Jsou-li (Uα, ϕα)α∈A, resp. (Vβ , ψβ)β∈B atlasy na varietách M, resp. N, dimenze m,
resp. n. Pak definujeme standardńı diferencovatelnou strukturu na množině M ×N pomoćı atlasu
(Wα,β , θα,β)(α,β)∈A×B , kde θα,β(m,n) = [ϕα × ψβ ](m,n) = (ϕα(x), ψβ(n)) ∈ Rm × Rn.

Ověřte, že M ×N s touto standardńı diferencovatelnou strukturou je varieta dimenze m+ n.

Řešeńı. Přechodové zobrazeńı mezi mapami na M ×N maj́ı tvar

(ϕα × ψβ) ◦ (ϕα′ × ψβ′)−1 = (ϕα ◦ ϕ−1α′ )× (ψβ ◦ ψ−1β′ ).

Jsou to kartézské součiny hladkých zobrazeńı, a jsou tedy hladké.
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Pokud jsou {Us}s∈S , resp. {Vt}t∈T spočetné baze topologie TM , resp. TN , pak se snadno ukáže,
že {Ut × Vs}(t,s)∈T×S je baze topologie TM×N , která je zřejmě spočetná.

Jsou-li (m1, n1) a (m2, n2) dva r̊uzné body M × N, pak se bud’ prvńı, nebo druhé složky
nerovnaj́ı. Předpokládejme např́ıklad, že m1 6= m2. Pak existuj́ı disjunktńı otevřené množiny U1

a U2 v TM , pro které m1 ∈ U1 a m2 ∈ U2. Množiny U1 ×N a U2 ×N jsou otvřené a disjunktńı v
M ×N a plat́ı, že (m1, n1) ∈ U1 ×N a (m2, n2) ∈ U2 ×N.
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5. přednáška.

Kapitola 4

Hladká zobrazeńı.

4.1 Definice.

Definice 4.1 Necht’ M a N jsou dvě variety dimenze m, resp. n a necht’ f : M → N je zobrazeńı.
Řekneme, že f je hladké zobrazeńı, pokud je f spojité a pokud pro každé dvě mapy (U,ϕ) na
M a (U ′, ϕ′) na N je zobrazeńı ϕ′ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) ⊂ Rm → Rn hladké.

Funkce f : M → R je hladká, pokud je to hladké zobrazeńı variety M do variety R. Prostor
všech hladkých funkćı na M označ́ıme C∞(M).

Řekneme, že zobrazeńı variet f : M → N je difeomorfismus, pokud f vzájemně jednoznačné
a zobrazeńı f a f−1 jsou hladká.

Řekneme, že variety jsou difeomorfńı, pokud existuje difeomorfismus f : M → N .

Poznámka 4.2 (a) Pojem hladkosti je lokálńı pojem. To znamená toto. Necht’ f : M → N je
zobrazeńı mezi varietami. pak:

- je-li f hladké zobrazeńı na M, je také restrikce f |U hladké zobrazeńı pro každou otevřenou
podmnožinu U ⊂M ;

- pokud má každý bod p ∈ M okoĺı U, pro které je restrikce f |U hladké zobrazeńı, je zobrazeńı
f hladké na M.

(b) Na každé množině M existuje zpravidla nekonečně mnoho r̊uzných diferencovatelných struktur.
Uvažujme nejjednodušš́ı př́ıpad, že M je otevřená podmnožina R se standardńı strukturou variety
danou jedinou mapou (M, Id). Stač́ı uvažovat libovolné prosté zobrazeńı F množiny M na M,
které neńı hladké a uvažovat na M atlas s jedinou mapou (M,F ). Dvě diferencovatelné struktury
odpov́ıdaj́ıćı r̊uzným zobrazeńım F1 a F2 budou r̊uzné, pokud odpov́ıdaj́ıćı přechodová funkce nebude
hladká. Takových př́ıpad̊u je zřejmě nekonečně mnoho. Na druhou stranu je ihned vidět, že je
snadné s použit́ım funkce F2 ◦ F−11 ukázat, že obě variety jsou difeomorfńı.

(c) Podstatně zaj́ımavěǰśı je otázka, jestli je možné na množině s danou topologíı naj́ıt dvě di-
ferencovatelné struktury (indukuj́ıćı danou topologii), které nejsou difeomorfńı. Velkou pozornost
vzbudil výsledek S. Donaldsona (oceněný Fieldsovou medaiĺı), že na R4 existuj́ı aspoň dvě dife-
rencovatelné struktury, které nejsou difeomorfńı. Zvláštnost výsledku spoč́ıvá mimo jiné v tom,

Obrázek 4.1: Hladké zobrazeńı
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že zat́ımco na Rn, n 6= 4 jsou všechny diferencovatelné struktury difeomorfńı, počet r̊uzných tř́ıd
diferencovatelných struktur na R4 je nekonečný.

Pro obecné kompaktńı variety je situace ještě mnohem složitěǰśı. Na sféře Sn tvoř́ı tř́ıdy ekvi-
valence (orientovaných) diferencovatelných struktur konečnou Abelovu grupu. Zat́ımco pro n =
1, 2, 3, 5, 6, je tato grupa triviálńı, na sféře S7 existuje 28 r̊uzných po dvou neizomorfńıch diferen-
covatelných struktur. .

(d) Př́ıpad, kdy dimenze variety M je 0 neńı př́ılǐs zaj́ımavý. Je ihned vidět z definice, že varieta
M dimenze 0 je konečná nebo spočetná množina s diskrétńı topologíı a že na ńı existuje jediná
hladká diferencovatelná struktura. A každé zobrazeńı z M do N je automaticky hladké (rozmyslete
si!).

Věta 4.3 Složeńı libovolných hladkých zobrazeńı mezi varietami je hladké zobrazeńı.

Důkaz. To je jednoduché cvičeńı pro každého.
�

4.2 Lieovy grupy.

Definice 4.4 Lieova grupa je varieta G, která je zároveň grupa, pro kterou jsou obě algebraické
operace násobeńı m : G×G→ G a inverze i : G→ G dané předpisem

m(g, h) = gh; , g, h ∈ G i(g) = g−1, g ∈ G

hladká zobrazeńı.

Definice 4.5 Necht’ G a H jsou Lieovy grupy. Řekneme, že zobrazeńı F : G → H je homomor-
fismus Lieových grup, pokud je F hladké a je to zároveň homomorfismus grup.

Kapitola 5

Tečný a kotečný prostor

Tady zač́ıná část přednášky, která je dost obt́ıžná. Pojem tečného vektoru a tečného prostoru v
daném bodě variety se již těžko kresĺı a vyžaduje daľśı stupeň abstrakce. Pro dvojrozměrné plochy
v R3 se daj́ı kreslit názorné obrázky, které pomoćı analogie umožňuj́ı intuitivńı představu i pro
plochy dimenze k v Rn. Ale variety (např. jejich prototyp - projektivńı prostor) v Eukleidovském
prostoru vnořené nejsou a neńı vidět, jak standardńı definici tečného vektoru pro plochy v R3

zobecnit pro variety. Idea, kterou použijeme, je naj́ıt v elementárńım př́ıpadě plochého prostoru
Rn jinou, ekvivalentńı definici tečného vektoru, která by šla snadno zobecnit pro př́ıpad variety.

Vrat’me se tedy na začátek k pojmu vektor a tečný prostor v Rn.

5.1 Tečné vektory v Rn.

Prvky v R3 (a tedy i v Rn) maj́ı r̊uznou geometrickou interpretaci. Základńı geometrická představa
vektoru v R3 je ’̌sipka’, u které je podstatné jen to, jak je dlouhá a jaký má směr. Je jedno, kam
je př́ıslušná ’̌sipka’ umı́stěná, kde má počátek. To souviśı s pojmem vázaného vektoru.
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Vázaný vektor v Rn je uspořádaná dvojice bod̊u [a, b]; a, b ∈ Rn. Prvńı bod se nazývá počátečńı,
druhý koncový.

Vektor v v Rn je pak tř́ıda ekvivalence vázaných vektor̊u, kde [a, b] ∼ [a′, b′] ⇐⇒ b−a = b′−a′.
Tuto tř́ıdu ekvivalence označ́ıme v =< [a, b] > a symbolicky ṕı̌seme v := b − a, a b = a + v. Pro
přesnost si zavedeme označeńı va pro vázaný vektor [a, b].

Tečný prostor TaRn k Rn v bodě a ∈ Rn je pak množina všech vázaných vektor̊u, jejichž
počátečńı bod je a. Pokud zavedeme na tomto tečném prostoru sč́ıtáńı a násobeńı reálným č́ıslem
obvyklými vztahy, je TaRn vektorový prostor.

Základńı idea pro budoućı definici tečného prostoru k varietě je pak interpretace vektor̊u pomoćı
derivace v daném směru. To se udělá takto.

Definice 5.1 Derivace funkce v daném směru. Necht’ va ∈ TaRn. Lineárńı obrazeńı Dva :
C∞(Rn)→ R je definováno předpisem

Dva f =
d

dt
|t=0 f(a+ t v).

Pokud označ́ıme symbolem eia kanonickou bazi vektorového prostoru TaRn, pak

Deia f =
∂f

∂xi
, i = 1, . . . , n.

Z matematické analýzy v́ıme, že pro derivaci (ve směru) plat́ı Leibnizovo pravidlo

Dva (fg) = f(a)Dva g +Dva f g(a).

Definice 5.2 Lineárńı zobrazeńı X : C∞(Rn) → R nazveme derivace v bodě a ∈ Rn, pokud
má následuj́ıćı vlastnost:

X(fg) = f(a)X(g) + g(a)X(f); f, g ∈ C∞(Rn).

Množinu všech derivaćı v bodě a označ́ıme Da.

Je zřejmé, že Da je vektorový prostor, pokud definujeme př́ıslušné operace předpisem

(X + Y )(f) := X(f) + Y (f), (cX)(f) := cX(f); X,Y ∈ Da, c ∈ Rn.

Množina všech lineárńıch zobrazeńı C∞(Rn) je vektorový prostor nekonečné dimenze (duálńı pro-
stor). Požadavek, aby platila Leibnizova vlastnost jistě zmenš́ı tento nekonečně dimenzionálńı
prostor, ale chceme si ukázat, že výsledný prostor všech derivaćı je dramaticky menš́ı, že má
konečnou dimenzi, a že je izomorfńı s tečným prostorem Ta(Rn). Pokud je to pravda, našli jsme
ekvivalentńı definici vektor̊u pro základńı (plochý) prostor Rn, kterou už snadno zobecńıme pro
př́ıpad variety.

Základńı informace je tedy následuj́ıćı tvrzeńı.

Věta 5.3 Necht’ a ∈ Rn. Zobrazeńı F : TaRn → Da; F (va) = Dva je izomorfismus vektorových
prostor̊u.

Důkaz. Zobrazeńı F je zřejmě lineárńı zobrazeńı.

(a) Nejdř́ıve si rozmysĺıme, že zobrazeńı F je prosté.
Předpokládejme tedy, že pro va ∈ Ta(Rn) je F (va) nulový vektor v Da. To znamená, že

Dva(f) = 0 pro všechny funkce f ∈ C∞(Rn).
Vektor va mohu rozložit do kanonické baze: va =

∑n
i=1 αi vei , αi ∈ R. Pak va(f) =

∑n
i=1 αi

∂f
∂xi

.
Pokud za funkci f zvoĺıme j-tou souřadnicovou funkci ϕj(x) = xj , pak pro každé j = 1, . . . , n
dostaneme

0 = va(ϕj) =

n∑
i=1

αi
∂ϕj
∂xi

= αj .

Tedy va = 0.

(b) Dokázat, že zobrazeńı F je surjektivńı je složitěǰśı. Důkaz dokonč́ıme v př́ı̌st́ı přednášce.
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Cvičeńı k 5. přednášce.

Př́ıklad 1.
Necht’ M je uzavřená koule

M = {x ∈ Rn|||x|| ≤ 1}

se standardńı topologíı podmnožiny v Rn Ukažte, že na M nelze naj́ıt diferencovatelnou strukturu
dimenze n, která by indukovala stejnou topologii na M.

Řešeńı.
Na uzavřené kouli {x ∈ Rn|||x|| ≤ 1} s indukovanou topologíı neńı možné naj́ıt diferencovatel-

nou strukturu danou atlasem s mapami dimenze n která by indukovala stejnou topologii na M,
protože body na hranici nemaj́ı v topologii indukované na M žádné okoĺı homeomorfńı s otevřenou
množinou v Rn.

Dá se ukázat, že nejde naj́ıt ani diferencovatelnou strukturu na M jiné dimenze. K tomu by
ale bylo potřeba použ́ıt následuj́ıćı tvrzeńı:

Lemma [L.E.J.Browder,1912] Necht’ U ⊂ Rn je otevřená a f : U → Rn je prosté a spojité
zobrazeńı. Potom f(U) je otevřená podmnožina Rn a f je homeomorfismus U na f(U).

Toto tvrzeńı je netriviálńı a pro jeho d̊ukaz se obvykle použ́ıvaj́ı metody algebraické topologie.
Snadným d̊usledkem je tzv. věta o invarianci oblast́ı, která ř́ıká, že pokud jsou otevřené množiny
U ⊂ Rn a V ⊂ Rm homeomorfńı, pak n = m.

Z věty o invarianci oblast́ı plyne, že pokud topologie indukovaná atlasem má být standardńı
topologie podmnožiny M ⊂ Rn a pokud je bod a ∈ M ve vnitřku M (tj. ||a|| < 1), pak mapa
obsahuj́ıćı bod a muśı být mapa dimenze n.

Př́ıklad 2.
Ukažte, že uzavřený kruh M ⊂ R2 z předchoźıho př́ıkladu (n = 2) je varieta dimenze 2 s

krajem.

Řešeńı.
Použijeme polárńı souřadnice x = r cos t, y = r sin t; r ∈ (0,+∞), t ∈ R.
Mapy můžeme definovat takto: U0 = {(x, y) ∈ R2|x2 + y2 < 1};ϕ0(x, y) = (x, y);

U1 = M − {(x, 0) ∈ R2|0 ≤ x ≤ 1};ϕ1(x, y) = (r − 1, t), t ∈ (0, 2π), ϕ1(U1) = (−1, 0 > ×(0, 2π);
U2 = M − {(x, 0) ∈ R2| − 1 ≤ x ≤ 0};ϕ2(x, y) = (r − 1, t), t ∈ (−π, π), ϕ2(U1) = (−1, 0 >
×(−π, π). Přechodové zobrazeńı ψ21 = ϕ2 ◦ (ϕ1)−1 mezi mapami (U1, ϕ1) a (U2, ϕ2) je identita
na intervalu (−1, 0 > ×(0, π) a ψ21(r, t) = (r, t − 2π) na (−1, 0 > ×(π, 2π), a je tedy hladké.
Přechodové zobrazeńı mezi dvěma daľśımi dvojicemi map se vyjádř́ı pomoćı funkćı v definici
polárńıch souřadnic (zkontrolujte!) a jsou také hladké.

Př́ıklad 3.
Ukažte, že kuželová plochaM v R3 (tj. povrchy dvou vrcholem spojených nekonečných rotačńıch

kužel̊u) s obvyklou (indukovanou) topologíı neńı varieta dimenze 2.

Řešeńı.
Společný vrchol kuželové plochy M nemá žádné okoĺı homeomorfńı s otevřenou množinou v R2,

protože pr̊unik libovolného okoĺı počátku s kuželem je po vyjmut́ı počátku nesouvislý, zat́ımco
otevřená množina v R2 z̊ustává po vyjmut́ı bodu souvislá.

Podobně jako v Př́ıkladu 1 je možné s použit́ım věty o invarianci oblast́ı ukázat, že každý atlas
na M muśı být atlas dimenze 2, protože každá mapa v okoĺı bodu mimo vrchol kuželu muśı mı́t
dimenzi 2.

Př́ıklad 4.
Projektivńı prostor PRn se standardńımi mapami a standardńı přechodovou funkćı je varieta

dimenze n.
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Řešeńı.
Prvky v Rn+1 budeme označovat x = (x1, . . . , xn+1). Symbol [x], x 6= 0 bude označovat prvek

RPn jakožto tř́ıdu ekvivalence ∼ př́ıslušnou prvku x. Tedy [x] = [y] právě tehdy když ∃λ 6= 0; y =
λx. Definujme mapy (Vi, fi); i = 1, . . . , n+ 1, předpisem

Vi := {[x1, . . . , xn+1];xi 6= 0},
fi : Vi → Rn, fi([x1, . . . , xn+1]) =

(
x1

xi
, . . . , xi−1

xi
, xi+1

xi
, . . . , xn+1

xi

)
Zřejmě je RPn =

⋃n+1
i=1 Vi a fi je prosté zobrazeńı Vi na Rn.

Předpokládejme, že i < j. Pro výpočet přechodového zobrazeńı označme

fj(Vi ∩ Vj) = {(t1, . . . , tn) ∈ Rn; )|ti 6= 0}; fi(Vi ∩ Vj) = {(u1, . . . , un) ∈ Rn; |uj 6= 0}.

Vzhledem k tomu, že

f−1j (t1, . . . , tn) = [t1, . . . , tj−1, 1, tj , . . . , tn].

má přechodové zobrazeńı gij = fi ◦ f−1j tvar

(u1, . . . , un) = gij(t1, . . . , tn) =

(
t1
ti
, . . . ,

ti−1
ti

,
ti+1

ti
, . . . ,

tj−1
ti

,
1

ti
,
tj
ti
, . . . ,

tn
ti

)
.

a je to tedy hladké zobrazeńı.
Ještě zbývá ověřit dvě podmı́nky na indukovanou topologii.
(a) Ukážeme, že indukovaná topologie je Hausdorffova. Indukovaná topologie má jako bazi

systém všech podmnožin U ⊂ Vi, i = 1, . . . , n, pro které je fi(U) otevřená. Zvolme dva r̊uzné body
x, y ∈ RPn. Pak existuj́ı indexy i, j takové, že x ∈ Vi, y ∈ Vj . Pokud i = j, pak oba body patř́ı do
stejné mapy a je zřejmé, že je mohu oddělit disjunktńımi okoĺımi. Pokud i 6= j, pak stač́ı uvažovat
jen body x, y, které nelež́ı ve stejné mapě, tj. body pro které plat́ı xi 6= 0, xj = 0 a yj 6= 0, yi = 0.
Pak definuji otevřené podmnožiny

Ux ⊂ Vi, Ux = {xi 6= 0, xj < xi}; Uy ⊂ Vj , Uy = {xj 6= 0, xi < xj}.

Tyto dvě množiny jsou disjunktńı, otevřené a x ∈ Ux, y ∈ Uy.
Indukovaná topologie má spočetnou bazi otevřených množin, protože atlas obsahuje jen konečný

počet map.

Př́ıklad 5. Necht’ M a N jsou variety. Ukažte, že zobrazeńı f : M → N je hladké právě když je
splněna podmı́nka
(*) pro každý bod a ∈M existuj́ı mapy (U,ϕ), a ∈ U a (V, ψ), f(a) ∈ V takové, že f(U) ⊂ V a že
zobrazeńı ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U)→ ψ(V ) je hladké.

Řešeńı.
(1) Předpokládejme nejdř́ıve, že f je hladké zobrazeńı a a ∈ M. Zvolme mapy (U ′, ϕ′), a ∈ U ′ na
M a (V, ψ), f(a) ∈ V na N. Zobrazeńı f je spojité, tedy je množina U = f−1(V ∩ U ′ otevřená a
f(U) ⊂ V. Mapy (U,ϕ|U ) a (V, ψ) tedy splňuj́ı podmı́nku (*).
(2) Předpokládejme nyńı, že plat́ı podmı́nka (*). Stač́ı ukázat, že f je spojité zobrazeńı. Necht’

a ∈M je libovolný bod. Necht’ (U,ϕ) a (V, ψ) jsou mapy z podmı́nky (*). Zobrazeńı

ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U)→ ψ(V )

je hladké (tedy spojité), proto i f |U = ψ−1 ◦ ψ ◦ f ◦ ϕ−1 je spojité v bodě a, který byl libovolný.
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6. přednáška

Připomeńme si, kde jsme posledně skončili. Vrat’me se na začátek k pojmu vektor a tečný
prostor v Rn.

5.2 Tečné vektory v Rn.

Základńı geometrická představa vektoru v Rn je ’̌sipka’, u které je podstatné jen to, jak je dlouhá
a jaký má směr. Je jedno, kam je př́ıslušná ’̌sipka’ umı́stěná, kde má počátek. To souviśı s pojmem
vázaného vektoru.

Vázaný vektor v Rn je uspořádaná dvojice bod̊u [a, b]; a, b ∈ Rn. Prvńı bod se nazývá počátečńı,
druhý koncový.

Vektor v v Rn je pak tř́ıda ekvivalence vázaných vektor̊u, kde [a, b] ∼ [a′, b′] ⇐⇒ b−a = b′−a′.
Tuto tř́ıdu ekvivalence označ́ıme v =< [a, b] > a symbolicky ṕı̌seme v := b − a, a b = a + v. Pro
přesnost si zavedeme označeńı va pro vázaný vektor [a, b].

Tečný prostor TaRn k Rn v bodě a ∈ Rn je pak množina všech vázaných vektor̊u, jejichž
počátečńı bod je a. Pokud zavedeme na tomto tečném prostoru sč́ıtáńı a násobeńı reálným č́ıslem
obvyklými vztahy, je TaRn vektorový prostor.

Necht’ va ∈ TaRn. Pro každý vektor va definujeme derivaciDva ve směru vektoru va následuj́ıćım
zp̊usobem.

Lineárńı obrazeńı Dva : C∞(Rn)→ R je definováno předpisem

Dva f =
d

dt
|t=0 f(a+ t v).

Pokud označ́ıme symbolem eia kanonickou bazi vektorového prostoru TaRn, pak

Deia f =
∂f

∂xi
(a), i = 1, . . . , n.

Lineárńı zobrazeńı X : C∞(Rn)→ R nazveme derivace v bodě a ∈ Rn, pokud má následuj́ıćı
vlastnost:

X(fg) = f(a)X(g) + g(a)X(f); f, g ∈ C∞(Rn).

Množinu všech derivaćı v bodě a označ́ıme Da.
Připomeňme si, že pro každou derivaci D plat́ı dvě vlastnosti, které se velmi snadno odvod́ı z

definice derivace.
(A) D(f) = 0 pro každou konstantńı funkci f.
(B) Pokud f(a) = g(a) = 0, pak D(fg) = 0.

Věta 5.4 Necht’ a ∈ Rn. Zobrazeńı F : TaRn → Da; F (va) = Dva je izomorfismus vektorových
prostor̊u.

Důkaz.
Pro d̊ukaz věty budeme potřebovat pomocné lemma.

Lemma 5.5 Necht’ r > 0, necht’ U = K(a, r) je koule o poloměru r a středu a ∈ Rn a necht’ f je
hladká funkce na U. Pak existuj́ı hladké funkce gi, i = 1, . . . n na U, pro které plat́ı

f(x) = f(a) +

n∑
i=1

gi(x)(xi − ai), x ∈ U

a gi(a) = ∂f
∂xi

(a.)

Důkaz.
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Funkce gi definované předpisem

gi(x) =

∫ 1

0

∂f

∂xi
(t(x− a) + a)dt

jsou hladké podle věty o derivaci a spojitosti integrálu podle parametru. Pak

f(x)− f(a) =

∫ 1

0

d

dt
[f(t(x− a) + a)]dt =

=

∫ 1

0

{
n∑
i=1

∂f

∂xi
(t(x− a) + a)(xi − ai)}dt =

=

n∑
i=1

gi(x)(xi − ai).

Na v́ıc zřejmě

gi(a) =

∫ 1

0

∂f

∂xi
(a)dt =

∂f

∂xi
(a).

Důkaz Věty5.4
(a) Zobrazeńı F je prosté. To jsme dokázali na konci minulé přednášky.

(b) F je surjektivńı.
Předpokládejme, že D je derivace v bodě a ∈ Rn. Chceme ukázat, že existuje vektor va, pro

který Dva = D.
Necht’ ϕi(x) = xi; i = 1, . . . , n označuje souřadnicovou funkci na Rn. Pak

∂ϕi
∂xj

= 0 pro i 6= j,
∂ϕi
∂xi

= 1.

Označme vi = D(ϕi), i = 1, . . . , n a va =
∑n
i=1 vieia.

Pak pro každou funkci f ∈ C∞(Rn) můžeme použ́ıt Lemma 5.5 a dostaneme

D(f) = D[f(a) +

n∑
i=1

gi(x)(xi − ai)] =

= D(f(a)) +

n∑
i=1

(gi(a)D(xi − ai)) = 0 +
∂f

∂xi
(a)(D(ϕi)) =

=

n∑
i=1

vi
∂f

∂xi
(a) = Dva(f),

tedy Dva = D. �

5.3 Tečný prostor a tečné zobrazeńı

Nyńı již budeme definovat tečné vektory a tečný prostor v bodě a ∈M dané variety.

Definice 5.6 Necht’ M je varieta, a ∈ M. Řekneme, že lineárńı zobrazeńı X : C∞(M) → R se
nazývá derivace v bodě a ∈M , pokud

X(fg) = f(a)X(g) + g(a)X(f) f, g ∈ C∞(M).

Množinu všech derivaćı v bodě a nazveme tečný prostor k varietě M v bodě a a označ́ıme
ji TaM, jej́ı prvky budeme nazývat tečné vektory v bodě a.
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Dvě jednoduché vlastnosti (stejné jako pro M = Rn) plat́ı i v př́ıpadě obecné variety M.
Od̊uvodněńı je stejné.

Lemma 5.7 Necht’ M je varieta, a ∈M, X ∈ TaM. Pak
(1) Je-li f konstatńı funkce na M, pak X(f) = 0.
(2) Je-li f(a) = g(a) = 0, pak X(fg) = 0.

Důkaz. Druhá vlastnost ihned plyne z Leibnizova pravidla pro derivaci.
Prvńı vlastnost stač́ı ověřit (d́ıky linearitě zobrazeńı) pro konstantńı funkci h(t) = 1, t ∈ M.

Ale
X(h) = X(hh) = h(a)X(h) + h(a)X(h) = 2X(h),

tedy X(h) = 0. �
Jeden z daľśıch kĺıčových pojmů, které si zavedeme, je tečné zobrazeńı k hladkému zobrazeńı

mezi varietami. Pro př́ıpad hladkého zobrazeńı F mezi Eukleidovskými prostory to odpov́ıdá
nejlepš́ı lineárńı aproximaxi F ′, reprezentovanou Jacobiho matićı všech parciálńıch derivaćı podle
všech proměnných. Uvid́ıme, že podobná reprezentace plat́ı pro popis tečného zobrazeńı k danému
hladkému zobrazeńı pomoćı map. Definice tečného zobrazeńı mezi odpov́ıdaj́ıćımi tečnými prostory
dvou variet je pozoruhodně jednoduchá a prostá. Odpov́ıdá totiž v́ıceméně přesně pojmu duálńıho
zobrazeńı k lineárńımu zobrazeńı mezi vektorovými prostory, které jste použ́ıvali v prvńım ročnku
v lineárńı algebře.

Definice 5.8 (Tečné zobrazeńı) Necht’ F : M → N je hladké zobrazeńı mezi dvěma varietami,
a ∈M. Pak definujeme tečné zobrazeńı F∗ : TaM → TF (a)N předpisem

(F∗(X))(f) := X(f ◦ F ).

Všimněte si, že f ◦ F ∈ C∞(M) pro f ∈ C∞(N). Zobrazeńı F∗ je zřejmě lineárńı a je to opět
derivace na C∞(N), protože pro f, g ∈ C∞(N) plat́ı

(F∗(X))(fg) = X((fg) ◦ F ) = X((f ◦ F )(g ◦ F )) =

= (f ◦ F )(a)X(g ◦ F ) + (g ◦ F )(a)X(f ◦ F ) =

= f(F (a))F∗(X)(g) + g(F (a))(F∗(X))(f)).

Stručné označeńı F∗ pro tečné zobrazeńı ke zobrazeńı F je pohodlné, ale někdy je potřeba
zd̊uraznit, ve kterém bodě a ∈ M ho uvažujeme. Často se tedy použ́ıvá podrobněǰśı označeńı
F∗(a) : TaM → TF (a)N. Tečné zobrazeńı k hladkému zobrazeńı má několik vlastnost́ı.

Věta 5.9 Necht’ F : M → N a G : N → P jsou hladké zobrazeńı variet a a ∈M. Pak
(1) F∗ : TaM → TF (a)N je lineárńı zobrazeńı;
(2) (G ◦ F )∗ = G∗ ◦ F∗ : TaM → T(G◦F )(a)P
(3) (IdM )∗ = IdTaM : TaM → TaM ;
(4) Je-li F difeomorfismus M na N, pak F∗ : TaM → TF (a)N je isomorfismuse vektorových

prostor̊u.

Důkaz. (1) a (3) plyne ihned z definice.
(2) (G ◦ F )∗(X)(f) = X(f ◦G ◦ F ) = F∗(X)(f ◦G)) = G∗(F∗(X))(f); X ∈ TaM ; f ∈ C∞(M)
(4) Plyne z (2) a (3) použité na F ◦ F−1 = Id. �

Daľśım ćılem nyńı bude sestrojit (pomoćı map na M) konkrétńı př́ıklady tečných vektor̊u a
popsat bazi tečného prostoru indukovanou volbou mapy v okoĺı daného bodu. Než to budeme moci
udělat, je třeba si uvědomit jeden zásadńı a d̊uležitý fakt.
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5.4 Tečný vektor je lokálńı pojem.

Tečné vektory jsme si definovali jako specielńı prvky v duálu k prostoru C∞(M) všech hladkých
funkćı na M. Abychom mohli poč́ıtat v lokálńıch souřadnićıch daných mapou, je ale třeba pracovat
s prostory funkćı definovaných jenom na otevřených podmnožinách M. Je proto zásadńı problém
si uvědomit, že pojem tečného vektoru v bodě a ∈ M je ryze lokálńı pojem, který záviśı jen na
chováńı funkćı v malém okoĺı daného bodu a. Jde o názorný fakt, protože derivace (ve směru) v
bodě a je definována pomoćı limity odpov́ıdaj́ıćıho pod́ılu v bodě, který se bĺıž́ı k bodu a, a tak
tato limita záviśı jen na hodnotách dané funkce v nějakém (jakkoliv malém) okoĺı bodu a. Tento
fakt je zformulován v následuj́ıćım tvrzeńı.

Lemma 5.10 Necht’ M je varieta, a ∈M,X ∈ TaM.
Jsou-li f, g hladké funkce na M , které se rovnaj́ı v nějakém okoĺı bodu a, pak X(f) = X(g).

Důkaz.
Z linearity stač́ı dokázat, že pro h = f − g plat́ı X(h) = 0. Necht’ (U,ϕ) je mapa, a ∈ U, necht’

V je okoĺı bodu a, pro které h|V = 0, a necht’ r > 0 je dost malé, aby K(ϕ(a), 2r) ⊂ ϕ(U ∩ V ).
Pak existuje hladká funkce ν, která má nosič v K(ϕ(a), 2r), hodnoty v intervalu < 0, 1 >, a je
rovna jedné na K(ϕ(a), r). Funkci ν ◦ ϕ rozš́ı̌ŕıme nulou na celé M, výsledkem je hladká funkce,
a definujeme hladkou funkci ψ = 1 − ν ◦ ϕ ∈ C∞(M). Funkce ψ je podle definice rovna nule na
ϕ−1(K(ϕ(a), r)) ⊂ U ∩ V a rovna jedné vně množiny ϕ−1(K(ϕ(a), 2r)) ⊂ U ∩ V.

Plat́ı tedy hψ = h na celém M, a protože h(a) = ψ(a) = 0, plat́ı i X(h) = X(ψh) = 0. �
Je-li dána funkce f ∈ C∞(U), definovaná jen na nějaké otevřené podmnožině U ⊂ M, nelze ji

obecně rozš́ı̌rit na hladkou funkci na celém M (f může např́ıklad neomezeně r̊ust v okoĺı hranice
množiny U). Je-li ale dán bod a ∈ U, je možné vždy naj́ıt jinou hladkou funkci g tak, že f = g na
(malém) okoĺı bodu a.

Lemma 5.11 (Rozšǐrovaćı lemma) Necht’ M je varieta a U ⊂M otevřená podmnožina, a ∈ U.
Pak pro každou funkci f ∈ C∞(U) existuje g ∈ C∞(M) a otevřená množina B, a ∈ B ⊂ U pro

kterou g = f na B.

Před d̊ukazem tohoto tvrzeńı si odvod́ıme ještě pomocné lemma.

Lemma 5.12 (Seřezávaćı funkce) Předpokládejme, že 0 < R1 < R2. Pak existuje hladká funkce
H : Rn →< 0, 1 > taková, že H(x) = 1 na K(0, R1) a pro nosič H plat́ı suppH ⊂ K(0, R2).

Důkaz.
Funkce f(t) = e−

1
t pro t > 0 a f(t) = 0 pro t ≤ 0 je hladká funkce na R. Pak definujeme

hladkou funkci

h(t) =
f(R2 − t)

f(R2 − t) + f(t−R1)
, t ∈ R.

Jej́ı nosič je interval < 0, R2 > a h(t) = 1 na intervalu < 0, R1 > . Této funkci se někdy ř́ıká
seřezávaćı funkce (’cut-off function’). Pak funkce H(x) = h(||x||) je zřejmě hladká na Rn − {0}
jako složeńı dvou hladkých funkćı a H(x) = 1 na K(0, 1), tedy H je hladká i v počátku. �

Ted’ už jsme připraveni dokázat hlavńı tvrzeńı, které se bude stále použ́ıvat.

Věta 5.13 (Tečný vektor je lokálńı pojem.) Necht’ M je varieta, U ⊂ je otevřená podmnožina,
a ι : U →M je vnořeńı U do M.

Pak je pro každý bod a ∈ U zobrazeńı ι∗ : TaU → TaM izomorfismus.

Důkaz této věty provedeme v př́ı̌st́ı přednášce.
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Cvičeńı k 6. přednášce.

Př́ıklad 1. Definujte (standardńı) diferencovatelnou strukturu na vektorovém prostoru V.

Řešeńı. Necht’ B je nějaká baze V. Jej́ı volba definuje mapu (V, ϕB), jej́ıž definičńı obor je celé
V a hodnota ϕB(v) ∈ Rn je definována jako koeficienty vektoru v vzhledem k bazi B. Př́ıslušné
přechodové zobrazeńı ϕB′ ◦ ϕ−1B je lineárńı zobrazeni z Rn do Rn, určené matićı přechodu mezi
těmito dvěma bazemi. Atlas se tedy skládá z nekonečně mnoha map.

Př́ıklad 2. Necht’ je zobrazeńı F : R2 → R definováno předpisem F (x, y) = x3 + xy + y3 + 1.
(1) Vypoč́ıtejte, jak vypadá zobrazeńı F∗.
(2) Ukažte, že zobrazeńı F∗ neńı v žádném bodě prosté.

Řešeńı.
(1) Bud’ a = (x̄, ȳ) ∈ R2. Baze prostoru TaR2 je dána vektory { ∂∂x |a,

∂
∂y |a}.

Pak

F∗(
∂

∂x
|a) = (3x̄2 + ȳ)

d

dt
|F (a); F∗(

∂

∂y
|a) = (x̄+ 3ȳ2)

d

dt
|F (a)

Matice zobrazeńı F∗ v̊uči kanonickým baźım v R2 a v R je(
3x̄2 + ȳ x̄+ 3ȳ2

)
Př́ıklad 3. Necht’ F : M → N a G : N → P jsou hladká zobrazeńı. Pak G ◦F : M → P je hladké
zobrazeńı.

Řešeńı.
Podle definice jsou zobrazeńı F a G spojité, tedy v́ıme, že složeńı G ◦ F je také spojité. Necht’

(U,ϕ) je mapa na M, (V, ψ) je mapa na N, a (W, ν) je mapa na P.
Pak podle předpokladu jsou ψ ◦F ◦ (ϕ)−1 a ν ◦G ◦ (ψ)−1 hladké na svých definičńıch oborech.

Tedy i ν ◦ (G ◦ F ) ◦ (ϕ)−1 je hladké na svém definičńım oboru,.

Př́ıklad 3. Rozmyslete si základńı vlastnosti tečného zobrazeńı F∗ k hladkému zobrazeńı F :
M → N.

Řešeńı.
Základńı vlastnosti F∗ k rozmyšleńı jsou:
Necht’ a ∈M je libovolný bod. Pak
(a) F∗ : TaM → TF (a)N je lineárńı zobrazeńı. (Zřejmé podle definice.)
(b) Jsou-li F : M → N, G : N → P hladká zobrazeńı, pak (G ◦ F )∗ = G∗ ◦ F∗ jako zobrazeńı

z TaM do TG(F (a))P.
Stač́ı si nakreslti odpov́ıdaj́ıćı obrázek s mapami
(c) Id∗ : TaM → TaM je identita.(Ihned z definice.)
(d) Je-li F : M → N difeomorfismus, pak pro každé a ∈M plat́ı, že F∗ je isomorfismus. (Plyne

ihned z bodu c)).

Př́ıklad 4. Necht’ 0 < r < R. Necht’ T je torus, který vznikne rotaćı kružnice o poloměru r a o
středu (x, y) = (R, 0) v souřadnicové rovině xy kolem osy y.

Řešeńı.
Zvolme parametrizaci toru následuj́ıćım zp̊usobem: bud’

x = (R+ r cos t) cos s

y = r sin t

z = (R+ r cos t) sin s

parametrické vyjádřeńı funkce f na R2 a položme f1 := restrikce f na množinu Q1 = (0, 2π) ×
(0, 2π). Rozmyslete si, že zobrazeńı f1 je na Q1 prosté a že jeho obrazem je torus bez dvou kružnic,
které se prot́ınaj́ı v jednom bodě, (f1(Q1), f−11 ) je tedy mapa. Obdobným zp̊usobem definujeme
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Q2 := (2π
3 ,

8π
3 ) × ( 2π

3 ,
8π
3 ) Q3 := (4π

3 ,
10π
3 ) × ( 4π

3 ,
10π
3 ) a f2 = f |Q2

, f3 = f |Q3
. Množiny f1(Q1),

f2(Q2), f3(Q3) pokrývaj́ı torus (méně map k jeho pokryt́ı nestač́ı!) a nyńı již snadno nahlédneme,
že mapy (f1(Q1), f−11 ), (f2(Q2), f−12 ), (f3(Q3), f−13 ) tvoř́ı atlas na T 2, nebot’ přechodové funkce
jsou vyjádřeny takto: např.

ψ12 = f−12 ◦ f1 : Q1 − ((0, 2π)× {2π

3
} ∪ {2π

3
} × (0, 2π))→

→ Q2 − ((
2π

3
,

8π

3
)× {2π} ∪ {2π} × (

2π

3
,

8π

3
))

je definovaná na komponentách svého definičńıho oboru.
Na každé komponentě se jedná o prosté afinńı zobrazeńı, které je vždy difeomorfismus, tedy

přechodová funkce je rovněž difeomorfismus.
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7. přednáška
Zbývá nám ještě dokázat následuj́ıćı větu.

Věta 5.14 (Tečný vektor je lokálńı pojem.) Necht’ M je varieta, U ⊂M je otevřená podmnožina,
a ι : U →M je vnořeńı U do M.

Pak pro každý bod a ∈ U je zobrazeńı ι∗ : TaU → TaM izomorfismus.

Důkaz.
Necht’ U ⊂M je otevřená podmnožina a a ∈ U.

(a) Dokážeme, že ι∗ : TaU → TaM je prosté zobrazeńı. Necht’ X ∈ TaU, ι∗(X) = 0. To znamená,
že ∀f ∈ C∞(M), i∗(X)(f) = X(f ◦ ι) = X(f |U ) = 0.

Chceme ukázat, že pak X = 0, tj. že ∀g ∈ C∞(U) plat́ı X(g) = 0. Ale pro každou funkci
g ∈ C∞(U) existuje f ∈ C∞(M) a okoĺı B ⊂ U bodu a takové, že f = g na B. Pak ale X(g) =
X(f |U ) = 0.
(b) Dokážeme, že ι je surjektivńı. Necht’ Y ∈ TaM. Vektor X ∈ TaU definujeme následuj́ıćım
předpisem. Je-li g ∈ C∞(U), pak ’rozš́ı̌ŕıme g na celé M,′ tj. existuje f ∈ C∞(M) a okoĺı B ⊂ U
bodu a tak, že f = g na B. Pak definujeme X(g) := Y (f). Podle Lemmatu 5.10 tato hodnota
nezáviśı na volbě rozš́ı̌rené funkce.

Nyńı pro každou funkci f ∈ C∞(M) plat́ı

i∗X(f) = X(f |U ) = Y (f),

protože f je zřejmě ’rozš́ı̌reńı’ funkce f |U .
�

Dı́ky předchoźı větě můžeme a budeme vždy ztotožňovat prostory TaM a TaU, je-li U ⊂ M
otevřená podmnožina a a ∈ U.

5.5 Výpočty v souřadnićıch

Při popisu tečného prostoru k varietě v daném bodě je možné s výhodou použ́ıvat souřadnice,
zavedené volbou mapy v okoĺı daného bodu.

Definice 5.15 Necht’ M je varieta dimenze n, (U,ϕ) mapa na M, a ∈ U. Pak definujeme tečný
vektor ∂

∂xi
|a ∈ TaU ' TaM předpisem[

∂

∂xi

∣∣
a

]
(f) :=

∂(f ◦ ϕ−1)

∂xi
(ϕ(a)), f ∈ C∞(U).

Každá mapa tedy definuje množinu tečných vektor̊u v daném bodě a ∈ M. Ukážeme ted’, že
tato množina je baze TaM.

Věta 5.16 Necht’ M je varieta, a ∈ M. Pak TaM je vektorový prostor dimenze n a vektory
{ ∂
∂xi
|a}ni=1 tvoř́ı jeho bazi.

Důkaz.
Zobrazeńı ϕ je difeomorfismus U na ϕ(U), a tak podle Věty 5.9 je ϕ∗(a) : TaU → Tϕ(a)Rn

izomorfismus vektorových prostor̊u, které zobrazuje vektor ∂
∂xi
|a ∈ TaM na vektor (Dei)ϕ(a) ∈

Tϕ(a)Rn. �

Poznámka.
(1) Křivka na varietě procházej́ıćı bodem a ∈ M se dá snadno definovat, je to hladké zobrazeńı
γ : (−ε, ε)→M,γ(0) = a. Každá takováto křivka určuje vektor vγ ∈ TaM pomoćı předpisu

vγ(f) =
d(f ◦ γ)

dt
(0), f ∈ C∞(M),

protože zobrazeńı vγ je zřejmě derivace na prostoru C∞(M).
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Obrázek 5.1: Tečné vektory

Zobrazeńı, které křivce v bodě a ∈ M přǐrad́ı tečný vektor neńı prosté, nekonečně mnoho
křivek se zobraźı na tentýž tečný vektor. Bylo by možné zavést relaci ekvivalence mezi křivkami
předpisem, že dvě křivky jsou ekvivalentńı, pokud určuj́ı stejné zobrazeńı z C∞(M) do R a defino-
vat vektor jako odpov́ıdaj́ıćı třidu ekvivalence. Tato definice je daľśı možná ekvivalentńı definice
tečných vektor̊u a tečného prostoru, která má velmi intutivńı geometrický charakter.
(2) Předpokládejme nyńı, že M je varieta s krajem a že a ∈ ∂M. Pak jsou dvě možnosti jak
uvažovat tečný prostor v bodě a.
(A) Kraj ∂M je varieta dimenze n − 1 (bez kraje), a tak existuje tečný prostor Ta∂M dimenze
n− 1.
(B) Uvažujme nyńı druhou možnost, nejprve v situaci, kdy bod a patř́ı do ∂Hn. Standardńı
možnost je definovat tečný vektor v bodě a stejně, tj. jako lineárńı zobrazeńı C∞(()U) → R
splňuj́ıćı Leibnizovu vlastnost, kde U je otevřená podmnožina Hn obsahuj́ıćı bod a. Podle definice
je U ⊂ Hn otevřená, pokud existuje V ⊂ Rn otevřená, pro kterou U = V ∩ Hn. Tečný vektor
∂
∂xj

∣∣
a

: f ∈ C∞(V ) 7→ R má stejnou definici jako pro vnitřńı bod M. Př́ıpad j = 2, . . . , n je zřejmě

dobře definován hodnotami f na Hn a pro j = 1 stač́ı použ́ıt předpoklad, že existuje př́ıslušná
parciálńı derivace k vysvětleńı, že derivace zleva je také určena pouze hodnotami f na Hn. V
tomto př́ıpadě je TaM tedy vektorový prostor dimenze n.

Stejná situace jako v tomto modelovém př́ıpadě a ∈ Hn nastane i v př́ıpadě a ∈ ∂M, pokud
použijeme souřadnice definované pomoćı mapy v okoĺı bodu a. Je-li a ∈ ∂M a a ∈ U, kde (U,ϕ)
je mapa, pak vektory ∂

∂xi
jsou definovány stejně, tj. pomoćı vztahu

∂

∂xi
|a(f) =

∂(f ◦ ϕ−1)

∂xi
(ϕ(a)).

Funkce f ◦ ϕ−1 je hladká v okoĺı ϕ(a) ∈ ∂(Hn) a jej́ı parciálńı derivace ∂
∂x1
|a je dobře definovaná

a nezávislá na jej́ım hladkém rozš́ı̌reńı, nebot’ je možné tuto derivaci spoč́ıtat z hodnot samotné
funkce f ◦ ϕ−1 pomoćı př́ıslušné jednostranné derivace.

5.6 Indukované mapy na TaM.

Necht’ M je varieta s krajem a necht’ v je pevný vektor v bodě a ∈ M. Pro každou mapu (U,ϕ)
takovou, že a ∈ U , lze tedy napsat v jako lineárńı kombinaci vektor̊u { ∂

∂xi
|a} :

v =

n∑
i=1

αi(a)
∂

∂xi
|a.

Tedy výběr mapy (U,ϕ) indukuje mapu (U = TaM,Φ), Φ : TaM → Rn danou předpisem

Φ(v) = (α1(a), . . . , αn(a)) ∈ Rn.

40



V jiné mapě (U ′, ϕ′) témuž vektoru odpov́ıdaj́ı jiné souřadnice α′i(a).

v =

n∑
i=1

α′i(a)
∂

∂x′i
|a.

Chceme ted’ vypoč́ıtat, jak spolu souviśı souřadnice αi a α′j . Tedy budeme poč́ıtat přechodové
zobrazeńı mezi dvěma indukovanými mapami (U = TaM,Φ), a (U ′ = TaM,Φ′) na TaM.

Pokud naṕı̌seme přechodové zobrazeńı ϕ′ ◦ ϕ−1 na definičńım oboru ϕ(U ∩ U ′) pro názornost
ve tvaru x′i = x′i(x1, . . . , xn), pak pro libovolnou funkci f ∈ C∞(M) plat́ı

∂

∂xi
(f) =

∂(f ◦ (ϕ)−1)

∂xi
=
∂[(f ◦ (ϕ′)−1) ◦ (ϕ′ ◦ ϕ−1)]

∂xi
=

n∑
k=1

∂

∂x′k
(f)

∂x′k
∂xi

(ϕ(a)),

tj.

∂

∂xi

∣∣
a

=

n∑
k=1

∂x′k
∂xi

(ϕ(a))
∂

∂x′k

∣∣
a
.

Pro souřadnice vektoru v ∈ TmM v r̊uzných mapách tedy dostaneme

v =

n∑
i=1

αi(a)
∂

∂xi

∣∣
a

=

n∑
k=1

(
n∑
i=1

αi(a)
∂x′k
∂xi

(ϕ(a))

)
∂

∂x′k

∣∣
a
,

tedy

α′k(a) =

n∑
i=1

αi(a)
∂x′k
∂xi

(ϕ(a)). (5.1)

Matice přechodu mezi dvěma bazemi indukovanými na TaM pomoćı dvou map na M je tedy
dána Jacobiho matićı všech parciálńıch derivaćı přechodového zobrazeńı mezi dvěma zvolenými
mapami v daném bodě.

V začátćıch diferenciálńı geometrie byla tato vlastnost vzata za základ definice tečného vektoru.
Tenkrát se d̊usledně všechny pojmy vyjadřovaly vzhledem k mapám a tečný vektor se ztotožňoval
s př́ıslušnými souřadnicemi. Tečný vektor byl tedy systém vektor̊u v Rn, pro každou mapu jeden,
které byly spolu svázány př́ıslušnými transformačńımi vztahy 5.1. Požadované operace s vektory se
prováděly ve zvolené mapě a nakonec bylo třeba ověřit, že výsledek operace se správně transformuje
při změně mapy. Tak např́ıklad jen ověřeńı jednoduchého faktu, že součet dvou vektor̊u nebo
násobek vektoru č́ıslem je opět vektor, vyžadovalo popsat mnoho paṕıru.

Zavedeńı bezsouřadnicových definic tedy bylo podstatným pokrokem ve vývoji diferenciálńı
geometrie. Definice tečného vektoru pomoćı vlastnosti derivace pro prvky duálu na prostoru funkćı
je typickým př́ıkladem bezsouřadnicové definice.

5.7 Tečný f́ıbrovaný prostor, vektorová pole.

Definice 5.17 Necht’ M je varieta s krajem. Pak disjunktńı sjednoceńı ∪a∈MTaM označ́ıme TM
a nazveme tečný f́ıbrovaný prostor. Projekce π : TM →M je definována předpisem π(X) = a,
pokud X ∈ TaM.

Vektorové pole X na M je zobrazeńı, které každému prvku a ∈ M přiřad́ı vektor X(a) ∈
TaM.

Řekneme, že vektorové pole X je hladké, pokud pro libovolnou mapu (U,ϕ) plat́ı, že koeficienty
αi(a); i = 1, . . . , n v rozkladu X(a) =

∑n
i=1 αi(a) ∂

∂xi
|a jsou hladké funkce na U. Protože hodnoty

vektorových poĺı v každém bodě patř́ı do vektorového prostoru, je prostor X (M) všech hladkých
vektorových poĺı také vektorový prostor s operacemi definovanými takto:
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[X + Y ](a) := X(a) + Y (a)

[αX](a) := α(X(a))

kde X,Y ∈ X (M), a ∈M,α ∈ R.

Definice 5.18 (Lieova algebra) Necht’ L je (reálný) vektorový prostor. Předpokládejme, že je
dáno zobrazeńı (nazývané závorka)

[ , ] : L× L→ L; (X,Y ) ∈ L× L 7→ [X,Y ] ∈ L,

které splňuje následuj́ıćı axiómy:

1. [ , ] je bilineárńı zobrazeńı;

2. [X,Y ] = −[Y,X];

3. (Jacobiho identita) [X, [Y,Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0.

Pak dvojici (L, [ , ]) nazveme Lieova algebra.
Jsou-li (L1, [ , ]1) a (L2, [ , ]2) dvě Lieovy algebry a Φ je zobrazeńı L1 do L2, pak řekneme, že

lineárńı zobrazeńı Φ je homomorfismus Lieových algeber, pokud

∀X,Y ∈ L1 Φ([X,Y ]1) = [Φ(X),Φ(Y )]2.

Je-li nav́ıc Φ izomorfismus vektorových prostor̊u L1 a L2, řekneme, že Φ je izomorfismus Lieových
algeber L1 a L2.

Kĺıčovou roli hraj́ı Lieovy algebry např́ıklad v teorii Lieových grup a jejich reprezentaćı.
Ve cvičeńı si ukážeme, že zobrazeńı X : a ∈M 7→ X(a) ∈ TaM je hladké vektorové pole právě

když ∀f ∈ C∞(M) plat́ı X(f) ∈ C∞(M). Také si dokážeme následuj́ıćı tvrzeńı.

Definice 5.19 Necht’ X,Y jsou dvě hladká vektorová pole na varietě M. Jejich komutátor [X,Y ]
je definován jako zobrazeńı, které každé funkci f ∈ C∞(M) přiřad́ı funkci

[X,Y ](f) = X(Y (f))− Y (X(f)).

Věta 5.20 Pokud X,Y ∈ X (M), pak [X,Y ] je také (hladké) vektorové pole. Prostor X (M) spolu
se závorkou definovanou pomoćı komutátoru je Lieova algebra.

Prvńı tvrzeńı vyžaduje ověřeńı př́ımým výpočtem, který provedeme na cvičeńı.
Vlastnosti (1) a (2) z definice Lieovy jsou ihned vidět z definice komutátoru, vlastnost (3)

(Jacobiho identita) se dokáže jednoduchým výpočtem.

Poznámka 5.21 Prostor X (M) všech vektorových poĺı s Lieovou závorkou je jedńım ze základńıch
př́ıklad̊u tzv. Lieových algeber. V tomto př́ıpadě je X (M) vektorový prostor nekonečné dimenze.
Věťsina konkrétńıch a užitečných Lieových algeber jsou vektorové prostory konečné dimenze.

Cvičeńı k 7. přednášce.

Př́ıklad 1. Ukažte, že vektorové pole X : a ∈ M 7→ X(a) ∈ TaM je hladké vektorové pole právě
když plat́ı podmı́nka

(∗) ∀f ∈ C∞(M) X(f) ∈ C∞(M).

Řešeńı.
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(1) Necht’ je X hladké vektorové pole, tj. necht’ pro každou mapou plat́ı, že koeficienty αj v
rozkladu

X =

n∑
i=1

αj(a)
∂

∂xj
|a

jsou hladké funkce. Pak pro každou funkci f ∈ C∞(M) a každou mapu (U,ϕ) plat́ı

X(f) =

n∑
i=1

αj(a)
∂f

∂xj
(a) ∈ C∞(U),

tedy X(f) ∈ C∞(M).
(2) Předpokládejme, že plat́ı podmı́nka (*), necht’ (U,ϕ) je mapa a ϕj(x) = xj je souřadnicová
funkce na U definovaná pomoćı této mapy. Pak X(ϕj) = αj , j = 1, . . . , n a tedy αj ∈ C∞(U).
Všimněte si, že jsme zde mlčky použili ztotožněńı ι∗ : TaU → TaM.
Př́ıklad 2.

Necht’ X,Y jsou 2 hladká vektorová pole na varietě M. Jejich komutátor [X,Y ] je definován
jako zobrazeńı, které každé funkci f ∈ C∞(M) přǐrad́ı funkci

[X,Y ](f) = X(Y (f))− Y (X(f)).

Pokud X,Y ∈ X (M), pak je komutátor [X,Y ] také (hladké) vektorové pole. Prostor X (M)
spolu se závorkou definovanou pomoćı komutátoru je Lieova algebra.

Řešeńı.
Pro každá dvě vektorová pole X,Y a libovolné dvě funkce f, g plat́ı:

[X,Y ](fg) = X(Y (fg))− Y (X(fg)) = X(Y (f)g + fY (g))− Y (X(f)g + fX(g)) =

= X(Y (f))g + Y (f)X(g) +X(f)Y (g) + fX(Y (g))−
− Y (X(f))g −X(f)Y (g)− Y (f)X(g)− fY (X(g)) =

= [X,Y ](f)g + f [X,Y ](g).

Lieova závorka je tedy také vektorové pole. (Z výpočtu je vidět, že pouhé složeńı dvou poĺı vekto-
rovým polem neńı, nebot’ členy tvaru X(f)Y (g) se neodečtou.)

Komutátor vektorových poĺı je bilineárńı zobrazeńı př́ımo podle definice komutátoru. Při
záměně pořad́ı evidentně měńı znaménko. Zaj́ımavé je ověřit Jacobiho identitu.Ta plat́ı kdyko-
liv je závorka definovaná jako komutátor:

[X[Y,Z]] + [Y [Z,X]] + [Z[X,Y ]](f) =

= X(Y Z − ZY )− (Y Z − ZY )X + Y (ZX −XZ)− (ZX −XZ)Y +

+ Z(XY − Y X)− (XY − Y X)Z =

= 0.

Př́ıklad 3.
Necht’ X,Y, Z jsou 3 vektorová pole na R3 definována předpisem

X = y
∂

∂z
− z ∂

∂y
, Y = z

∂

∂x
− x ∂

∂z
, Z = x

∂

∂y
− y ∂

∂x
.

Vypoč́ıtejte [X,Y ], [Y, Z], [Z,X].

Řešeńı.

[X,Y ](f) = (y
∂

∂z
− z ∂

∂y
)(z

∂f

∂x
− x∂f

∂z
)− (z

∂

∂x
− x ∂

∂z
)(y

∂f

∂z
− z ∂f

∂y
) =

= yz
∂2f

∂x∂z
− z2 ∂

2f

∂x∂y
− yx∂

2f

∂z2
+ zx

∂2f

∂y∂z
+ y

∂f

∂x
−

−[zy
∂2f

∂x∂z
− z2 ∂

2f

∂x∂y
− xy∂

2f

∂z2
+ zx

∂2f

∂y∂z
]− x∂f

∂y
= −Z
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Stejně se vypoč́ıtá [Y,Z] = −X; [Z,X] = −Y.

Př́ıklad 4. Necht’ L ⊂ X (R3) je 3-dimenzionálńı vektorový podprostor generovaný prvkyX,Y, Z ∈
X (R3). Ukažte, že pokud pro L definujeme závorku pomoćı komutátoru, je L Lieova algebra.

Řešeńı. Z výsledku předchoźıho př́ıkladu a ze zřejmého faktu, že [X,X] = [Y, Y ] = [Z,Z] = 0
plyne, že komutátor libovolných dvou prvk̊u z L zase patř́ı do L. Tedy L se závorkou definovanou
jako komutátor vektorových poĺı je Lieova algebra.
Př́ıklad 5. Uvažujme L′ = R3 se závorkou definovanou pomoćı vektorového součinu dvou vektor̊u.
Ukažte, že L′ je Lieova algebra.

Řešeńı. Vı́me, že zobrazeńı × : L′ × L′ → L′ definované předpisem u, v ∈ R3 7→ u × v ∈ R3 je
bilineárńı zobrazeńı a že měńı znaménko, pokud přehod́ıme pořad́ı činitel̊u. Zbývá tedy ukázat,
že je splněna Jacobiho identita. Mı́sto abychom to spoč́ıtali př́ımým výpočtem, můžeme použ́ıt
výsledek Př́ıkladu 3. takto:

Je-li e1, e2, e3 kanonická baze L′ = R3, pak v́ıme, že

e1 × e2 = e3, e2 × e3 = e1, e3 × e1 = e2.

Necht’ L ⊂ X (R3) je generováno baźı X,Y, Z z př́ıkladu 3, pak zobrazeńı Φ : L → L′ definované
zobrazeńım baźı X 7→ e2, Y 7→ e1, Z 7→ e3 převád́ı komutátor vektorových poĺı v L na vektorový
součin v L′ = R3. A protože Jacobiho identita plat́ı v L, plat́ı i v L′. Zobrazeńı Φ je izomorfismu
vektorových prostor̊u a převád́ı závorku v L na závorku v L′, tedy Lieovy algebry L a L′ jsou
izomorfńı.
Př́ıklad 6. Vektorová pole X,Y ∈ X (R3) jsou dána předpisem

X = xy
∂

∂x
; Y = y

∂

∂y

a zobrazeńı F : R3 → R je dáno vzorcem F (x, y, z) = x2y.
(1) Vypoč́ıtejte [X,Y ]([1, 1, 0]);
(2) Ukažte, že F (X + Y ) ∈ X (R3) a vypoč́ıtejte [F (X + Y )]([1, 1, 0]);
(3) Vypoč́ıtejte X(F )([1, 1, 0]).

Řešeńı.
(1)

[X,Y ](f) = xy
∂

∂x
(y
∂f

∂y
)− y ∂

∂y
(xy

∂f

∂x
) = −xy∂f

∂x

a tedy [X,Y ]([1, 1, 0]) = − ∂
∂x |[1,1,0].

(2) Zobrazeńı X + Y : C∞(R3)→ C∞(R3) slož́ıme se zobrazeńım

F : C∞(R3)→ C∞(R3), F : g → Fg,

výsledkem je zobrazeńı
F (X + Y ) : C∞(R3)→ C∞(R3).

[F (X + Y )]([1, 1, 0]) = x2y

(
xy

∂

∂x
+ y

∂

∂y

) ∣∣
[1,1,0]

=

(
∂

∂x
+

∂

∂y

) ∣∣
[1,1,0]

.

(3) X(F )([1, 1, 0]) = [xy ∂F∂x ]([1, 1, 0]) = 2.
‘
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8. přednáška

5.8 Kotečný prostor, kotečné zobrazeńı, diferenciál funkce

Definice 5.22 Je-li a ∈M, pak prostor T ∗aM := (TaM)∗ nazveme kotečný prostor k M v bodě
a.

Kotečný fibrovaný prostor je definován jako disjunktńı sjednoceńı T ∗M := ∪a∈MT ∗aM
spolu s projekćı π : T ∗M →M, která zobraźı celý kotečný prostor T ∗aM do bodu a.

Je-li F : M → N hladké zobrazeńı, m ∈ M pak definujeme kotečné zobrazeńı F ∗(m) :
T ∗F (m)N → T ∗mM jako duálńı zobrazeńı k F∗(m), tj.

[F ∗(m)(α)](v) = α[F∗(m)(v)]

kde α ∈ T ∗F (m)N, v ∈ TmM.

Interpretace vektoru v ∈ TmM jako prvku duálu k prostoru funkćı je založena na zobrazeńı,
které dvojici (v, f) ∈ TmM × C∞(M) přǐrad́ı č́ıslo v(f) ∈ R. Toto zobrazeńı se však dá také
interpretovat druhým zp̊usobem – jako zobrazeńı, které každé funkci f přǐrad́ı lineárńı zobrazeńı
v 7→ v(f) ∈ R, tj. prvek kotečného prostoru T ∗mM. To umožňuje dát korektńı matematickou
interpretaci toho, co pro nás byly zat́ım pouze symboly – interpretaci symbolu df, f ∈ C∞(M), a
symbol̊u dxi v popisu diferenciálńıch forem.

Definice 5.23 Necht’ f ∈ C∞(M),m ∈ M. Pak diferenciál df(m) funkce f v bodě m je prvek
T ∗mM definovaný rovnost́ı

[df(m)](v) = v(f), v ∈ TmM.

Zobrazeńı

df : M → T ∗M

m 7→ df(m)

se nazývá diferenciál funkce f.

Poznámka 5.24 Tedy df je
”

duálńı“ pojem k pojmu vektorového pole. Je to speciálńı př́ıpad
zobrazeńı ω : M → T ∗M takového, že ω(m) ∈ T ∗mM, tj. π ◦ ω = Id . Zobrazeńı tohoto druhu
budeme nazývat diferenciálńı formy stupně 1. Od př́ıpadu forem v otevřené podmnožině Rn se to
tedy lǐśı t́ım, že pro variety jsou prostory T ∗mM v r̊uzných bodech r̊uzné (a také t́ım, že prostor
T ∗mM neńı jen symbol, ale má jasný geometrický význam).

Poznámka 5.25 Necht’ (U,ϕ) je mapa na M. Necht’ i = 1, . . . , n. Pak ∂
∂xi

je vektorové pole na
U. Podobně, označ́ıme-li komponentu ϕi zobrazeńı ϕ jednoduše xi, pak dxi je diferenciálńı forma
stupně 1 na U. Všimněte si, že

dxi(
∂

∂xj
) =

∂

∂xj
(ϕi) = δij .

Tedy v každém bodě m ∈M jsou {dxi} a { ∂
∂xi
} jsou duálńı báze v T ∗mM, resp. v TmM.

Dále, je-li g ∈ C∞(M), pak lze v souřadnićıch (U,ϕ) napsat dg v kanonické bázi

dg =

n∑
i=1

αidxi, αi ∈ C∞(U).

Pak ale
∂g

∂xj
= [

∂

∂xj
](g) = [dg]

(
∂

∂xj

)
=

[
n∑
i=1

αidxi

](
∂

∂xj

)
= αj .
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Tedy jsme dostali starou známou formuli, která byla jedńım ze základ̊u definice de Rhamova
vněǰśıho diferenciálu:

dg =

n∑
i=1

∂g

∂xi
dxi.

Kapitola 6

Přehled multilineárńı algebry

V algebře se většinou pracuje s definićı tensorového součinu modul̊u nad daným okruhem, ale tato
definice je velmi abstraktńı a těžká na pochopeńı a porozuměńı. Mnohem jednodušš́ı je situace pro
tensorový součin vektorových prostor̊u, kde je možné popsat výsledný součin explicitně pomoćı
vhodných baźı.

V této kapitole budeme definovat tenzorový součin vektorových prostor̊u, tensorovou algebru
a vněǰśı algebru daného vektorového prostoru. Všechny vektorové prostory v této kapitole budou
reálné vektorové prostory a pokud nebude řečenou výslovně jinak, budou mı́t konečnou dimenzi.
Celá tato kapitola je součást multilineárńı algebry, se kterou jste s již ve speciálńım př́ıpadě setkali
v lineárńı algebře v části věnované bilineárńım formám a skalárńımu součinu.

6.1 Tenzorový součin dvou vektorových prostor̊u

Připomeňme si rychle nejzákladněǰśı fakta z lineárńı algebry. Z definice lineárńıho zobrazeńı ihned
plyne, že každé lineárńı zobrazeńı je určeno jednoznačně svými hodnotami na zvolené bazi, které
mohou být zvoleny libovolně. Tedy dimenze prostoru všech lineárńıch zobrazeńı z V do W je
součin dimV dimW. Duálńı prostor V ∗ je speciálńı př́ıpad všech lineárńıch funkćı na V. Specielně
dimV ∗ = dimV.

Je-li ei, i = 1, . . . , n baze V, pak existuje k ńı duálńı baze εj prostoru V ∗ daná podmı́nkou

εj(ek) = δjk,

kde δjk je Kroneckerovo delta. Prvky duálńı baze jsou určeny svými hodnotami na zvolené bazi
obzvlášt’ jednoduchým předpisem.

Existuje kanonický isomorfismus (V ∗)∗ ' V daný zobrazeńım

ι : V → (V ∗)∗, ι(v)(α) = α(v), α ∈ V ∗, v ∈ V.

Základńı verze tenzorového součinu dvou vektorových prostor̊u neńı nic jiného než jiný název
pro prostor bilineárńıch forem. Nejjednodušš́ı a nejnázorněǰśı verze je tato.

Necht’ V a W jsou dva vektorové prostory a V ∗ a W ∗ jsou jejich duály. Prostor V ∗ je tedy
prostor všech lineárńıch forem na V, tj. prostor všech lineárńıch funkćı z V do R, stejně pro W.

Připomeňme si nyńı definici bilineárńıho zobrazeńı.
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Definice 6.1 Necht’ V, W a Z jsou vektorové prostory. Řekneme, že zobrazeńı ϕ : V ×W → Z
je bilineárńı zobrazeńı, pokud plat́ı, že při zafixováńı hodnoty kterékoliv ze dvou proměnných,
je výsledné zobrazeńı lineárńı zobrazeńı ve zbývaj́ıćı proměnné. Explicitńı tvar definice je:

(1) ϕ(v, αw1 + βw2) = αϕ(v, w1) + βϕ(v, w2); v ∈ V,w1, w2 ∈W,α, β ∈ R.
(2) ϕ(αv1 + βv2, w) = αϕ(v1, w) + βϕ(v2, w); v1, v2 ∈ V,w ∈W,α, β ∈ R.

Pokud Z = R, pak se zobrazeńı ϕ nazývá bilineárńı forma.
Množinu všech bilineárńıch forem na V ×W označ́ıme B(V,W ).

Prostor B(V,W ) je vektorový prostor, pokud definujeme součet bilineárńıch forem a jejich
násobek reálným č́ıslem stejně jako pro prostor všech reálných funkćı na daném definičńım oboru.
Explicitně:

[ϕ1 + ϕ2](v, w) = ϕ1(v, w) + ϕ2(v, w); ϕ1, ϕ2 ∈ B(V,W ); v ∈ V,w ∈W,
[αϕ](v, w) = αϕ(v, w); ϕ ∈ B(V,W ), v ∈ V,w ∈W,α ∈ R.

Je snadné sestrojit bazi prostoru B(V,W ) pomoćı baźı prostor̊u V ∗ a W ∗.

Lemma 6.2 Pro α ∈ V ∗ a β ∈W ∗ definujeme bilineárńı formu α⊗ β ∈ B(V,W ) předpisem

[α⊗ β](v, w) = α(v)β(w). (6.1)

Je-li αi, i = 1, . . . , n baze V ∗ a βj , j = 1, . . . ,m baze W ∗, pak ϕij := αi ⊗ βj ; i = 1, . . . , n, j =
1, . . . ,m je baze B(V,W ). Tedy dimB(V,W ) = dimV dimW.

Důkaz.
Zvolme baze {vi} prostoru V a {wj} prostoru W, duálńı ke zvoleným baźım V ∗, resp. W ∗. To

znamená, že
αi(vk) = δik; βj(w`) = δj` ,

kde δ je Kronecker̊uv symbol (δij = 0 pro i 6= j, δii = 1.)

Základńı vlastnost́ı prvk̊u ϕij je, že ϕij(vk, w`) = δikδ
j
` =: δijk`.

(1) Ukážeme, že ϕij jsou lineárně nezávislé. Necht’ ϕ =
∑
i,j aijϕ

ij = 0, kde 0 je nulový vektor v
B(V,W ). Pak 0 = ϕ(vk, w`) = ak` pro všechny k, `.
(2) Nyńı ukážeme, že ϕij generuj́ı celé B(V,W.) Stejně jako tomu je u lineárńıch zobrazeńı, bi-
lineárńı zobrazeńı je určeno jednoznačně svými hodnotami na dvojićıch prvk̊u (vi, wj), kde {vi},
resp. {wj} jsou baze V, resp. W. Tyto hodnoty mohou být libovolné, takže dimenze prostoru všech
bilineárńıch form B(V,W ) je rovna součinu dimV dimW. Tedy systém ϕij je lineárně nezávislý a
počet prvk̊u systému je roven dimenzi, je to tedy baze. �

Definice 6.3 Tenzorový součin V ∗ ⊗ W ∗ definujeme jako prostor B(V,W ) všech bilineárńıch
forem na V ×W.

Vektorový prostor je kanonicky izomorfńı se svým biduálem. Tedy tenzorový součin V ⊗ W
definujeme jako prostor B(V ∗,W ∗).

6.2 Kovariantńı tenzory

Speciálńı př́ıpad tenzorového součinu je př́ıpad V ∗⊗V ∗ ' B(V, V ). Tento př́ıpad se snadno rozš́ı̌ŕı
na tenzorový součin k kopíı prostoru V ∗ následuj́ıćım zp̊usobem.

Definice 6.4 Necht’ k je přirozené č́ıslo. Kovariantńı tenzor řádu k na vektorovém prostoru
V je reálné k-lineárńı zobrazeńı

T : V × . . .× V︸ ︷︷ ︸
k

→ R
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Zobrazeńı T je k-lineárńı, pokud po zafixováńı libovolných k − 1 argument̊u je zobrazeńı lineárńı
ve zbylém argumentu. Množinu všech kovariantńıch tenzor̊u řádu k budeme označovat

T k(V ) ' ⊗k(V ∗) ' V ∗ ⊗ . . .⊗ V ∗︸ ︷︷ ︸
k

.

Tenzor řádu 0 definujeme jako reálné č́ıslo, tj. T 0(V ) := R. (Je to funkce záviśıćı na 0
vektorech.)

Prostory T k(V ), k ≥ 0 jsou reálné vektorové prostory s obvyklou definićı sč́ıtáńı a násobeńı
reálným č́ıslem (jsou to speciálńı př́ıpady reálných funkćı):

(aT )(X1 . . . , Xk) = a(T (X1, . . . , Xk)), a ∈ R, Xi ∈ V (6.2)

(T + T ′)(X1, . . . , Xk) = T (X1, . . . , Xk) + T ′(X1, . . . , Xk), Xi ∈ V. (6.3)

Definice 6.5 Necht’ R ∈ T k(V ) a S ∈ T `(V ), pak definujeme kovariantńı tenzor R⊗S ∈ T k+`(V )
předpisem

[R⊗ S](X1, . . . , Xk+`) = R(X1, . . . , Xk)S(Xk+1, . . . , Xk+`).

Tenzorový součin je asociativńı, můžeme tedy psát tenzorový součin tř́ı a v́ıce kovariantńıch ten-
zor̊u bez závorek, bez určeńı pořad́ı násobeńı.

Je snadné si rozmyslet, jak naj́ıt vhodnou bazi prostoru T k(V ) a jaká je jeho dimenze.

Lemma 6.6 Necht’ V je vektorový prostor dimenze n a necht’ {ei}ni=1 a {εj}nj=1 jsou duálńı baze
prostor̊u V a V ∗.

Pak množina všech k-tenzor̊u tvaru

εA = εa1 ⊗ . . .⊗ εak ;A = (a1, . . . , ak); 1 ≤ a1, . . . , ak ≤ n

je baze prostoru T k(V ). Jeho dimenze je tedy rovna nk.

Důkaz.
Ukážeme, že množina

B = {εA := εa1 ⊗ . . .⊗ εak ; 1 ≤ a1, . . . , ak ≤ n}

(jej́ıž prvky jsou parametrizované multiindexem A = (a1, . . . , ak)) je baze prostoru T k(V ) =
⊗k(V ∗). Je-li B = (b1, . . . , bk); 1 ≤ b1, . . . , bk ≤ n multiindex, pak budeme definovat k-tici vektor̊u

e(B) = (eb1 , . . . , ebk) ∈ V × . . .× V︸ ︷︷ ︸
k

.

Důležitá vlastnost tenzor̊u T ∈ T k(V ) řádu k je že jsou jednoznačně určeny svými hodnotami
na k-tićıch vektor̊u e(B) a že tyto hodnoty je možné zvolit libovolně. Z toho ihned plyne, že
dimenze prostoru T k(V ) je rovna nk.

Vı́me, že plat́ı
εA(e(B)) = δAB .

Pro d̊ukaz lemmatu stač́ı ukázat, že prvky εA, |A| = k (jejichž počet je roven nk) generuj́ı celý
prostor T k(V ).

Předpokládejme tedy, že T ∈ T k(V ) a definujme č́ısla TA = Ta1...ak = T (e(A)). Potom pro
prvek T ′ =

∑
A TAε

A plat́ı

T ′(e(B)) =
∑
A

TAε
A(e(B)) =

∑
A

TAδ
A
B = TB .

Z toho plyne, že T ′ = T, protože tyto dva tenzory maj́ı stejné hodnoty na prvćıch e(B).
Je užitečné si zapamatovat, že souřadnice tenzoru T ∈ T k(V ) vzhledem k bazi B jsou dány

vztahem
Ta1...ak = T (ea1 , . . . , eak) = T (e(A)). (6.4)

�
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Definice 6.7 Necht’ Vj , j = 0, . . . ,∞, je posloupnost vektorových prostor̊u. Jejich direktńı součet
⊕∞j=0Vj je vektorový prostor všech posloupnost́ı

(v0, v1, . . . , vj , . . .); vj ∈ Vj ,

které maj́ı jen konečně mnoho nenulových prvk̊u. Sč́ıtáńı a násobeńı reálným č́ıslem je definováno
po komponentách. Jednotlivé prostory Vj jsou standardně ztotožňovány s odpov́ıdaj́ıćımi podpro-
story

{v = {vi} ∈ ⊕∞i=0Vi; vi = 0, i 6= j}
a ⊕∞j=0Vj je pak opravdu direktńı součet Vj , tj. každý prvek v ∈ ⊕∞j=0Vj lze napsat jednoznačně ve
tvaru

v =

∞∑
j=0

vj ; vj ∈ Vj .

Definice 6.8 (Algebra kovariantńıch tenzor̊u.) Necht’ V je vektorový prostor konečné dimenze.
Tenzorová algebra kovariantńıch tenzor̊u T kov(V ) je direktńı součet

T (V ∗) = ⊕∞k=0T
k(V ) = ⊕∞k=0 ⊗k (V ∗)

a jej́ı prvky se nazývaj́ı kovariantńı tenzory.
Připomeňme, že násobeńı v tenzorové algebře T (V ∗) je definováno předpisem

S ∈ T k(V ), T ∈ T `(V )→ S⊗T ∈ T k+`(V ); [S⊗T ](v1, . . . , vk+`) = S(v1, . . . , vk)τ(vk+1, . . . , vk+`),

kde v1, . . . , vk+` ∈ V. Pro prvek z T 0(V ) jde o násobeńı př́ıslušnou konstantou. Tenzorový součin
dvou prvk̊u z T (V ∗) se definuje pomoćı distributivńıho zákona.

Tenzorová algebra T (V ∗) je (nekonečně dimenzionálńı) asociativńı algebra s jednotkou (jej́ı jed-
notka je prvek 1 ∈ T 0(V )). Prostor V ∗ budeme ztotožňovat s prostorem T 1(V ) a brát jej jako
podprostor algebry T (V ∗). Tenzorové násobeńı je asociativńı, ale neńı komutativńı.

6.3 Kontravariantńı a smı́̌sené tensory.

Algebra kovariantńıch tenzor̊u je založena na prvćıch duálu ω ∈ V ∗ uvažovaných jako lineárńı
funkce na V a na jejich tenzorových součinech, definovaných jako součiny lineárńıch funkćı, které
jsou multilineárńı.

Je jen věćı konvence, jestli vezmeme jako základńı vektorový prostor vektorový prostor V
nebo jeho duál V ∗. Pokud začneme s prostorem V ∗, dostaneme stejným postupem algebru kon-
travariantńıch tenzor̊u, jejichž základńım př́ıkladem je prostor vektor̊u T 1(V ∗) ' (V ∗)∗ ' V.
Kontravariantńı tenzory jsou tedy vektory (interpretované jako prvky biduálu) a jejich tenzorové
součiny.

Definice 6.9 (Algebra kontravariantńıch tenzor̊u.) Necht’ k je přirozené č́ıslo. Kontrava-
riantńı tensor řádu k na vektorovém prostoru V je reálné k-lineárńı zobrazeńı

T : V ∗ × . . .× V ∗︸ ︷︷ ︸
k

→ R

Množinu všech kontravariantńıch tensor̊u řádu k budeme označovat

Tk(V ) ' T k(V ∗) ' ⊗k(V ) ' V ⊗ . . .⊗ V︸ ︷︷ ︸
k

.

Tensor řádu 0 definujeme jako reálné č́ıslo, tj. T0(V ) := R. Prostory Tk(V ), k ≥ 0 jsou reálné
vektorové prostory. Tenzorová algebra kontravariantńıch tenzor̊u T (V ) je direktńı součet

T (V ) = ⊕∞k=0Tk(V ) = ⊕∞k=0 ⊗k (V )

a jej́ı prvky se nazývaj́ı kontravariantńı tenzory. Násobeńı v T (V ) je definováno stejně jako
pro kovariantńı tenzory. Stač́ı jen prostor V nahradit prostorem V ∗.
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Je možné prostory kovariantńıch a kontravariantńıch tenzor̊u mezi sebou tenzorově vynásobit
a definovat prostory smı́̌sených tenzor̊u.

Definice 6.10 (Algebra smı́̌sených tenzor̊u.) Necht’ V je vektorový prostor a V ∗ je jeho duál.
Prostor k-krát kovariantńıch a `-krát kontravariantńıch tenzor̊u T k` (V ) je definován jako
tensorový součin

T k` (V ) = T k(V )⊗ T`(V ) = [V ∗ ⊗ . . .⊗ V ∗︸ ︷︷ ︸
k

]⊗ [V ⊗ . . .⊗ V︸ ︷︷ ︸
`

]

a jej́ı prvky se nazývaj́ı smı́̌sené tenzory typu (k, `).

Označeńı. Necht’ V má bázi e1, . . . , en. Označme ε1, . . . εn bázi V ∗ duálńı k bázi e1, . . . , en.
V daľśım budeme použ́ıvat jako indexy k-tice tvaru A = (a1, . . . , ak) ∈ {1, . . . , n}k, označme
symbolem |A| počet jej́ıch člen̊u, tj. |A| = k. Pro indexovou k-tici A zavedeme označeńı

eA := ea1 ⊗ . . .⊗ eak ; εA := εa1 ⊗ . . .⊗ εak

ε(B) = (εb1 , . . . , εbk); e(B) = (eb1 , . . . , ebk).

Pak
eA(ε(B)) = δBA = δb1a1 . . . δ

bk
ak

; εA(e(B)) = δAB .

Nejdř́ıve si rozmysĺıme, jak jsou právě zavedené vektorové prostory veliké, najdeme jejich
vhodné baze. Z multilinearity prvk̊u v tenzorové mocnině plyne ihned, že každý prvek ω ∈ T`(V )
je jednoznačně určen svými hodnotami ω(ε(B)), |B| = k, které mohou být libovolné. Z toho ihned
plyne, že dimenze prostoru T k(V ) je rovna n`. To je podstata d̊ukazu následuj́ıćı věty.

Věta 6.11 Necht’ {e1, . . . , en}, resp. {ε1, . . . , εn} jsou duálńı baze V, resp. V ∗.
(i) Množina {eA; |A| = `} tvoř́ı bázi T`(V ). Dimenze T`(V ) je rovna n`. Obecný prvek α ∈ T`(V )
se dá napsat ve tvaru

α =

n∑
a1,...,ak=1

αa1...akea1 ⊗ . . .⊗ eak =
∑

A,|A|=`

αAeA.

(ii) Množina {eA⊗ εB ; |A| = k, |B| = `} tvoř́ı bázi T k` (V ). Dimenze T k` (V ) je rovna nk+`. Obecný
prvek T ∈ T k` (V ) se dá napsat ve tvaru

T =

n∑
a1,...,ak,b1,...,b`=1

T b1,...,b`a1...ak
εa1 ⊗ . . .⊗ εak ⊗ eb1 ⊗ . . .⊗ eb` =

∑
A,B

TBA ε
A ⊗ eB .

Důkaz.
Necht’ ε1, . . . εn je báze V ∗, duálńı k bázi e1, . . . , en prostoru V.

(i) Nejprve ukážeme, že zmı́něný systém prvk̊u generuje T`(V ). Je-li α ∈ T`(V ) libovolný prvek,
pak pro libovolnou `-tici A = (a1, . . . , a`) č́ısel mezi 1 a n definujeme č́ısla αA := α(ε(A)). Pak
α =

∑
A,|A|=` α

AeA, nebot’ levá i pravá strana maj́ı zřejmě tytéž hodnoty na prvćıch ε(B), |B| = `,

totiž αB .
Počet prvk̊u v systému eA, |A| = ` je n`, což je dimenze prostoru T`(V ). Je to tedy baze.

(ii) Druhá část tvrzeńı plyne z prvńı části a z Lemmatu 6.6 . �

Poznámka.
(1) Zobrazeńı

ϕ : (v1, . . . , vm) ∈ V × . . .× V 7→ v1 ⊗ . . .⊗ vm ∈ ⊗m(V )

je multilineárńı zobrazeńı, které má následuj́ıćı vlastnost:
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Je-li W libovolný vektorový prostor a je-li ψ : V × . . . × V → W libovolné m-multilineárńı
zobrazeńı, pak existuje právě jedno lineárńı zobrazeńı Ψ : V m →W takové, že Ψ ◦ ϕ = ψ.

Dokonce v́ıc, dá se ukázat, že tato vlastnost charakterizuje tenzorovou mocninu (až na izomor-
fismus) jednoznačně. Prostor ⊗m(V ) je tedy univerzálńı objekt maj́ıćı tuto vlastnost a to bývá
standardńı algebraická definice tenzorové mocniny.

Podobně je možné charakterizovat (tj. definovat) celou tenzorovou algebru T (V ) spolu s vnořeńım
ι : V 7→ T (V ) jako univerzálńı objekt s vlastnost́ı:

Pro každou asociativńı algebru A s jednotkou a pro každé lineárńı zobrazeńı j : V → A existuje
právě jeden homomorfismus algeber Φ : T (V )→ A takový, že j = Φ ◦ ι.

(2) Tradičně se tenzory popisovaly pomoćı souřadnic. To jest, pokud e1, . . . , en je báze V a
ε1, . . . , εn je duálńı báze V ∗, pak lze obecný tenzor α typu

(
k
`

)
zapsat jednoznačně ve tvaru

α =
∑

i1,...,ik,j1,...,j`

αi1...ikj1...j`
εj1 ⊗ . . .⊗ εj` ⊗ ei1 ⊗ . . .⊗ eik .

Pokud e′1, . . . , e
′
n je jiná báze V, ε′1, . . . , ε

′
n je duálńı báze V ∗ a pokud matice přechodu mezi

těmito bázemi jsou dány pomoćı e′i =
∑
k a

k
i ek, ε

′j =
∑
l b
j
l ε
l (tedy matice (bji ) je inverzńı k matici

(aji ); dolńı index je řádkový, horńı sloupcový), pak

αk1...ksl1...lr
=
∑

α′
i1...is
j1...jra

k1
i1
. . . aksis b

j1
l1
. . . bjrlr . (6.5)

Pod pojmem tenzor se p̊uvodně rozuměl systém všech souřadnicových vyjádřeńı αi1...isj1...jr
pro

všechny báze prostoru V, které se mezi sebou transformuj́ı podle pravidla (6.5). Zpravidla se
poč́ıtalo v jedné dané bázi a pak bylo třeba ověřovat nezávislost výsledku na volbě báze.

Cvičeńı k 8. přednášce.

Př́ıklad 1. Jak vypadaj́ı prvky v T 1(V )?

Řešeńı. Kovariantńı 1-tenzor je lineárńı zobrazeńı z V do R, tedy je to kovektor, prvek duálu V ∗.

Př́ıklad 2. Jak vypadaj́ı prvky v T 2(V )?

Řešeńı. Kovariantńı 2-tenzor je bilineárńı zobrazeńı z V × V do R. Tedy podle naš́ı předchoźı
definice je to prvek tenzorového součinu V ∗ ⊗ V ∗. Standardńım př́ıkladem je skalárńı součin na
daném vektorovém prostoru.

Př́ıklad 3. Necht’ V má dimenzi n. Najděte př́ıklad prvku v Tn(V ).

Řešeńı. Hledáme tedy př́ıklad multilineárńıho zobrazeńı V × . . . × V (n kopíı) do R. Takovým
př́ıkladem je determinant. V tomto př́ıpadě je V = Rn a determinant je kovariantńı tenzor řádu
n, daný předpisem

det(v1, . . . , vn) = detA,

kde A je n × n matice, jej́ıž řádky jsou vektory v1, . . . , vn. Tento tenzor je antisymetrický, což
znamená, že změńı znaménko pokud přehod́ıme dva argumenty.

Př́ıklad 4. Definujte kovariantńı 2-tenzor pomoćı dvou kovariantńıch 1-tenzor̊u.

Řešeńı.
Předpokládejme, že α1, α2 ∈ V ∗ jsou kovariantńı 1-tenzory. Pak definujeme kovariantńı 2-

tenzor α1 ⊗ α2 předpisem
[α1 ⊗ α2](X1, X2) = α1(X1)α2(X2).

Př́ıklad 5. Definujte kovariantńı k + `-tenzor pomoćı kovariantńıho k-tenzoru S a kovariantńıho
`-tenzoru S..
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Řešeńı.
Necht’ R ∈ T k(V ) a S ∈ T `(V ), pak definujeme kovariantńı tenzor R⊗S ∈ T k+`(V ) předpisem

[R⊗ S](X1, . . . , Xk+`) = R(X1, . . . , Xk)S(Xk+1, . . . , Xk+`).

Př́ıklad 6. Ukažte, že je tenzorový součin asociativńı, tj. že plat́ı pro R ∈ T j(V ), S ∈ T k(V ), R ∈
T `(V )

(R⊗ S)⊗ T = R⊗ (S ⊗ T ).

Řešeńı. Je to d̊usledek toho, že násobeńı reálných č́ısel je asociativńı.
Jako d̊usledek tohoto tvrzeńı vid́ıme, že můžeme psát tenzorový součin tř́ı a v́ıce kovariantńıch

tensor̊u bez závorek, bez určeńı pořad́ı násobeńı.

Př́ıklad 6.
Necht’ M je varieta a (U,ϕ) je mapa jej́ıho atlasu, a ∈ U. Definujte indukovanou mapu Φ :

TaM → Rn na tečném prostoru TaM.

Řešeńı. Množina tečných vektor̊u { ∂
∂xi
|a}ni=1 je baze TaM, a tedy každý tečný vektor v ∈ TaM

lze jednoznačně vyjádřit ve tvaru v =
∑n
i=1 αi(a) ∂

∂xi
|a. Zobrazeńı Φ(a) : TaM → Rn definované

vztahem Φ(a)(v) = α(a) = (α1(a), . . . , αn(a)) ∈ Rn je indukovaná mapa na vektorovém prostoru
TaM.

Př́ıklad 7.
Necht’ M je varieta. Definujme množinu TM jako disjunktńı sjednoceńı TM = ∪a∈ MTaM

tečných prostor̊u v jednotlivých bodech variety M.
Definujte pomoćı atlasu na M (standardńı) atlas na TM a ukažte, že tento atlas definuje

strukturu variety na TM. Tato varieta se nazývá tečný f́ıbrovaný prostor k varietě M.

Řešeńı.
Je-li (U,ϕ) je mapa na varietě M, definujeme množinu U ′ := ∪a∈UTaM ⊂ TM a zobrazeńı

ϕ′ : U ′ → U × Rn ⊂ R2n předpisem

ϕ′(v) = (ϕ(a), α(v)),

kde α(v) ∈ Rn je definováno pomoćı vztahu v =
∑n
i=1 αi(v) ∂

∂xi
|a.

Atlas (Uα, ϕα)α∈A pro varietu M tedy indukuje atlas (U ′α, ϕ
′
α)α∈A. Přechodové zobrazeńı

ψ′βα = ϕ′β ◦ (ϕ′α)−1 má tvar

ψ′βα(ϕ(a), α) = (ϕ′(a), α′)

kde

ϕ′(a) = ψβα(ϕ(a)); α′k =

n∑
i=1

αi
∂x′k
∂xi

(ϕ(a)),

a je to tedy hladké zobrazeńı.
Připomeňme, že topologie pro součin dvou variet má bazi tvořenou součiny otevřených podmnožin

v obou faktorech. Spočetnou bazi otevřených množin pro topologii na M vynásob́ıme v druhém
faktoru spočetnou baśı otevřených množin pro Rn a dostaneme spočetnou bazi otevřených množin
pro topologii na TM.

Jsou-li (a, v) a (b, w) dva r̊uzné body v TM, pak bud’ a = b a v 6= w (v tom př́ıpadě odděĺıme
v a w disjunktńımi okoĺımi v Rn), nebo a 6= b (a pak odděĺıme body a a b okoĺımi v M).
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9. přednáška.

6.4 Antisymetrické tenzory, vněǰśı algebra

Tenzory jsou multilineárńı formy, tj. multilineárńı zobrazeńı s hodnotami v tělese reálných č́ısel.
Velmi často se použ́ıvaj́ı speciálńı podprostory tenzorové algebry těch multilineárńıch zobrazeńı,
které se chovaj́ı předepsaným zp̊usobem při záměně pořad́ı komponent prvk̊u ve V ∗ × . . . × V ∗.
Pro nás budou nejd̊uležitěǰśı tzv. antisymetrická multilineárńı zobrazeńı, o symetrických multi-
lineárńıch zobrazeńıch si řekneme později jen základńı informace.

Antisymetrické tenzory jsou multilineárńı formy T , jejichž hodnota změńı znaménko, pokud
zaměńıme libovolnou dvojici jejich argument̊u:

T (v1, . . . , vi, . . . , vj , . . . , vk) = −T (v1, . . . , vj , . . . , vi, . . . , vk)

kde i, j jsou libovolné. Vzhledem k tomu, že grupa všech permutaćı je generovaná transpozicemi,
je tato podmı́nka ekvivalentńı s podmı́nkou formulovanou v následuj́ıćı definici.

Definice 6.12 Označme symbolem Sk grupu všech permutaćı množiny {1, . . . , k}. Necht’ V je
vektorový prostor a V ∗ jeho duál. Je-li ω ∈ T k(V ) = ⊗k(V ∗) = V ∗ ⊗ . . .⊗ V ∗︸ ︷︷ ︸

k

a π ∈ Sk, pak

definujeme nový tenzor ωπ ∈ T k(V ) předpisem

ωπ(v1, . . . , vk) = ω(vπ(1), . . . , vπ(k)).

Řekneme, že ω ∈ T k(V ) je antisymetrické multilineárńı zobrazeńı, pokud ωπ = sgnπ · ω
pro všechny permutace π ∈ Sk.

Je-li k ≥ 1, pak vektorový prostor všech antisymetrických multilineárńıch zobrazeńı stupně k
označ́ıme Λk(V ∗) a nazveme k-tá vněǰśı mocnina vektorového prostoru V ∗.

Definujeme také Λ0(V ∗) = R.

Poznámka. Jako pro každé multilineárńı zobrazeńı, i pro prvek α ∈ Λk(V ∗) plat́ı, že je jedno-
značně určen svými hodnotami na k-tićıch

e(B) = (eb1 , . . . , ebk); 1 ≤ bi ≤ n.

Z antisymetrie prvk̊u ω ∈ Λk(V ) plyne, že pokud se v množině B některý index opakuje, je
ω(e(B)) = 0 a přehod́ıme-li pořad́ı prvk̊u v k-tici, vynásob́ı se hodnota č́ıslem ±1 podle znaménka
př́ıslušné permutace. Zobrazeńı ω je tedy jednoznačně určeno svými hodnotami na k-tićıch tvaru

eJ = (ej1 , . . . , ejk), J = (j1, . . . , jk) ⊂ {1, . . . , n}; j1 < . . . < jk.

které mohou být zvoleny libovolně.
V sekci o antisymetrických tenzorech budeme každou podmnožinu I ⊂ {1, . . . , n} uvažovat

uspořádanou podle velikosti, tj. pokud I = (i1, . . . , ik), pak i1 < . . . < ik. Symbolem |I| budeme
označovat počet prvk̊u množiny I.

Výše uvedená poznámka se dá formálně shrnout do následuj́ıćıho tvrzeńı.

Lemma 6.13 Necht’ 1 ≤ k ≤ n, necht’ {ei}ni=1 je baze V a {εi}ni=1 duálńı baze V ∗.
(1) Jsou-li α, β ∈ Λk(V ∗) a

α(eJ) = β(eJ), J ⊂ {1, . . . , n}, |J | = k;

pak α = β.
(2) Necht’ I ⊂ {1, . . . , k}; ||I| = k. Pak existuje jediný tenzor εI ∈ Λk(V ∗) pro který

εI(eJ) = 0, pokud I 6= J ; εI(eJ) = 1, pokud I = J.

Nav́ıc systém {εI}I⊂{1,...,n};|I|=k je baze Λk(V ∗), tedy

dim Λk(V ∗) =

(
n

k

)
.
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Důkaz tohoto jednoduchého tvrzeńı přenecháme čtenáři.

Definice 6.14 Př́ımý součet

Λ∗(V ∗) = ⊕nk=0Λk(V ∗) ⊂ T (V ∗)

nazveme vněǰśı algebrou vektorového prostoru V. Násobeńı ve vněǰśı algebře je definováno takto:
je-li α ∈ Λk(V ∗), β ∈ Λ`(V ∗), pak α ∧ β ∈ Λk+`(V ∗) je definováno předpisem

[α ∧ β](v1, . . . , vk+`) :=
1

k!`!

∑
π∈Sk+`

sgnπ · α(vπ(1), . . . , vπ(k))β(vπ(k+1), . . . , vπ(k+l)).

6.5 Symetrická algebra

Definice 6.15 Řekneme, že T ∈ T k(V ∗) je symetrické multilineárńı zobrazeńı, pokud plat́ı

T (e(π(B))) = T (e(B))

pro všechna e(B) = (eb1 , . . . , ebk) ∈ V × . . . × V a všechny permutace π ∈ Sk. Vektorový pro-
stor všech symetrických k-multilineárńıch zobrazeńı označ́ıme Symk(V ∗) (někdy se znač́ı �k(V ∗))
a nazveme k-tá symetrická mocnina vektorového prostoru V ∗. Direktńı součet Sym∗(V ) =
⊕∞k=0 Symk(V ) ⊂ T (V ) nazveme symetrickou algebrou vektorového prostoru V. Násobeńı v

symetrické algebře je definováno takto: je-li α ∈ Symk(V ), β ∈ Sym`(V ), pak

[α� β](v1, . . . , vk+`) :=
1

k!`!

∑
π∈Sk+`

α(vπ(1), . . . , vπ(k))β(vπ(k+1), . . . , vπ(k+`)).

Násobeńı nehomogenńıch element̊u je definováno pomoćı distributivńıho zákona.

Symetrický tenzor T ∈ Symk V je jednoznačně určen svými hodnotami na k-tićıch tvaru

e(B);B = (b1, . . . , bk); 1 ≤ b1 ≤ . . . ≤ bk ≤ n,

a tyto hodnoty mohou být libovolné. Odtud podobně jako pro vněǰśı algebru plyne, že báźı Symk V
jsou prvky tvaru

εA;A = (a1, . . . , ak); 1 ≤ a1 ≤ . . . ≤ ak ≤ n,

které jsou definované vztahem

εA(e(B)) = δAB , B = (b1, . . . , bk); 1 ≤ b1 ≤ . . . ≤ bk ≤ n. (6.6)

Je-li tedy V n-dimenzionálńı prostor, má Symk V dimenzi
(
n+k−1

k

)
(spoč́ıtejte sami!).
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Kapitola 7

Tenzorová pole.

Tenzorová algebra vektorového prostoru je jeden ze základńıch pojmů v multilineárńı algebře.
Připomeňme si, že je-li V vektorový prostor a V ∗ jeho duál, pak prvky prostoru

T k` (V ) = T k(V )⊗ T`(V ) = [V ∗ ⊗ . . .⊗ V ∗︸ ︷︷ ︸
k

]⊗ [V ⊗ . . .⊗ V︸ ︷︷ ︸
`

]

(celkem k činitel̊u typu V ∗ a ` činitel̊u typu V ) se nazývaj́ı tenzory typu
(
k
`

)
nebo k-krát

kovariantńı a `-krát kontravariantńı tenzory.
Podobně jako vektorové pole X na varietě M bylo definováno jako zobrazeńı, které každému

bodu a ∈ M přǐrad́ı prvek X(a) ∈ TaM, je zřejmě možné definovat tenzorové pole na varietě
takto:

Definice 7.1 Necht’ M je varieta s krajem, pak tenzorové pole T typu
(
k
`

)
, neboli tenzorové pole

k-krát kovariantńı a `-krát kontravariantńı, je zobrazeńı, které každému a ∈M přiřad́ı tenzor

T (a) ∈ [T ∗aM ⊗ . . .⊗ T ∗aM︸ ︷︷ ︸
k

]⊗ [TaM ⊗ . . .⊗ TaM︸ ︷︷ ︸
`

.

Řekneme, že tenzorové pole T typu
(
k
`

)
je hladké, pokud pro každou mapu (U,ϕ) jsou koefici-

enty T j1...j`i1...ik
v rozkladu

T =
∑

i1,...,ik,j1,...,j`

T j1...j`i1...ik
dxi1 ⊗ . . .⊗ dxik

∂

∂xj1
⊗ . . .⊗ ∂

∂xj`

hladké funkce na U. Prostor všech (hladkých) tenzorových poĺı typu
(
k
`

)
na M označ́ıme symbolem

T k` (M).
Je-li T tenzorové pole, pak uzávěr množiny {m ∈ M ;T (m) 6= 0} označ́ıme suppT a nazveme

nosič tenzorového pole T .
Řekneme, že hladké tenzorové pole T typu

(
k
0

)
je (hladká) diferenciálńı forma stupně

k, pokud pro všechny a ∈ M je T (a) ∈ Λk(T ∗aM). Jinak řečeno, tenzorové pole T typu
(
k
0

)
je

diferenciálńı forma stupně k, pokud pro každou permutaci π ∈ Sk plat́ı

T (a)(vπ(1), . . . , vπ(k)) = sgnπ · T (a)(v1, . . . , vk); v1, . . . , vk ∈ TaM.

Prostor všech (hladkých) diferenciálńıch forem stupně k na M označ́ıme symbolem Ek(M) a
prostor všech diferenciálńıch forem označ́ıme symbolem E∗(M), tj.

E∗(M) =

n⊕
k=0

Ek(M).
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Necht’ T je hladké tenzorové pole typu
(
2
0

)
na M. Předpokládejme dále, že pro každé a ∈

M je bilineárńı forma T (a) na TaM symetrická a nedegenerovaná. Pak se T nazývá pseudo-
Riemannova metrika na M. Je-li T (a) nav́ıc pozitivně definitńı pro každé a ∈ M, pak se
nazývá Riemannova metrika na M. V tomto př́ıpadě je tedy T (a) skalárńı součin na TaM.

Poznámka 7.2 (i) V daľśım budeme uvažovat jen hladká tenzorová pole a budeme je nazývat
tenzorová pole. Totéž plat́ı pro diferenciálńı formy.

(ii) Vektorové pole na M je speciálńı př́ıpad tenzorového pole typu
(
0
1

)
. Podobně, diferenciálńı forma

stupně 1 je tenzorové pole typu
(
1
0

)
. Ačkoliv jsou tenzorová pole obecného typu běžně použ́ıvaná

v matematice a zejména v matematické fyzice, budeme se v této přednášce zaj́ımat jen o tenzorová
pole typu

(
k
0

)
, tj. jen o kovariantńı tenzorová pole.

Daľśı základńı př́ıklad tenzorového pole typu
(
2
0

)
je (pseudo-)Riemannova metrika, defino-

vaná nahoře. Poznamenejme ještě, že standardńı klasifikace nedegenerovaných bilineárńıch kvad-
ratických forem ř́ıká, že každá taková bilineárńı forma je dána ve vhodné bázi diagonálńı matićı,
která má na diagonále p-krát +1 a q-krát −1; p+q = n. Dvojici č́ısel (p, q) se ř́ıká signatura formy
a pokud má pseudo-Riemannova metrika T stejnou signaturu (p, q) ve všech bodech M, pak tuto
dvojici nazýváme signatura př́ıslušné metriky.

Nejd̊uležitěǰśım př́ıkladem (z hlediska fyziky) je pseudo-Riemannova metrika signatury (1, 3),
resp. (3, 1) na čtyřdimenzionálńı varietě M, které se pak ř́ıká prostoročas; od dob Einsteina tento
pojem hraje ústředńı roli při modelováńı gravitace ve fyzice.

(iii) Dı́ky tomu, co jǐz v́ıme o vněǰśı algebře vektorového prostoru je zřejmé že Ek(M) = {0} pro k >
n a E∗(M) = ⊕nk=0Ek(M) je algebra nad tělesem reálných č́ısel. Vlastnosti násobeńı jsou identické
s vlastnostmi násobeńı ve vněǰśı algebře, tj. násobeńı je asociativńı, neńı komutativńı obecně, ale
je pro homogenńı formy (tj. formy daných stupň̊u) bud’ komutativńı nebo antikomutativńı.

Prostor C∞(M) = E0(M) (hladkých) funkćı na M je pak komutativńı podalgebra E∗(M). Nav́ıc,
celá algebra E∗(M) m̊uže být chápána jako modul nad algebrou E0(M). Tento zp̊usob popisu má
velké výhody. Připomeňme si, že vektorová pole na M lze charakterizovat jako lineárńı zobrazeńı
z E0(M) do E0(M), která maj́ı Leibnizovu vlastnost. Podobně, diferenciálńı formy stupně k na M
je možné definovat jako multilineárńı zobrazeńı ω z kartézského součinu X (M) × . . . × X (M) (k
činitel̊u) do E0(M), které maj́ı vlastnost

ω(Xπ(1), , . . . , Xπ(k)) = sgnπ · ω(X1, . . . , Xk); X1 . . . , Xk ∈ X (M).

Tento zp̊usob charakterizace forem se v diferenciálńı geometrii často použ́ıvá.

(iv) Jako vždy při poč́ıtáńı s vněǰśı algebrou budeme symbolem I ⊂ {1, . . . , n} označovat množinu
č́ısel {i1, . . . , ik} uspořádanou podle velikosti. Symbol dxI bude pak značit součin dxi1 ∧ . . .∧ dxik .

Je-li (U,ϕ) mapa na M a ω ∈ Ek(M), pak lze rozložit formu ω na U do báze dxI , |I| = k, kde
dxI ∈ Ek(U). Tyto formy tvoř́ı bázi prostoru Ek(U), chápaného jako modul nad E0(U); tj. existuj́ı
jednoznačně určené funkce ωI ∈ E0(U) takové, že

ω =
∑
|I|=k

ωIdxI .

Cvičeńı k 9. přednášce.

Př́ıklad 1.
Rozmyslete si, že vněǰśı součin je asociativńı.

Řešeńı. Podstatným krokem k d̊ukazu asociativity vněǰśıho násobeńı je upravit a zjednodušit
definici vněǰśıho násobeńı. To je popsáno v následuj́ıćım tvrzeńı.
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Tvrzeńı. Je-li α ∈ Λk(V ∗), β ∈ Λ`(V ∗), pak

[α ∧ β](v1, . . . , vk+l) :=
∑

|I|=k,|J|=`,I∪J={1,...,k+`}

sgn

(
I, J

I ∪ J

)
α(vI)β(vJ),

kde množiny I, J jsou rostoućı množiny index̊u, sgn
(
I,J
I∪J
)

je znaménko permutace, která převád́ı
množinu {i1, . . . , ik, j1, . . . , j`} na množinu I∪J uspořádanou podle velikosti, a α(vI) = α(vi1 , . . . , vik)
a stejně pro β(vJ).

Důkaz.
Zobrazeńı α, β jsou antisymetrická, takže můžeme v součtu, který definuje vněǰśı násobeńı

sloučit sč́ıtance, které se lǐśı jen permutaćı prvk̊u uvnitř α či β. Po použit́ı takovéto permutace
sice změńı př́ıslušná hodnota znaménko, ale to se kompnzuje po násobeńı znaménkem odpov́ıdaj́ıćı
permutace. Takže k!, resp. `! sč́ıtanc̊u má stejnou hodnotu a je možné zkrátit faktoriály ve jme-
novateli. Označ́ıme-li S̃k+l množinu permutaćı π, pro které plat́ı

π(1) < . . . < π(k);π(k + 1) < . . . < π(k + l),

pak

[α ∧ β](v1, . . . , vk+l) =
∑

π∈S̃k+l

sgnπ · α(vπ(1), . . . , vπ(k))β(vπ(k+1), . . . , vπ(k+l)).

Pokud označ́ıme I = {π(1), . . . , π(k)}, resp. J = {π(k+1), . . . , π(k+l)}, plat́ı sgnπ = sgn
(
I,J
I∪J
)

a dostaneme

[α ∧ β](v1, . . . , vk+l) =
∑
I,J

sgn

(
I, J

I ∪ J

)
α(vI)β(vJ),

kde vI = (vi1 , . . . , vik) a kde se sč́ıtá přes všechny rozklady I ∪ J = {1, . . . , k + l}, |I| = k, |J | = l
a I, J jsou uspořádané podle velikosti.

�
Jako d̊usledek tvrzeńı, které jsme právě dokázali dostaneme následuj́ıćı rovnost. Předpokládejme,

že α ∈ Λi(V ∗), β ∈ Λj(V ∗), γ ∈ Λk(V ∗). Pak

[(α ∧ β) ∧ γ](v1, . . . , vk+l+m) =
∑
I,J,K

sgn

(
I, J

I ∪ J,K

)
sgn

(
I ∪ J,K
I ∪ J ∪K

)
α(vI)β(vJ)γ(vK)

a pomoćı vztah̊u

sgn

(
I, J

I ∪ J

)
= sgn

(
I, J,K

I ∪ J,K

)
; sgn

(
I, J,K

I ∪ J,K

)
sgn

(
I ∪ J,K
I ∪ J ∪K

)
= sgn

(
I, J,K

I ∪ J ∪K

)
,

dostaneme

[(α ∧ β) ∧ γ](v1, . . . , vi+j+k) =
∑
I,J,K

sgn

(
I, J,K

I ∪ J ∪K

)
α(vI)β(vJ)γ(vK) (7.1)

kde se sč́ıtá přes všechny rostoućı posloupnosti I, J,K index̊u, pro které plat́ı

|I| = i, |J | = j, |K| = k, I ∪ J ∪K = {1, . . . , i+ j + k},

Stejný výraz dostaneme analogickým postupem i pro α∧(β∧γ), z čehož plyne asociativita násobeńı.

Př́ıklad 2.
Necht’ M je varieta a a ∈ M. Ukažte, že pro každý vektor v ∈ TaM existuje hladké vektorové

pole X ∈ X (M), pro které plat́ı X(a) = v.

Řešeńı. Necht’ (U,ϕ) je mapa na M a a ∈ U. Pak existuj́ı č́ısla v1, . . . , vn taková, že v =∑n
i=1 v

i ∂
∂xi |a. Pro každé i = 1, . . . , n existuje funkce f i ∈ C∞(M) s nosičem v U, pro kterou

f i(a) = vi. Vektorové pole X =
∑n
i=1 f

i ∂
∂xi ∈ X (U) má nosič v U a po rozš́ı̌reńı nulou na celé M

je hladké na M a X(a) = v.
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Př́ıklad 3.
Ukažte, že k-krát kovariantńı tenzorové pole T je hladké právě když pro každou k-tici hladkých

vektorových poĺı X1, . . . , Xk ∈ X (M) je funkce T (X1, . . . , Xk) hladká na M.

Řešeńı.
(i) Předpokládejme nejprve, že T je hladké a Xi ∈ X (M), i = 1, . . . , k. Zvolme bod a ∈M a mapu
(U,ϕ), a ∈ U. Podle předpokladu existuj́ı hladké funkce Ti1...ik na U, pro která

T =

n∑
i1,...,ik=1

Ti1...ikdx
i1 ⊗ . . .⊗ dxik

na množině U. Vektorová pole Xi jsou hladká, tedy

X` =

n∑
i`=1

Xi`
`

∂

∂xi`
, Xi`

` ∈ C
∞(U); ` = 1, . . . , k.

Pak T (X1, . . . , Xk)|U =
∑n
i1,...,ik=1 Ti1...ikX

i1
1 . . . Xik

k je hladká funkce na U.

(ii) Naopak, předpokládejme, že je funkce T (X1, . . . , Xk) hladká pro libovolná hladká vektorová
pole Xi, i = 1, . . . , k, Zvolme mapu (U,ϕ) na M. Pak v́ıme, že je možné na množině U vyjádřit
tenzorové pole T |U ve tvaru

T |U =

n∑
i1,...,ik=1

Ti1...ikdx
i1 ⊗ . . .⊗ dxik

na množině U. Chceme ukázat, že koeficienty Ti1...ik jsou hladké funkce na množině U. Ale
Ti1...ik(a) = T (a)( ∂

∂xi1
|a, . . . , ∂

∂xik
|a). Existuj́ı vektorová pole Xi, i = 1, . . . , k pro která Xi(a) =

∂
∂xi |a, tedy

Ti1...ik(a) = T (X1, . . . , Xk)(a)

je hladká funkce na U.

Př́ıklad 4.
Vypoč́ıtejte, jak vypadá Eukleidovská metrika v polárńıch souřadnićıch.

Řešeńı. Budeme použ́ıvat zkrácené označeńı dx� dx = dx2 a stejně pro ostatńı souřadnice.
Pokud dosad́ıme vztah (x, y) = (r cos θ, r sin θ) pro polárńı souřadnice do definice Eukleidovské

metriky dostaneme

dx2 + dy2 = (cos θdr − r sin θdθ))2 + (sin θdr + r cos θdθ))2 = dr2 + r2dθ2.

10. přednáška.

7.1 Vlastnosti vněǰśıho součinu.

Pro pochopeńı vlastnost́ı vněǰśıho součinu je podstatné následuj́ıćı lemma, které představuje ekvi-
valentńı formulaci vněǰśıho součinu. Tuto ekvivalentńı definici jsme rozebrali podrobně ve cvičeńı
k 9. přednášce.

Lemma 7.3 Je-li α ∈ Λk(V ∗), β ∈ Λ`(V ∗), pak

[α ∧ β](v1, . . . , vk+l) :=
∑

|I|=k,|J|=`,I∪J={1,...,k+`}

sgn

(
I, J

I ∪ J

)
α(vI)β(vJ),

kde množiny I, J jsou rostoućı množiny index̊u a sgn
(
I,J
I∪J
)

je znaménko permutace, která převád́ı
množinu {i1, . . . , ik, j1, . . . , j`} na množinu I ∪ J uspořádanou podle velikosti.
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Důkaz tohoto lemmatu byl diskutován na 9. cvičeńı, Př́ıklad 1.
Jako d̊usledky tohoto lemmatu dostaneme následuj́ıćı základńı vlastnosti vněǰśıho násobeńı.

Předpokládejme, že
α, β, γ ∈ Λ∗(V ∗), a, b ∈ Λ0(V ∗) ' R.

Věta 7.4 (i) Asociativita:

α, β, γ ∈ Λ∗(V ∗) =⇒ α ∧ (β ∧ γ) = (α ∧ β) ∧ γ; a, b ∈ Λ0(V ∗) ' R

(ii) Bilinearita:

(aα+ bβ) ∧ γ = aα ∧ γ + bβ ∧ γ;

γ ∧ (aα+ bβ) = aγ ∧ α+ bγ ∧ β;

(iii) Antikomutativita:

α ∈ Λk(V ∗), β ∈ Λ`(V ∗) =⇒ α ∧ β = (−1)k`β ∧ α;

(iv) Pro α1, . . . , αk ∈ V ∗, v1, . . . , vk ∈ V plat́ı

[α1 ∧ . . . ∧ αk](v1, . . . , vk) = det(αi(vj))
k
i,j=1.

(v) Necht’ {e1, . . . , en} je libovolná báze V a {ε1, . . . , εn} je duálńı baze V ∗. Pro libovolnou
množinu

I = (i1, . . . , ik); 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n
plat́ı

εI = εi1 ∧ . . . ∧ εik . (7.2)

Nav́ıc

εI ∧ εJ :=

{
0, pokud I ∩ J 6= ∅,
sgn

(
I,J
I∪J
)
εI∪J pokud I ∩ J = ∅.

(7.3)

Důkaz.
(i) Necht’ α ∈ Λi(V ∗), β ∈ Λj(V ∗), γ ∈ Λk(V ∗). Zřejmě plat́ı

sgn

(
I, J

I ∪ J

)
sgn

(
I ∪ J,K
I, J,K

)
= sgn

(
I, J,K

I ∪ J,K

)
sgn

(
I ∪ J,K
I, J,K

)
= sgn

(
I, J,K

I ∪ J ∪K

)
.

Z Lemmatu 7.3 pak plyne, že

(α∧β)∧γ(v1, . . . , vi+j+k) =
∑

|I|=i,|J|=j,|K|=k,I∪J∪K={1,...,i+j+k}

sgn

(
I, J,K

I ∪ J ∪K

)
α(vI)β(vJ)γ(vK).

(7.4)
a tedy že je vněǰśı násobeńı asociativńı.
(ii) Bilinearita plyne ihned z definice vněǰśıho násobeńı.
(iii) Plyne ze vztah̊u

sgn

(
I, J

J, I

)
= (−1)k`; sgn

(
I, J

I ∪ J

)
= (−1)k` sgn

(
J, I

I ∪ J

)
a Lemmatu 7.3.
(iv) Tvrzeńı Lemmatu 7.3 pro k = 2 a relace 7.4 pro k = 3 se snadno indukćı rozš́ı̌ŕı na obdobnou
relaci pro součin k prvk̊u z Λ∗(V ∗) (formulujte si př́ıslušné tvrzeńı explicitně!) Tvrzeńı (iv) je pak
speciálńı př́ıpad, kde všechny činitelé jsou kovektory, tj. prvky z V ∗.
(v) Je-li ε1, . . . , εn duálńı báze V ∗, pak použit́ım bodu (iv) se pro množiny I, J ; |I| = |J | = k
uspořádané podle velikosti snadno zjist́ı, že

[εi1 ∧ . . . ∧ εik ](eJ) = δIJ ,

z čehož ihned plyne požadované tvrzeńı.
Vztah 7.3 plyne z definice prvk̊u εI a εJ a Lemmatu 7.3.

�
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7.2 Vněǰśı diferenciál

Vı́me již, jak je definován diferenciál funkce. Chtěli bychom ted’ rozš́ı̌rit definici vněǰśıho dife-
renciálu na př́ıpad forem libovolného stupně.

Věta 7.5 Necht’ M je varieta s krajem. Pak existuje právě jedno lineárńı zobrazeńı

d : Ek(M)→ Ek+1(M), k = 0, . . . , n− 1

s vlastnostmi:

(i) Pro f ∈ E0(M) je df diferenciál funkce f ;

(ii) d ◦ d = 0;

(iii) Je-li ω ∈ Ek(M), τ ∈ E l(M), pak

d(ω ∧ τ) = (dω) ∧ τ + (−1)kω ∧ (dτ).

Pro libovolnou (nehomogenńı) formu ω ∈ E∗(M);ω =
∑n
k=0 ωk;ωk ∈ Ek(M), je pak vněǰśı

diferenciál dω definován předpisem

dω =

n∑
k=0

dωk.

Důkaz.
1. Nejdř́ıve ukážeme, že pokud takovéto zobrazeńı d existuje, je určeno jednoznačně. Je-li totiž

(U,ϕ) libovolná mapa na M a je-li ω ∈ Ek(M), pak na U lze formu ω (jednoznačně) napsat ve
tvaru

ω =
∑
|A|=k

ωAdxA.

Předpokládejme, že d je lineárńı zobrazeńı, které má požadované tři vlastnosti. Pak se indukćı
podle |A| z vlastnosti (iii) ihned ukáže, že d(dxA) = 0. Z toho plyne, že

dω =
∑
|A|=k

dωA ∧ dxA. (7.5)

Pravá strana obsahuje jen diferenciály funkćı, které byly (jednoznačně) definovány v předchoźım
paragrafu. Tedy i hodnota formy dω na levé straně je t́ımto vztahem jednoznačně určena na U.
Totéž je možné udělat pro libovolnou mapu daného atlasu.

2. Pro vybranou mapu (U,ϕ) můžeme vztah (7.5) použ́ıt k lokálńı definici hledaného zobrazeńı
d. Takto definované zobrazeńı má požadované tři vlastnosti, to jsme dokázali v přednášce Geomet-
rie 2 v loňském roce. Dokázanou jednoznačnost lze pak použ́ıt k ověřeńı toho, že definice zobrazeńı
d nezáviśı na výběru mapy. Globálńı zobrazeńı d je pak definováno v každém bodě m ∈M pomoćı
libovolné mapy (U,ϕ) takové, že m ∈ U. �

Poznámka 7.6 Alternativńı formulace předchoźı věty by bylo konstatováńı, že existuje právě
jedno lineárńı zobrazeńı

d : E∗(M)→ E∗(M)

takové, že plat́ı vlastnosti (i) – (iii) spolu s vlastnost́ı

(iv) d(Ek(M)) ⊂ Ek+1(M); k = 0, . . . , n.
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7.3 Přenášeńı diferenciálńıch forem pomoćı zobrazeńı

Je-li F : M → N hladké zobrazeńı, pak pro každý bod m ∈M je F∗(m) tečné zobrazeńı TmM do
TF (m)N. Je-li nav́ıc T tenzorové pole typu

(
s
0

)
, s > 0, na varietě N, pak definujeme tenzorové pole

F ∗(T ) typu
(
s
0

)
na M předpisem

[F ∗(T )(m)](v1, . . . , vs) = [T (F (m))](F∗(m)(v1), . . . , F∗(m)(vs)); v1, . . . , vs ∈ TmM.

Je-li f funkce na N, tj. tenzorové pole typu
(
0
0

)
, pak definujeme

F ∗(f) = f ◦ F.

Z definic je zřejmé, že pokud je pole T diferenciálńı forma stupně k na N, pak F ∗(T ) je
diferenciálńı forma stupně k na M. Je tedy dobře definováno zobrazeńı F ∗ : Ek(N) → Ek(M)
nazývané obvykle přenášeńı diferenciálńıch forem.

Věta 7.7 Jsou-li F : M → N ;G : N → P hladká zobrazeńı a jsou-li ω, τ diferenciálńı formy na
P, pak:

(i) G∗(ω + τ) = G∗(ω) +G∗(τ);
(ii) G∗(ω ∧ τ) = G∗(ω) ∧G∗(τ);
(iii) (G ◦ F )∗(ω) = F ∗(G∗(ω));
(iv) d(G∗(ω)) = G∗(dω);
(v) Necht’ (U ′, ϕ′) je mapa na N a necht’ U ⊂ M taková, že F (U) ⊂ U ′. Necht’ x′ =

(x′1, . . . , x
′
m) jsou souřadnice na ϕ′(U ′) a necht’ ϕ′ = (ϕ′1, . . . , ϕ

′
m). Je-li ω ∈ Ek(N) taková, že

ω =
∑
|A|=k ωAdx

′
A ∈ Ek(U ′) na U ′, pak

F ∗(ω) =
∑
|A|=k

(ωA ◦ F )d(ϕ′ ◦ F )A

na U, kde
A = {i1, . . . , ik}; d(ϕ′ ◦ F )A = d(ϕ′i1 ◦ F ) ∧ . . . ∧ d(ϕ′ik ◦ F ).

Důkaz.
(i) Je ihned zřejmé z definice přeneseńı formy.
(ii) Dı́ky bodu (i) stač́ı toto tvrzeńı dokázat pro ω ∈ Ek(N), τ ∈ E l(N). Ale pro Xi ∈ X (M); i =

1, . . . , l + k plat́ı

[F ∗(ω ∧ τ)](X1, . . . , Xk+l) = [ω ∧ τ ](F∗(X1), . . . , F∗(Xk+l)) =

=
1

k!l!

∑
π∈Sk+l

sgnπ · ω(F∗(Xπ(1)), . . . , F∗(Xπ(k))) · τ(F∗(Xπ(k+1)), . . . , F∗(Xπ(k+l))) =

=
1

k!l!

∑
π∈Sk+l

sgnπ · F ∗(ω)(Xπ(1), . . . , Xπ(k)) · F ∗(τ)(Xπ(k+1), . . . , Xπ(k+l)) =

= [F ∗(ω) ∧ F ∗(τ)](X1, . . . , Xk+l).

(iii) Plyne ihned z definice a z toho, že pro tečná zobrazeńı plat́ı (G ◦ F )∗ = F∗ ◦G∗.
(iv) Nejprve si rozmysĺıme, že dokazované tvrzeńı plat́ı pro diferenciálńı formy stupně 0, tj. pro

ω = f ∈ E0(N). Pro v ∈ TmM dostaneme (z definice d, F∗ a F ∗)

F ∗(df)(v) = df(F∗(v)) = [F∗(v)](f) = v(f ◦ F ) = [d(f ◦ F )](v) =

= [d(F ∗(f))](v).

Jako speciálńı př́ıpad dostaneme

F ∗(dx′i) ≡ F ∗(dϕ′i) = d(ϕ′i ◦ F ).
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Z toho je zřejmé, že tvrzeńı (iv) plat́ı pro ω = dx′i (obě strany jsou rovny 0).
Předpokládejme dále, že ω = ωAdx

′
A ∈ Ek(U ′). Pak z vlastnost́ı zobrazeńı d plyne, že

d(F ∗(ω)) = d[(ωA ◦ F )d(ϕ′ ◦ F )A] = d(ωA ◦ F ) ∧ d(ϕ′ ◦ F )A =

= F ∗(dωA) ∧ F ∗(dx′A) = F ∗(dωA ∧ dx′A) = F ∗(dω).

Z bodu (i) pak snadno plyne dokazované tvrzeńı pro obecnou formu stupně k.
(v) Plyne ihned z již dokázaného tvrzeńı F ∗(dx′i) = d(ϕ′i ◦ F ).

�
Cvičeńı k 10. přednášce.

Př́ıklad 1. Necht’ T ∈ T 2(V ) je kovariantńı tenzor řádu 2. Ukažte, napǐste T jako součet symet-
rického a aantisymetrického tenzoru řádu 2.

Řešeńı.
T = S +A, kde
S(X,Y ] = 1

2 [T (X,Y ) + T (Y,X)]; A(X,Y ) = 1
2 [T (X,Y )− T (Y,X)].

Př́ıklad 2. Necht’ T ∈ T k(V ) je kovariantńı tenzor řádu k a π ∈ Sk je permutace množiny
{1, . . . , k}. Tenzor Tπ je definován předpisem

Tπ(X1, . . . , Xk) = T (Xπ(1), . . . Xπ(k)).

Ukažte, že pro operátor Alt : T k(V )→ T k(V ) definovaný předpisem

Alt(T ) =
1

k!

∑
π∈Sk

sgnπTπ

plat́ı:
(a) AltT ∈ Λk(V ∗) pro všechny T ∈ T k(V ).
(b) T ∈ T k(V ) je antisymetrický právě když AltT = T.

Řešeńı.
(a)

(AltT )σ = (
1

k!

∑
π∈Sk

sgnπTπ)σ = sgnσ(
1

k!

∑
π∈Sk

sgn(σ ◦ π)Tσ◦π = sgnσAltT

protože pro σ pevné je součet přes π ∈ Sk stejný jako součet přes σ ◦ π, π ∈ Sk.
(b) Je-li T antisymmetrický, pak pro každé π ∈ Sk plat́ı sgnπTπ = T, a tedy AltT = T. Naopak,
pokud AltT = T, pak je T antisymmetrický podle bodu (a).

Př́ıklad 3. Definujme nový součin ∧̄ na prostoru Λk(V ∗) (jednoduchým a přirozeným) předpisem

α∧̄β = Alt(α⊗ β).

Ukažte, jaké má tento součin vlastnosti a porovnejte ho se součinem ∧.

Řešeńı.
(1) Je-li α ∈ Λk(V ∗) a β ∈ Λ`(V ∗), pak podle definice plat́ı

[α∧̄β](v1, . . . , vk+`) =
1

(k + `)!

∑
π∈Sk+`

sgnπ · α(vπ(1), . . . , vπ(k))β(vπ(k+1), . . . , vπ(k+l)),

tedy α∧̄β = k!`!
(k+`)!α ∧ β.

(2) Pro součin (α∧̄β)∧̄γ; α ∈ Λk(V ∗), β ∈ Λ`(V ∗), γ ∈ Λm(V ∗) dostaneme stejně jako pro součin
∧ vztah

(α∧̄β)∧̄γ(v1, . . . , vk+`+m) =
k!`!

(k + `)!

(k + `)!m!

(k + `+m)!

∑
I,J,K

sgn

(
I, J,K

I ∪ J,K

)
α(vI)β(vJ)γ(vK),
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a protože k!`!
(k+`)!

(k+`)!m!
(k+`+m)! = k!`!m!

(k+`+m)! , je součin ∧̄ asociativńı.

(3) Součin ∧̄ je distributivńı a antikomutativńı ze stejných d̊uvod̊u jako součin ∧.
(4) Pokud α1, . . . , αk ∈ Λ1(V ∗), pak

[α1∧̄ . . . ∧̄αk](v1, . . . , vk) =
1!1!

2!

2!1!

3!

3!1!

4!
. . .

(k − 1)!1!

k!
[α1 ∧ . . . ∧ αk](v1, . . . , vk),

tedy

α1∧̄ . . . ∧̄αk =
1

k!
α1 ∧ . . . ∧ αk.

(5) Je-li {εi}ki=1 baze V ∗, pak podle bodu (1) plat́ı pro disjunktńı podmnožiny I, J ⊂ {1, . . . , k}, |I| =
k, |J | = `

εI ∧̄εJ =
k!`!

(k + `)!
εI∪J . (7.6)

Př́ıklad 4.
(a) Ukažte, že součin ∧ je jednoznačně určen t́ım, že je asociativńı, bilineárńı, antikomutativńı

a plat́ı podmı́nka

[α1 ∧ . . . ∧ αk](v1, . . . , vk) = det(αi(vj)); αi ∈ Λ1(V ∗). (7.7)

(b) Charakterizujte podobně součin ∧̄.

Řešeńı. (a) Asociativita vněǰśıho součinu umožňuje definovat prvky εi1 ∧ . . . ∧ εik ∈ Λk(V ∗) a
poč́ıtat s nimi pomoćı vlastnosti (7.7). Z této vlastnosti pak plyne (rozmyslete si!), že

εi1 ∧ . . . ∧ εik = εI , I = {i1, . . . , ik}, (7.8)

kde εI bylo definováno vztahem εI(e(J)) = δIJ . Antikomutativita vněǰśıho násobeńı umožňuje
vypoč́ıtat, že pro I ∩ J = ∅, I, J ⊂ {1, . . . , n} plat́ı

εI ∧ εJ = sgn

(
I, J

I ∪ J

)
εI∪J ; (7.9)

a pro I ∩ J 6= ∅, dostaneme εI ∧ εJ = 0. Protože prvky tvaru εI , |I| = k tvoř́ı bazi Λk(V ∗), je
vněǰśı součin jednoznačně definován pro každý prvek ω ∈ Λk(V ∗) pomoćı bilinearity.

(b) Součin ∧̄ je také charakterizován vlastnost́ı asociativity, bilinearity a antikomutativity, ale
vlastnost (7.7) je nahrazena vlastnost́ı

[α1∧̄ . . . ∧̄αk](v1, . . . , vk) =
1

k!
det(αi(vj)); αi ∈ Λ1(V ∗). (7.10)

Při od̊uvodněńı této charakterizace se změńı vztah (7.9) pro I a J disjunktńı na vztah

εI ∧̄εJ =
k!`!

(k + `)!
εI ∪ J, |I| = k, |J | = `,

Př́ıklad 5. Na varietě M = R2 definujeme vektorová pole X = x ∂
∂x + 2xy ∂

∂y , Y = y ∂
∂y a

diferenciálńı formu ω = (x2 + 2y)dx+ (x+ y2)dy. Ukažte, že plat́ı relace

dω(X,Y ) = X(ω(Y ))− Y (ω(X))− ω([X,Y ]).

Řešeńı. Postupně plat́ı

dω = (2x dx+ 2dy) ∧ dx+ (dx+ 2y dy) ∧ dy = −dx ∧ dy;

X(ω(Y )) = xy + 2x2y + 6xy3,

Y (ω(X)) = 2xy + 2x2y + 6xy3,

dω(X,Y ) = −(dx ∧ dy)(x
∂

∂x
+ 2xy

∂

∂y
, y

∂

∂y
) = −xy + 0.
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Př́ıklad 6. Necht’ M je varieta. Ukažte, že pro libovolnou formu ω ∈ E1(M) a vektorová pole
X,Y ∈ X (M) plat́ı

dω(X,Y ) = X(ω(Y ))− Y (ω(X))− ω([X,Y ]).

Řešeńı. Zvolme mapu (U,ϕ). Každou 1-formu je možné na Uvyjádřit jako součet 1-forem tvaru
ω = f dg, kde f, g jsou funkce z E1(M). Stač́ı tedy tvrzeńı dokázat pro jednu takovou formu
ω = f dg.

Pak má levá strana dokazované relace tvar

[d(f dg)](X,Y ) = [df ∧ dg](X,Y ) = df(X)dg(Y )− df(Y )dg(X) = X(f)Y (g)− Y (f)X(g)

a pravá strana je

X(f dg(Y ))− Y (f dg(X))− [f dg]([X,Y ]) =

= X(fY (g))− Y (fX(g))− f [X,Y ](g) =

= X(f)Y (g) + fX(Y (g))− Y (f)X(g)− fY (X(g))− f [X(Y (g))− Y (X(g))],

a po zkráceńı odpov́ıdaj́ıćıch člen̊u dostaneme dokazovanou rovnost.

11. přednáška

7.4 de Rhamova kohomologie

Definice 7.8 Necht’ M je varieta dimenze n a 0 ≤ k ≤ n. Řekneme, že diferenciálńı forma
ω ∈ Ek(M) je uzavřená, pokud plat́ı, že dω = 0. Množinu všech uzavřených diferenciálńıch
forem stupně k na M označ́ıme Zk(M).

Necht’ 1 ≤ k ≤ n. Řekneme, že diferenciálńı forma ω ∈ Ek(M) je exaktńı, pokud existuje
τ ∈ Ek−1(M) taková, že ω = dτ. Množinu všech exaktńıch diferenciálńıch forem stupně k na M
označ́ıme Bk(M).

Z vlastnost́ı de Rhamova diferenciálu d plyne, že Bk(M) ⊂ Zk(M). Definujeme tedy k-tou de
Rhamovu kohomologickou grupu Hk

dR(M) jako faktorprostor

Hk
dR(M) := Zk(M)/Bk(M).

Tradičně se tento faktorprostor nazývá kohomologická grupa, i když je Hk
dR(M) ve skutečnosti

(reálný) vektorový prostor.

Př́ıklad. Necht’ je ω ∈ E1(R2) definovaná předpisem

ω =
x dy − y dx
x2 + y2

.

Snadný výpočet ukazuje, že je ω uzavřená forma. Dá se ukázat, že neńı exaktńı, a tak jej́ı tř́ıda
kohomologie [ω] ∈ K1(M),M = R2 − {0} je netriviálńı. Pokud se ale omeźıme na otevřenou
podmnožinu {(r cos θ, r sin θ)|r > 0, θ ∈ (α, β), 0 ≤ α < β ≤ 2π} ⊂ M, pak plat́ı ω = dθ (v
polárńıch souřadnićıch (r, θ)).

Předpokládejme nyńı, že F : M → N je hladké zobrazeńı mezi dvěma varietami M,N. Pak
umı́me přenášet diferenciálńı formy z N na M pomoćı zobrazeńı F ∗ a toto zobrazeńı indukuje
zobrazeńı mezi odpov́ıdaj́ıćımi de Rhamovými kohomologickými grupami.

Definice 7.9 Necht’ F : M → N je hladké zobrazeńı mezi dvěma varietami. Pak zobrazeńı F ∗ :
Ek(N) → Ek(M) zobrazuje uzavřené formy na N na uzavřené formy na M a indukuje lineárńı
zobrazeńı F ∗ : Hk

dR(N)→ Hk
dR(M).
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Věta 7.10 Zobrazeńı F ∗ : Hk
dR(N)→ Hk

dR(M) má následuj́ıćı vlastnosti:
(1) Je-li G : N → P hladké zobrazeńı, pak (G ◦ F )∗ = F ∗ ◦G∗ : Hk

dR(P )→ Hk
dR(M).

(2) Je-li Id : M →M identita, pak také Id∗ je identita.
(3) Difeomorfńı variety maj́ı izomorfńı de Rhamovy kohomologické grupy.

Tyto tvrzeńı jsou snadnými d̊usledky definic, podrobnosti probereme na cvičeńı.

Kapitola 8

Integrace diferenciálńıch forem.

V této části budeme definovat integrál z diferenciálńı formy a oborem integrace bude orientovaná
varieta s krajem (který může být prázdný). Podmı́nkou bude, aby stupeň diferenciálńı formy byl
stejný jako dimenze variety. V tomto úvodńım kurzu budeme integrál definvat pro př́ıpad, že
př́ıslušná diferenciálńı forma bude mı́t kompaktńı nosič. Věštšina monografíı a učebnic o analýze
na varietách se omezuje na tento př́ıpad. Definice je snadná pro př́ıpad, že nosič integrované
diferenciálńı formy je část́ı definičńıho oboru nějaké mapy. V obecněǰśım př́ıpadě je pro definici
integrálu kĺıčové použ́ıt tak zvaný rozklad jednotky na varietě, který umožňuje převést definici
integrálu na předchoźı jednoduchý př́ıpad. Pro d̊ukaz existence rozkladu jednotky na varietě bude
podstatné, aby varieta měla spočetnou bazi otevřených množin. To je d̊uvod, proč se v definici
variety existence spočetné baze otevřených podmnožin předpokládá.

8.1 Parakompaktnost.

Definice 8.1 Systém pomnožin {Yα|α ∈ A} topologického prostoru X nazveme lokálně konečný,
pokud pro každý bod x ∈ X existuje otevřená množina U, x ∈ U, která má neprázdný pr̊unik s
nejvýše konečně mnoha množinami daného systému.

Otevřené pokryt́ı U topologického prostoru X nazveme zjemněńı otevřeného pokryt́ı V pro-
storu X, pokud každá množina V ∈ V lež́ı v nějaké množině U ∈ U .

Topologický prostor X se nazývá parakompaktńı, pokud každé otevřené pokryt́ı X má lokálně
konečné zjemněńı.

Lemma 8.2 Předpokládejme, že má topologický prostor X spočetnou bazi otevřených množin.
Potom má každé otevřené pokryt́ı X spočetné podpokryt́ı.

Důkaz.
Necht’ B je spočetná baze otevřených množin v X a U je otevřené pokryt́ı X. Označme

B′ = {B ∈ B|∃U ∈ U , B ⊂ U}.

Pro každou množinu B ∈ B′ zvolme množinu UB ∈ U obsahuj́ıćı B. Systém {UB |B ∈ B′} je
spočetný, stač́ı tedy ukázat, že je to pokryt́ı X.

Pro každý bod x ∈ X existuje množina V ∈ U , která obsahuje bod x. Protože je B baze
topologie X, existuje B0 ∈ B, pro kterou plat́ı x ∈ B0 ∈ V. Pak ale B0 ∈ B′, x ∈ B0 ⊂ UB0 .

�
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Lemma 8.3 Necht’ M je varieta s krajem, pak pro každý bod a ∈M existuje otevřená množina U
s kompaktńım uzávěrem U, která obsahuje bod a.

Důkaz.
Pro každý bod a variety M existuje mapa (U,ϕ) a otevřená množina Ua ⊂ U, pro kterou je

uzávěr Ua kompaktńı. Stač́ı vźıt Ua = ϕ−1(K(ϕ(a), r)) pro r dost malé.
�

Lemma 8.4 Necht’ M je varieta s krajem. pak existuje posloupnost kompaktńıch podmnožin

K1 ⊂ K2 ⊂ . . . ⊂ Ki ⊂ . . . ; ∪∞i=1Ki = M, (8.1)

Důkaz.
Podle Lemmatu 8.2 a Lemmatu 8.3 existuje spočetná baze {Ui}∞i=1 prostoru X, pro kterou jsou

všechny uzávěry Ui kompaktńı.
Nyńı definujeme rostoućı posloupnost {Ki}∞i=1 kompaktńıch množin předpisem

Ki = ∪ij=1Uj .

�

Lemma 8.5 Necht’ M je varieta s krajem. pak existuje posloupnost kompaktńıch podmnožin

K1 ⊂ K2 ⊂ . . . ⊂ Ki ⊂ . . . ; ∪∞i=1Ki = M, (8.2)

pro které nav́ıc plat́ı Ki ⊂ IntKi+1, i = 1, 2, . . . .

Důkaz.
Označme {K ′i}∞i=1 rostoućı posloupnost kompaktńıch množin, která pokrývá celou varietu M.

Množina K ′1 je kompaktńı a lze ji tedy pokrýt konečným počtem otevřených množin, z nichž
každá má kompaktńı uzávěr. Množinu K1 pak definujeme jako sjednoceńı uzávěr̊u těchto množin.
Množina K1 je kompaktńı a K1 ⊂ IntK ′1.

Dál postupujeme indukćı. Předpokládejme, že jsme již definovali kompaktńı množiny K1, . . .Kj

s vlastnost́ı, že pro všechny i = 1, . . . , j − 1 plat́ı (K ′i+1 ∪Ki) ⊂ Int(Ki+1). Množina Kj ∪K ′j+1

je kompaktńı, lze ji tedy pokrýt konečným počtem otevřených množin s kompaktńımi uzávěry.
Pak definujeme Kj+1 jako sjednoceńı uzávěr̊u těchto množin. Množina Kj+1 je kompaktńı a plat́ı
Kj ∪K ′j+1 ⊂ IntKj+1.

�

Věta 8.6 Necht’ M je varieta s krajem. Pro každé otevřené pokryt́ı U = {Uα|α ∈ A} existuje
zjemněńı V = {Vβ}, které je

(i) nejvýše spočetné
(ii) lokálně konečné
(iii) množiny v pokryt́ı V maj́ı kompaktńı uzávěry.
Specielně, M je parakompaktńı.

Důkaz.
Necht’ {Ki}∞i=1 je pokryt́ı M sestrojené v Lemmatu 8.5. Položme nav́ıc K0 = K−1 = ∅.
Pro každé i = 0, 1, 2, . . . je systém [IntKi+2−Ki−1]∩Uα otevřené pokryt́ı kompaktńı množiny

IntKi+1 −Ki, ze kterého můžeme vybrat konečné podpokryt́ı {Vi,1, . . . , Vi,pi} Systém V = {Vi,j}
všech takto sestrojených množin tvoř́ı otevřené pokryt́ı prostoru M, které je spočetné a je to
zjemněńı pokryt́ı U . Ukážeme nakonec, že je to lokálně konečné pokryt́ı M. Necht’ a ∈ M, pak
existuje j, pro které x ∈ Kj . Množina IntKj+1 je otevřené okoĺı bodu x a prot́ıná jen konečný
počet množin z pokryt́ı V. A protože každé Vi,j ∈ V lež́ı v některé kompaktńı množině K`, je
uzávěr Vi,j kompaktńı.

�
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8.2 Rozklad jednotky na varietě.

Definice 8.7 Necht’ U = {Uα|α ∈ A} je otevřené pokryt́ı variety M. Řekneme, že soubor funkćı

{fα ∈ C∞(M)|α ∈ A}

je rozklad jednotky podř́ızený pokryt́ı U , pokud plat́ı:
(i) 0 ≤ fα(a) ≤ 1, a ∈M, α ∈ A;
(ii) supp fα ⊂ Uα, α ∈ A;
(iii) Systém množin {supp fα|α ∈ A} je lokálně konečný;
(iv)

∑
α∈A fα(a) = 1, a ∈M.

Věta 8.8 Pokud je U = (Uα, ϕα)α∈A otevřené pokryt́ı variety M , pak existuje na M rozklad
jednotky podř́ızený pokryt́ı U .

Důkaz.
Větu dokážeme jen pro M kompaktńı. Důkaz pro obecný př́ıpad je technicky náročný a

nepřináš́ı nové myšlenky, je možné ho naj́ıt v Appendixu.
Necht’ (Vβ , ϕβ)β∈B je atlas na M. Pro každý bod a ∈ M zvoĺıme otevřenou množinu Va, pro

kterou plat́ı:
(i) a ∈ Va,
(ii) existuje α ∈ A, Va ⊂ Uα,
(iii) existuje β ∈ B, Va ⊂ Vβ .

Pro každý bod a ∈ M zvoĺıme hladkou funkćı f, pro kterou f(a) > 0, 0 ≤ f(b) ≤ 1, b ∈ M, a
supp f je kompaktńı podmnožina Va a definujeme otevřené množiny Wa = {m ∈M |f(m) > 0}.

Systém {Wa|a ∈M} je otevřené pokryt́ı M, takže existuje konečné podpokryt́ı, které označ́ıme
W1, . . . ,Wk.

Pokud označ́ıme odpov́ıdaj́ıćı funkce g1, . . . , gk, pak definujeme soubor hladkých funkćı

hi =
gi∑k
j=1 gj

; i = 1, . . . , k,

na M , pro které plat́ı h1+. . .+hk = 1. Podle konstrukce množin Wi v́ıme, že pro každé i = 1, . . . , k
existuje αi ∈ A, pro které Wi ⊂ Uαi .

Nyńı definujeme funkce fα =
∑
i;αi=α

hi. Pokud neexistuje index i, pro který αi = α, chápeme
odpov́ıdaj́ıćı funkci jako funkci identicky rovnou nule. Tedy v systému funkćı {fα, α ∈ A} je jen
konečně mnoho netriviálńıch funkćı. Tento systém splňuje požadavky věty. �

Kapitola 9

Integrace forem

Pot́ıž při definici integrálu z diferenciálńı formy přes varietu tkv́ı v tom, že do formy je potřeba
dosadit jako proměnné souřadnice, ty jsou však pouze lokálńı – definované vždy jen v určité mapě.
Tento problém se obcháźı pomoćı tzv. rozkladu jednotky – forma se vynásob́ı konstantńı funkćı
rovnou jedné, která je však napsána ve formě součtu hladkých funkćı, z nichž každá má nosič v
některé mapě.
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9.1 Integrace diferenciálńıch forem na varietě.

Definice 9.1 Necht’ M je orientovaná varieta dimenze n s krajem. Necht’ ω ∈ En(M) má kom-
paktńı nosič.
(i) Necht’ U ⊂ Rn je otevřená množina s kanonickou orientaćı a ω ∈ En(U) je diferenciálńı
forma s kompaktńım nosičem. Pak existuje hladká funkce f (s kompaktńım nosičem) pro kterou
ω = f dx1 ∧ . . . ∧ dxn a ∫

U

ω :=

∫
U

fdx1 . . . dxn.

(ii) Existuje-li kladně orientovaná mapa (U,ϕ) na M taková, že suppω ⊂ U, pak definujeme
integrál z ω přes varietu M takto: ∫

M

ω =

∫
ϕ(U)

[ϕ−1]∗(ω).

(iii) Je-li {(Uα, ϕα)}α∈A kladně orientovaný atlas na M a {fβ}β∈B rozklad jednotky podř́ızený
tomuto atlasu, pak definujeme ∫

M

ω =
∑
β∈B

∫
M

fβω.

Poznámka 9.2 Je-li nosič ω uvnitř jedné mapy, pak neńı pochyb o existenci integrálu (který se
převede na integrál přes Rn z hladké funkce s kompaktńım nosičem). Dı́ky předpokladu o kom-
paktńım nosiči formy ω je součet v obecné definici integrálu ω přes M vždy jen konečný, všechny
integrály v tomto součtu existuj́ı a jsou konečné.

Uvedená definice neńı nejobecněǰśı možná; např́ıklad standardńı př́ıklad formy ω = fdx1 . . . ∧
dxn, kde f je Lebesgueovsky integrovatelná funkce na Rn, neńı v této definici zahrnut, nebot’

nosič f nemuśı být kompaktńı. Je možné definovat integrál z diferenciálńı formy v podstatně
obecněǰśım př́ıpadě, ale pak např. d̊ukaz nezávislosti integrálu na výběru rozkladu jednotky je pod-
statně náročněǰśı a techničtěǰśı. To neńı účelné v tomto úvodńım kursu.

Věta 9.3 Definice integrálu diferenciálńı formy přes varietu nezáviśı ani na výběru atlasu, ani
na výběru př́ıslušného rozkladu jednotky.

Důkaz této věty je jednoduchý, podrobnosti probereme na cvičeńı.

Poznámka 9.4 Definice integrálu pomoćı rozkladu jednotky je velmi elegantńı a velmi vhodná
pro teorii a dokazováńı. Na druhou stranu, s jej́ı pomoćı se nedá žádný (aspoň trochu netriviálńı)
integrál spoč́ıtat. Tvar funkćı v rozkladu jednotky je př́ılǐs komplikovaný, než aby se př́ıslušné
integrály daly prakticky vyjádřit. Proto je potřeba mı́t k dispozici nějaký zp̊usob, jak vlastně integrály
z diferenciálńıch forem poč́ıtat. Před formulaćı tohoto výsledku si zavedeme užitečné označeńı.

Při integraci je vždy možno vynechat množinu mı́ry nula z integračńıho oboru, anǐz by se
hodnota integrálu změnila. Tuto vlastnost integrálu budeme při výpočtech systematicky použ́ıvat.
Pro podmnožiny variet neńı třeba budovat znovu teorii Lebesgueovsky integrovatelných množin.
Použijeme prostě faktu, že hladké obrazy méně-dimenzionálńıch množin maj́ı v libovolné mapě
mı́ru nula. Je to prostý d̊usledek jedné d̊uležité a známé věty z analýzy, tzv. Sardovy věty. Ta ř́ıká,
že pro libovolné spojitě diferencovatelné zobrazeńı F otevřené podmnožiny v Rn do Rn má obraz
množiny kritických bod̊u F mı́ru nula. (Jej́ı d̊ukaz je možno nalézt ve skriptech [2], V.15.12.15.)

Připomeňme, že bod x je kritický bod F, pokud hodnost Jacobiho matice F v bodě x je menš́ı
než maximálńı možná. Speciálně, je-li F definováno na otevřené podmnožině Ω ⊂ Rn−1 a hodnoty
F lež́ı v Rn, pak mı́ra množiny F (Ω) je nula, nebot’ je možné F považovat za zobrazeńı definované
na Ω× R, které je konstantńı v posledńı proměnné.

Označeńı.
Řekneme, že podmnožina A variety s krajem M dimenze n je zanedbatelná podmnožina,

pokud existuje hladké zobrazeńı F otevřené podmnožiny Ω ⊂ Rm,m < n, pro které A ⊂ F (I).
Podstatnou vlastnost́ı zanedbatelných množin je, že každá zanedbatelná množina v M = Rn má
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Lebesguevou mı́ru nula. A při integraci je vždy možno vynechat množinu mı́ry nula z integračńıho
oboru, anǐz by se hodnota integrálu změnila.

Věta 9.5 Necht’ M je varieta dimenze n s krajem, kterou lze napsat jako disjunktńı sjednoceńı

M = ∪ki=1Mi ∪N

kde M1, . . . ,Mk jsou otevřené podmnožiny variety M a N je konečné sjednoceńı zanedbatelných
množin.

Pak pro libovolnou formu ω ∈ En(M) s kompaktńım nosičem plat́ı∫
M

ω =

k∑
i=1

∫
Mi

ω.

Tvrzeńı této věty je snadným d̊usledkem toho, že zanedbatelné množiny maj́ı Lebesguevu mı́ru
rovnou nule, a tedy že integrál jakékoliv integrovatelné funkce přes takovéto množiny se rovnaj́ı
nule. Zbytek tvrvzeńı je d̊usledkem aditivity integrálu z funkce (integrál přes disjunktńı sjednoceńı
je součet integrál̊u přes jednotlivé množiny). Detaily výpočtu budou probrány na cvičeńı.

Poznámka 9.6 V praxi se otevřené podmnožiny Mi voĺı tak, aby se každá z nich vešla do množiny
U pro vhodnou mapu (U,ϕ). Pro nejběžněǰśı př́ıpady variet M, které jsou vnořeny do euklidovského
prostoru Rk, lze věťsinou naj́ıt mapu (U,ϕ) takovou, že M = U ∪N .

9.2 Integrace funkćı na Riemannových varietách

Poznámka 9.7 Riemannovy variety patř́ı mezi nejd̊uležitěǰśı speciálńı typy variet. Jejich význam
plyne z toho, že jsou základńım modelem prostor̊u, ve kterých je možné měřit vzdálenosti a úhly.
Přesněji řečeno, je velmi dobře známo z elementárńı geometrie, že měřit velikosti vektor̊u a jejich
úhly v lineárńım vektorovém prostoru V je možné, pokud je na V dán skalárńı součin. Riemannovy
variety jsou variety s dodatečnou strukturou, kterou je výběr (pozitivně definitńıho) skalárńıho
součinu na TmM pro každé m ∈M. To pak umožňuje měřit délky vektor̊u a úhly křivek na takovéto
varietě. Jako daľśı d̊usledek této struktury je možné také měřit velikosti objem̊u a definovat integrál
z funkćı přes Riemannovy variety. Vzhledem k tomu, co už v tuto chv́ıli známe, je možné definovat
integrály z funkćı pomoćı integrál̊u z diferenciálńıch forem. K tomu stač́ı definovat tzv. formu
objemu.

Definice 9.8 Necht’ V je reálný vektorový prostor dimenze n. Necht’ je na V dán pozitivně definitńı
skalárńı součin a orientace. Necht’ e1, . . . , en je libovolná kladně orientovaná ortonormálńı báze V
a ε1, . . . , εn duálńı báze V ∗. Pak prvek

ω := ε1 ∧ . . . ∧ εn ∈ Λn(V ∗)

nezáviśı na výběru báze a nazývá se element objemu na V.

Lemma 9.9 Element objemu nezáviśı na výběru kladně orientované ortonomálńı báze. Jsou-li
nav́ıc v1, . . . , vn libovolné lineárně nezávislé vektory, pak č́ıslo |ω(v1, . . . , vn)| je rovno objemu
rovnoběžnostěnu určeného těmito vektory.

Důkaz.
Matice přechodu mezi dvěma kladně orientovanými ortonormálńımi bazemi je ortogonálńı ma-

tice s kladným determinantem, který je tud́ıž rovný jedné. To dokazuje prvńı část tvrzeńı.
Necht’ e1, . . . , en je libovolná kladně orientovaná ortonormálńı báze. Pak pro libovolné vektory

vi =
∑
j v

j
i ej , i = 1, . . . , n, plat́ı

ω(v1, . . . , vn) = det(vji )ω(e1, . . . , en) = det(vji ).
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Je dobře známo, že č́ıslo |det(vji )| je pak rovno objemu př́ıslušného rovnoběžnostěnu. Je také
známo, že tento objem lze vypoč́ıtat také jako

√
g, kde g = det(gij), gij = 〈vi, vj〉 (Grammova

matice, Grammův determinant).
�

Definice 9.10 Necht’ M je orientovatelná Riemannova varieta dimenze n. Pro danou orientaci
o variety M definujeme formu objemu ωo ∈ En(M) požadavkem, že pro každé m ∈ M je ωo(m)
element objemu na TmM vzhledem k uvažované orientaci o. Označme pro tuto chv́ıli symbolem∫
M,o

ω integrál z formy ω přes varietu M se zvolenou orientaćı o. Je-li f libovolná hladká funkce
s kompaktńım nosičem na M, pak definujeme∫

M

fdS :=

∫
M,o

fωo.

Tento integrál se nazývá integrál 1. druhu z funkce f přes Riemannovu varietu M.

Věta 9.11 (i) Integrál
∫
M
fdS nezáviśı na výběru orientace na varietě M a je tedy jednoznačně

určen strukturou Riemannovy variety.
(ii) Je-li (U,ϕ) mapa na M a supp f ⊂ U, pak pro funkce

g̃ij(x) := g(
∂

∂xi
,
∂

∂xj
) ◦ ϕ−1(x); g̃ = det(g̃ij)

plat́ı ∫
M

fdS =

∫
ϕ(U)

(f ◦ (ϕ)−1) ·
√
g̃dx1 . . . dxn.

Důkaz.
(i) Z definice formy objemu ωo plyne, že ω−o = −ωo. Tedy∫

M,−o
fω−o = −

∫
M,o

fω−o =

∫
M,o

fωo.

(ii) Podle definice je ∫
M

fdS =

∫
ϕ(U)

[ϕ−1]∗(fωo).

Je-li {e1, . . . , en} kanonická báze Rn, pak

[ϕ−1]∗(ωo)(e1, . . . , en) = ωo([ϕ
−1]∗(e1), . . . , [ϕ−1]∗(en)) = ωo(

∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xn
).

Ale č́ıslo ω( ∂
∂x1

, . . . , ∂
∂xn

) je rovno velikosti rovnoběžnostěnu, který je určen vektory ∂
∂x1

, . . . , ∂
∂xn

v TmM. Totéž č́ıslo je ale dáno výrazem
√
g, kde g je determinant Grammovy matice skalárńıch

součin̊u g( ∂
∂xi

, ∂
∂xj

). Ale g̃ = g ◦ ϕ−1, tedy je toto č́ıslo zároveň rovno
√
g̃. �

Cvičeńı k 11. přednášce.

Př́ıklad 1. Ukažte, že definice integrálu diferenciálńı formy přes varietu nezáviśı ani na výběru
atlasu, ani na výběru př́ıslušného rozkladu jednotky.

Řešeńı.
(i) Nejdř́ıve si připomeneme následuj́ıćı tvrzeńı. Jsou-li U, V otevřené množiny v Rn, ϕ : U → V
je difeomorfismus a ω = fdx1 ∧ . . . ∧ dxn, pak:

ϕ∗(fdx1 ∧ . . . ∧ dxn) = (f ◦ ϕ)[det Jacϕ]dx1 ∧ . . . ∧ dxn
(ii) Použit́ım standardńı věty o substituci pro Lebesgue̊uv integrál dostaname ihned následuj́ıćı
tvrzeńı:
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Je-li det Jacϕ > 0 na U, pak
∫
V
ω =

∫
U
ϕ∗(ω).

(iii) Daľśı krok je rozmyslet si, že pokud je nosič formy ω v nějaké mapě, pak integrál
∫
M
ω nezáviśı

na výběru této mapy. Jsou-li totiž (U,ϕ), resp. (U ′, ϕ′) dvě souhlasně orientované mapy obsahuj́ıćı
nosič dané formy ω, pak plat́ı

[ϕ−1]∗(ω) = [ϕ′ ◦ ϕ−1]∗ ◦ [(ϕ′)−1]∗(ω)

a rovnost př́ıslušných integrál̊u pak plyne z předcházej́ıćıho bodu.
(iv) Posledńı krok je přesvědčit se, že definice integrálu z diferenciálńı formy nezáviśı na volbě
atlasu na varietě M a na volbě pdř́ızeného rokladu jednotky.

Předpokládejme tedy, že {(Uα, ϕα)}α∈A, resp. {(U ′α′ , ϕ′α′)}α′∈A′ jsou dva atlasy na M, necht’

{fβ}β∈B , resp. {f ′β′}β′∈B′ jsou podř́ızené rozklady jednotky. Pak sjednoceńı těchto dvou atlas̊u je
opět atlas a systém {fβfβ′}(β,β′)∈B×B′ je podř́ızený rozklad jednotky. Pak

∑
β∈B

∫
M

fβω =
∑
β∈B

∫
M

fβ [
∑
β′∈B′

fβ′ ]ω =
∑
β′∈B′

∫
M

fβ′ [
∑
β∈B

fβ ]ω =
∑
β′∈B′

∫
M

fβ′ω.

�

Př́ıklad 2. Necht’ M je varieta dimenze n a M = M1 ∪ . . . ∪Mk ∪ N je disjunktńı rozklad, kde
M1, . . . ,Mk jsou otevřené podmnožiny M a N je konečné sjednoceńı zanedbatelných množin.

Rozmyslete si, že pro každou formu ω ∈ En(M) s kompaktńım nosičem plat́ı∫
M

ω =

∫
M1

ω + . . .+

∫
Mk

ω.

Řešeńı.
Necht’ {fα}α∈A je rozklad jednotky podř́ızený atlasu {(Uα, ϕα)}α∈A na M. Necht’ ω je dife-

renciálńı forma stupně n s kompaktńım nosičem. Z definice zanedbatelné množiny plyne, že pro
každé α je mı́ra množiny ϕα(N) rovna nule. Pak ale∫

M

ω =
∑
α∈A

∫
M

fαω =
∑
α∈A

∫
ϕα(Uα)

[ϕ−1α ]∗(fαω) =

=
∑
α∈A

k∑
i=1

∫
ϕα(Mi∩Uα)

[ϕ−1α ]∗(fαω) =
k∑
i=1

[

∫
Mi

(
∑
α∈A

fαω)] =
k∑
i=1

∫
Mi

ω.

Př́ıklad 3. Necht’ F : M → N je hladké zobrazeńı mezi varietami. Rozmyslete si, že:
(1) Pro každou uzavřenou formu ω ∈ Zk(N) ⊂ Ek(N) je F ∗(ω) uzavřená.
(2) Pro každou exaktńı formu ω ∈ Ek(N) je F ∗(ω) exaktńı.
(3) Zobrazeńı F ∗ : Zk(N)→ Zk(M) indukuje dobře definované zobrazeńı

F ∗ : Hk
dR(N)→ Hk

dR(M).

(4) Je-li F = Id, pak F ∗ : Hk
dR(N)→ Hk

dR(M) je také identita.
(5) Je-li F difeomorfismus, pak je F ∗ isomorfismus.

Rozmyslete si, že de Rhamovy kohomologické grupy jsou invarianty pro difeomorfismy variet.
Pokud jsou tedy tyto kohomologické grupy pro dvě variety r̊uzné, nejsou tyto variety difeomorfńı.

Řešeńı.
(1) Plyne ihned z relace F ∗(dω) = d(F ∗(ω)).
(2) Plyne ihned z relace F ∗(dω) = d(F ∗(ω)).
(3) Je to snadný d̊usledek předchoźıch dvou bod̊u.
(4) Plyne z definice.
(5) Plyne ze vztahu (F ◦G)∗ = G∗ ◦ F ∗.
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Př́ıklad 4. Tak zvaná ’kulatá metrika’ g na sféře je definována pomoćı vnořeńı ι : Sn → Rn+1

předpisem g = ι∗(h)., kde h je metrický tenzor odpov́ıdaj́ıćı Eukleidovské metrice na Rn+1.
Zobrazeńı X : K(0, 1)→ S2 ⊂ R3 je definováno předpisem

X(u, v) = (u, v,
√

1− u2 − v2).

Vypoč́ıtejte tvar tenzoru X∗(g).

Řešeńı.

X∗(g) = (ι ◦X)∗(h) = du2 + dv2 +

(
u du+ v dv√
1− u2 − v2

)
=

=
(1− v2)du2 + (1− u2)dv2 + 2uvdudv

1− u2 − v2

12. přednáška.

Kapitola 10

Stokesova věta

10.1 Variety s hranami

V mnoha aplikaćıch Stokesovy věty se tato věta použ́ıvá na oblasti, jejichž hranice neńı hladká.
Typicky se jedná o kvádry, kužely, trojúhelńıky. Proto si rozš́ı̌ŕıme definici variety na širš́ı tř́ıdu
objekt̊u, které budeme nazývat variety s hranami.

Jako u mnoha variaćı na pojem variety, je třeba si rozmyslet jak vybereme modelové množiny
a jak budeme definovat typ zobrazeńı mezi nimi, které budeme použ́ıvat v definici kompatibilńıch
map.

(1) Modelové množiny budou otevřené množiny v uzavřeném kvadrantu

Rn≤ = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn|xi ≤ 0, i = 1, . . . , n}.

Topologii na kvadrantu definujeme jako standardńı indukovanou topologii na podmnožině Rn.
Tedy A ⊂ Rn≤ je otevřená, pokud existuje otevřená podmnožina U ⊂ Rn, pro kterou plat́ı A =
U ∩ Rn≤.

(2) Jako přechodové funkce mezi dvěma modelovými množinami budeme brát difeomorfismy.
Jsou-li A,B dvě otevřené podmnožiny Rn≤, pak zobrazeńı f : A → B nazveme difeomorfismus,
pokud existuje otevřená podmnožina U ⊂ Rn a hladké zobrazeńı F : U → Rn, pro které plat́ı

A ⊂ U,F |A = f.

Tento výběr vede k následuj́ıćı definici.

Definice 10.1 (Definice variety s hranami.) Necht’ M je množina. Mapa (U,ϕ) dimenze n
na M je vzájemně jednoznačné zobrazeńı ϕ podmnožiny U ⊂M na otevřenou podmnožinu v Rn≤.
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Dvě mapy (U,ϕ), (V, ψ) dimenze n jsou kompatibilńı, pokud jsou množiny ϕ(U ∩V ) a ψ(U ∩V )
otevřené a přechodové zobrazeńı mezi nimi je difeomorfismus. Atlas na M dimenze n je systém
kompatibilńıch map dimenze n, které pokrývaj́ı M. Diferencovatelná struktura je maximálńı atlas
na M.

Řekneme, že M je varieta s hranami dimenze n, pokud je na M zadán atlas dimenze n a
odpov́ıdaj́ıćı topologie na M je Hausdorffova a má spočetnou bazi otevřených množin.

Topologická hranice ∂Rn≤ kvadrantu Rn≤ je množina bod̊u, kde je alepoň jedna souřadnice
nulová. Body stěn, kde je právě jedna souřadnice nulová maj́ı stejný typ jako maj́ı body hranice
variety s hranićı, zat́ımco body, kde v́ıc než jedna souřadnice je triviálńı maj́ı zřejmě odlǐsný
charakter. To vede k následuj́ıćı definici.

Definice 10.2 Necht’ M je varieta s hranami dimenze n. Řekneme, že bod a ∈M je bod hranice
M, pokud existuje mapa (U,ϕ) na M, pro kterou má ϕ(a) alespoň jednu souřadnici nulovou.

Řekneme, že bod a ∈M je bod hrany M , pokud existuje mapa (U,ϕ), pro kterou má bod ϕ(a)
v́ıc než jednu souřadnici nulovou.

Řekneme, že bod a ∈ M je hladký bod kraje M, pokud existuje mapa (U,ϕ) na M, pro
kterou má ϕ(a) právě jednu souřadnici nulovou.

Množinu všech bod̊u hranice variety M označ́ıme ∂M.
Množinu všech hladkých bod̊u hranice označ́ıme ∂∗M.

Př́ıklady 10.3 (1) Pro kvadrant M = Rn≤ plat́ı, že jeho hranice ∂M je hranice M jako topolo-
gického prostoru. Množina ∂∗M hladkých bod̊u M má tvar

∂∗M = H1 ∪ . . . ∪Hn,

kde Hi = {x ∈ Rn|xi = 0, xj < 0, j 6= i}. Každá množina Hi má zřejmě kanonickou strukturu
variety dimenze je n− 1.

Totéž plat́ı pro každou modelovou množinu, tj. pro otevřenou podmnožinu kvadrantu Rn≤.

(2) Zvolme pevně index i ∈ {1, . . . , n} a uvažujme množinu

Mi = {x ∈ Rn|xi ≤ 0; xj < 0, j 6= i},

která je otevřenou podmnožinou poloprostoru

Ri≤ = {x ∈ Rn|xi ≤ 0}.

Tento poloprostor je standardńım př́ıkladem variety s krajem a jeho kraj je množina

∂Ri≤ = {x ∈ Rn|xi = 0}.

Z toho plyne, že i Mi je varieta s krajem a jej́ım krajem je

∂Mi = Hi = {x ∈ Rn|xi = 0; xj < 0, j 6= i},

Kanonická orientace prostoru Rn je dána formou dx1 ∧ . . . ∧ dxn. Tato orientace definuje
orientaci poloprostoru Ri≤, a tedy i indukovanou orientaci kraje ∂Ri≤.

Abychom tuto indukovanou orientaci popsali, přeč́ıslujeme nejprve souřadnice tak, aby byla
i-tá souřadnice na prvńım mı́stě. Tedy urč́ıme orientaci poloprostoru Ri≤ pomoćı formy

(−1)i−1dxi ∧ dx1 ∧ . . . ∧ dxi−1 ∧ dxi+1 ∧ . . . ∧ dxn.

a indukovaná orientace na ∂Ri≤ je pak určena formou

(−1)i−1dx1 ∧ . . . ∧ dxi−1 ∧ dxi+1 ∧ . . . ∧ dxn.

Stejná forma určuje také indukovanou orientaci kraje ∂Mi variety s krajem Mi.
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(3) Typický př́ıklad variety s hranami dimenze n je uzavřený interval

I =

n∏
i=1

< ai, bi >⊂ Rn

(rozmyslete si, jak vypadá atlas na I).

Lemma 10.4 Necht’ M je varieta s hranami dimenze n a a ∈M.
(a) Je-li a bod hrany pro nějakou mapu (Uϕ) daného atlasu na M, pak totéž plat́ı pro každou jinou
mapu atlasu.
(b) Je-li bod a hladkým bodem kraje M pro nějakou mapu (U,ϕ) daného atlasu na M, pak totéž
plat́ı pro každou jinou mapu atlasu.
(c) Množina ∂∗M všech hladkých bod̊u kraje M je varieta (bez kraje) dimenze n− 1.

Důkaz.
(a) Předpokládejme, že M je varieta s hranami a že bod a ∈M je bod hrany M pro mapu (U,ϕ) a
neńı bod hrany pro mapu (V, ψ). Při vhodné volbě souřadnic tedy můžeme předpokládat, že bod
ϕ(a) má souřadnice (x1, . . . , xk, 0, . . . , 0) pro vhodné k < n − 1. Dále můžeme předpokládat, že
existuje lineárńı podprostor A ⊂ Rn dimenze n−1, pro který je ψ(a) vnitřńı bod množiny ψ(V )∩A.
Podle předpokladu je přechodové zobrazeńı α = ϕ ◦ψ−1 difeomorfismus ψ(U ∩V ) onto ϕ(U ∩V ).
Tedy α∗ je isomorfismus Tψ(a)A na Tϕ(a)(ϕ(U)). Vektorový prostor α∗(Tψ(a)A) má dimenzi n− 1,
tedy v něm existuje vektor X, který má jednu z posledńıch dvou souřadnic nenulovou. Můžeme
zvolit označeńı souřadnic, eventuelně zaměnit vektor X za −X, tak, aby Xn > 0.

Existuje tedy hladká křivka γ : (−ε, ε)→ A, pro kterou γ(0) = ψ(a) a α∗(γ
′(0)) = X. Z toho

plyne, že pro malé t > 0 je posledńı souřadnice bodu α ◦ γ(t) kladná, což je ve sporu s t́ım, že α
zobrazuje body ψ(V ) na body ϕ(U) ⊂ Rn≤.

(b) V předchoźım bodě jsme ukázali, že bod a ∈ M nemůže být v jedné mapě hladkým bodem
M a v jiné mapě bodem hrany M. V kapitole o varietách s krajem jsme ukázali, že pro varietu s
krajem M bod nemůže být a ∈M v jedné mapě bodem kraje M a v jiné mapě bodem vnitřku M.
Pro varietu M s hranami se toto posledńı tvrzeńı dokáže stejně. To dokazuje tvrzeńı (b) Lemmatu.

(c) Důkaz je stejný jako d̊ukaz tvrzeńı, že pro varietu M s krajem je jej́ı kraj varieta dimenze n−1
bez kraje.

Poznámka 10.5 Pro variety s hranami definujeme stejně jako pro variety (s krajem nebo bez
kraje) tečné vektory v daném bodě, kovektory, tensory, diferenciálńı formy, rozklad jednotky, ori-
entaci, a integrály z diferenciálńı formy přes orientovanou varietu s hranami pomoćı odpov́ıdaj́ıćıch
map.

Věta 10.6 (Stokesova věta.) Necht’ M je varieta s hranami a necht’ ω je diferenciálńı forma
stupně n− 1 na M s kompaktńım nosičem.

Pak ∫
M

dω =

∫
∂∗M

ω.

Důkaz.
(1) Nejdř́ıve budeme uvažovat př́ıpad, kdy je nosič suppω podmnožinou nějaké mapy (U,ϕ) na
M. Je tedy možné se odvolat na Gaussovu větu pro kvadrant, která byla dokázána v přednášce
Geometrie 2 v minulém semestru. Pro úplnost ale tuto větu dokážeme znovu.

Předpokládejme, že ω je diferenciálńı forma stupně n− 1 s kompaktńım nosičem v kvadrantu

Rn≤ = {x ∈ Rn|xi ≤ 0, i = 1, . . . , n} = (−∞, 0 >n .

Formu ω můžeme napsat ve tvaru

ω =

n∑
i=1

(−1)i−1ωidx1 ∧ . . . ∧ d̂xi ∧ . . . ∧ dxn,
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kde stř́ı̌ska označuje vynecháńı př́ıslušného činitele. Pak

dω =

n∑
i=1

(−1)i−1dωi ∧ dx1 ∧ . . . ∧ d̂xi ∧ . . . ∧ dxn =

=

n∑
i=1

[
∂ωi
∂xi

]
dx1 ∧ . . . ∧ dxn.

V př́ıkladech 10.3 jsme si rozmysleli, že množina ∂∗Rn≤ hladkých bod̊u kraje kvadrantu Rn≤ je
varieta dimenze n− 1 (bez kraje), která je sjednoceńım

∂∗Rn≤ = ∪ni=1Hi, Hi = {x ∈ Rn|xi = 0, xj < 0, j 6= i}.

a že indukovaná orientace na varietě Hi je určena formou (−1)i−1dx1 ∧ . . . ∧ d̂xi ∧ . . . ∧ dxn.
Dostaneme tedy

∫
Rn≤

dω =

n∑
i=1

∫ 0

−R
. . .

∫ 0

−R

∂ωi
∂xi

dx1 . . . dxn =

=

n∑
i=1

∫ 0

−R
. . .

∫ 0

−R

[∫ 0

−R

∂ωi
∂xi

dxi

]
dx1 . . . d̂xi . . . dxn

=

n∑
i=1

∫ 0

−R
. . .

∫ 0

−R
ωi(x1, . . . , 0, . . . , xn)dx1 . . . d̂xi . . . dxn

=

n∑
i=1

(−1)i−1
∫
Hi

ωi(x1, . . . , 0, . . . , xn)dx1 ∧ . . . ∧ d̂xi ∧ . . . ∧ dxn

=

∫
∂∗Rn≤

ω,

(2) V obecném př́ıpadě zvoĺıme atlas na varietě s hranami M. Nosič suppω je kompaktńı, tedy
existuje konečný soubor map (Ui, ϕi), i = 1, . . . , k a rozklad jednotky {fi}k1 podř́ızený pokryt́ı
{Ui}k1 variety ∪k1Ui a dostaneme∫

M

dω =

∫
M

d(

k∑
1

fiω) =

k∑
1

∫
M

d(fiω) =

∫
∂∗M

[
k∑
1

fi

]
ω =

∫
∂∗M

ω.

�
Ze zněńı Stokesovy věty plyne ihned následuj́ıćı d̊usledek.

Důsledek 10.7 Předpokládejme, že M je varieta dimenze n a ω je diferenciálńı forma stupně
n− 1 s kompaktńım nosičem. Pak

(1) ∂M = ∅ =⇒
∫
M
dω = 0.

(2) dω = 0 =⇒
∫
∂M

ω = 0.

Cvičeńı ke 12. přednášce.

Př́ıklad 1. Necht’ M a N jsou dvě variety. Definujte ’kanonickou’ strukturu variety na množině
M ×N.

Řešeńı. Jsou-li (Uα, ϕα)α∈A a (Vβ , ψβ)β∈B atlasy na varietě M, resp. N, pak definujeme atlas na
M ×N předpisem

(Uα × Vβ , ϕα × ψβ)(α,β)∈A×B .
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Snadno se ověř́ı, že přechodové funkce pro součin se vyjádř́ı pomoćı přechodových funkćı pro M,
resp. N, a jsou tedy hladké.

Spočetná baze otevřených množin se naṕı̌se jako všechny možné součiny prvk̊u spočetné baze
otevřených množin na M a na N. Snadno se také ověř́ı, že topologie na M × N je Hausdorffova
(rozmyslete si!).

Př́ıklad 2. Necht’ torus T je varieta dimenze 2, kterou dostaneme rotaćı kružnice K = {(x−4)2 +
z2 = 1} kolem osy z. Ukažte, že torus T je difeomorfńı s varietou S1 × S1.

Řešeńı. Parametrický popis [(4 + cosα, 0, sinα)], α ∈ R kružnice K rozš́ı̌ŕıme na parametrizaci

X(α, β) = [(4 + cosα) cosβ, (4 + cosα) cosβ, sinα)], (α, β) ∈ R× R

toru T. Hledaný difeomorfismus je popsaný zobrazeńım

(cosα, sinα)× (cosβ, sinβ) ∈ S1 × S1 7→ X(α, β) ∈ T.

Př́ıklad 3. Popǐste r̊uzné zp̊usoby zadáńı orientace vektorového prostoru V, resp. variety M.

Řešeńı. (1) Necht’ má vektorový prostor V dimenzi n. Podle definice je orientace vektorového
prostoru výběr jedné ze dvou tř́ıd ekvivalence, která je definovaná na množině všech baźı prostoru
V. Orientace je tedy zadaná:

- (a) bud’ volbou jedné z baźı V, kterou prohláśıme za kladně orientovanou,
- (b) nebo výběrem netriviálńıho elementu v jednodimenzionálńım prostoru Λn(V ); volba baze

{v1, . . . , vn} odpov́ıdá volbě v1 ∧ . . . ∧ vn ∈ Λn(V );
(c) výběrem souřadnic na prostoru V.

(2) Necht’ M je varieta a (U,ϕ) mapa na M. (Lokálńı) orientace na U ⊂M je dána
(a) volbou baze { ∂

∂xi
|a}ni=1 tečného prostoru TaM,a ∈M.

(b) výběrem formy ω ∈ En(U);
(c) výběrem mapy.
Rozmyslete si, jak tyto volby mezi sebou souviśı.

Př́ıklad 4. Forma ω = x dy−y dx
x2+y2 je dána na M = R2 − {(0, 0)}.

(1) Ukažte, že forma je uzavřená na M ;
(2) Ukažte, že forma ω neńı exaktńı, tedy že H1(M) je netriviálńı.

Řešeńı. (1) To je otázka př́ımého výpočtu.
(2) Př́ımým výpočtem zjist́ıme, že

∫
S1 ω 6= 0. Z Důsl. 10.7 (1) pak plyne, že ω neńı exaktńı.

Př́ıklad 5.

Forma ω =
∑n
i=1(−1)

i−1xi dx1∧...∧d̂xi∧...∧dxn
|x|n stupně n− 1 je definována na M = Rn − {(0)}.

(1) Ukažte, že forma je uzavřená na M ;
(2) Ukažte, že forma ω neńı exaktńı, tedy že Hn−1(M) je netriviálńı.

Řešeńı. Postup je stejný jako v př́ıkladu 4, jen výpočty jsou podstatně složitěǰśı.

Př́ıklad 6. Necht’ x1, . . . , xk ∈ R2a necht’ Ω = R2 \ {x1, . . . , xk}. Ukažte, že dimenze vektorového
prostoru H1

dR(Ω) je větš́ı nebo rovna k.

Řešeńı. Použit́ım výsledk̊u Př́ıkladu 4 najděte formy ω1, . . . , ωk ∈ E1(Ω), které jsou uzavřené, ale
nejsou exaktńı tak, aby tyto formy byly lineárně nezávislé v prostoru E1(Ω).
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13. přednáška

Kapitola 11

Algebra forem

Poznámka V moderńı diferenciálńı geometrii hraje d̊uležitou roli algebraická formulace mnoha
základńıch vlastnost́ı varietyM.Na prvńım mı́stě jsou to vlastnosti algebry funkćı E0(M) (požadavky
na regularitu či hladkost mohou být r̊uzné, např. spojitost či hladkost). Samotná varieta M může
být za určitých okolnost́ı zrekonstruována ze znalosti této algebry, což je slavný výsledek Gel-
fand̊uv. V této závěrečné kapitole skript probereme některé základńı informace o vlastnostech
(gradované) algebry diferenciálńıch forem.

11.1 Algebra E∗(M)

Algebra E∗(M) = ⊕kEk(M) má, jako reálný vektorový prostor, nekonečnou dimenzi. Zaj́ımavěǰśı
je uvažovat ji jako modul nad algebrou A = E0(M). V jednoduchém př́ıpadě, např. pro M = Rn,
je algebra E∗(M) volný modul dimenze 2n nad A s báźı {dxJ}.

Základńı algebraickou vlastnost́ı E∗(M) je jej́ı gradace E∗(M) = ⊕kEk(M) a to, že je tzv.
gradovaně komutativńı, t.j. že plat́ı

ω ∧ τ = (−1)klτ ∧ ω

pro všechny ω ∈ Ek(M), τ ∈ E l(M). Tuto vlastnost je možné také formulovat pomoćı Z2-gradace.
Označme E+(M), resp. E−(M) podprostor všech forem sudého, resp. lichého stupně, pak E∗(M) =
E+(M)⊕ E−(M) a je-li ω ∈ Ea(M), τ ∈ Eb(M); a, b ∈ {±1}, pak

ω ∧ τ = abτ ∧ ω.

Tato vlastnost algebry E∗(M) je zřejmě d̊usledkem téže vlastnosti vněǰśı algebry Λ∗(V ) libovolného
vektorového prostoru V. To vše přirozeně patř́ı do teorie superprostor̊u a superalgeber, která se
pod vlivem teoretické fyziky rychle rozv́ıj́ı v posledńıch desetilet́ıch.

Připomeňme si, že množina X (M) vektorových poĺı se dá charakterizovat jako množina všech
derivaćı (t.j. lineárńıch zobrazeńı s Leibnizovou vlastnost́ı) algebry A. Každá diferenciálńı forma
ω ∈ Ek(M) je k-lineárńı antisymetrické zobrazeńı vektorových poĺı do prostoru funkćı. V řeči
multilineárńıch zobrazeńı modul̊u nad algebrou A je vněǰśı součin definován vztahem

ω ∧ τ(X1, . . . , Xk+l) =
1

k!l!

∑
σ∈Sk+l

sgnσω(Xσ(1), . . . , Xσ(k))τ(Xσ(k+1), . . . , Xσ(k+l)).

Je užitečné si př́ıpomenout následuj́ıćı popis rozložitelných forem v řeči multilineárńıch zobra-
zeńı.

Lemma 11.1 Jsou-li α1, . . . , αk ∈ E1(M), pak pro libovolná pole X1, . . . , Xk ∈ X (M) plat́ı

[α1 ∧ . . . ∧ αk](X1, . . . , Xk) = det(αi(Xj))
k
i,j=1.
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11.2 Gradované derivace na algebře forem

Poznámka De Rhamův diferenciál d má dvě vlastnosti, které jsou charakteristické a které se
vyskytuj́ı i u daľśıch lineárńıch operátor̊u z prostoru diferenciálńıch forem E∗(M) do sebe. Prvńı
z nich je vzorec pro derivaci součinu dvou forem, který (až na ev. změnu znaménka) je Leibnizova
vlastnost derivace součinu. Druhý je fakt, že zvyšuje stupeň formy o jedničku. To je inspiraćı pro
následuj́ıćı definici.

Definice 11.2 Necht’ j je celé č́ıslo a necht’ D : E∗(M)→ E∗(M) je lineárńı zobrazeńı. Označme
E l(M) = {0} pro l ∈ Z, l 6∈ {0, . . . , n}. Řekneme, že D je gradovaná derivace stupně j pokud
plat́ı:

1. D
(
Ek(M)

)
⊂ Ek+j(M), k = 0, . . . , n.

2. Pro všechny ω ∈ Ek(M), τ ∈ E∗(M) plat́ı

D(ω ∧ τ) = D(ω) ∧ τ + (−1)jkω ∧D(τ).

Poznámka
De Rhamův diferenciál d je tedy gradovaná derivace stupně 1. Všimněte si, že gradované

derivace stupně j menš́ı než −1 jsou nutně triviálńı. Takovéto zobrazeńı by nutně každé funkci
a 1-formě přǐradilo formu záporného stupně, to jest nulu, a z vlastnosti 2) by ihned plynulo, že
obraz libovolné formy je nula. Za chv́ıli si ukážeme daľśı př́ıklady gradovaných derivaćı.

Definice 11.3 Necht’ X je hladké vektorové pole na M. Pak definujeme lineárńı zobrazeńı ιX :
Ek(M)→ Ek−1(M) předpisem

[ιX(ω)](X1, . . . , Xk−1) = ω(X,X1, . . . , Xk−1);

kde X1, . . . , Xk−1 ∈ X (M);ω ∈ Ek(M). Zobrazeńı ιX se nazývá kontrakce vzhledem k vekto-
rovému poli X.

Př́ıklad
Pro rozložitelnou formu ω = α1 ∧ . . . ∧ αk ∈ Ek(M) a pro každé X1 ∈ X (M) plat́ı

ιX1ω =

k∑
l=1

(−1)l+1αl(X1)α1 ∧ . . . ∧ α̂l ∧ . . . ∧ αk,

kde stř́ı̌ska nad αl znamená, že tento faktor v součinu chyb́ı. Toto tvrzeńı ihned plyne z definice
kontrakce a z rozvoje determinantu matice (αi(Xj))

k
i,j=1 podle prvńıho sloupce.

Věta 11.4 Necht’ X je libovolné vektorové pole na M. Pak kontrakce ιX je gradovaná derivace
stupně −1 na E∗(M).

Důkaz. Stač́ı zřejmě ověřit jenom druhou vlastnost z definice. Zobrazeńı ιX je lineárńı, stač́ı tedy
ověřit vlastnost

ιX(ω ∧ τ) = ιX(ω) ∧ τ + (−1)−kω ∧ ιX(τ)

pro rozložitelné formy. Předpokládejme tedy, že ω = α1∧ . . .∧αk ∈ Ek(M), τ = αk+1∧ . . .∧αk+l ∈
E l(M). Pak

[ιX1
(ω ∧ τ)](X2, . . . , Xk+l) = det(αi(Xj))

k+l
i,j=1.

Nyńı stač́ı rozvinout determinant podle prvńıho sloupce a použ́ıt popis kontrakce rozložitelné
formy v předchoźım př́ıkladu.

Poznámka
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Jak je obvyklé pro derivace, složeńı dvou derivaćı (prvńıho řádu) již neńı derivace (prvńıho
řádu). U vektorových poĺı jsme viděli, že ale komutátor dvou vektorových poĺı je opět vektorové
pole (viz 5.20). Podobně je tomu s gradovanými derivacemi. Jejich složeńı neńı gradovaná derivace;
ukážeme si však nyńı, že vhodný gradovaný komutátor dvou gradovaných derivaćı je opět grado-
vaná derivace. To je také systematický zp̊usob, jak konstruovat nové gradované derivace pomoćı
již známých gradovaných derivaćı.

Věta 11.5 Necht’ D1 je gradovaná derivace stupně j1 a D2 je gradovaná derivace stupně j2. Pak
jejich gradovaný komutátor [D2, D1] definovaný pomoćı vzorce

[D2, D1] := D2D1 − (−1)j1j2D1D2

je gradovaná derivace stupně j1 + j2.

Důkaz.
Necht’ ω ∈ Ek(M), τ ∈ E l(M). Pak

[D2, D1](ω ∧ τ) =

=D2[D1(ω) ∧ τ + (−1)j1kω ∧D1(τ)]− (−1)j1j2D1[D2(ω) ∧ τ + (−1)j2kω ∧D2(τ)] =

=D2D1(ω) ∧ τ + (−1)j2(k+j1)D1(ω) ∧D2(τ)+

+ (−1)j1kD2(ω) ∧D1τ + (−1)(j1+j2)kω ∧D2D1(τ)+

+ (−1)j1j2+1[D1D2(ω) ∧ τ + (−1)j1(k+j2)D2(ω) ∧D1(τ)+

+ (−1)j2kD1(ω) ∧D2τ + (−1)(j1+j2)kω ∧D1D2(τ)] =

=[D2, D1](ω) ∧ τ + (−1)(j1+j2)kω ∧ [D2, D1](τ).

Definice 11.6 Necht’ X je vektorové pole na M. Pak Lieova derivace LX na prostoru dife-
renciálńıch forem E∗(M) je definována jako gradovaný komutátor de Rhamova diferenciálu a kon-
trakce vzhledem k vektorovému poli X :

LX := [d, ιX ] = d ◦ ιX + ιX ◦ d. (11.1)

Lieova derivace je tedy gradovaná derivace na E∗(M) stupně 0.

Př́ıklad
Ihned z definice je možné spoč́ıtat, jak vypadá Lieova derivace funkce či 1-formy.
Je-li X vektorové pole a f funkce na M, pak

LX(f) = ιX(df) = df(X) = Xf.

Je-li ω = df exaktńı 1-forma, pak

LX(df) = d(ιX(df)) = d(Xf).

Leibnizovo pravidlo umožňuje redukovat výpočet Lieovy derivace forem vyšš́ıch stupň̊u po-
stupně až na výše uvedené dva př́ıpady.

Poznámka
Tradičńı geometrická definice Lieovy derivace je jiná, je založená na pojmu jednoparamterické

grupy transformaćı, generované př́ıslušným vektorovým polem. Pokud je použita tato geometrická
definice, pak je výše uvedený vztah pro Lieovu derivaci ekvivalentńı definićı (př́ıslušný vztah se
obvykle nazývá Cartan̊uv vzorec).

�

Cvičeńı ke 13. přednášce.
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Př́ıklad 1. Předpokládejme, že je varieta M ⊂ Rn zadaná rovnićı M = {x ∈ Rn|f(X = 0)}, kde
f je hladká funkce a grad f(a) 6= 0, a ∈M.

Ukažte, že pro vektor X ∈ Rn plat́ı X ∈ TaM právě když X(f)(a) = 0.

Řešeńı. Vektor X patř́ı do TaM právě když existuje křivka

γ : (−ε, ε)→M,γ(0) = a, γ′(0) = X,

což je ekvivalentńı s podmı́nkou, že f(γ(t)) je identicky nulová funkce. a plat́ı γ(0) ∈M,γ′(0) = X.
Tato podmı́nka je ekvivalentńı s podmı́nkami f(γ(a)) = 0, γ′(0) = X a

n∑
1

∂f

∂xi

dγi
dt

(0) = 0. (11.2)

Tedy vektor X =
∑n

1 X
i ∂
∂xi

patř́ı do TaM právě když je kolmý na vektor grad f(a), což je

ekvivalentńı s podmı́nkou X(f)(a) =
∑n

1
∂f
∂xi

dγi
dt (0) = 0.

Př́ıklad 2. Necht’ f : R3 → R je funkce zadaná vztahem

f(x, y, z) = x2 + y2 − 1,

a definujme varietu M předpisem M = f−1(0).
Ukažte, že je vektorové pole

X = (x2 − 1)
∂

∂x
+ xy

∂

∂y
+ xz

∂

∂z

tečné k varietě M.

Řešeńı. Plat́ı
X(f) = 2x(x2 + y2 − 1),

tedy pro body variety M plat́ı X(f)(a) = 0, a ∈M a stač́ı použ́ıt předchoźı př́ıklad.

Př́ıklad 3. Necht’ M = S3 je trojrozměrná sféra definovaná rovnićı

M = {(x, y, z, t) ∈ R4|x2 + y2 + z2 + t2 = 1.}

Necht’ jsou dána tři vektorová pole na M předpisem

(1)X =

(
−y ∂

∂x
+ x

∂

∂y
− t ∂

∂z
+ z

∂

∂t

)
(2)Y =

(
−z ∂

∂x
+ t

∂

∂y
+ x

∂

∂z
− y ∂

∂t

)
(3)Z =

(
−t ∂
∂x
− z ∂

∂y
+ y

∂

∂z
+ x

∂

∂t

)
Ukažte, že v každém bodě a ∈M tvoř́ı vektory X(a), Y (a), Z(a) bazi tečného prostoru TaM.

Řešeńı.
Normálový vektorNa, a ∈M má tvarNa =

(
x ∂
∂x + y ∂

∂y + z ∂
∂z + t ∂∂t

)
a vektoryX(a), Y (a), Z(a)

jsou kolmé na Na, tedy patř́ı do TaM. Jsou lineárně závislé, právě když hodnost matice koeficient̊u
je menš́ı než tři, což je pravda, pokud jsou determinanty všech čtyř 3× 3 minor̊u rovny nule. Ale
to nastane jen v bodě a = (0, 0, 0, 0), který nepatř́ı do M.

Př́ıklad 4. Vyjádřete vektorové pole X = 2 ∂
∂x −

∂
∂y + 3 ∂

∂z v cylindrických souřadnićıch.
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Řešeńı. Zvolme cylindrické souřadnice pomoćı vztah̊u x = r cos t, y = r sin t, z = z. pak

X = (2 cos t− sin t)
∂

∂r
− 2 sin t+ cos t

r

∂

∂t
+ 3

∂

∂z
.

Př́ıklad 5. Na R2 jsou dány dvě kovektorová pole

α = x dx+ y dy;β = y dx+ x dy.

(a) Najděte množinu M, na které jsou α, β lineárně nezávislá.
(b) Na této množině najděte vektorové pole X,Y, které v každém bodě M tvoř́ı bazi duálńı k

bazi α, β.

Řešeńı.
(a) M = R2 \ {(x, y)|x = ±y}.
(b)

X =
x

x2 − y2
∂

∂x
− y

x2 − y2
∂

∂y
, Y = − y

x2 − y2
∂

∂x
+ x

x

x2 − y2
∂

∂y

Př́ıklad 6. Ukažte, že
jsou-li X,Y dvě vektorová pole na M, pak

[LX , ιY ] = ι[X,Y ].

Řešeńı. Levá i pravá strany př́ıslušné rovnosti je gradovaná derivace, stač́ı tedy (d́ıky Leibnizově
vlastnosti) ověřit tyto rovnosti pro funkce a exaktńı 1-formy.

Nav́ıc jsou obě strany derivace stupně −1. Pro funkce jsou tedy obě strany rovné nule a je-li
ω = df, pak

[LX , ιY ](df) = LX(df(Y ))− ιY (LX(df)) = X(Y f)− [d(Xf)](Y ) =

= [X,Y ](f) = ι[X,Y ](df).
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