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Kapitola 1

Prolog

1.1 Uvod

Tento studijni text je doprovodny text k prednasce "Uvod do analyzy na varietach’ kterd je stan-
dardné urcena studentum tietiho roéniku bakaldiského studia matematiky. Pro tuto prednasku je
vhodné mit znalost latky prvnich dvou ro¢niku matematické analyzy a linedarni algebry. Zejména
se pouzivé teorie funkei vic redlnych proménnych (derivace slozeného zobrazeni, véta o substituci
pro vicerozmeérny integral, véta o inverznim zobrazeni). Text rozsifuje a doplituje skripta [KST] se
stejnym nazvem "Uvod do analyzy na varietach.” Zejména je pridana kapitola o teorii topologickych
prostort, kterd se standardné v predndskich z matematické analyzy nevyucuje a zdkladni partie
multilinedrni algebry (tensory), kterd ve standardnim sylabu linedrni algebry chybi. Zdakladni do-
stupnad literatura je citovana na konci textu.

Cesky nézev ’varieta’ se pouzivé matematické objekty, které maji v anglictiné nézev 'mani-
folds’. Jde o ¢dstetné zmateni jazyku, protoze v angli¢tiné se bézné pouzivd termin ’(algebraic)
varieties’, pro které mame v ¢eStiné nazev ’algebraické mnoziny’. Variety jsou vicedimenziondlni
zobecnéni ploch v trojrozmérném prostoru, které se v soucasné dobé pouziva jako nejobvyklejsi
verze matematického konceptu 'prostoru’. Pojem ’'varieta’ je vytvoren tak, aby bylo mozné zobecnit
diferencidln{ a integraln{ pocet vic (redlnych ¢i komplexnich) proménnych na piipad ’zakfivenych
prostoru’. Puvodni idee pro toto zobecnéni jdou zpét k Bernhardu Riemannovi a na jejim dnesnim
tvaru ma nejveétsi zasluhu Svycarsky matematik Hermann Weyl. V soucasné dobé je teorie variet
nezbytnd pro vétsinu hlavnich vétvi teoretické matematiky a pouzivd se stdle vic v modernich
aplikacich (genetika, robotika, pocitacové grafika, zobrazovaci metody mediciny, teorie optimalni
kontroly) a je klicovd pro symbiozu s hlavnimi aplikacemi geometrie v teoretické fyzice. Prak-
ticky vSechny ¢asti moderni teoretické fyziky jsou formulovany a jejich vlastnosti jsou popsany na
zdkladé vhodnych matematickych modelu.
vitace a jevy ve vesmiru. Jeji formulace pouzivé teorii (pseudo)-Riemmanovych variet, kterou
vyvinuli italsti geometti (Levi-Civita) v 19. stoleti.

(b) Jednotnd teorie interakci elementdrnich Edstic, kterou se podafilo formulovat v obdobi
po druhé svétové vélce pouziva teorii fibrovanych prostoru a kovariantnich derivaci. Tuto vétev
analyzy na varietdch vytvorili matematici nezavisle na zkouméani teoretickych fyziku, kteii préave
takovou teorii potfebovali a vytvorili si ji sami pod nédzvem teorie kalibra¢nich (Yang-Millsovych)
poli. Pozdéji se zjistilo, Ze obé teorie jsou ekvivalentni, ale zmateni jazyku mezi matematiky a
teoretickymi fyziky v této oblasti trva dodnes.

(¢) Neobycejny pifnos poslednich dekdd do oblasti mezi teoretickou fyzikou a matematikou
piinesla takzvana ’teorie strun’, zamyslend puvodné jako Sance vytvorit jednotnou teorii kvan-
tovych systému a gravitace. Fyzikalni vyznam této teorie se dodnes nepotvrdil, ale piinos jejich
idef pro soucasnou teoretickou matematiku lze jen tézko precenit.

(d) Obrovskou roli v klasifikaci elementarnich ¢éstic (a v teoretické fyzice obecné) hraje otdzka



symetrii. Standardni zpusob jak modelovat symetrie je pomoci teorie grup, a zejména pomoci teorie
Lieovych grup. Lieovy grupy jsou grupy, které jsou soucasné varietami. Nejklasictéjsim prikladem
je (Lieova) grupa rotaci v Eukleidovském prostoru. Otdzky symetrie hraji klicovou roli v popisu a
klasifikaci geometrif (Kleintuv Erlangensky program). Obecné variety majf zpravidla jesté zadanou
dals{ strukturu, zpravidla spojenou s volbou specidlni symetrie (napiiklad Riemannova geomet-
rie, konformni geometrie, symplektickd geometrie, Cartanovy geometrie, kvaternionova geometrie,
apod.).

Vsechny vySe zminéné oblasti matematiky a jejich aplikaci jsou nemyslitelné bez analyzy na
varietach.
1. prednaska

Zkusme si jesté pred detailnim (a pfesnym) vykladem naznac¢it hlavni intuitivn{ myslenky
pouzité pfi definici variety. Varieta M je nejprve jen mnozina bez dalsi struktury. Vzorova mnozina
pro (redlnou) varietu dimenze n je oteviend podmnozina v R”. Budeme chtit, aby varieta lokdlné
vypadala jako tato vzorova mnozina. Nejdiive tedy zavedeme pojem mapa na mnoziné M jako
vzéjemné jednoznacéné (bijektivn{) zobrazeni{ ¢ podmnoziny U C M na otevienou podmnozinu
p(U) C R™ (viz obr.1).

o(U)

Obr.1. Mapa na mnoziné M.

Déle budeme pozadovat, aby mnozina M byla celd pokryta systémem map (ktery nazveme
atlas). Tak jak je vidét na obr.2., mapy se typicky budou pfekryvat a priunik U, N Ug defini¢nich
oboru dvou map bude pokryt dvakrat. To zfejmé indukuje bijektivni pfechodové zobrazeni
Yap = 05 ° (o) z podmnoziny ¢, (Ua N Ug) v R™ na podmnozinu p5(Ua N Ug) v R™.
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Obr.2. Pfechodové zobrazeni.

Typ variety je tedy urcen dvéma udaji.

(1) Vzorové mnozina.

(2) Pozadavky na prechodové zobrazeni.
Matematické objekty zkoumané na varietdch:

Funkce, te¢né vektory a vektorové pole, diferencidlni operdtory, tenzorova pole, diferencidlni
formy (specidln{ ptipad tensorovych polf), zobrazeni mezi varietami.
Zdkladni objekt - diferencovatelnd (hladkd) funkce.

Ruzné typy funkei je mozné definovat v zavislosti na vlastnotech prechodového zobrazeni.

Moznosti:

spojité funkce CO(U)

k-krat spojité diferencovatelné funkce C*(U)

hladké funkce C*=(U)

redlné analytické funkce C¥(U)- lokdlné soucty Taylorovych rad

polynomy, racionédlni funkce

holomorfn{ funkce (model U C C)

Je mozné si také predstavit, ze zadani dvou pfekryvajicich se map ndm davéa navod na sle-
peni dvou otevienych vzorovych mnozin pomoci prechodového zobrazeni do jedné vétsi 'plochy’.
Proberme si ted (a na nasledujicim cvi¢eni ) 3 jednoduché pifpady mnoziny M, map, a atlasu.

1.2 Mapy, atlasy

Definice 1.1 Nechf U a V jsou oteviené podnoZiny v R™, resp. v R™.

Rekneme, ze funkce f : U — R je hladka, pokud md spojité parcidini derivace vsech Fddi.
Prostor hladkijch funkci na mnoziné U oznacime symbolem C*(U).

Rekneme, Ze zobrazeni 1) : U — V je hladké,, pokud je kazdd slozka tohoto zobrazeni hladkd
funkce.

Rekneme, e zobrazeni i : U — V, je difeomorfismus, je-li to prosté zobrazeni U na V a
zobrazeni v i ¥~" jsou hladké.

Definice 1.2 Nechi M je (libovolnd) mnoZina, pok mapa na M dimenze n je dvojice (U, ),
kde U C M a ¢ :U — R"™ je prosté zobrazeni na otevienou podmnozinu o(U) C R™.

Jsou-li (Un,a), (Us, pg) dvé mapy na M dimenze n, pak se zobrazeni np == g 0 oyt de-
finované na ¢o(Uy N Ug) nazyvd pFfechodové zobrazeni mezi témito mapami. V pripadé, kdy
Us, NUg = 0, budeme chdpat prechodovou funkci jako prdzdné zobrazend, které trividlné splriuje
vSechny podminky na prechodové zobrazent kladené.

Rekneme, Ze dvé mapy (U, ¢a), (Us, ¢5) jsou kompatibilni, pokud oo (UaNUs) a ps(UsNUp)
jsou otevrené mmnoziny a prechodové zobrazend je difeomorfismus mezi nimi.

(Hladky) atlas na M je systém map {(Ua, o) }aca takovych, Ze kaZdé dvé mapy atlasu jsou
kompatibilni a Ze M = UgecaU,.

Priiklad.
M =5, ={(z,y) € R?*|z? +y?> = 1}.



Uo = {(z,y) € M|(z,y) # (1,0)}; U1 = {(z,y) € M|(z,y) # (-1,0)}; U UU = M.
je'h (xay) € UO a (xvy) = (cost,sint),t € (07277)7 pak @O(x,y) = t;
je-li (z,y) € Uy a (z,y) = (cost,sint),t € (—m, ), pak ¢1(z,y) = t.
Defini¢én{ obor pfechodového zobrazeni 191 je sjednocen{ intervalu (0,7) U (7, 27) a
o1(t) =t na (0, 7);
Yo1(t) =t — 27 na (m, 27).
Pro definici pojmu ’varieta’ nam jesté schazi naucit se zakladni pojmy a vlastnosti tykajici se
topologickych prostori. Tomu bude vénovéana dalsi prednaska.

Konec prvni prednasky.



Cviceni k prvni piednasce.

Pi#iklad 1. Necht M = P!(R) = {L C R?|L je redlny vektorovy podprostor dimenze 1}.

Sestrojte atlas na mnoziné M sklddajici se z map dimenze 1.
Reseni. Necht (z,%) # (0,0) je baze prostoru L, tento fakt oznacime rovnosti L =< (z,y) > .
Dvojici (x,y) nazveme homogenni soufadnice prostoru L. Homogenni soufadnice nejsou uréeny
jednozna¢né, mohou se lisit nenulovym nésobkem. Vsechny hodnoty homogennich soutadnic pro-
storu L patii tedy do stejné tiidy ekvivalence definované nésledujicim zpusobem:

(z,y) ~ (@',y) <= Ja#0,(2,y) = (ox, ay)

a M je mnozina piislusnych t¥id ekvivalence.
Oznacéme Uy = {< (z,y) >€ M|z #0}; Uy ={< (x,y) > M|y #0}; Uy UU; = M,
a definujme zobrazeni

wo:(z,y)~(Lz=4%)eclUy— 2z €R; wlz(x,y)w(gzg,l)eUlHCER. Atlas na M ma
dveé mapy (Uy, ¢o) a (U1, ¢1), piechodové zobrazeni mé tvar

o1 R—=R; (=¢p1(2) =1,2€C,z#0.

Nézorneé je také mozné si predstavit M jako jednotkovou kruznici se ztotoznénymi protilehlymi
body:

M~ S'/{(z,y) ~ (~2,~y)}.

Projektivn{ prostor P!(R) nenf podmnozina Eukleidovského prostoru!

Pi#iklad 2. M = P!(C) := {L C C?|L je komplexn{ vektorovy podprostor dimenze 1 v C2}.

Sestrojte atlas na mnoziné M skladajici se z map, které maji jako obrazy oteviené podmnoziny
v C=R2
Reseni.

Oznaéme < (u,v) >= {(z1,22) € C?|3a € C, (21, 22) = (au,av)}. Tedy < (u,v) > je kom-
plexn{ vektorovy podprostor komplexni dimenze 1 v C2, jehoz baze je vektor (u,v).

(u, v) jsou homogenni souradnice pro L =< (u,v) >, kde (u,v) # (0,0), u,v € C.

(u,v) ~ (u,v") <= Ja#0,ae€C, (v,v) = (au,av).
Up = {< (u,v) >€ Mu # 0}; Uy = {< (u,v) >€ M|v #0}; Uy UU; = M.
wo:(u,v)~(Lz=2)eUy—2€C; p1:(u,v)~((=2,1)eU—(eC.

pfechodové zobrazeni ma tvar

po1:C=R2 = C=R? ¢ =pp(z) =1

Pokud oznaéfme bod (0,1) symbolem oo, pak zfejmé P!(C) = C U oco. Komplexn{ projektivn{
prostor dimenze 1 je tedy komplexni rovina s jednim pfidanym bodem v nekonec¢nu. Tato interpre-
tace se bude systematicky pouzivat v klasické ’teorii funkci’ komplexni proménné s komplexnimi
hodnotami a prostoru P!(C) se bude ffkat Riemannova sféra. Viimnéte si, ze v P*(C) nenf z4dny
bod vyjimeény, a ze pii jiné volbé map v atlasu muze roli bodu v nekone¢nu hrat libovolny bod
projektivniho prostoru. Vsimnéte si, ze slovo ’sféra’ v ndzvu ’Riemannova sféra neni nahodou,
prostor PC! se d4 ztotoznit snadno s jednotkovou sférou v R3.

Piiklad 3. Grassmanova varieta Gra 4.
Ozna¢me M = Gry 4 := {La C R*|Ls je redlny vektorovy podprostor dimenze 2}.
Sestrojte atlas pomoci map vhodné dimenze na mnoziné M.

Reseni.

Je-li Ly vektorovy podprostor dimenze 2, pak existuje baze vi,vo € R* prostoru Lo. Tento fakt
oznac¢ime rovnosti Lo =< v1,ve > . Slozky téchto vektoru tvoii sloupce 4 x 2 matice M = (v1, v2),
kterd ma hodnost 2. Jakékoliv jind baze v},vy € R* téhoz podprostoru se dd vyjadiit pomoci
necarkované baze a regularni 2 x 2 matice prechodu A. Pro odpovidajici matici M’ plati M’ = M- A.
Mnozina M se tedy dé popsat také jako mnozina St 2 vSech 4 x 2 matic M s hodnosti 2 modulo
ekvivalence ~, kterd je definovana takto:

M ~M < JAcGL(2,R), M'=M - A,

kde GL(2,R) oznacuje (Lieovu) grupu vsech 2 x 2 reguldrnich redlnych matic.



Mapu na mnoziné M = Gry 4 1ze napiiklad zvolit takto. Nejprve zavedeme nésledujici oznaceni.
Symbolem M;;; 1 <14,j <4;i%# j oznacime 2 x 2 podmatici (minor) matice M tvofenou i-tym a
j-tym fddkem matice M a definujeme A;;(M) = det M;;.

Nyni definujme mnozinu U;; C M pfedpisem

Ul‘j = {Lg S GT274|L2 =< V1,03 >,Aij(M) 7é 0,M = (1)1,’02)}

Pokud M" = M - A, pak zfejmé M, = M;;A a podminka A;;(M) # 0 je nezdvisld na vybéru
matice M reprezentujici podprostor Ls.

Nyni definujeme prvni mapu (Ujg, ¢12) na mnoziné Grg 4 takto. Je-li Ly € Upa, pak existuje
praveé jedna baze vy, vy prostoru Lo s vlastnosti, ze minor Mps matice M =< vy, vs je jednotkova
matice, tedy Zze matice M ma tvar

;a,b,e,d, e R. (1.1)

o 2 O
QL = O

To je mozné ukazat nésledujici ivahou. Nejprve zvolime libovolnou bazi vy, vs podprostoru Lo.
Pak tuto bazi zménime pomoci matice prechodu A rovnajici se inverzni matici k matici My, kde
M = (v1,v2). Tim dokdzeme existenci baze majici tvar . Jednoznacnost takovéto baze plyne
z toho, ze matice pfechodu mezi dvéma maticemi, které maji tvar musi byt jednotkova. Je
tedy mozné definovat zobrazeni @15 : Uy — R* pfedpisem

f12(L2) = (a, b, c,d).

které je prosté. Dvojice (Ujz, ¢12) je tedy mapa na mnoziné Grs 4 dimenze 4.

Snadno se ukaze, ze naprosto analogickym zptusobem je mozné definovat dalsich 5 map dimenze
4, definovanych na analogickych podmnozinach Uiz, Uy4, Uss, Usyg, Usg.

Linearni algebra 7ikd, ze hodnost matice M je rovna 2 pravé kdyz aspon jeden z determinant
A;;(M) je nenulovy. Plati tedy, ze UU,; = Gra 4 a soubor téchto 6 map tvoii atlas na Gr 4.

Pomoci determinanti A;;(M) je mozné definovat zobrazeni

@ : Sty — R\{(0,0,0,0,0,0)}; &(M) = (A12(M), Ayz(M), A1s(M), Mgz (M), Aoy (M), Azs(M)).
Pokud M’ = M - A, A € GL(2,R), pak
B(M') = ®(M) det A.

Tedy zobrazeni ® indukuje zobrazeni P mnoziny Grs 4 do projektivniho prostoru P°(R). Slozky
vektoru (A;;(M)) € RY se nazyvaji Pliickerovy soufadnice prvku Ly € Gra 4

Toto zobrazeni je dobie definovano, ale tézko muze byt surjektivni, protoze mapy na mnoziné
Gra 4 maji dimenzi 4, zatfmco mapy na projektivnim prostoru P?(R) maji dimenzi 5 (rozmyslete
sil).
Piiklad 4. Dokazte, ze pro &isla A;;(M) = A;; je splnéna (kvadratickd) rovnice

A19Aszs + A13Ago + A1aAo3 = 0. (1.2)

Reseni. Piimy vypocet.



Kapitola 2

Topologie

2.1 Definice, priklady

Analyza v prvnich semestrech se soustiedila na studium funkei na metrickém prostoru. Klicovou
roli pfi popisu spojitych funci pii tom hraly oteviené mnoziny. Pfipomenme si, ze metricky prostor
se v analyze definuje jako dvojice (M, d), kde M je mnozina a d je nezdpornd funkce na M x M,
symetrickd ve svych argumentech, pro kterou plati trojihelnikové nerovnost. Navic d(x,y) = 0
prave kdyz x = y. Cislu d(z,y) se iikd vzdalenost bodii = a y. Mnozina U C M je oteviend, pokud
pro kazdy bod x € U existuje € > 0 s vlastnost{, ze mnozina {y € M|d(z,y) < €} je podmnozina U.
Oteviené mnoziny hraji klicovou roli pfi popisu spojitych funkci, ¢i spojitych zobrazeni.

Zakladni myslenka, pro¢ se zavadéji topologické prostory je opustit pfi studiu spojitosti koncept
metrického prostoru uplné a od zacatku definovat, které mnoziny jsou oteviené. Ukaze se, ze je to
nejen podstatné obecnéjsi, ale ze to je velmi, velmi uzitecné.

Definice 2.1 Je-li M libovolnd mnoZina, pak symbolem P (M) oznadime mnoZinu viech podmnozin
mnoziny M.

Topologicky prostor X je mnozina X, pro kterou je navic zaddn systém podmnozin Tx C P(X),
kterd splnuje ndsledugjici axiomy:

(01) 0, X € Tx, tj. prdzdnd mnoZina a celyj prostor patri do Tx;

(02)U,VeTxy = UNV e Tx;

(038) Je-li A C T(X), pak UyeaU € Tx.

Topologicky prostor je tedy dvojice (X, Tx)! Pokud nebude potieba specifikovat topologii Tx,
budeme pouzivat jen zkrdcené oznaceni X pro dany topologicky prostor.

Mnoziny U € Tx se nazgvaji oteviené mnoziny.

Definice 2.2 Necht Tx a T jsou dvé topologie na prostoru X. Rekneme, Ze topologie T je
silnéjsi, nebo jemnéjsi, nez topologie Tx, pokud T O Tx. Pokud tato inkluze plati, Fikdme
zdrover, Ze Ze topologie Tx je slabsi, nebo hrubsi, nez topologie T .

Pozndmka 2.3 Aziomy pro topologii se daji preformulovat (ndzorné) takto:

(O1) Prdzdnd mnozina a cely prostor patri do Tx;

(02) Prinik koneéného poctu oteviengich mnoZin je oteviend mnoZina.

(03) Sjednocent libovolného systému otevienych mnozin je oteviend mnoZina.

Na druhou stranu prunik libovolného systému otevienych podmmnoZin oteviend mnoZina obecné
byt nemust.

Definice 2.4 Podmnozina U topologického prostoru (X, Tx) se nazyvd uzaviend, pokud jeji do-
plnék
Uc:=X\U



je oteviend mnoZina. Systém vSech uzaviengch mnoZin topologického prostoru (X, Tx) oznacime
Ux.

Lemma 2.5 (Charakterizace uzavienych mnozin.) Systém Ux uzaviengch mnoZin topolo-
gického prostoru (X, Tx) spliuje tri vlastnosti:

(U1) Prdzdnd mnoZina a cely prostor jsou uzaviené mnoziny.

(U2) Sjednoceni konecného poctu uzaviengch mnoZin je uzaviend mnozina.

(U3) Priunik libovolného systému uzaviengch mnoZin je uzaviend mnoZina.

Naopak, pokud néjaky soubor podmnozin U C P(X) md vlastnosti (U1), (U2), (U3), pak systém

Ty = {X\U|U € Ux}

definuge topologii na mnoziné X a systém Ux je systém uzaviengch podmnoZin topologického pro-
storu (X, Tx).

Dukaz.

Podle definice U € Ux prave kdyz U¢ € Tx. Takze potiebujeme dokazat, ze systém Tx spliiuje
podminky (O1), (02), (03) préve kdyz Ux spliuje podminky (U1), (U2), (U3).
Ekvivalence podminek (O1) a (U1) je ziejma.
Ekvivalence podminek (02) a (U2) plyne z De Morganovych vzorcu (UU V)¢ =U°NVe.
Ekvivalence podminek (O3) a (U3) plyne z De Morganovych vzorct (Nyea)® = UpeaUC, kde A
je libovolny systém podmnozin v X. O
Priklady.
(1) Piedpoklddejme, ze (M,d) je metricky prostor, pak definujeme metrickou topologii Tx,
neboli topologii indukovanou metrikou d takto:

UeTx <= VxeU3J§>0takové, ze {y € X|d(z,y) <} CU.

Je snadné se presvédcit, ze systém Ty spliiuje axiomy pro topologii.

(2) Necht S je libovolnd mnozina. Extrémni topologie na S jsou:

(i) Trividlni topologie: 7Tg = {0, S}. Trividln{ topologie je nejslabsi (nejhrubsi) topologie na
mnoziné S.

(ii Diskrétni topologie: Tg = P(X), tedy vSechny podmnoziny M jsou oteviené. Diskrétni
topologie je nejsilnéjsi (nejjemnéjsi) topologie na mnoziné S.

(5) Zariského topologie. Ozna¢me C|zy,..., z,] prostor vech polynomu v n proménnych s
komplexnimi koeficienty. Je-li X = C", pak definujeme Zariského topologii tim, Ze podmnozina
U C C" je uzaviend, pokud existuje (libovolnd) mnozina S C Clz1, ..., 2z,], pro kterou

U=V(S):={z€C"|f(z)=0VfeS}
Pro piipad n = 1, je mnozina X mnozina komplexnich ¢isel a oteviené mnoziny v Zariského to-
pologii jsou 'veliké’, je to celd komplexni rovina bez koneéné mnoha bodu (nebo prézdnd mnozina).
Rozmyslete si, ze Zariského topologie spliiuje vSechny tii axiémy pro topologii.

2.2 Podprostor, uzaver, vnitrek, a hranice.

Predpokldadejme, ze (X, Tx ) je topologicky prostor. Pak je mozné definovat (indukovanou) topologii
na kazdé podmnoziné Y C X nésledujicim zptusobem.

Definice 2.6 Je-li (X, Tx) topologicky prostor a Y C X, pak definujeme indukovanou topologii
Ty na podprostoru Y predpisem

Ty ={V=UnYU € Tx}. (2.1)
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Lemma 2.7 Systém splniuje axiomy pro topologii na mnoziné Y.

Dukaz.

Prdzdnd mnozina ) = dNY i mnozina Y = XNY patii do Ty. Jsou-li V =UNY a V' =U'NY
dvé mnoziny z Ty, pak

VNV =UnU)NY € Ty.

A kone¢né, pokud A C P(X) je systém otevienych podmnozin v X a {V =UNY|U € A} je
odpovidajici systém pomnozin v P(Y), pak i U4 (UNY) = (UAU)NY patif do Ty . O

V dalsim textu budeme vzdy uvazovat podmnoziny Y topologického prostoru (X, Tx) s takto
definovanou topologii podprostoru.

V topologickém prostoru je mozné definovat pro kazdou podmnozinu pojem vnitiku a uzavéru.
Definice je snadna a prirozend, uzivéa se jen pojmu oteviend a uzaviend mnozina.

Definice 2.8 Necht (X, Tx) je topologicky prostor a Y C X.
(i) Vnitiek IntY mnoziny Y definujeme predpisem

IntY :=Upery,ucyU. (2.2)

(ii) Uzavér Y mnozZiny Y definujeme predpisem

Y =NveuyxycvV. (2.3)
(i) Hranice Y mnoZiny Y je definovdna predpisem
Y :=Y \IntY. (2.4)

(v) Rekneme, Ze mnozina A je okoli bodu x, pokud z € Int A.

7 vlastnosti systému otevienych, resp. uzavienych mnozin ihned plyne, ze vnitiek IntY je
nejvétsi oteviend mnozina obsazend v Y a uzévér Y je nejmensi uzaviend mnozina obsahujici Y,
a hranice Y se dé popsat jako prunik uzdvéru Y a uzévéru X \ Y.

2.3 Baze a subbaze.

V metrickych prostorech patii mezi zédkladni oteviené mnoziny koule kolem daného bodu s danym
polomérem. Kazda oteviend mnozina je pak sjednoceni takovychto kouli. Také v obecnych topolo-
gickych prostorech je vyhodné definovat vhodny systém specidlnich otevienych mnozin, ktery pak
generuje cely systém vSech otevienych mnozin.

Definice 2.9 Necht (X, Tx) je topologicky prostor.

(a) Systém B C Tx nazveme baze topologie Tx, pokud je kazdd oteviend mnozina U € Tx
sjednoceni mnozin ze systému B. MnoZiny ze systému B pak budeme nazjvat zdkladni oteviené
mnoziny topologie Tx.

(b) Systém S C Tx nazveme subbaze topologie Ty, pokud je systém B vsech koneénijch priniki
proku systému S baze topologie Tx . Jinak feceno poZadujeme, aby se dala kaZdd oteviend mnoZina
dané topologie Ts napsat jako sjednoceni konecényjch pruniku proki ze systému S.

Je ziejmé, ze kazda baze topologie Tx je subbaze topologie Tx. Nasledujici tvrzeni popisuje
jednoduchy zpusob, jak definovat topologii na dané mnoziné X.

Lemma 2.10 Necht X je mnoZina a necht S je libovolny systém podmmnoZin mnoziny X, jejichZ
sjednocent je mnozina X.
Necht Tx je systém vsech sjednoceni koneénych priniki mnoZin ze systému S. Pak

(a) Systém Tx je topologie na mnoziné X, nazveme ji topologii generovanou systémem S.
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(b) Systém S je subbaze topologie Tx.

(¢) Topologie Tx je nejslabsi topologie obsahugici systém S. Jinak Teéeno, topologie Tx je prinik
véech topologii obsahujicich systém S.

Dikaz.
Bod (a)

Oznacme symbolem B systém vSech kone¢nych prunikt mnozin ze systému S a symbolem Tx
systém vsech (libovolnych) sjednocen{ mnozin z B. Chceme ukézat, ze Tx je topologie na X.
Vlastnost (O1) je ziejmé (podle definice je sjednoceni prazdného systému mnozin prazdna mnozina).

Vlastnost (02): uvazujme dvé mnoziny U, U? € Tx. Tedy
U' = UierB}, B} € B; U* = Uje; B}, B; € B,
kde I, J jsou indexové mnoziny (mozné i nekonecné). Pak
U'NU? = [UierB{] N [UjesB;] = Uier,jes B} N B} € Tx.
Vlastnost (03): Necht

Ue = UiaGIaBi’B'i € 87 o€ A7 UB = Uj(—;GJﬁB‘fﬂv

B i
BjBeB,BeB.

Pak ziejmé U® U UP patif do Tx.

Bod (b).
Tvrzeni plyne piimo z definice subbaze.

Bod (c).
Podle bodu (a) je Tx topologie na X a obsahuje systém S.
Naopak, je-li T% libovolnd jind topologie na X, kterd obsahuje systém S, pak se z vlastnosti
topologie ihned odvodi, ze Tx je podsystém v systému 7.
O

2.4 Hausdorffav topologicky prostor.

Schéma topologického prostoru je velmi obecné a zahrnuje mnoho piiklada s neobvyklymi vlast-
nostmi odporujicimi intuici, ktera je zalozena na piépadu topologického prostoru indukovaného
metrikou. Nékteré neobvyklé a zvlastni vlastnosti mohou byt dusledkem toho, ze dana topologie
obsahuje mélo otevienych mnozin. V metrickém prostoru M je naptiklad jednobodova mnozina
{z},x € M vzdy uzaviend. nebo obecnéji, libovolné dva ruzné body maji disjunktn{ okoli. ptiklad
takového chovani je nasledujici topologicky prostor.

Takovéto priklady jsou vylou¢eny pomoci nasledujici definice.

Definice 2.11 Topologicky prostor (X, Tx) se nazjvd Hausdorffav, pokud pro kaZdou dvojici
ruznych bodu x,y € X existuji otevirené mnoziny U,V pro které

zelUyeV,UNV =40

2.5 Spojité zobrazeni.
Podstatna tiida zobrazeni mezi topologickymi prostory jsou spojitd zobrazeni, které ted bu-

deme definovat. Budeme pfi tom pouzivat néasledujici oznaceni. Je-li f : X — Y zobrazeni mezi
mnozinami X a Y a V C Y. Pak definujeme

fr(V):={z e X|f(z) e V)}.
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Definice 2.12 Necht (X, Tx) a (Y, Ty) jsou dva topologické prostory.
Rekneme, Ze zobrazeni f : X =Y je spojité, pokud f*(V) € Tx pro kaZdou mnoZinu V € Ty.

Lemma 2.13 Necht (X, Tx) a (Y, Ty) jsou dva topologické prostory a f : X — Y zobrazeni mezi
nimi. Pak ndsledujici tvrzent jsou ekvivalentni.

(i) f je spojité zobrazeni

(ii) f*(Z) je uzaviend mnoZina pro kaZdou uzavienou mnoZinu Z;

(iii) Necht S je subbaze pro topologii Ty na mnoZiné Y. Pak f je spojité na X, prdavé kdyz f*(U)
je oteviend mnozina pro kaZdou mnozZinu U € S.

Dikaz. Pro dukaz tvrzeni jsou podstatné nasledujici vlastnosti vzoru, které si probereme podrobné
na cviceni.

fFY\U)=X\f(U)
Fr(M<i<nUi) = Ni<i<n 5 (UL),

F (UierUs) = Uier f*(U;).
O

Definice 2.14 Necht (X,Tx) a (Y, Ty) jsou dva topologické prostory. Homeomorfismus z X
do 'Y je spojité a vzdjemné jednoznacné zobrazeni f : X — Y, pro které je inverzni zobrazeni
7' 1 X — Y také spojité. topologické prostory (X, Tx) a (Y,Ty) jsou homeomorfni, pokud
existuje homeomorfismus mezi nimi.

Tedy: Nejen, ze homeomorfismus f : X — Y, resp. f~!, ztotoziiuje mnoziny X a Y, ale zarovein
zobrazeni f* resp. (f~1)*, ztotoziiuje topologie Tx a Ty

2.6 Kategorie topologickych prostora

Poznamka. Teorie kategorii vyrostla ze skromnych zacatku k dulezité oblasti v zédkladech mate-
matiky a stava se vic a vic standardnim jazykem pouzivanym v mnoha oblastech matematiky.
Pojd'me si nyn{ popsat (neformélné) co to kategorie jsou.

Kategorie se sklada z dvojice dat:
(A) Objekty. Je dédn soubor C matematickych objektu.
(B) Morfismy. Pro kazdou dvojici objektu X,Y € C je ddne mnozina Hom(X,Y), jejiz prvky se
nazyvaji morfismy z X do Y, pro kterou musi platit:
(i) pro kazdy objekt X € C existuje morfismus idx € Hom(X, X),
(ii) pro kazdou trojici objektu X,Y, Z € C je ddna operace skladan{

Hom(X,Y) x Hom(Y, Z) — Hom(X, Z); (f,g) = go f
Tyto data musi spliiovat dva jednoduché axiodémy (skladéni je asociativni, identity idx jsou
identity pii skladédni).
Pro topologické prostory jsou z tohoto hlediska podstatné (a velmi snadno se ovérf - udélejte

to!) nasledujici dvé tvrzeni.

Lemma 2.15 Necht X,Y, Z jsou topologické prostory. Pka
(1) Zobrazent identita Id : X — X je spojité zobrazend.
(2) Jsow-li f : X =Y ag:Y — Z spojitd zobrazend, pak i zobrazeni go f : X — Z je spojité.
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Existuje tedy kategorie Top, jejiz objekty jsou topologické prostory a morfismy jsou spojita
zobrazeni.

Z linearni algebry plyne, ze dalsim prikladem kategori je kategorie, jejiz objekty jsou vektorové
prostory a morfismy jsou linedrni zobrazeni.

Tretim piikladem kategorie je kategorie, jejiz objekty jsou grupy a morfismy jsou homomor-
fismy.

Cviceni k druhé prednasce.

Piiklad 1. Necht R je metricky prostor, a tedy i topologicky prostor s indukovanou topologii.
Definujme oteviené mnoziny U; := K (0, %) Ukazte, ze prunik N;U; neni oteviend mnozZina.
Opravdu, N;U; = {0}.

Piiklad 2. Uvazujme kruznici S* s topologii indukovanou inklusi S* C R2.
Ukazte, ze oteviené mnoziny v této topologii jsou sjednoceni mnozin

Usp = {2 =€"la < ¢ < b}.

Vskutku,
; 1
Ua,bzslﬂ{z:rew\a<gp<b,§<r<2}.

Piiklad 3. Nechf X a Y jsou metrické prostory, uvazujme tyto mnoziny s indukovanou (tj.
metrickou) topologii.

Ukazte, ze zobrazeni f : X — Y je spojité jako zobrazeni mezi metrickymi prostory pravé kdyz
f je spojité jako zobrazeni mezi topologickymi prostory.
Reseni.

Standardni definice spojitosti v metrickych prostorech fikd, ze vzory otevienych kouli jsou
oteviené mnoziny. Ale systém otevienych kouli je baze metrické topologie. Tedy staéi pouzit

Lemma (iii).

Piiklad 4. Necht f: X — Y je zobrazeni. Dokazte relace

fFYA\U) =X\ f(U)
F(M<i<nUi) = Ni<i<n 5 (UL),

" (UierUs) = Uier f*(Us).

Reseni.
Ve v8ech 3 piipadech staci pouzit definici obou stran rovnosti.
Priklad 5.
Necht M =< 0,27) je topologicky prostor s topologii indukovanou metrickou topologii na R.
Zobrazeni f : M — S! definované piedpisem f(t) = e je prosté.
Ukazte, Ze inverzni zobrazeni f~!:S! — M neni spojité.
Reseni.
Mnozina < 0,7) je oteviend v intervalu < 0,27) s indukovanou topologii, ale jeji vzor pfi
zobrazeni f~! je mnozina f(< 0,7)), kterd oteviena v S! neni.
Priklad 6.
Necht X = {1,2,3} a Tx = 0,{1},{2,3},{1,2, 3}. Ukazte, Ze topologicky prostor (X, Ty ) neni
Hausdorffuv topologicky prostor.
Priklad 7.
Necht X = C ~ R? se Zariského topologii Tx. Ukazte, Ze topologicky prostor (X, 7x) nenf
Hausdorffuv topologicky prostor.
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3. prednaska.

V kapitole o topologii si na zac¢dtku predndsky priddme jesté nékolik dopliiku.

2.7 Kompaktnost.

Definice 2.16 NechT I je libovolnd mnozina (konecnd nebo nekonecnd). Necht (X, Tx) je topo-
logickyj prostor a Z C X je jeho podmnozina. Rekneme, Ze systém mnozin {U;}icr je pokryti Z,
pokud X C U;erU;.

Rekneme, Ze systém mnoZin {U.}ier je oteviené pokryti Z, pokud jsou navic vsechny mnoZiny
U; otevrené podmnoziny Z.

Rekneme, ze 7 je kompaktni, pokud z libovolného otevieného pokryti lze vybrat koneéné pod-
pokryti.

Pokud Z = X je kompaktni, rekneme, Ze X je kompaktni topologicky prostor.

Uzaviené podmnoziny kompaktniho prostoru jsou kompaktni.

Lemma 2.17 Je-li (X, Tx) kompaktni topologicky prostor a je-li Z C X jeho uzaviend podmnozina,
pak je Z kompaktni.

Diukaz. Piedpoklddejme, ze {U;}icr je oteviené pokryti mnoziny Z. Mnozina U = X \ Z je
oteviend, a tak {U;};cr spolu s mnozinou U je ziejmé oteviené pokryt{ X. Existuje tedy koneénd
mnozina J C I s vlastnosti, ze {U;};cs spolu s U je (konetné) pokryti X. A tedy {U;}ics je
konecné pokryti Z. 0

Spojity obraz kompaktni mnoziny je kompaktni.

Lemma 2.18 Je-li (X,Tx) kompaktni topologicky prostor a je-li f : X — Y spojité zobrazend,
pak je f(X) kompaktnd.

Dukaz. Predpokladejme, ze {U,}ics je oteviené pokryti mnoziny f(X). Ze spojitosti f plyne,
ze {f*(U;)}ier je oteviené pokryti mnoziny X. Existuje tedy koneéné podpokryti {f*(U;)}ies
mnoziny X, protoze X je kompaktni. Pro vSechna i € I plati ziejmé f(f*(U;) C U;), tedy

J(X) CUies f(f*(Us)) C UiesUs.
O

Lemma 2.19 Nech? (X, Tx) je Hausdor{fiv topologicky prostor. Pak je kaZdd kompaktni podmnoZina
Z C X uzavrend.

Dukaz. Ukdzeme, Ze je mnozina X \ Z oteviend tak, ze pro kazdy bod x € X \ Z sesetrojime
otevienou mnozinu V, pro kterou jex € V. C X \ Z.

Zvolme pevné bod z € X \ Z. Pro kazdy bod z € Z existuji dvé disjunktni oteviené mnoziny
V. a U, takové, ze x pati{ do V, a z patif do U,. Systém {U, }.cz je oteviené pokryti mnoziny Z,
tedy existuje kone¢né podpokryti {U,,}¥_,. Mnozina

V=NV,

je oteviend a podle definice obsahuje bod x, a pfitom ma prazdny prunik s mnozinou Z. Vskutku,
pokud by mnozina V' N Z byla neprazdnd a zo byl jeji bod, pak existuje index ¢ € {1,...,n} pro
ktery zo € U, tedy zo € Vs,, a tedy 29 ¢ V, coz je spor.

O
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2.8 Konvergence

Necht (X, Tx) je topologicky prostor. Konvergence posloupnosti bodti v X se definuje nésledujicim
zpusobem.

Definice 2.20 Necht {a,} je posloupnost bodii v X. Rekneme, Ze posloupnost a, konverguje
k bodu z € X, pokud
VU € Tx,x € U3IN € NVn > N (a, € U).

Pokud toto plati, budeme psdt, Ze a, — x.

Pokud je topologie Tx indukovéna metrikou d na X, pak a,, — x v topologickém prostoru (X, Tx)
pravé kdyz a,, — x v metrickém prostoru (X, d).

Konvergence se nechova dobie v obecnych topologickych prostorech.
Priklady.
(1) Pokud ma X trividln{ topologii, pak kazd4d posloupnost konverguje ke kazdému bodu v X!
(2) Pokud mé X diskrétni topologii, {a,} je posloupnost bodu v X a x € X, pak a, — x pravé
kdyz existuje N € N takové, ze Vn > N plati a,, = x.

(3) Situace je mnohem lepsi v Hausdorffovych topologickych prostorech, kde kazdd posloupnost
bodu ma nejvyse jednu limitu.

Lemma 2.21 Nechf (X, Tx) je Hausdorffiv topologicky prostor. Pokud je {a,} posloupnost v X,
z,y € X, a plati sou¢asné a, =, a, — vy, pak x =y.

Dikaz. Je stejny jako v metrickych prostorech. Pfedpoklddejme sporem, ze = # y. Pak existuji
disjunktni oteviené mnoziny U,V takové, ze x € U,y € V.

Protoze a,, — z, existuje N1 € N s vlastnosti a,, € U pro n > Nj.

Protoze a,, — y, existuje Ny € N s vlastnosti a,, € V pron > Ns.

Tedy pro n > Ny,n > N plati a,, € U NV, coz je spor. O

Neékteré vlastnosti znamé v piipadé metrickych prostoru se zachovaji i v obecnych topologickych
prostorech.

Lemma 2.22

(i) Pokud je f : X — 'Y spojité zobrazend topologickiyjch prostori a a, — x v X, pak f(a,) — f(x)
vY.

(ii) Necht Z C X je podmnoZina topologického prsotru X s indukovanou topologii. Pokud je {an}
posloupnost v Z a a, — x,x € X, pak x € Z.

Dukaz lemmatu je drobné cviceni.
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Kapitola 3
Variety - definice, priklady

Jiz v prvni pfedndsce jsme si definovali (a ukédzali pifklady) zdkladnich pojmu potfebnych pro
definici (hladké) variety. Vime uz, co je mapa dimenze n na mnoziné M, kdy jsou dvé mapy
kompatibiln{ a co je to atlas na mnoziné M (Def}{1.2]).

Definice 3.1 [Topologie na mnoziné s danym atlasem.] Necht (Uy,Po)aca je atlas na
mmnoziné M. Pak je topologie Ty definovdina takto:

Mnozina V.C M je oteviend mnoZina, pokud je pro kaZdé o € A mnoZina vo(VNU,,) oteviend
podmnozina mnoziny ¢ (Us) C R™. Tuto topologii Trs nazveme topologie na M indukovana
atlasem.

Tato definice zdroven obsahuje tvrzeni (ze takto definovany systém mnozin spliiuje axiémy pro
topologii), jehoz platnost je tfeba oveéfit.

Lemma 3.2 Nechf M je mnoZina s danym atlasem a Tyr je systém mnoZzin definovany v Lemmatu

Z1
Pak Ty je topologie na M.

Dikaz.
(O1) Tento pozadavek je splnén trividlné.

(02) Jsou-li V;,i =1,...,n mnoziny ze systému Ty, pak pro kazdé o € A je mnozina
Pa((NTVi) NUa) = NTpa(ViNUa)
oteviend v mnoziné ¢, (Uy).
(03) Podobneg, jsou-li V3, 8 € B mnoziny ze systému Ta, pak pro kazdé a € A je mnozina
Pa((UpVs) NUa) = UgeB®a(Vs N Ua)

oteviend v mnoziné ¢, (Uy).

O

Poznamka 3.3 Prechodové zobrazeni je definovdno predpisem ap = pg o @at. Je ihned vidét,
Ze prechodovd zobrazent spliugi tzv. kocyklové pravidlo:
Pro tri mapy s indexy «, B, plati na priniku o (Us NUz NU,) (trividlné i na prdzdném)

1%[3 © w,ﬁ"y = waq“ (31)

Navic zrejmé Yoo = Idy (v,)- Z téchto dvou podminek pak plyne také, Ze op = (Ypa) L.
Prechodové funkce splniujici tyto podminky mohou byt pouZity pro rekonstrukci zdkladni mnoZiny a
atlasu na ni pomoct ‘lepent’, tj. pomoct vhodné ekvivalence definované pomoct prechodovijch funkci.
Zikladni mnoZina je pak mnozina trid této ekvivalence.
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Pozndmka 3.4 V dalsim budeme pracovat jen s hladkymi varietami (tj. s takovymi, jejichz pre-
chodové funkce jsou tridy C*) a budeme je struéné nazgvat variety, stejné jako hladké atlasy
budeme struéné nazyvat jen atlasy. Po zavedeni topologie na varieté pomoci atlasu si ukdZeme
pozdéji, Ze vechna zobrazeni , map daného atlasu jsou homeomorfismy va : Us — 00 (Uy).
Velmi casto se véak zaddvd diferencovatelnd struktura na mnozZiné, kterd md jiz predem zadanou
topologii. V tom pripadé se vyZaduje, aby topologie, definovand pomoci daného atlasu, splyvala
s ptwodni topologii. To je ekvivalentni s podminkou, Ze vSechna zobrazeni p, map atlasu jsou
nejen vzajemné jednoznacénd, ale Ze to jsou homeomorfismy.

Definice 3.5 Rekneme, Ze mapa (U, p) je kompatibilni s atlasem A na varieté M, pokud
AU{(U,p)} je také atlas na M, tj. pokud (U, ) je kompatibilni se viemi mapami atlasu A.
Rekneme, Ze atlas A je Gplny (maximalni), pokud je to atlas, ktery je maximalni, tj. neni
obsazen v Zadném strikiné vétsim atlase. To tedy znamend, Ze kazZdd mapa kompatibilni se véemsi
mapami atlasu A je uZ v ném obsaZena.
Tomuto mazimdinimu atlasu se také Tikd diferencovatelna struktura na mnoziné M.

Poznamka 3.6 Bud M wvarieta s atlasem A. Na proni pohled nent jasné, jestli kazdy atlas lze
roz8iTit na mazximdlni atlas. Podstatni ale je si wvédomit, Ze plati

Tvrzeni. Pokud jsou mapy {(U, )}, {(U’,¢')} kompatibiln s atlasem A, pak je mapa {(U’, ')}
kompatibilni s mapou (U, )}, a AU{(U, )} U{(U’,¢")} je atlas.

Z toho ihned plyne, ze pak AU{(U, )} U{(U’,¢")} je atlas; Ze miZeme tedy k atlasu A pridat
vSechny s nim kompatibilni mapy a dostaneme hledany maximdlni atlas.
Navod k duikazu tvrzeni. Staci ukdzat, Ze {(U,¢)} a {(U',¢")} jsou kompatibilni. MnoZina
e(UNU’) je oteviend, nebot se s pouZitim pFedpokladi dd napsat jako sjednoceni oteviengch
mnozin. Totéz plati pro ¢’ (U NU"). Odpovidajici prechodové zobrazeni je ziejmé prosté a na,
jeho hladkost se opét v kazZdém bodé dostane z hladkosti ostatnich prechodovych funkci pomoci
kocyklového pravidla . K podrobnostem se vrdtime na pristi predndsce. O

Hladkou varietou budeme definovat jako mnoZinu s dangm mazimdalnim atlasem (s danouw dife-
rencovatelnou strukturou), ale ve véech konkrétnich pripadech budeme tuto diferencidlnd strukturu
zaddvat volbou néjakého (ne nutné mazimdlniho) atlasu, nebot si vidy miZeme dany atlas obo-
hatit vsemi kompatibilnims mapami. Navic budeme poZadovat, aby topologie indukovand zvolenym
atlasem spliiovala dvé dodatecné podminky.

Definice 3.7 (Varieta.) (Hladkd) varieta dimenze n je mnozina M, na které je ddin atlas A =
{(Ua, 9a) taca n-dimenziondlnich map takovy, Ze:

1) M je Hausdorffiv topologicky prostor,

2) M md spocetnou bdzi oteviengch mnozin.

Varietu danou mnozinou M s atlasem A budeme povazovat za totoznou s varietou danou
mnozinou M s atlasem A’, pokud oba atlasy urcuji stejny maximdln{ atlas. To nastane prave
tehdy, kdyz sjednoceni AU A’ je atlas na M.
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Cviceni ke 3. prednasce.
Priklad 1. Mnozina M = R" a oteviend mnozina M C R”™ jsou nejjednodussi variety dimenze

n, jejich standardni atlas se skladd z jediné mapy s definiénim oborem M a identického zobrazeni
@ = Id), . K diskusi o pozadovanych vlastnostech topologie se vratime v pfistim cviceni.

Piiklad 2. Je-li M varieta, {(Ua, pa)taca atlas na M a M’ oteviend podmnozina M, pak je
zfejmé systém
{(U,=Ua N M, palu; )i € A}

atlas na M’ a tento atlas definuje na M’ standardni diferencovatelnou strukturu indukovanou dife-
rencovatelnou strukturou na M. Topologie na M’ je indukovand topologii na M, tedy topologické
podminky jsou splnény a M’ je varieta.
Priklad 3.

Necht M je varieta s atlasem {(Uy, @a)}aca a necht F : N — M je vzajemné jednoznaéné
zobrazeni.

Potom je mozné prenést strukturu variety pomoci zobrazeni F' z mnoziny M na mnozinu N
takto.

Pro kazdé a € A definujeme mapu (V,,, 1,) na mnoziné N predpisem

Va:F_l(Ua); 1/1a=S%OF.

a tim definuji strukturu variety na mnoziné N.

Intuitivné vzato, neni to vlastné novy piiklad variety, protoze si mohu predstavit, ze pomoci
zobrazeni F' ztotoznim mmnoziny M a N a budu mit dvé totozné variety. Pomoci zobrazeni F*
mohu pak ztotoznit také odpovidajici topologie na M a M’.

Piiklad 4. Nechf k < n. Necht M je parametrick4 plocha dimenze k v R”, tj. pfedpokladdme, ze
existuje oteviend podmnozina @ C R¥ a reguldrni homeomorfismus ¢ : O — R",4(0) = M. To
znamena, ze ¢ je homeomorfismus mnoziny O na M a Jacobiho matice

Ni .

1 =
)
8a:j

Lo.o.onj=1,...k

vSech parcidlnich derivaci ma hodnost k ve vSech bodech O.

Pak podle pfedchoziho piikladu existuje na M struktura variety dimenze k zadand jedinou
mapou (U, ¢), kde U = ¥(0) a ¢ =~ L.

Pi#iklad 5. Necht & < n. Necht M je plocha dimenze k& v R™. To znamen4 Ze pro kazdy bod
x € M existuje oteviend mnozina V, C R,z € V,, oteviend mnozina O, C RF, a regularni
homeomorfismus ¢, : O, — V, N M.

Plocha M je podprostor metrického prostoru, tedy je sama metricky prostor a je na ni defino-
vana metricka topologie. Sestrojte atlas na plose M tak, aby mapy byly tvofeny homeomorfismy.
Reseni.

Atlas (U, pz),© € M definujeme takto: U, = V, N M, ¢, = (1)~ L. Je potieba ukdzat, Ze
mapy atlasu jsou po dvou kompatibilni. Necht tedy =,y € M jsou dva rtzné body, pro které
U, NU, # 0. Restrikce ¥, na (¢,)" (U, N U,) a restrikce ¢, na (¢,)~ (U, N U,) jsou dvé
parametrizace mnoziny U, N U,. Pak je ale pfechodové zobrazeni 1, o (1,)~! difeomorfismus.
Dikaz tohoto tvrzeni je mozné najit v textu Geometrie 2, Lemma 3.7.

Piiklad 6. Sestrojte atlas na jednotkové sféie M = S,,_1 = {z € R"| Y, 27 = 1} pomoci véty o
implicitnim (resp. inverznim) zobrazeni.
Reseni.

V predndsce Geometrie 2 byla dokdzéna nésledujici véta (Véta 3.5, str. 25).

Véta 1. Necht : U — R™ je hladké zobrazeni definované na oteviené podmnoziné U C R*" a
¢ € R™. Predpokladejme, ze pro kazdy bod a, F'(a) = ¢ mé Jacobiho matice JF'(a) hodnost n. Pak
mnozina

M={zeUlF(z=c)}
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je plocha dimenze k.
Pro jistotu si pfipomeneme i jeji dukaz.
Diikaz. Zvolme néjaky bod a € RF™™ pro ktery F(a) = c. Podle predpokladii existuje n x n

minor Jacobiho matice {gf ¢} s nenulovym determinantem. Po vhodném precislovdni souradnic
J

Z1,...,Tp+n MUzZeme predpoklddat, Ze je ¢tvercovd matice

OF;
al'j

,1<4,5<n

invertibilni.
Nynf definujeme zobrazeni G : U — R*" pfedpisem

G(l‘l,...,karn) = (Fl,...,Fn,xn+17...,xk+n).

Jacobiho matice G v bodé a je invertibilni a tak podle véty o inverznim zobrazeni existuje okoli
U’ C U bodu a, na kterém je G difeomorfismus. Oznacme

Rk = {ﬁ[} € Rn+k|x = (Cla v Cny Ty - - 7l'n+k)}

a definujme zobrazeni ¢ piedpisem ¢ := G~!|gr. Je ziejmé, Ze obraz p(RF N G(U")) je M NU’ a
© je regularni parametrizace plochy U N M dimenze k, protoze parcidlni derivace

dp  OG™!
aanri B aanri’

i=1,....k

jsou linearné nezavislé vektory v R”™. O

V piipadé sféry si sta¢l uvédomit, ze funkce f(z) = Y"1, 27 mé gradient V f(z) = 2(z1,...,z,)
a ze je tedy podle Véty 1 sféra plocha dimenze n — 1. Tedy jsme sestrojili podle Ptikladu 5
standardni atlas na sféte.

Priklad 7.
Mezi velmi uzitecné piiklady variet patii Lieovy grupy. Podle definice jsou to grupy, které jsou
zdroven variety (a pro které jsou grupové operace hladké zobrazeni, k tomu se vratime pozdéji).
Ukazte, ze mezi Lieovy grupy patii grupy GL(n,R), SL(n,R),O(n,R), SO(n,R).

Reseni. V minulém semestru jsme dokazali, Ze tyto mnoziny jsou plochy odpovidajici dimenze ve
vhodném Eukleidovském prostoru, stac¢i tedy pouzit Vétu 1 z predchoziho piikladu a Piiklad 5.
Pro pfipomenuti si probereme také duvod, pro¢ je v kazdém jednotlivém piipadé prilsusna Lieova
grupa plocha odpovidajici dimenze.

(a) M = GL(n,R). Prvek A € GL(n,R) je n x n matice spliujici nerovnost det A # 0. Mnozina
vSech n X n matice je isomorfni s R™ a funkce det A spojitd na této mnoziné spojita, tedy mnozina
{A|det A = 0} je uzaviend a jeji doplnék je mnozina oteviend. Na M tedy muzeme zvolit stan-
dardni atlas (M, Idy;).

Pro ostatni pfipady pouzijeme postupné Vétu 1 z predchoziho prikladu.

(b) SL(n,R).

Funkce det je definovdna na prostoru M, (R) vSech n x n redlnych matic jeji Jakobi Staci
dokazat, ze Jacobiho matice J det(A) € R™" je netrividln{ vektor pro viechny matice A € SL(n,R)
a pouzit Vétu 1.

Determinant je (nelinedrni) funkce n? proménnych a jeho Jacobiho matice je vektor v M, (R),
jehoz ij-ta slozka mé tvar

(J det)ij (A) = di

det(A + tXij),
t=0
kde X;; je matice s jednickou na misté i a s nulami jinde. Rozvineme-li determinant uvniti tohoto
vyrazu podle j-tého sloupce, dostaneme

(J det)i;(4) = &

7 (det(A) + tdet Aij) = det A~ij,

t=0
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kde flij je submatice vznikla vynechanim i-tého fadku a j-tého sloupce z matice A. Jelikoz vsak
det A = 1, existuje index ij takovy, Ze submatice A;; ma nenulovy determinant, tedy alespon
jedna slozka vektoru J det je nenulova, a tedy tento vektor je netrividlni.

(¢) M =0O(n,R), SO(nR).

Reseni. Uvazujme nejdifve piipad M = O(n,R). Ztotoznéme prostor vSech symetrickych matic
nxn
Sym,R = {A € M,(R)|A" = A}

n+1 . .
S prostorem R("Y. Uvazujme zobrazeni

F:M,R— Sym,R
A AA

Nejdiive ukazeme, ze Jacobiho maticeJF'(A) representuje surjektivni linedrni zobrazen{

n+1)

JF:R" — R("S
d

X = —| FA+tX).
dt|,_,

pro vechny A € O,R. potom podle Véty 1 je mnozina M = F~!(Id) plocha dimenze n? — (

(3)

n—;l) —

Diferencidl zobrazeni F' je linearni zobrazeni

n+l)

JF:R" — R(":

d
X = —

= FA+tx).

t=0

Staci a je tfeba dokézat, ze pro A € O,R je JF zobrazeni na R("Z) ~ Sym,R. Vyjadreme tedy
d

JF(X)=—| FA+tX)= 4 (A+tX)(A+tX) =
dt|,_, dt|,_,
= % (ATA + AX +tXTA +£2X'X) = A'X + XA,
t=0

Je tedy tieba dokazat, ze pro kazdou matici A € O,R a kazdou matici B € Sym,,R existuje
matice X takova, ze
B=AX + X"'A.

Jelikoz je matice B symetrickd, lze psat B = C' + C?, kde koeficienty matice C' jsou ddny pomoci
koeficientu matice B takto:

Cij:bij; Z<]

1 .
cij = 5bij, 1=
Cij = 0, 1> 7.

Potom A*X = C pravé tehdy kdyz X*A = C*?, matice X je tedy ddna rovnici A*X = C. Jelikoz
A je regularni matice, ma tato soustava pravé jedno feseni X = (A!)~1C. Zobrazeni JF je tedy
surjektivni, tzn. ma maximalni hodnost.

Mnozina SO, R je podmnozina plochy M = F~1(Id). Pro kazdou matici A € O, R plat{ det A =
+1. OvSem determinant je spojitd funkce, Lieova grupa O,R mé tedy dvé komponenty dané
hodnotami +1 tohoto determinantu. Kazdé z komponent souvislosti je vsak oteviend podmnozina
plochy M, a tedy je to plocha stejné dimenze.
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Priklad 8.

Nechf M = R a mapa dimenze 1 na M je definovana piedpisem p(x) = 23. Ukaite, Ze
diferencovatelna struktura definovand na M timto atlasem je ruzné od standardni diferencovatelné
struktury na R.

Reseni. Standardni diferencovatelns struktura na R je definovand atlasem (M,¢' = Idy) a
prechodovd funkce mezi témito dvéma atlasy neni difeomorfismus, protoze inversni funkce ¢!
neni hladka.

Priklad 9.

Necht M je mnozZina s atlasem A. Piedpokladejme, Ze (U, ) a (V,1) jsou dalsf dvé mapy na
M, pro které plati, ze AU{(U,¢)} i AU{(V,¢)} je také atlas.

Pak jsou mapy {(U,¢)} a {(V,4)} kompatibilni.

Reseni. K feseni tohoto piikladu se vratime na pristi prednasce.

Priklad 9. Rozmyslete si, ze dva atlasy A a A’ na mnoziné M urcuji stejny maximaln{ atlas prave
kdyz jejich sjednoceni AU A’ je atlas.
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4. prednaska.
Jesté se na uvod vratime k definici variety a priddme nékolik poznamek. Nejdiiv piiddme
komentar k definici topologie indukované zvolenym atlasem na mnoziné M.
Ptipomiime si definici. Necht (Uy, ¢o)aca je atlas na mnoziné M. Pak jsme definovali topologii
Tar predpisem

Tv :={V C M|Va € A, o, (V NU,) je oteviend podmnozina vIR"™}.

Tutéz topologii je mozné popsat také jinym zpusobem. Idea vedouci k této jiné, ekvivalentni
definici je najit vhodnou bazi topologie Ta;.
Definujme systém podmnozin

So :={V CU,| pa(V)je oteviend vR™}; & = UqeaSa- (3.2)

Tento systém ziejmé pokryva mnozinu M, a tedy (podle Lemmatu generuje topologii T;;.
Oteviené mnoziny této topologie jsou libovolna sjednoceni koneénych prunikt mnozin ze systému
S.

Uké4zeme si ted, Ze systém S je uzavieny na koneéné pruniky, a ze tedy S je baze této nové
topologie T;,;. A potom si rozmyslime, ze T, = T, tedy S je také baze topologie Tys. Nakonec
tedy plati, ze se oteviené mnoziny v topologii Ty daji charakterizovat jako libovolna sjednoceni
podmnozin tvaru V' C U,, pro které je obraz ¢, (V) otevieny v R™.

Lemma 3.8 (a) Prunik libovolnyjch dvou mnozin z S patii do S.
(b) Tir = T
(¢) Pro kazZdé o € A je pq : Uy = @0 (Uy) homeomorfismus.

Dtikaz. (a) Piedpoklddejme, Zze pro mnoziny V C U, a W C Upg plati, ze ¢ (V) a ¢g(W) jsou
oteviené podmnoziny v R™.

Chceme ukézat, ze prunik V N W patii také do systému S. Pro to napiiklad staci ukédzat, ze
mnozina

Pa(VNW) = pa(VO[WNUsNUsl) = a(V) N (a0 (95) ") 0s(W) Nes(Ua NUg))

je oteviend podmnozina ¢, (U, ). Ale to plyne z toho, ze pfechodové zobrazeni je difeomorfismus
a mnozina pg(Uy N Ug) je oteviena.
(b) Do systému S pati{ vSechny mnoziny U,,« € A. Je-li V € S, pak z bodu a) plyne, ze VNU, € S
pro viechna o € A, a tedy V € Tps. Z toho plyne, ze T, C Tas.

Naopak, pokud V' € Ty, pak VN U, € S pro kazdé a € A, a tedy V = U, (V NU,) € T},

O

Vratime se ted jesté nazpatek k Tvrzeni za Def.3.5. a pfiddme si podrobnosti k nasledujici
implikaci. Pokud jsou obé mapy (U, ¢) a (V,4) kompatibilni s atlasem .4, pak jsou tyto mapy
kompatibilni mezi sebou.

Musime ovérit dveé tvrzeni.

(a) o(UNV) ay(UNV) jsou oteviené v R™.
Staci to ovérit pro (U N V). Oznatme S, := {W C U|p(W) je oteviendv R"}. Ukazeme, ze
pro kazdé x € U NV existuje W, € Sy, 2 € W, C U NV. Z toho pak plyne, zZe

e(UNV) =p(UzcunvWa) = Uzcunv (W)

je také oteviend v R"™.

Necht x € U NV. Pak existuje a takové, ze x € U,. Protoze AU {(U,p)} je atlas, plati
UNU, € S,. Protoze AU {(V,4)} je atlas, je »(V NU,) oteviend mnozina v R"™ a p(V NU,) =
[p oy (Y(UNU,)) takeé.

Staci tedy zvolit W, =U NV NU,.

(b) Piechodové zobrazeni 1 o (p)~! je hladké. Necht z € U NV, u = (). Existuje a € A,z € U,
atedy ¥o ()" = (Yo (va)") o (a o (p)7") je hladkd v bodé u.

23



3.1 Orientace na varieteé.

Definice 3.9 Rekneme, ze dvé mapy (Ua, ¢a), (Us,¢3), na M jsou souhlasné orientovany,
pokud determinant Jacobiho matice jejich prechodového zobrazeni je kladny na prislusném de-
finiénim oboru.

Orientovana varieta je varieta, na niz je dan atlas, jehoz kazdé dvé mapy jsou souhlasné
orientovdny. Tento atlas lze opét vidy TozsiFit na mazrimdalni atlas s touto vlastnosti.

Varieta M se nazyvd orientovatelna, pokud na ni existuje atlas, se kterym je varieta orien-
tovand. V opacéném pripadé se M nazyjvd neorientovatelna varieta.

Piikladem neorientovatelné variety je tzv. Mobiova paska. Jeho model si muzete vyrobit sami
z prouzku papiru, pietoéite-li konce prouzku vzijemné o 180° a slepite je.

3.2 Variety s krajem

Pro tucely Stokesovy véty rozsitime uvedenou zdkladni definici tak, aby variety mohly mit hranici,
neboli kraj.

Definice 3.10 Definujme poloprostor H™ takto:
H" ={(z1,...,2,) € R"; 21 <0}.

Hranice 0H" je tvorena vsemi body se soutadnici x1 rovnou nule. Topologie v H™ je ddna
jako restrikce topologie R™, tj. mnozZina U C H" je otevrend, jestlize U =V N H™ pro néjakou
otevienou mnozinu V- v R™. Rekneme, Ze funkce f definovand na libovolné mnoziné A C H" je
hladka, pokud ezistuje oteviend mnozina U C R", A C U a hladkd funkce f na U takovd, Ze
fla = f. Zobrazeni F z A do R" je hladké, pokud jsou viechny jeho slozky hladké funkce
na A. Derivace f v libovolném bodé¢ H™ jsou definovdiny jako derivace piislusného rozsirent f.
Vsimnéte si, Ze tato derivace nezdvisi na volbé rozsirent, nebot z existence derivace plyne, Ze je uz
jednoznacné uréena pomoci hodnot funkce f na H™.

Jsou-li U, U" C H™ oteviené, pak f: U — U’ je difeomorfismus U na U’, pokud f je prosté
zobrazeni U na U’ a zobrazeni f i f~1 jsou hladké na svijch defini¢nich oborech.

V nésledujicich definicich zobecnime pojmy uzivané v definici variety ale ponechdame jim je-
jich jména. Naptiklad 'n-dimenziondlni mapa pro varietu s krajem’ se bude jmenovat jen 'n-
dimenzionalni mapa’, a podobné pro atlas, nebo diferencovatelnou strukturu.

Definice 3.11 Nechf M je mnoZina. Pak n-dimenzionalni mapa na M je dvojice (U, p) kde
UCM ayp:U— H" je prosté zobrazeni na otevienou podmnoZinu v H™.

Jsou-li (Un,9a), (Ug,pp) dvé mapy, pak se zobrazeni @q o gpgl definované na @g(U, N Up)
nazyvd prechodové zobrazeni mezi témito mapams.

Rekneme, Ze dvé mapy jsou kompatibilni, pokud p.(Us NUs) a p5(Us NUg) jsou oteviené
v H" a prechodovd funkce je difeomeorfismus.

(Hladky) atlas na M je mnozina map {(Un, ¢a)}aca takovich, Ze kaZdé dvé mapy atlasu jsou
kompatibilni a Ze M = UycaUy,. Je-li ddn atlas na M, pak opét definujeme topologii na M takto:
mnozina A C M je otevrend, pokud pro kazdou mapu (U, ) z daného atlasu plati, Ze p(ANU)
je oteviend podmnoZina H™. Maximadlni atlas (ve smyslu inkluze) nazveme diferencovatelna
struktura na M.

(Hladk4a) varieta dimenze n s krajem je mnoZina M, na které je definovdn atlas {(Uy, Pa)}acAa
n-dimenziondlnich map (a tedy i diferencovatelnd struktura) pro ktery:

1) M je Hausdorffiv topologicky prostor,

2) M md spocetnou bazi otevienych mnozin.

Rekneme, Ze bod m € M je bod kraje (hranice) M, pokud pro néjakou mapu (U, ) plati, Ze
w(m) € OH™. MnozZinu vsech bodi kraje (hranice)M oznacime OM a nazveme krajem (hranici)
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Vsimnéte si, ze varieta bez kraje (tj. varieta s krajem, pro kterou M = ) je totéz jako varieta
definovana v Def.

Lemma 3.12 Definice bodu kraje M nezdvisi na volbé mapy.

Diikaz. Podle piedpokladu je prechodové funkce 1) = o (¢')~! mezi dvémi mapami obsahujicimi
bod z € M difeomorfismus otevienych podmnozin o(UNU’) a ' (UNU’) v H". Necht z € UNU’
takovy, ze p(x) € OH™. Pokud by bod ¢'(z) patfil do vnitiku H", existovalo by jeho okoli V
v R™, které by bylo ¢ésti o' (U NU’) a ¢¥(¢'(z)) patfilo do mnoziny ¥ (V'), kterd by byla oteviend
v R™ a byla podmnozinou (U NU’) C H™. To je ale spor s p(z) € H™. Tedy plati také, ze
¢'(x) € OH™. O

Véta 3.13 Necht M je varieta dimenze n s krajem. Pak definujeme na hranici M indukovanou
strukturu variety dimenze n — 1 pomoci nasledujiciho atlasu:

Necht {(Uq, 0a)}aca je atlas pro varietu M, pak {(Uy NOM, @o|u.non) taca je atlas na OM,
ktery definuje zminénou kanonickou strukturu na OM.

Je-li navic M orientovand varieta a {(Uy, pa)}aca jeji orientovany atlas, pak restrikce tohoto
atlasu na OM md vlastnost, Ze jeho kazdé dvé mapy jsou souhlasné orientované a tedy zaddvd
(kanonickou) indukovanou orientaci na OM.

Diikaz: Necht {(U,, ¥a)}aca je atlas na M. Hranici OH™ lze ztotozmit s R 1. Pak
{<Uzlx = U, NOM, SOI = @a|U;)‘a € A}

je ziejmeé (n—1)-dimenzionéln{ atlas na OM a definuje tedy na OM diferencovatelnou strukturu di-
menze n— 1. Pokud bychom uvazovali na M jiny kompatibilni atlas, pak je zfejmé jeho restrikce na
OM kompatibilni s restrikei predchoziho atlasu a urcuji tedy oba tutéz diferencovatelnou strukturu
na oM.

Predpokladejme déle, ze zminény atlas je orientovany. Potfebujeme dokazat, ze kanonicky atlas
na OM je také orientovany. Pro to stac¢i dokdzat nasledujici tvrzeni.

Lemma 3.14 Necht ¢ : U — U’ je difeomorfismus otevrengich mnoZin v H™ takovy, Ze ve vsech
bodech U je det(Jac)) kladny. Necht 4 := ¥|unomn. Pak det(Jacv’) je kladng na U N OH™.

Diikaz. Necht a € OH™, v(a) € OH™. Pro kazdé z € R™ oznaéime x = (z1,2'); ' € R* L.
Protoze 41 (0,2") = 0 pro vsechny x v okoli bodu a = (0,a’), dostaneme %(a) =0,i=2,...,n.
Navic ¢1(0,a") = 0 a ¢1(t,a’) < 0 pro t < 0. Tedy g—i’i(a) > 0. Z toho ihned plyne (rozvojem
podle prvniho fddku Jacobiho matice), ze

9

o, (a) > 0; det(Jacy)')(a) > 0.

O

V dal$im textu budeme varietou myslet varietu s krajem, nebude-li feceno jinak, a vSechny de-

finice budou minény pro tento obecnéjsi pripad. Vsechny pojmy, a¢ budou vykladany na intuitivni
predstavé variet bez kraje, jsou nastaveny tak, aby mély smysl i pro variety s krajem.

Cviceni ke 4. pfednasce.
Piiklad 1. Nechf U C R" je oteviend podmnoZina se standardnim atlasem (U, Idy). Pak U je
Hausdorffuv topologicky prostor, ktery méa spocetnou bazi otevienych mnozin.

Reseni. U je metricky, a tedy Hausdorffav topologicky prostor. Spocetnd baze je tvorena napifklad
systém otevienych kouli (nebo krychli), pro které vSechny komponenty stfedu i polomér jsou
racionalni ¢isla a které jsou podmnoziny U.

Priklad 2. Nechf (M,.A)) je varieta se spocetnym atlasem. Ukazte, ze M mé& spocetnou bazi
otevienych mnozin.
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Reseni. Pro kazdé o € A existuje spocetnd baze otevienych mnozin v U,. Je zfejmé, Ze pak
sjednoceni téchto bazi pro vSechna o € A je spocetna baze Tyy.

Priklad 3. Nechf Nechf (M,.A)) je varieta s atlasem (Uy,,¢.),« € A. Predpokladejme, Ze je
splnéna nasledujici podminka:
(*) Necht z,y jsou dva rtzné body M. Pak bud existuje o € A pro které plati z,y € U,, nebo
existuji indexy o, 8 € A, pro které plati x € U,,y € Ug, U, N Ug = 0.

Ukazte, ze pak je M Hausdorffuv topologicky prostor.

Reseni. Musime sestrojit dvé disjunktni okoli bodii z,y. Pokud z,y patii do téze mapy (Us, o)
sta¢i si uvédomit, ze U, je homeomorfni s otevienou podmnozinou R". Pokud patii do dvou
disjunktnich map, je to zfejmé.

Piiklad 4. Necht N = {(z,+1)|z € R} je podmnozina v R? s ekvivalenci danou ptedpisem
('T7 1) ~ ($7_1)a$ € ]R7m 7& 0.

Necht M = N/ ~ je mnozina tiid ekvivalence (pifmka se zdvojenym pocatkem).

Oznatme < (z,a) > t¥idu ekvivalence prvku (z,a) € N a 7 kanonickou projekci 7 : M — N.
Definujme atlas obsahujici 2 mapy (U, 1), (U-1,p—1) takto:

Ur = m({(z, )]z € R}), pu(< (,1) >) =

U_i =7({(z, -1z e R}),p_1(< (z,—-1) >) = x.

Ukazte, ze tyto dvé mapy na M jsou kompatibilni. Ukazte, ze mnozina M s timto atlasem neni
varieta, protoze jeji topologie neni Hausdorffova.

Reseni. Mnozina M je nizorné realns pifmka, ve které je bod 0 nahrazen dvéma kopiemi, horni a
dolni. Mnozina U; je kopie R — {0} s pfidanou horn{ kopii po¢atku a mnozina U_; je kopie R—{0}
s pridanou dolni kopif poc¢dtku. Zobrazeni ¢4 jsou identity na R — {0}, a tedy také prechodové
zobrazeni ¢_; o ¢ je identita na mnoziné R — {0}. Tim jsme na M definovali diferencovatelnou
strukturu. Odpovidajici topologie ma spocetnou bazi otevienych mnozin (mame jen 2 mapy), ale
neni Hausdorffova, protoze dvé kopie poc¢atku jsou dva ruzné body, které nelze oddélit pomoci okoli.
Je totiz ziejmé, ze libovolné okoli horniho pocdtku protind netrivialné libovolné okoli spodniho
pocatku.

Piiklad 5. Necht M je nespoéetné mnozstvi kopii mnoziny realnych é&isel, napiiklad
M=RxR~R%

Atlas B = (Uy, ¢y )yer definujeme piedpisem U, = {(z,y) € R?*[x € R} a zobrazeni ¢, na U,
definujeme pfedpisem ¢, ((z,y)) = .

Ukazte, ze topologie na M nema spocCetnou bazi otevienych mnozin.
Reseni. Piedpoklddejme, ze {V,|a € A} je baze otevienych mnozin v Tas.

Pro kazdé y € R je U, = R x {y} oteviend mnozina, tedy existuje index a(y) takovy, ze
Va(y) € R x {y}. Mnoziny U,,y € R jsou po dvou disjunktni, tedy je zobrazeni y € R — a(y) € A
prosté a A je tedy nespocetnd mnozina.

Vsimnéte si, ze atlas B zaddva na R? nestandardni diferencovatelnou strukturu, jejiz mapy
maji dimenzi 1.

Piiklad 6. Jsou-li (Uy, pa)aca, resp. (Va,¥3)sep atlasy na varietdch M, resp. N, dimenze m,
resp. n. Pak definujeme standardni diferencovatelnou strukturu na mnoziné M x N pomoci atlasu

(Wa,8,0a.,8)(a.8)eax B> kde 0o g(m,n) = [pa X ¥g](m,n) = (¢a(x),¥s(n)) € R™ x R™.
Ovéite, ze M x N s touto standardni diferencovatelnou strukturou je varieta dimenze m + n.

Reseni. Prechodové zobrazeni mezi mapami na M x N maji tvar

(Po X 1p) 0 (ar X ) ™" = (a0 por) X (g 0 Y5").

Jsou to kartézské souciny hladkych zobrazeni, a jsou tedy hladké.
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Pokud jsou {Us }ses, resp. {Vi hrer spocetné baze topologie Ty, resp. Ty, pak se snadno ukéze,
7e {Us x Vi}t,s)erxs je baze topologie Tarx v, kterd je ziejmé spocetnd.

Jsou-li (my,n1) a (mz2,n2) dva rizné body M x N, pak se bud prvni, nebo druhé slozky
nerovnaji. Pfedpoklddejme napiiklad, ze my # mso. Pak existuji disjunktni oteviené mnoziny U
a Us v Ty, pro které my € Uy a msy € Us. Mnoziny Uy x N a Uz x N jsou otviené a disjunktni v
M x N a plati, ze (my1,n1) € Uy X N a (ma,ns) € Us X N.
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5. prednaska.

Kapitola 4

Hladka zobrazeni.

4.1 Definice.

Definice 4.1 Necht M a N jsou dvé variety dimenze m, resp. n a necht f : M — N je zobrazend.
Rekneme, e f je hladké zobrazeni, pokud je f spojité a pokud pro kazdé dvé mapy (U, p) na

a (U',¢") na N je zobrazeni @' o fop=t:p(U) C R™ — R"™ hladké.

Funkce f: M — R je hladka, pokud je to hladké zobrazeni variety M do variety R. Prostor
vsech hladkijch funkci na M oznacéime C*°(M).

Rekneme, Ze zobrazeni variet f : M — N je difeomorfismus, pokud f vzdjemné jednoznacné
a zobrazeni f a f~1 jsou hladkd.

Rekneme, Ze variety jsou difeomorfni, pokud existuje difeomorfismus f : M — N.

Poznamka 4.2 (a) Pojem hladkosti je lokdlni pojem. To znamend toto. Nechf f : M — N je
zobrazeni mezi varietami. pak:

- je-li f hladké zobrazeni na M, je také restrikce f|y hladké zobrazeni pro kaZdou otevienou
podmnozinu U C M;

- pokud md kazdy bod p € M okoli U, pro které je restrikce f|y hladké zobrazent, je zobrazeni
f hladké na M.

(b) Na kazdé mnoziné M existuje zpravidla nekoneéné mnoho ruzngch diferencovatelngch struktur.
Uvazujme nejjednodussi pripad, Ze M je oteviend podmnozina R se standardni strukturou variety
danou jedinou mapou (M, Id). Staci uvaZovat libovolné prosté zobrazeni F mnoZiny M na M,
které nend hladké a uvazovat na M atlas s jedinou mapou (M, F). Dvé diferencovatelné struktury
odpovidagici ruzngm zobrazenim Fy a Fy budou rizné, pokud odpovidajici prechodovd funkce nebude
hladkd. Takovych pripadi je ziejmé mekonecéné mnoho. Na druhou stranu je ihned vidét, Ze je
snadné s pouzitim funkce Fy o Fl_1 ukdzat, Ze obé variety jsou difeomorfni.

(c) Podstatné zajimavéjsi je otdzka, jestli je mozné na mnoziné s danou topologii najit dvé di-
ferencovatelné struktury (indukugjici danou topologii), které nejsou difeomorfni. Velkou pozornost
vzbudil vysledek S. Donaldsona (ocenény Fieldsovou medaili), Ze na R* existuji aspori dvé dife-
rencovatelné struktury, které nejsou difeomorfni. Zvldstnost viysledku spocivd mimo jiné v tom,

u%pﬁ

R"

Obrézek 4.1: Hladké zobrazeni
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Ze zatimco na R™ n # 4 jsou viechny diferencovatelné struktury difeomorfni, pocet ruznych trid
diferencovatelnych struktur na R* je nekonecng.

Pro obecné kompaktni variety je situace jesté mnohem sloZitéjsi. Na sfére S™ tvori tridy ekvi-

valence (orientovanych) diferencovatelngch struktur koneénou Abelovu grupu. Zatimco pro n =
1,2,3,5,6, je tato grupa trividing, na sfére S” existuje 28 riznych po dvou neizomorfnich diferen-
covatelnych struktur. .
(d) Pripad, kdy dimenze variety M je O nend prilis zajimavy. Je ihned vidét z definice, Ze varieta
M dimenze 0 je konecnd nebo spocetnd mnoZina s diskrétni topologii a Ze na ni existuje jedind
hladkd diferencovatelnd struktura. A kazdé zobrazeni z M do N je automaticky hladké (rozmyslete
sil).

Véta 4.3 SlozZeni libovolnych hladkych zobrazeni mezi varietami je hladké zobrazend.

Dtikaz. To je jednoduché cviceni pro kazdého.

4.2 Lieovy grupy.

Definice 4.4 Lieova grupa je varieta G, kterd je zdroven grupa, pro kterou jsou obé algebraické
operace ndasobeni m : G x G — G a inverze i : G — G dané predpisem

m(g,h) = gh; ,g,h € G i(g) =g-1,9€G
hladkd zobrazendi.

Definice 4.5 Necht G a H jsou Lieovy grupy. Rekneme, Ze zobrazeni F : G — H je homomor-
fismus Lieovych grup, pokud je F' hladké a je to zdroven homomorfismus grup.

Kapitola 5

Teény a kotecny prostor

Tady zacind ¢ast prednésky, kterd je dost obtizna. Pojem teéného vektoru a tetného prostoru v
daném bodé variety se jiz tézko kresli a vyzaduje dalsi stupen abstrakce. Pro dvojrozmérné plochy
v R3 se dajf kreslit ndzorné obrizky, které pomoci analogie umoziiuji intuitivni piedstavu i pro
plochy dimenze k v R™. Ale variety (napf. jejich prototyp - projektivni prostor) v Eukleidovském
prostoru vnofené nejsou a nenf vidét, jak standardni definici teéného vektoru pro plochy v R?
zobecnit pro variety. Idea, kterou pouzijeme, je najit v elementarnim ptipadé plochého prostoru
R™ jinou, ekvivalentni definici te¢ného vektoru, kterd by sla snadno zobecnit pro piipad variety.
Vratme se tedy na zacatek k pojmu vektor a teény prostor v R™.

5.1 Tecné vektory v R".
Prvky v R? (a tedy i v R™) majf riiznou geometrickou interpretaci. Zakladn{ geometrickd predstava

vektoru v R? je ’sipka’, u které je podstatné jen to, jak je dlouhd a jaky m4 smeér. Je jedno, kam
je prislusnd ’sipka’ umisténd, kde ma pocatek. To souvisi s pojmem vazaného vektoru.
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Véazany vektor v R™ je uspofddand dvojice bodu [a, b]; a,b € R™. Prvni bod se nazyva poc¢étecni,
druhy koncovy.

Vektor v v R™ je pak tiida ekvivalence vazanych vektort, kde [a,b] ~ [a/, 0] <= b—a =b—d’.
Tuto tiidu ekvivalence ozna¢ime v =< [a,b] > a symbolicky piseme v :=b—a, a b =a+v. Pro
presnost si zavedeme oznaceni v, pro vdzany vektor [a, b].

Teény prostor T,R™ k R™ v bodé a € R" je pak mnozina vsech vdzanych vektoru, jejichz
pocatecni bod je a. Pokud zavedeme na tomto te¢ném prostoru séitani a nasobeni redlnym ¢islem
obvyklymi vztahy, je T,R™ vektorovy prostor.

Zakladni idea pro budouci definici te¢ného prostoru k varieté je pak interpretace vektort pomoci
derivace v daném sméru. To se udéla takto.

Definice 5.1 Derivace funkce v daném sméru. Necht v, € T,R™. Linedrni obrazeni D, :

C>®(R™) — R je definovdno predpisem

d
D,, = @h:o fla+tv).
Pokud ozna¢ime symbolem e;, kanonickou bazi vektorového prostoru 7,R", pak

of
=1,...,n.
axlﬂz ) 7n

7 matematické analyzy vime, ze pro derivaci (ve sméru) plati Leibnizovo pravidlo
Dy, (fg) = f(a)DUa g+ Dy, fg(a)'

Definice 5.2 Linedrni zobrazeni X : C*°(R™) — R nazveme derivace v bodé a € R", pokud
md ndsledujict vlastnost:

Dem =

X(fg) = f(@)X(g) + 9(a)X(f); f.g9 € CT(R").
MnoZinu vsech derivaci v bodé a oznacime D,,.
Je ziejmé, ze D, je vektorovy prostor, pokud definujeme piislusné operace predpisem
(X+Y)(f) =X()+Y(),(eX)(f) :=cX(f); X,Y €Dy, c € R™

Mnozina vsech linedrnich zobrazeni C*°(R™) je vektorovy prostor nekoneéné dimenze (dudlni pro-
stor). Pozadavek, aby platila Leibnizova vlastnost jisté zmens{ tento nekone¢né dimenziondlni
prostor, ale chceme si ukazat, ze vysledny prostor vSech derivaci je dramaticky mensi, ze ma
konecénou dimenzi, a ze je izomorfni s teénym prostorem T, (R™). Pokud je to pravda, nasli jsme
ekvivalentni definici vektoru pro zdkladni (plochy) prostor R™, kterou uz snadno zobecnime pro
pripad variety.

Zakladni informace je tedy nasledujici tvrzeni.

Véta 5.3 Necht a € R". Zobrazeni F : T,R" — Dg; F(v,) = D,, je izomorfismus vektorovych
prostori.

Dtikaz. Zobrazeni F' je ziejmeé linearni zobrazeni.

(a) Nejdrive si rozmyslime, ze zobrazeni F' je prosté.

Predpoklddejme tedy, ze pro v, € T,(R™) je F(v,) nulovy vektor v D,. To znamend, ze
D,,(f) = 0 pro vechny funkce f € C>*(R").

Vektor v, mohu rozlozit do kanonické baze: v, = Y i | a; ve,, o € R. Pak v (f) =Y i, ai%ffi’
Pokud za funkei f zvolime j-tou soufadnicovou funkei ¢;(x) = x;, pak pro kazdé j = 1,...,n

dostaneme
n

Tedy v, = 0.

VVVVV z

(b) Dokézat, ze zobrazeni F je surjektivni je slozit¢jsi. Dukaz dokonéime v piist{ prednésce.
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Cviceni k 5. prednasce.

Priklad 1.
Necht M je uzaviend koule
M = {z € R"|[|z[| <1}

se standardni topologii podmnoziny v R™ Ukazte, ze na M nelze najit diferencovatelnou strukturu
dimenze n, kterd by indukovala stejnou topologii na M.
Reseni.

Na uzaviené kouli {x € R"|||z|| < 1} s indukovanou topologii neni mozné najit diferencovatel-
nou strukturu danou atlasem s mapami dimenze n kterda by indukovala stejnou topologii na M,
protoze body na hranici nemaji v topologii indukované na M zadné okoli homeomorfni s otevienou
mnozinou v R”.

D4 se ukazat, ze nejde najit ani diferencovatelnou strukturu na M jiné dimenze. K tomu by
ale bylo potfeba pouzit nasledujici tvrzeni:

Lemma [L.E.J.Browder,1912] Necht U C R" je oteviend a f : U — R" je prosté a spojité
zobrazeni. Potom f(U) je oteviend podmnozina R™ a f je homeomorfismus U na f(U).

Toto tvrzeni je netrividlni a pro jeho dukaz se obvykle pouzivaji metody algebraické topologie.
Snadnym dusledkem je tzv. véta o invarianci oblasti, kterd tikd, ze pokud jsou oteviené mnoziny
U CcR"™ aV C R™ homeomorfni, pak n = m.

7 véty o invarianci oblasti plyne, ze pokud topologie indukovand atlasem mé byt standardni
topologie podmnoziny M C R™ a pokud je bod a € M ve vnitiku M (tj. ||a|] < 1), pak mapa
obsahujici bod a musi byt mapa dimenze n.

Piiklad 2.

Ukazte, 7Ze uzavieny kruh M C R? z piedchoztho pifkladu (n = 2) je varieta dimenze 2 s
krajem.
Reseni.

Pouzijeme poldrni soufadnice x = r cost,y = rsint; r € (0,+00),t € R.

Mapy muzeme definovat takto: Uy = {(z,y) € R?|2? + y2 < 1}; 0o(z,y) = (z,y);
U =M-—{(z,0) e R?0 <z < 1};01(z,y) = (r — 1,¢),t € (0,27),p1(U1) = (=1,0 > x(0, 27);
Up =M —{(2,0) € R?| =1 < 2 < 0};p2(x,y) = (r — 1,t),t € (—m,m),02(U1) = (=1,0 >
X (—m, ). Piechodové zobrazen{ 121 = g o (1) ~* mezi mapami (Uy, 1) a (Us, p2) je identita
na intervalu (—1,0 > x(0,7) a t91(r,t) = (r,t — 27) na (—1,0 > x(m,27), a je tedy hladké.
Prechodové zobrazeni mezi dvéma dalsimi dvojicemi map se vyjadii pomoci funkci v definici
polarnich soutadnic (zkontrolujte!) a jsou také hladké.

Priklad 3.

Ukazte, Ze kuzelova plocha M v R3 (tj. povrchy dvou vrcholem spojenych nekoneénych rota¢énich
kuzelu) s obvyklou (indukovanou) topologii nen{ varieta dimenze 2.

Reseni.

Spoleény vrchol kuzelové plochy M nemé zadné okoli homeomorfni s otevienou mnozinou v R2,
protoze prunik libovolného okoli pocatku s kuzelem je po vyjmuti poc¢atku nesouvisly, zatimco
oteviend mnozina v R? zlistava po vyjmuti bodu souvisla.

Podobné jako v Piikladu 1 je mozné s pouzitim véty o invarianci oblasti ukézat, ze kazdy atlas
na M musi byt atlas dimenze 2, protoze kazda mapa v okoli bodu mimo vrchol kuzelu musi mit
dimenzi 2.

Priklad 4.
Projektivni prostor PR” se standardnimi mapami a standardni pfechodovou funkci je varieta
dimenze n.
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Reseni.

Prvky v R™*! budeme oznacovat x = (x1,...,2,41). Symbol [z], 7 # 0 bude oznacovat prvek
RP"™ jakozto tfidu ekvivalence ~ piislusnou prvku z. Tedy [z] = [y] prdvé tehdy kdyz I # 0;y =
Az. Definujme mapy (V, fi);i=1,...,n+ 1, pfedpisem

Vii=A{lz1,.. ., znp1]s 2 # 0},

fi : ‘/z —)Rn, fi([l'17...,$n+1]) = (%,7%7%7,%)

Ziejmé je RP" = U?jll V; a f; je prosté zobrazen{ V; na R".

Predpokladejme, ze ¢ < j. Pro vypocet pfechodového zobrazeni ozna¢me

[iVin Vi) ={(tx,...,tn) € R )[t; # 0} fi(VinVj) ={(u1,...,un) € R™; Ju; # 0}.

Vzhledem k tomu, ze
Fi e tn) = [t 1, Lt ).

mé piechodové zobrazenf g;; = f; o f; ! tvar

t ti—1 b tiog 1t t
(ul,...,un):gij(tl,...,tn):(tl_,...,11, H_l,...,j_l,,t'l‘,...,n).
7 7

a je to tedy hladké zobrazeni.

Jesté zbyva ovérit dvé podminky na indukovanou topologii.

(a) Ukdzeme, ze indukovand topologie je Hausdorflova. Indukovand topologie ma jako bazi
systém vsech podmnozin U C V;,i = 1,...,n, pro které je f;(U) oteviend. Zvolme dva rizné body
z,y € RP". Pak existuji indexy 1, j takové, ze x € V;,y € V;. Pokud ¢ = j, pak oba body patii do
stejné mapy a je ziejmé, ze je mohu oddeélit disjunktnimi okolimi. Pokud i # j, pak sta¢i uvazovat
jen body x,y, které nelezi ve stejné mapé, tj. body pro které plati z; # 0,2; =0 a y; # 0,y; = 0.
Pak definuji oteviené podmnoziny

Uy CVi,Up = {2 # 0,25 < x3}; Uy C V;,Uy = {x; #0,2; < x;}.

Tyto dvé mnoziny jsou disjunktni, oteviené a = € U,y € U,.
Indukovand topologie ma spocetnou bazi otevienych mnozin, protoze atlas obsahuje jen kone¢ny
pocet map.

Piiklad 5. Necht M a N jsou variety. Ukaite, ze zobrazeni f : M — N je hladké pravé kdyz je
splnéna podminka

(*) pro kazdy bod a € M existuji mapy (U, ¢),a € U a (V, ), f(a) € V takové, ze f(U) CV a ze
zobrazeni ¢ o fo ot o(U) — (V) je hladké.

Reseni.

(1) Piedpoklddejme nejdifve, ze f je hladké zobrazen{ a a € M. Zvolme mapy (U’,¢'),a € U’ na
M a (V,v), f(a) € V na N. Zobrazeni f je spojité, tedy je mnozina U = f~1(V N U’ oteviend a
f(U) c V. Mapy (U, ¢|lv) a (V, ) tedy spliiuji podminku (*).

(2) Predpoklddejme nyni, Ze plati podminka (*). Stac{ ukdzat, Ze f je spojité zobrazeni. Necht
a € M je libovolny bod. Necht (U, ) a (V,1) jsou mapy z podminky (*). Zobrazen{

Yo fop i) —y(V)

je hladké (tedy spojité), proto i f|ly =¥ Lo o fop~! je spojité v bodé a, ktery byl libovolny.

32



6. prednaska

Pfipomerime si, kde jsme posledné skonéili. Vratme se na zacatek k pojmu vektor a teény
prostor v R”.

5.2 Tec¢né vektory v R".

Zakladni geometricka predstava vektoru v R™ je ’Sipka’, u které je podstatné jen to, jak je dlouha
a jaky ma smeér. Je jedno, kam je piislusnd ’Sipka’ umisténd, kde ma pocatek. To souvisi s pojmem
vazaného vektoru.

Véazany vektor v R™ je usporddand dvojice bodu [a, b]; a,b € R™. Prvn{ bod se nazyvé poc¢atecni,
druhy koncovy.

Vektor v v R™ je pak tiida ekvivalence vdzanych vektoru, kde [a, b] ~ [a/,b] < b—a =V —d’.
Tuto tiidu ekvivalence ozna¢ime v =< [a,b] > a symbolicky piseme v :=b—a, a b =a+v. Pro
presnost si zavedeme oznaceni v, pro vdzany vektor [a, b].

Teény prostor T,R™ k R™ v bodé a € R" je pak mnozina vSech vidzanych vektoru, jejichz
pocatecéni bod je a. Pokud zavedeme na tomto te¢ném prostoru sc¢itani a nasobeni redlnym ¢islem
obvyklymi vztahy, je T,R"™ vektorovy prostor.

Necht v, € T,R"™. Pro kazdy vektor v, definujeme derivaci D,,, ve sméru vektoru v, nasledujicim
zpusobem.

Linedrni obrazeni D, : C*(R"™) — R je definovdno ptredpisem

d
Dy, f= ah:o fla+tv).
Pokud ozna¢ime symbolem e;, kanonickou bazi vektorového prostoru T,R", pak

of

De. £ = 0z

(a),i=1,...,n.

Linedrni zobrazeni X : C*°(R") — R nazveme derivace v bodé a € R", pokud m4 nésledujici
vlastnost:

X(f9) = f(@)X(g) + 9(a)X(f); f,g € CT(R").

Mmnozinu vsech derivaci v bodé a oznac¢ime D,,.

Ptipomenme si, ze pro kazdou derivaci D plati dvé vlastnosti, které se velmi snadno odvodi z
definice derivace.

(A) D(f) = 0 pro kazdou konstantn{ funkci f.

(B) Pokud f(a) = g(a) =0, pak D(fg) = 0.

Véta 5.4 Necht a € R". Zobrazeni F : T,R" — Dg; F(v,) = D, je izomorfismus vektorovych
prostori.

Dukaz.
Pro dukaz véty budeme potiebovat pomocné lemma.

Lemma 5.5 Necht r > 0, necht U = K(a,r) je koule o poloméru r a stfedu a € R™ a necht f je
hladkd funkce na U. Pak existuji hladké funkce g;,i = 1,...n na U, pro které plati

f(x) = f(a) + Zgi(z)(:ni —a;),z €U

a gi(a) = 3:2 (a.)

Dikaz.
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Funkce g; definované predpisem

1
gi(z) = /0 gﬂi (t(x — a) +a)dt

jsou hladké podle véty o derivaci a spojitosti integralu podle parametru. Pak

1
fa)= 1@ = [ Gl —a)+a)it=

1 n 8f
= [0 gy, e =)+ ) e =

= Zgz'(l“)(l“i —a;).

Na vic ziejmé
Lof af
gi(a) = /0 oz, (a)dt = oz, (a).

Dikaz Vétyb.4]
(a) Zobrazen{ F je prosté. To jsme dokdzali na konci minulé pfedndsky.
(b) F je surjektivni.
Predpokladejme, ze D je derivace v bodé a € R™. Chceme ukazat, ze existuje vektor v,, pro
ktery D,, = D.

Necht ;(z) = z;; i = 1,...,n oznaguje souradnicovou funkci na R™. Pak
8501- . . 8901'
—/— = 0pro =1
Dz, OPrO1 # J; oz,
Oznacme v; = D(p;),i=1,....,nav, = Y 1| Vi€i,.

Pak pro kazdou funkci f € C>°(R™) miizeme pouzit Lemma [5.5 a dostaneme

n

D(f) = DIf(a)+ Y gilw)(x: — )] =

i=1

tedy D,, = D. O

5.3 Tecny prostor a tecné zobrazeni
Nyni jiz budeme definovat te¢né vektory a te¢ny prostor v bodé a € M dané variety.

Definice 5.6 Nechf M je varieta, a € M. Rekneme, Ze linedrni zobrazeni X : C®(M) = R se
nazyvd derivace v bodé a € M, pokud

X(f9) = f(a)X(g) + g(a)X(f) f, g9 € C=(M).

MnoZinu vsech derivaci v bodé a nazveme te€ny prostor k varieté M v bodé a a oznacime
ji To M, jeji proky budeme nazyjvat teéné vektory v bodé a.
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Dvé jednoduché vlastnosti (stejné jako pro M = R™) plat{ i v piipadé obecné variety M.
Oduvodnéni je stejné.

Lemma 5.7 Necht M je varieta, a € M, X € T,M. Pak
(1) Je-li f konstatnd funkce na M, pak X(f) = 0.
(2) Jeli f(a) = g(a) = 0, pak X(fg) = 0.

Dikaz. Druhd vlastnost ihned plyne z Leibnizova pravidla pro derivaci.
Prvni vlastnost sta¢i ovéfit (diky linearité zobrazeni) pro konstantni funkci h(t) = 1,¢t € M.
Ale
X(h) =X(hh)=h(a)X(h) + h(a)X(h) =2X(h),

tedy X (h) = 0. O

Jeden z dalsich klicovych pojmu, které si zavedeme, je tetné zobrazeni k hladkému zobrazeni
mezi varietami. Pro ptipad hladkého zobrazeni F' mezi Eukleidovskymi prostory to odpovida
nejlepsi linedrn{ aproximaxi F”, reprezentovanou Jacobiho matici vSech parcidlnich derivaci podle
vSech proménnych. Uvidime, ze podobné reprezentace plati pro popis te¢ného zobrazeni k danému
hladkému zobrazeni pomoci map. Definice tetného zobrazeni mezi odpovidajicimi te¢nymi prostory
dvou variet je pozoruhodné jednoducha a prosta. Odpovida totiz viceméné presné pojmu dudlniho
zobrazeni k linearnimu zobrazeni mezi vektorovymi prostory, které jste pouzivali v prvnim ro¢nku
v linedrni algebre.

Definice 5.8 (Tecné zobrazeni) Nechf F': M — N je hladké zobrazeni mezi dvéma varietami,
a € M. Pak definujeme te€né zobrazeni F. :T,M — Tr)N predpisem

(F(X))(f) = X(fo F).

Vsimnéte si, ze fo F € C®(M) pro f € C>®(N). Zobrazeni F, je ziejmé linedrn{ a je to opét
derivace na C*°(N), protoze pro f,g € C*°(N) plat{

(F(X))(fg) = X((fg)oF)=X((foF)(goF)) =
(foF)(a)X(goF)+ (g0 F)(a)X(fo F) =
f(F(a))F(X)(g) + 9(F(a))(F(X))(f))-

\
S~—"

Strucné oznaceni F, pro tecné zobrazeni ke zobrazeni F' je pohodlné, ale nékdy je potieba
zduraznit, ve kterém bodé a € M ho uvazujeme. Casto se tedy pouzivd podrobngéjsi oznaceni
Fi(a) : ToM — Tr(q)N. Tecné zobrazeni k hladkému zobrazeni méd nékolik vlastnosti.

Véta 5.9 Nechft F: M — N a G : N — P jsou hladké zobrazeni variet a a € M. Pak

(1) Fy : TuM — TpoyN je linedrni zobrazeni;

(2) (G ] F)* = G* [¢) F* : TaM — T(GoF)(a)P

(8) (Idpng)s = Idp,pg : ToM — Ty M;

(4) Je-li F' difeomorfismus M na N, pak F. : T,M — Tp)N je isomorfismuse vektorovijch
prostori.

Dikaz. (1) a (3) plyne ihned z definice.

(2) (G o F).(X)(f) = X(f o Go F) = F.(X)(f 0 G)) = Gu(Fu(X))(f); X € TuM; f € C(M)

(4) Plyne z (2) a (3) pouzité na F o F~1 = Id. O
Dalsim cflem nyni bude sestrojit (pomoci map na M) konkrétni piiklady tecnych vektoru a

popsat bazi te¢ného prostoru indukovanou volbou mapy v okoli daného bodu. Nez to budeme moci

udélat, je tFeba si uvédomit jeden zésadni a dulezity fakt.
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5.4 Tecny vektor je lokalni pojem.

Tecéné vektory jsme si definovali jako specielni prvky v dudlu k prostoru C*°(M) vsech hladkych
funkei na M. Abychom mohli pocitat v lokdlnich soufadnicich danych mapou, je ale tfeba pracovat
s prostory funkei definovanych jenom na otevienych podmnozinidch M. Je proto zdsadni problém
si uvédomit, ze pojem te¢ného vektoru v bodé a € M je ryze lokalni pojem, ktery zavisi jen na
chovan{ funkei v malém okoli daného bodu a. Jde o ndzorny fakt, protoze derivace (ve sméru) v
bodé a je definovana pomoci limity odpovidajiciho podilu v bodé, ktery se blizi k bodu a, a tak
tato limita zavisi jen na hodnotdch dané funkce v néjakém (jakkoliv malém) okoli bodu a. Tento
fakt je zformulovan v nasledujicim tvrzeni.

Lemma 5.10 Necht M je varieta, a € M, X € T, M.
Jsou-li f,g hladké funkce na M, které se rovnaji v néjakém okoli bodu a, pak X (f) = X(g).

Dukaz.

Z linearity staci dokézat, Ze pro h = f — g plat{ X (h) = 0. Necht (U, ) je mapa, a € U, necht
V je okoli bodu a, pro které h|y = 0, a necht r > 0 je dost malé, aby K (¢(a),2r) C (U NV).
Pak existuje hladka funkce v, kterd ma nosic v K(p(a),2r), hodnoty v intervalu < 0,1 >, a je
rovna jedné na K(p(a),r). Funkci v o ¢ rozsifime nulou na celé M, vysledkem je hladka funkce,
a definujeme hladkou funkci v =1 —v o p € C*®(M). Funkce ¢ je podle definice rovna nule na
o Y K(p(a),r)) CUNV arovna jedné vné mnoziny » (K (¢(a),2r)) cUNV.

Plat{ tedy hi) = h na celém M, a protoze h(a) = 1(a) = 0, plati i X (h) = X (¢h) = 0. O

Je-li dédna funkce f € C*°(U), definovand jen na néjaké oteviené podmnoziné U C M, nelze ji
obecné rozsifit na hladkou funkci na celém M (f muze napiiklad neomezené rist v okoli hranice
mnoziny U). Je-li ale dén bod a € U, je mozné vzdy najit jinou hladkou funkci g tak, ze f = g na
(malém) okoli bodu a.

Lemma 5.11 (Rozsifovaci lemma) Nechtf M je varieta a U C M oteviend podmnoZina, a € U.
Pak pro kazdou funkci f € C*(U) existuje g € C*°(M) a oteviend mnoZina B,a € B C U pro
kterou g = f na B.

Pfed dukazem tohoto tvrzeni si odvodime jesté pomocné lemma.

Lemma 5.12 (Sefezavaci funkce) Predpoklddejme, Ze 0 < Ry < Ra. Pak existuje hladkd funkce

H:R" < 0,1 > takovd, Ze H(x) =1 na K(0,Ry) a pro nosi¢ H plati supp H C K(0, Rs).

Dukaz.
Funkce f(t) = e"tprot>0a f(t) = 0 pro t < 0 je hladkd funkce na R. Pak definujeme
hladkou funkci
f(R2 — 1)

f(R2—1t)+ f(t— Ry)

Jeji nosic¢ je interval < 0, Ry > a h(t) = 1 na intervalu < 0, Ry > . Této funkci se nékdy ikd

sefezdvaci funkce (’cut-off function’). Pak funkce H(x) = h(||z||) je zFejmé hladkd na R™ — {0}

jako slozeni dvou hladkych funkei a H(z) = 1 na K(0,1), tedy H je hladkd i v pocatku. O
Ted' uz jsme piipraveni dokdzat hlavni tvrzeni, které se bude stéle pouzivat.

h(t) =

,te R

Véta 5.13 (Tecny vektor je lokdlni pojem.) Nechf M je varieta, U C je oteviend podmnoZina,
at:U— M je vnoreni U do M.
Pak je pro kazdy bod a € U zobrazeni vy : T,U — Ty, M izomorfismus.

Dtkaz této véty provedeme v piisti predndsce.
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Cviceni k 6. prednasce.
Piiklad 1. Definujte (standardni) diferencovatelnou strukturu na vektorovém prostoru V.
Reseni. Nechf B je néjakd baze V. Jeji volba definuje mapu (V, @), jejiz definiéni obor je celé
V a hodnota pp(v) € R™ je definovana jako koeficienty vektoru v vzhledem k bazi B. Prislusné

pfechodové zobrazeni ¢p: o gagl je linedrni zobrazeni z R™ do R", urcené matici pfechodu mezi
témito dvéma bazemi. Atlas se tedy skldda z nekone¢né mnoha map.

Piiklad 2. Necht je zobrazeni F : R? — R definovano piedpisem F(z,y) = 2% + 2y +y> + 1.
(1) Vypotcitejte, jak vypada zobrazeni F.
(2) Ukazte, ze zobrazeni F, neni v zddném bodé prosté.
Reseni.
(1) Bud a = (7,9) € R% Baze prostoru T,R? je ddna vektory {%\a, 6%|a}.
Pak 9

9 9
or dy

Matice zobrazeni F, vii¢i kanonickym bazim v R? a v R je

_ . d _ .. d
Fu(5-la) = B2 +9) 2 lr@; Fulgola) = (435%) 2 lr

(322475 z+ 377

Piiklad 3. Nechf F': M — N a G : N — P jsou hladk4 zobrazeni. Pak Go I : M — P je hladké
zobrazeni.
Reseni.

Podle definice jsou zobrazeni F' a G spojité, tedy vime, ze slozeni G o F' je také spojité. Necht
(U, ) je mapa na M, (V,¢) je mapa na N, a (W, v) je mapa na P.

Pak podle piedpokladu jsou o F o (p)~! a voGo ()1 hladké na svych definiénich oborech.
Tedy i vo (G o F)o(p)~! je hladké na svém defini¢nim oboru,.

Piiklad 3. Rozmyslete si zakladni vlastnosti te¢ného zobrazeni F k hladkému zobrazeni F :
M — N.
Reseni.

Zakladni vlastnosti Fy k rozmysleni jsou:

Necht a € M je libovolny bod. Pak

(a) Fyx : TyM — Tpq)N je linedrni zobrazeni. (Ziejmé podle definice.)

(b) Jsou-i F': M — N, G : N — P hladkd zobrazeni, pak (G o F'). = G, o F} jako zobrazeni
Z TaM do Tg(p(a))P.

Staci si nakreslti odpovidajici obrazek s mapami

(¢) Idy : TuM — Ty M je identita.(Thned z definice.)

(d) Je-li F: M — N difeomorfismus, pak pro kazdé a € M plati, ze F je isomorfismus. (Plyne
ihned z bodu ¢)).

Piiklad 4. Necht 0 < r < R. Necht T je torus, ktery vznikne rotaci kruznice o poloméru r a o
stiedu (z,y) = (R,0) v soufadnicové roviné xy kolem osy y.
Reseni.
Zvolme parametrizaci toru nasledujicim zptisobem: bud
x = (R+rcost)coss
y =rsint
z=(R+rcost)sins
parametrické vyjadien{ funkce f na R? a polozme f; := restrikce f na mnozinu Q; = (0,27) X

(0, 27). Rozmyslete si, Zze zobrazen{ f je na Q1 prosté a Ze jeho obrazem je torus bez dvou kruznic,
které se protinaji v jednom bodeé, (f1(Q1),f; ') je tedy mapa. Obdobnym zpiisobem definujeme
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Q2 = (2%’87#) X (2%78?7‘-) Q3 = (4?777107#) X (4?71”10771-) a f2 = f|Q27f3 = f|Q3' Mnoziny fl(Ql)a
f2(Q2), f3(Q3) pokryvaji torus (méné map k jeho pokryti nestaci!) a nyni jiz snadno nahlédneme,
ze mapy (f1(Q1), fiY), (f2(Q2), f1), (f3(Q3), f3 1) tvoif atlas na T?, nebot prechodové funkce

jsou vyjadieny takto: napft.

Yre = fit o fi5 Qi — ((0.2m) x {3 HU {5} x (0,2m) =
) x fomyu fom) < (2, 5)

je definovand na komponentach svého definiéniho oboru.
Na kazdé komponenté se jednd o prosté afinni zobrazeni, které je vzdy difeomorfismus, tedy

prechodova funkce je rovnéz difeomorfismus.
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7. prednaska
Zbyva nam jesté dokdazat nasledujici vétu.

Véta 5.14 (Tecny vektor je lokdlni pojem.) Nechf M je varieta, U C M je oteviend podmnoZina,
at:U— M je vnoreni U do M.
Pak pro kazdy bod a € U je zobrazeni vy : T,U — Ty M izomorfismus.

Diukaz.

Necht U C M je oteviend podmnozina a a € U.
(a) Dokézeme, ze v, : T,U — T,M je prosté zobrazeni. Necht X € T,U, 1.(X) = 0. To znamena,
Ze Vf € C®(M), iu(X)(f) = X(f 1) = X(flr) = 0.

Chceme ukézat, ze pak X = 0, tj. ze Vg € C*®(U) plat{ X(g) = 0. Ale pro kazdou funkci
g € C=(U) existuje f € C>®(M) a okoli B C U bodu a takové, ze f = g na B. Pak ale X(g) =
X(flv)=0.
(b) Dokézeme, 7e ¢ je surjektivni. Nechf Y € T,M. Vektor X € T,U definujeme nésledujicim
predpisem. Je-li g € C°(U), pak 'rozsifime g na celé M, tj. existuje f € C*°(M) a okoli B C U
bodu a tak, ze f = g na B. Pak definujeme X(g) := Y(f). Podle Lemmatu tato hodnota
nezavisi na volbé rozsifené funkce.

Nyni pro kazdou funkei f € C* (M) plati

B X(f) = X(flv) =Y (),

protoze f je ziejmé 'rozsiteni’ funkce f|y.
O
Diky predchozi vété muzeme a budeme vzdy ztotoznovat prostory T,M a T,U, je-li U C M
oteviena podmnozina a a € U.

5.5 Vypocty v souradnicich

Pii popisu tetného prostoru k varieté v daném bodé je mozné s vyhodou pouzivat soutadnice,
zavedené volbou mapy v okoli daného bodu.

Definice 5.15 Nechf M je varieta dimenze n, (U, @) mapa na M, a € U. Pak definujeme tecny
vektor %Lz € T,U ~ T, M predpisem

9 fop™) o0
ol (0= 225 ), recx)

Kazd4 mapa tedy definuje mnozinu teénych vektorti v daném bodé a € M. UkéaZeme ted, Ze
tato mnozina je baze T, M.

Véta 5.16 Necht M je varieta, a € M. Pak T,M je vektorovy prostor dimenze n a vektory
%b}?:l tvor? jeho bazi.

Duikaz.

Zobrazeni ¢ je difeomorfismus U na ¢(U), a tak podle Véty je p«(a) : T,U = TyyR”
izomorfismus vektorovych prostortu, které zobrazuje vektor %Lz € ToM na vektor (De,)p(a) €
To(a)R™.

w(a)

Poznamka.
(1) Kfivka na varieté prochézejici bodem a € M se d4 snadno definovat, je to hladké zobrazeni
v :(—e,e) = M,~(0) = a. Kazda takovéto kiivka urcuje vektor v, € T,M pomoci predpisu

0 () = Do), g ee=qan)

protoze zobrazeni v, je zfejmé derivace na prostoru C*°(M).
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Obrézek 5.1: Te¢né vektory

Zobrazeni, které kiivce v bodé a € M ptitadi tecny vektor neni prosté, nekoneé¢né mnoho
kiivek se zobrazi na tentyz teény vektor. Bylo by mozné zavést relaci ekvivalence mezi kiivkami
predpisem, ze dvé kiivky jsou ekvivalentni, pokud urc¢uji stejné zobrazeni z C>°(M) do R a defino-
vat vektor jako odpovidajici tf¥idu ekvivalence. Tato definice je dalsi mozna ekvivalentni definice
tecnych vektori a te¢ného prostoru, kterd ma velmi intutivni geometricky charakter.

(2) Piedpoklddejme nyni, ze M je varieta s krajem a ze a € 9M. Pak jsou dvé moznosti jak
uvazovat teény prostor v bodé a.

(A) Kraj OM je varieta dimenze n — 1 (bez kraje), a tak existuje teény prostor T,0M dimenze
n— 1.

(B) Uvazujme nyni druhou moznost, nejprve v situaci, kdy bod a pati{ do OH™. Standardni
moznost je definovat tecny vektor v bodé a stejné, tj. jako linedrn{ zobrazeni C*(()U) — R
spliiujici Leibnizovu vlastnost, kde U je oteviena podmnozina H™ obsahujici bod a. Podle definice
je U C H™ oteviend, pokud existuje V' C R™ oteviend, pro kterou U = V N H". Teény vektor
6%]_ € C>°(V) — R m4 stejnou definici jako pro vnitin{ bod M. Ptipad j = 2,...,n je zfejmé
dobte definovan hodnotami f na H™ a pro j = 1 staci pouzit predpoklad, ze existuje pfislusna
parcidlni derivace k vysvétleni, ze derivace zleva je také urcena pouze hodnotami f na H". V
tomto ptipadé je T, M tedy vektorovy prostor dimenze n.

Stejnd situace jako v tomto modelovém piipadé a € H™ nastane i v piipadé a € OM, pokud
pouzijeme soufadnice definované pomoci mapy v okoli bodu a. Je-li a € IM a a € U, kde (U, ¢)
je mapa, pak vektory 8%“ jsou definovéany stejné, tj. pomoci vztahu

d CO(fop™)
5 la(f) = 5 E ola))

Funkce f o p~! je hladkd v okoli ¢(a) € O(H") a jeji parcidln{ derivace %\a je dobie definovan4,
a nezdvisld na jejim hladkém rozsifeni, nebot je mozné tuto derivaci spoéitat z hodnot samotné
funkce f o o~ pomoci pifslugné jednostranné derivace.

5.6 Indukované mapy na T,M.

Nechf M je varieta s krajem a necht v je pevny vektor v bodé a € M. Pro kazdou mapu (U, ¢)
takovou, ze a € U, lze tedy napsat v jako linearni kombinaci vektorii {%h} :

n 9
v = Zai(a)%‘a.
=1

Tedy vybér mapy (U, ) indukuje mapu (U = T, M, ®), & : T,M — R"™ danou piedpisem

O(v) = (a1(a),...,an(a)) € R™.
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V jiné mapé (U’, ¢') témuz vektoru odpovidaji jiné soufadnice o (a).

. T
=1

Chceme ted vypoéitat, jak spolu souvisi soufadnice «; a oz;-. Tedy budeme pocitat prechodové
zobrazeni mezi dvéma indukovanymi mapami (U = T, M, ®), a (U' =T, M,P") na T, M.
Pokud napieme piechodové zobrazeni ¢’ o ¢ ~! na definiénim oboru ¢(U N U’) pro nazornost

ve tvaru z = x}(z1,...,2,), pak pro libovolnou funkei f € C*°(M) plati
0 o _0olp)™) _ol(fo(¢) Dol o™ _§ )
8:& (f) N 6502 N 89:1 N 1 8172 ((l)),
t.
0 " Oz}, 0

87:1 a 2 Tm(w(a))éixdﬂ'

Pro soutradnice vektoru v € T;,, M v ruznych mapach tedy dostaneme

v:na-ai :n nOé 8xk a 0
> e, Z(Z (@G~ e >>>8W

k=1

tedy

n

Z 8% ©(a)). (5.1)

Matice prechodu mezi dvéma bazemi indukovanymi na T, M pomoci dvou map na M je tedy
déna Jacobiho matici v8ech parcidlnich derivaci prechodového zobrazeni mezi dvéma zvolenymi
mapami v daném bodé.

V zacatcich diferencidlni geometrie byla tato vlastnost vzata za zéklad definice teéného vektoru.
Tenkrat se dusledné vsechny pojmy vyjadiovaly vzhledem k mapam a teény vektor se ztotoznoval
s piislusnymi soufadnicemi. Tecny vektor byl tedy systém vektori v R™, pro kazdou mapu jeden,
které byly spolu svdzdny piislusnymi transformaénimi vztahy [5.1] Pozadované operace s vektory se
provadély ve zvolené mapé a nakonec bylo tfeba ovérit, ze vysledek operace se spravné transformuje
pii zméné mapy. Tak napiiklad jen ovéfeni jednoduchého faktu, Zze soucet dvou vektoru nebo
nasobek vektoru ¢islem je opét vektor, vyzadovalo popsat mnoho papiru.

Zavedeni bezsouradnicovych definic tedy bylo podstatnym pokrokem ve vyvoji diferencialni
geometrie. Definice te¢ného vektoru pomoci vlastnosti derivace pro prvky dudlu na prostoru funkei
je typickym ptikladem bezsoutadnicové definice.

5.7 Tecny fibrovany prostor, vektorova pole.

Definice 5.17 Necht M je varieta s krajem. Pak disjunktni sjednoceni Uy pyTo M oznaéime T M
a nazveme teény fibrovany prostor. Projekce m : TM — M je definovdna predpisem w(X) = a,
pokud X € T, M.

Vektorové pole X na M je zobrazent, které kazdému prvku a € M priradi vektor X (a) €
T.M.

Rekneme, Ze vektorové pole X je hladké, pokud pro libovolnou mapu (U, ) plati, Ze koeficienty
ai(a);i =1,...,n v rozkladu X(a) = > 1, ai(a)%h jsou hladké funkce na U. ProtoZe hodnoty
vektorovych poli v kazZdém bodé patii do vektorového prostoru, je prostor X (M) wvsech hladkyjch
vektorovych poli také vektorovy prostor s operacemi definovanymi takto:
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kde X,Y € X(M),a € M,a € R.

Definice 5.18 (Lieova algebra) Nechf L je (redlny) vektorovy prostor. Predpoklddejme, Ze je
ddno zobrazeni (nazyvané zdvorka)

L]:LxL—L (X,Y)eLxLw[X,Y]€L,
které spliuje nasledugici axiomy:
1. [, ] je bilinedrni zobrazent;
2. X, Y] = —[Y, X];
3. (Jacobiho identita) (X, Y, Z]| + [V, [Z, X]] + [Z, [ X, Y]] = 0.

Pak dvojici (L, [, -]) nazveme Lieova algebra.
Jsou-li (L1,[-,)1) @ (L2, |-, J2) dvé Lieovy algebry a @ je zobrazeni Ly do Lo, pak Tekneme, Ze
linedrni zobrazeni ® je homomorfismus Lieovych algeber, pokud

VX,Y € Iy (I)([X’ Y}l) = [(I)(X)7(I)(Y)]2-

Je-li navic ® izomorfismus vektorovych prostoriu L1 a Lo, Tekneme, Ze ® je izomorfismus Lieovijch
algeber Ly a L.

Klicovou roli hraji Lieovy algebry napiiklad v teorii Lieovych grup a jejich reprezentaci.
Ve cviceni si ukdzeme, Ze zobrazen{ X : a € M — X(a) € T,M je hladké vektorové pole pravée
kdyz Vf € C>°(M) plati X (f) € C°(M). Také si dokdzeme ndsledujici tvrzeni.

Definice 5.19 Nechf X,Y jsou dvé hladkd vektorovd pole na varieté M. Jejich komutdtor [X,Y]
je definovdn jako zobrazend, které kazdé funkci f € C°(M) priradi funkci

(X, Y](f) = X(Y(f)) = Y(X(F))-

Véta 5.20 Pokud X,Y € X (M), pak [X,Y] je také (hladké) vektorové pole. Prostor X (M) spolu
se zavorkou definovanou pomoci komutdtoru je Lieova algebra.

Prvni tvrzeni vyzaduje ovéfeni pfimym vypoctem, ktery provedeme na cviceni.

Vlastnosti (1) a (2) z definice Lieovy jsou ihned vidét z definice komutétoru, vlastnost (3)
(Jacobiho identita) se dokdze jednoduchym vypoctem.

Poznamka 5.21 Prostor X (M) vsech vektorovjch poli s Lieovou zdvorkou je jednim ze zdkladnich

prikladi tzv. Lieovych algeber. V tomto pfipadé je X (M) vektorovy prostor nekoneéné dimenze.
Veétsina konkrétnich a uZiteénych Lieovych algeber jsou vektorové prostory konecné dimenze.

Cviceni k 7. prednasce.
Piiklad 1. Ukazte, ze vektorové pole X : a € M — X(a) € T, M je hladké vektorové pole prave
kdyz plati podminka
(x) VfeC®(M) X(f) e C®(M).

Reseni.
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(1) Necht je X hladké vektorové pole, tj. necht pro kazdou mapou plati, ze koeficienty a; v

rozkladu
- 0
X = (@) =—|a
; () 5|
jsou hladké funkce. Pak pro kazdou funkci f € C*°(M) a kazdou mapu (U, ) plati

X(9) = Y as(ag o) € (0,

tedy X (f) € C=(M).
(2) Predpokladejme, ze plati podminka (*), necht (U, ) je mapa a ¢,(z) = x; je soufadnicova
funkce na U definovand pomoci této mapy. Pak X(p;) = a;,j = 1,...,n a tedy a; € C=(U).
Vsimnéte si, ze jsme zde mlcky pouzili ztotoznéni ¢, : T,U — T, M.
Priklad 2.

Necht X,Y jsou 2 hladkd vektorovd pole na varieté M. Jejich komutdtor [X,Y] je definovan
jako zobrazeni, které kazdé funkci f € C*°(M) priradi funkei

(X, Y](f) = X(Y(f)) = Y(X(f))
Pokud X,Y € X(M), pak je komutdtor [X,Y] také (hladké) vektorové pole. Prostor X'(M)
spolu se zavorkou definovanou pomoci komutatoru je Lieova algebra.
Reseni.
Pro kazdé dvé vektorova pole X,Y a libovolné dvé funkce f, g plati:
(X, Y(fg) = X(Y(f9)) =Y (X(fg)) = X(Y(f)g + [Y(9)) = Y(X(f)g+ fX(9)) =
= XY (g +Y(NX(9)+X(NY(9)+ fX(Y(9)—
—Y(X(f))g — X(N)Y(9) =Y (/) X(9) - [Y(X(9)) =
= [X,Y](f)g + fIX.Y](g).
Lieova zdvorka je tedy také vektorové pole. (Z vypoctu je vidét, ze pouhé slozeni dvou poli vekto-
rovym polem neni, nebot ¢leny tvaru X (f)Y (g) se neodectou.)
Komutator vektorovych poli je bilinearni zobrazeni pfimo podle definice komutatoru. Pfi

zémeéné pofadi evidentné méni znaménko. Zajimavé je ovérit Jacobiho identitu.Ta plati kdyko-
liv je zavorka definovand jako komutdtor:

(XY, 2] + [Y[2, X1 + [Z[X, Y]I(f) =

= XYZ-2Y)-(YZ-2ZY)X+Y(ZX -X2Z)—-(ZX -X2Z)Y +
+ ZXY-YX)- (XY -YX)Z=
= 0.
Piiklad 3.
Necht X,Y, Z jsou 3 vektorova pole na R3 definovéna piedpisem
0 0 0 0 0 1o}
Vypocitejte [X, Y], [V, Z], [Z, X].
Reseni.
9 0,0 0of ) of _of
XY = — — 22— )(z== —
X, YI(/) (yé)z zay)(zf)x 5‘2) (Zax 8z)< 0z 8y)

o*f 2 O°f O*f 32f of

Y or0z  Zomoy V922 T ayor Vor
LT T B T AR
010z oxdy Y522 ayaz 8y

=—7Z
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Stejné se vypocitad [V, Z] = - X; [Z,X] = =Y.

Piiklad 4. Necht L C X (R?) je 3-dimenzionaln{ vektorovy podprostor generovany prvky X,Y, Z €
X (R?). Ukazte, ze pokud pro L definujeme zdvorku pomocf komutétoru, je L Lieova algebra.

Reseni. Z vysledku predchoziho piikladu a ze ziejmého faktu, ze (X, X] = [Y,Y] = [Z,Z] = 0
plyne, ze komutator libovolnych dvou prvka z L zase patii do L. Tedy L se zédvorkou definovanou
jako komutator vektorovych poli je Lieova algebra.

Piiklad 5. Uvazujme L' = R? se zavorkou definovanou pomoci vektorového souéinu dvou vektort.
Ukazte, ze L' je Lieova algebra.

Reseni. Vime, ze zobrazeni x : L' x L' — L’ definované predpisem u,v € R?® — u x v € R3 je
bilinearni zobrazeni a ze méni znaménko, pokud prehodime poradi ¢initelt. Zbyva tedy ukézat,
ze je splnéna Jacobiho identita. Misto abychom to spocitali pfimym vypocCtem, muzeme pouZit
vysledek Piikladu 3. takto:

Je-li e1, s, e3 kanonicks baze L' = R3, pak vime, ze

€1 X eg = e3,63 X €3 =¢€1,€e3 X €1 = €2.

Necht L C X(R3) je generovano bazi X,Y, Z z pitfkladu 3, pak zobrazeni ® : L — L’ definované
zobrazenim bazi X — e, Y — €1, Z — ez prevadi komutéator vektorovych poli v L na vektorovy
soucin v L' = R3. A protoze Jacobiho identita plati v L, plati i v L’. Zobrazeni ® je izomorfismu
vektorovych prostoru a prevaddi zdvorku v L na zdvorku v L/, tedy Lieovy algebry L a L’ jsou
izomorfni.

Piiklad 6. Vektorovd pole X,Y € X(R?) jsou ddna piedpisem

0

0
X:ifyaé Y:y@

a zobrazen{ F : R?* — R je ddno vzorcem F(x,y,z) = x2y.
(1) Vypocitejte [X, Y]([1,1,0]);
(2) Ukazte, ze F(X +Y) € X(R?) a vypoéitejte [F(X + Y)]([1,1,0]);
(3) Vypocitejte X (F)([1,1,0]).
Reseni.
1)
B g, Of 0 of, . of

a tedy [Xa Y}([lv L 0]) = _%“17170]'
(2) Zobrazeni X +Y : C®(R3) — C>°(R?) slozfme se zobrazenim

F:C>®(R?) — C®(R®),F:g— Fg,
vysledkem je zobrazeni
F(X +Y):C>®(R?) — C™(R?).
0 0 0 0
— 2 —
[F(X + Y)]([l, 150]) =Ty <xy3x +y8y> ’[1)170] - (8:5 + ay) |[171)0]'

(3) X(F)([1.1,0)) = [zy F]([1,1,0]) = 2.

4
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8. prednaska

5.8 Kotecny prostor, kotecné zobrazeni, diferencial funkce

Definice 5.22 Je-lia € M, pak prostor Ty M := (T, M)* nazveme koteény prostor k M v bodé
a.

Koteény fibrovany prostor je definovdin jako disjunktni sjednoceni T*M = UgenT; M
spolu s projekci ™ : T*M — M, kterd zobrazi cely kotecny prostor T; M do bodu a.

Je-li F : M — N hladké zobrazeni, m € M pak definujeme koteéné zobrazeni F*(m) :
N — T M jako dudlni zobrazeni k Fy.(m), tj.

[F™(m)(a)](v) = alF.(m)(v)]

kde a € T;;(m)N,v eT,.M.

Interpretace vektoru v € T, M jako prvku dualu k prostoru funkei je zalozena na zobrazeni,
které dvojici (v, f) € T,,M x C>®(M) piifadi ¢islo v(f) € R. Toto zobrazeni se viak déd také
interpretovat druhym zpusobem — jako zobrazeni, které kazdé funkci f prifadi linearni zobrazeni
v = v(f) € R, tj. prvek koteéného prostoru T, M. To umoziuje dat korektni matematickou
interpretaci toho, co pro nds byly zatim pouze symboly — interpretaci symbolu df, f € C* (M), a
symbolu dx; v popisu diferencidlnich forem.

Definice 5.23 Necht f € C®°(M),m € M. Pak diferencidl df (m) funkce f v bodé m je prvek
T M definovany rovnosti
[df (m)](v) =v(f), veET,M.

Zobrazeni

df - M — T*M
m — df (m)

se nazyvd diferencial funkce f.

Poznamka 5.24 Tedy df je ,dudlni“ pojem k pojmu vektorového pole. Je to specidlni pripad
zobrazeni w : M — T*M takového, Ze w(m) € TrM, tj. mow = Id. Zobrazeni tohoto druhu
budeme nazyvat diferencidlni formy stupné 1. Od pripadu forem v oteviené podmmnoziné R™ se to
tedy lisi tim, Ze pro variety jsou prostory Ty M v riuzngch bodech rizné (a také tim, Ze prostor
T M neni jen symbol, ale md jasny geometricky vyznam,).

Poznamka 5.25 Necht (U, ) je mapa na M. Necht i = 1,...,n. Pak 6%1- je vektorové pole na
U. Podobné, oznacime-li komponentu p; zobrazeni ¢ jednoduSe x;, pak dz; je diferencidlni forma
stupné 1 na U. Viimnéte si, Ze

0 0

dri(5—) = 2.
J

oz, (i) = dsj.

Tedy v kazdém bodé m € M jsou {dx;} a {22~} jsou dudini baze v Ty;, M, resp. v Ty, M.
Ddle, je-li g € C*°(M), pak lze v soutadnicich (U, p) napsat dg v kanonické bazi

dg = Zaidxi, a; € C(U).

i=1

;Z = [(ij](g) = [dg] (af;) = [Zn} O‘idxil (;;) -
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Tedy jsme dostali starou zndmou formuli, kterd byla jednim ze zdkladiu definice de Rhamova

unéjsiho diferencidlu:
dg = dx;.
9= g,

i=1

Kapitola 6

Prehled multilinearni algebry

V algebre se vétsinou pracuje s definici tensorového sou¢inu modula nad danym okruhem, ale tato
definice je velmi abstraktni a tézka na pochopeni a porozuméni. Mnohem jednodussi je situace pro
tensorovy soucin vektorovych prostoru, kde je mozné popsat vysledny soucin explicitné pomoci
vhodnych bazi.

V této kapitole budeme definovat tenzorovy sou¢in vektorovych prostoru, tensorovou algebru
a vnéjsi algebru daného vektorového prostoru. Vsechny vektorové prostory v této kapitole budou
realné vektorové prostory a pokud nebude fec¢enou vyslovné jinak, budou mit kone¢nou dimenzi.
Cela tato kapitola je souc¢ast multilinedrni algebry, se kterou jste s jiz ve specialnim piipadé setkali
v linedrni algebfe v ¢dsti vénované bilinedrnim formam a skaldrnimu soucinu.

6.1 Tenzorovy soucin dvou vektorovych prostori

Pripomenme si rychle nejzédkladnéjsi fakta z linearni algebry. Z definice linedrniho zobrazeni ihned
plyne, ze kazdé linearni zobrazeni je urceno jednoznacné svymi hodnotami na zvolené bazi, které
mohou byt zvoleny libovolné. Tedy dimenze prostoru vsech linearnich zobrazeni z V do W je
souc¢in dim V' dim W. Dualni prostor V* je specialni piipad v8ech linearnich funkci na V. Specielné
dimV* =dim V.

Je-li e;,i = 1,...,n baze V, pak existuje k ni dudlni baze ¢/ prostoru V* dand podminkou

& (ex) = 61,

kde 5i je Kroneckerovo delta. Prvky dudlni baze jsou uréeny svymi hodnotami na zvolené bazi
obzvldst jednoduchym pfedpisem.
Existuje kanonicky isomorfismus (V*)* ~ V dany zobrazenim

LV = (V) uv)(a) =a), aeVi5veV.

Zékladni verze tenzorového soucinu dvou vektorovych prostoru neni nic jiného nez jiny nazev
pro prostor bilinedrnich forem. Nejjednodus$si a nejndzornéjsi verze je tato.

Necht V a W jsou dva vektorové prostory a V* a W* jsou jejich dudly. Prostor V* je tedy
prostor vSech linearnich forem na V, tj. prostor vSech linearnich funkci z V' do R, stejné pro W.

Pfipomeiime si nyni definici bilinedrntho zobrazeni.
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Definice 6.1 Necht V, W a Z jsou vektorové prostory. Rekneme, Ze zobrazeni p : V. x W — Z
je bilinearni zobrazeni, pokud plati, Ze p7i zafirovdni hodnoty kterékoliv ze dvou proménnych,
je vysledné zobrazend linedrni zobrazeni ve zbyvajici proménné. Explicitni tvar definice je:

(1) @(’U,O{U)l + B'UJQ) = G{QD(U,’LU]_) + 6@(”711)2); (NS V) w1, W2 € Waaﬁ e R.
(2)  plavr + Bve,w) = ap(v,w) + Pe(ve, w); vi,v2 € V,w € W, 8 € R.

Pokud Z = R, pak se zobrazeni ¢ nazyvd bilinearni forma.
MnoZinu viech bilinedrnich forem na V-x W oznac¢ime B(V,W).

Prostor B(V, W) je vektorovy prostor, pokud definujeme soucet bilinedrnich forem a jejich
néasobek redlnym ¢islem stejné jako pro prostor vSech realnych funkci na daném definiénim oboru.
Explicitné:

(o1 + w2](v,w) = p1(v,w) + P2(v,w); w1,02 € B(V,W);v € V,w e W,
[ag](v,w) = ap(v,w); ¢ € B(V.W),veV,we W,aeR.

Je snadné sestrojit bazi prostoru B(V, W) pomoci{ bazi prostoru V* a W*.
Lemma 6.2 Pro o € V* a € W* definujeme bilinedrni formu a ® 8 € B(V,W) predpisem
[a ® (v, w) = a(v)B(w). (6.1)

Je-li of,i = 1,...,n baze V* a 7,5 = 1,...,m baze W*, pak ¢ = o' ®@ ;i =1,...,n,j =
1,...,m je baze B(V,W). Tedy dim B(V,W) = dim V dim W.

Dukaz.

Zvolme baze {v;} prostoru V a {w;} prostoru W, dudlni ke zvolenym bazim V*, resp. W*. To
znamena, ze .

o' () = 04; B (we) = &,

kde ¢ je Kroneckeruv symbol (8% = 0 pro i # j,d; = 1.)

Zékladn{ vlastnost{ prvki ¢ je, ze ¥ (vy,wy) = 5,@55 =: 5,?1,
(1) Ukdzeme, Ze ' jsou linedrné nezavislé. Necht ¢ = ZZ j aijgoij = 0, kde 0 je nulovy vektor v
B(V,W). Pak 0 = ¢(vg,ws) = age pro vechny k, £.
(2) Nyni ukdzeme, 7ze ™ generuji celé B(V,W.) Stejné jako tomu je u linedrnich zobrazeni, bi-
linedrni zobrazeni je urceno jednozna¢né svymi hodnotami na dvojicich prvka (v;, w;), kde {v;},
resp. {w;} jsou baze V, resp. W. Tyto hodnoty mohou byt libovolné, takze dimenze prostoru viech
bilinedrnich form B(V, W) je rovna sou¢inu dim V dim W. Tedy systém % je linedrné nezavisly a
pocet prvku systému je roven dimenzi, je to tedy baze. U

Definice 6.3 Tenzorovy soucin V* @ W* definujeme jako prostor B(V, W) wsech bilinedrnich
forem na V-x W.

Vektorovy prostor je kanonicky izomorfni se svym bidudlem. Tedy tenzorovy soucin V @ W
definujeme jako prostor B(V*, W*).

6.2 Kovariantni tenzory

Specidlni piipad tenzorového soucinu je piipad V* @ V* ~ B(V, V). Tento piipad se snadno rozsiii
na tenzorovy soucin k kopii prostoru V* nasledujicim zpusobem.

Definice 6.4 Nechf k je prirozené éislo. Kovariantni tenzor ¥adu k na vektorovém prostoru
V' je redlné k-linedrni zobrazeni
T:Vx...xV—=>R
—_———

k
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Zobrazeni T je k-linedrni, pokud po zafizovdni libovolngch k — 1 argumenti je zobrazeni linedrni
ve zbylém argumentu. MnoZinu viech kovariantnich tenzoru tddu k budeme oznacovat

THV) =@V 2V e... eV,
—_———
k

Tenzor fadu 0 definujeme jako redlné éislo, tj. T°(V) = R. (Je to funkce zdvisici na 0
vektorech.)

Prostory T*(V),k > 0 jsou redlné vektorové prostory s obvyklou definici s¢itdni a ndsobeni
redlngm éislem (jsou to specidlni pripady redlngch funkci):

(@)X ..., Xp) = a(T(X1,...,Xp))a € R, X, €V (6.2)
(T—FT/)(Xl,. .. ,Xk) = T(Xl, . ,Xk) +T/(X1, . ,Xk),XZ‘ eV. (63)

Definice 6.5 Necht R € T*(V) a S € T*(V), pak definujeme kovariantni tenzor R®S € TFH¢(V)
predpisem
[R & S](Xh ey Xk;JrZ) = R(Xl, Ceey X}C)S(Xk+1, Ceey qurz).

Tenzorovy soucin je asociativni, muzeme tedy psat tenzorovy soucin tii a vice kovariantnich ten-
zoru bez zavorek, bez uréeni poradi ndsobeni.
Je snadné si rozmyslet, jak najit vhodnou bazi prostoru T%(V) a jaka je jeho dimenze.

Lemma 6.6 Necht V je vektorovy prostor dimenze n a necht {e;i}i—; a {e/}7_, jsou dudlni baze
prostoru V a V*.
Pak mnoZina vsech k-tenzorid tvaru

EAzaal®...®<€a’“;A:(a17...,ak); 1<ay,...,ap <n

je baze prostoru T*(V). Jeho dimenze je tedy rovna n*.

Dikaz.
Ukézeme, ze mnozina

B:{EA =e"®...0e"%; 1<ay,...,ar <n}

(jejiz prvky jsou parametrizované multiindexem A = (ai,...,a;)) je baze prostoru T*(V) =
@F(V*). Je-li B = (by,...,b);1 < by,...,bx <n multiindex, pak budeme definovat k-tici vektorii

e(B) = (€pyy---sep) EV X ... x V.
%

Diilezita vlastnost tenzortt T € T*(V) 4du k je Ze jsou jednoznacné uréeny svymi hodnotami
na k-ticich vektoru e(B) a zZe tyto hodnoty je mozné zvolit libovolné. Z toho ihned plyne, Ze
dimenze prostoru T%(V) je rovna nk.

Vime, ze plati

e(e(B)) = 0.
Pro ditkaz lemmatu staci ukézat, ze prvky 4, |A| = k (jejichz pocet je roven n*) generuji cely
prostor T*(V).

Piedpokladejme tedy, ze T € T*(V) a definujme é&isla Ty = Ty, 4, = T(e(A)). Potom pro

prvek T = 3", Tae? plati

T'(e(B)) = Y Tac*(e(B)) = > _ Tadp = Ts.
A A

Z toho plyne, ze T = T, protoze tyto dva tenzory majf stejné hodnoty na prvcich e(B).
Je uzitecné si zapamatovat, ze soufadnice tenzoru T € T*(V) vzhledem k bazi B jsou dény

vztahem
Toyoiarn =T(eqy,. - ea,) =T(e(A)). (6.4)
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Definice 6.7 Necht V;,j =0,...,00, je posloupnost vektorovyjch prostori. Jejich direkini soucet
@52,V je vektorovy prostor vSech posloupnosti
(vo,v1,...,04,...);v; € Vj,

které maji jen konecéné mnoho nenulovijch prvku. S¢itdni a ndsobeni redlnym cislem je definovdno
po komponentdch. Jednotlivé prostory V; jsou standardné ztotoZriovdny s odpovidajicimi podpro-
story

{v={vi} € ®ZVi;vi = 0,0 # j}
a ®72,V; je pak opravdu direkini soucet Vj, tj. kazdy proek v € ©72,V; lze napsat jednoznacné ve
tvaru

o0
vzg vi; v € V.
Jj=0

Definice 6.8 (Algebra kovariantnich tenzort.) NechfV je vektorovy prostor konecéné dimenze.
Tenzorova algebra kovariantnich tenzori T*V(V') je direktni soucet

T(V*) = &2 THV) = @20 @ (V)
a jeji proky se nazyvaji kovariantni tenzory.
Pripomerime, Ze ndsobeni v tenzorové algebie T(V*) je definovdno predpisem
SeTHV),T €T (V) = ST € TH(V); [S&T)(v1,. ., vkpe) = S(01, -, 0)T (Vkg1, - - - Vkte),

kde v1,...,vpre € V. Pro prvek z T°(V) jde o ndsobeni prislusnou konstantou. Tenzorovy soucin
dvou proku z T(V*) se definuje pomoct distributivniho zdkona.

Tenzorova algebra T'(V*) je (nekoneéné dimenziondlni) asociativni algebra s jednotkou (jeji jed-
notka je prvek 1 € T°(V)). Prostor V* budeme ztotoziiovat s prostorem T (V) a brat jej jako
podprostor algebry T'(V*). Tenzorové ndsobeni je asociativni, ale neni komutativni.

6.3 Kontravariantni a smisené tensory.

Algebra kovariantnich tenzoru je zalozena na prvcich dudlu w € V* uvazovanych jako linedrni
funkce na V' a na jejich tenzorovych souc¢inech, definovanych jako souciny linedrnich funkci, které
jsou multilinedrni.

Je jen véci konvence, jestli vezmeme jako zakladni vektorovy prostor vektorovy prostor V'
nebo jeho dudl V*. Pokud zacneme s prostorem V* dostaneme stejnym postupem algebru kon-
travariantnich tenzori, jejichz zdkladnim piikladem je prostor vektoru TH(V*) ~ (V*)* ~ V.
Kontravariantni tenzory jsou tedy vektory (interpretované jako prvky biduélu) a jejich tenzorové
souciny.

Definice 6.9 (Algebra kontravariantnich tenzoru.) Nechf k je prirozené éislo. Kontrava-
riantni tensor fadu k na vektorovém prostoru V' je redlné k-linedrni zobrazeni
T:V*x...xV"=>R
—_——
k

MnoZinu viech kontravariantnich tensord vddu k budeme oznacovat

To(V) =TV =@ V)~V®...0V.

—_————
k

Tensor #adu 0 definujeme jako redlné éislo, tj. To(V') := R. Prostory Ti(V),k > 0 jsou rediné

vektorové prostory. Tenzorova algebra kontravariantnich tenzori T(V') je direktni soucet
T(V) = &R T(V) = &7y ®" (V)

a jeji proky se nazyvaji kontravariantni tenzory. Ndsobend v T(V) je definovdno stejné jako
pro kovariantni tenzory. Staci jen prostor V. nahradit prostorem V*.

49



Je mozné prostory kovariantnich a kontravariantnich tenzoru mezi sebou tenzorové vynédsobit
a definovat prostory smiSenych tenzoru.

Definice 6.10 (Algebra smiSenych tenzori.) NechfV je vektorovy prostor a V* je jeho dudl.
Prostor k-krat kovariantnich a /-krat kontravariantnich tenzoru 7, f(V) je definovdn jako
tensorovy soucin

V) =T'V)eT,(V)=[V'®..0V]eVe.. .aV)
k £

a jeji proky se nazgvaji smisené tenzory typu (k,?).

Oznacéeni. Necht V mé bazi eq,...,e,. Oznac¢me €',...™ bazi V* dudlni k bézi eq,...,en.
V dalsfm budeme pouzivat jako indexy k-tice tvaru A = (ay,...,a) € {1,...,n}*, oznaéme
symbolem |A| pocet jejich ¢lenu, tj. |A| = k. Pro indexovou k-tici A zavedeme oznaceni

A
€4 =€ ®...Qe€q; e =M ®...0e%

e(B) = (e",...,e%); e(B) = (ep,,...,ep,).

Pak
B b b A
ea(s(B)) = 0% = &5. ... 6% (e(B)) = 0.

Nejdiive si rozmyslime, jak jsou pravé zavedené vektorové prostory veliké, najdeme jejich
vhodné baze. Z multilinearity prvka v tenzorové mocniné plyne ihned, ze kazdy prvek w € Tp(V)
je jednozna¢né urcen svymi hodnotami w(e(B)), |B| = k, které mohou byt libovolné. Z toho ihned
plyne, ze dimenze prostoru 7%(V) je rovna n’. To je podstata ditkazu nasledujici véty.

Véta 6.11 Necht {e1,...,e,}, resp. {e',... "} jsou dudlni baze V, resp. V*.
(i) Mnozina {ea;|A| = £} tvori bazi Ty(V). Dimenze T,(V') je rovna n*. Obecny prvek o € Ty(V)
se dd napsat ve tvaru

n

o= g aft e, ®...®eq, = E a’ey.

al,..‘,akzl A,lAl:Z
(i) Mnozina {es ® eP;|A| = k,|B| = £} tvoi bdzi Tf(V). Dimenze TF(V) je rovna n**¢. Obecnsj
proek T € TF(V) se dd napsat ve tvaru

n
- F mnpes.oc om0 e - Sl o

a1,...,ak,b1,...,bp=1

Dikaz.

Necht £!,...e" je baze V*, dudlni k bézi ey,...,e, prostoru V.
(i) Nejprve ukdzeme, ze zminény systém prvku generuje Ty(V). Je-li o € Ty(V) libovolny prvek,
pak pro libovolnou f-tici A = (ay,...,as) ¢isel mezi 1 a n definujeme ¢éisla a? := a(e(A)). Pak
o= ZA7‘A‘:€ a?ey, nebot levé i pravé strana majf ziejmé tytéz hodnoty na prvcich e(B),|B| = ¢,
totiz o

Pocet, prvki v systému e, |A| = £ je n’, coz je dimenze prostoru T;(V). Je to tedy baze.
(ii) Druhd ¢dst tvrzeni plyne z prvni ¢asti a z Lemmatu . O
Poznamka.

(1) Zobrazeni
©: (1, Um) EVX... XV B0 ®...0 v, € QM(V)

je multilinedrni zobrazeni, které ma nasledujici vlastnost:
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Je-li W libovolny vektorovy prostor a je-li ¢ : V x ... x V. — W libovolné m-multilinearni
zobrazeni, pak existuje pravé jedno linearni zobrazeni ¥ : V™ — W takové, ze W o p = 1.

Dokonce vic, d4 se ukézat, ze tato vlastnost charakterizuje tenzorovou mocninu (az na izomor-
fismus) jednoznacné. Prostor @™ (V) je tedy univerzalni objekt majici tuto vlastnost a to byva
standardni algebraicka definice tenzorové mocniny.

Podobné je mozné charakterizovat (tj. definovat) celou tenzorovou algebru T'(V') spolu s vnofenim
t: V= T(V) jako univerzélni objekt s vlastnosti:

Pro kazdou asociativni algebru A s jednotkou a pro kazdé linedrni zobrazeni j : V — A existuje
pravé jeden homomorfismus algeber ® : T(V) — A takovy, ze j = ® o¢.

(2) Tradiéné se tenzory popisovaly pomoci soufadnic. To jest, pokud ej,...,e, je bize V a
el,...,e" je dudlni baze V*, pak lze obecny tenzor a typu (’;) zapsat jednoznacné ve tvaru
o= Z aéi:::?’;gjl@...@s”@eil®...®eik_.

UlseensllesJ 10 J8
Pokud ef,..., el je jind baze V, &],... el je dudlni bdze V* a pokud matice pfechodu mezi
témito bazemi jsou dany pomoci €} = 3, afey,, e’/ =3, b/e! (tedy matice (b) je inverzn{ k matici
(al); dolnf index je Fadkovy, horni sloupcovy), pak

r

ki.ks 7i1.-0s Ky ks1J1 G
e = E oAt alt byt (6.5)

Pod pojmem tenzor se puvodné rozumél systém vsech soufadnicovych vyjadieni 0‘;‘111'.'.3'1 pro
vSechny béze prostoru V, které se mezi sebou transformuji podle pravidla (6.5). Zpravidla se
pocitalo v jedné dané béazi a pak bylo tfeba ovérovat nezavislost vysledku na volbé baze.

Cviceni k 8. prednasce.

Piiklad 1. Jak vypadaji prvky v TH(V)?
Reseni. Kovariantni 1-tenzor je linedrni zobrazeni z V do R, tedy je to kovektor, prvek duglu V*.
Piiklad 2. Jak vypadaji prvky v T?(V)?

Reseni. Kovariantni 2-tenzor je bilinedrni zobrazeni z V x V do R. Tedy podle nasi pfedchozi
definice je to prvek tenzorového souc¢inu V* ® V*. Standardnim piikladem je skaldrni soucin na
daném vektorovém prostoru.

Piiklad 3. Necht V m4 dimenzi n. Najdéte pifklad prvku v T"(V).

Reseni. Hleddme tedy pifklad multilinedrniho zobrazeni V x ... x V. (n kopii) do R. Takovym
piikladem je determinant. V tomto piipadé je V = R" a determinant je kovariantni tenzor radu
n, dany predpisem

det(vy,...,v,) =det A,

kde A je n X m matice, jejiz radky jsou vektory vq,...,v,. Tento tenzor je antisymetricky, coz
znamend, ze zméni znaménko pokud prehodime dva argumenty.

Piiklad 4. Definujte kovariantni 2-tenzor pomoci dvou kovariantnich 1-tenzoru.
Reseni.
Predpokladejme, ze aj,as € V* jsou kovariantni 1-tenzory. Pak definujeme kovariantni 2-

tenzor a; ® aig predpisem
[Oél X Oé2](X1,X2) = Oél(Xl)CMQ(XQ).

Priklad 5. Definujte kovariantni k£ + ¢-tenzor pomoci kovariantniho k-tenzoru S a kovariantniho
{-tenzoru S..

ol



Reseni.
Necht R € T*(V) a S € T*(V), pak definujeme kovariantni tenzor R® S € T*+(V) predpisem

[R@S](Xl,...,Xk_i_g) = R(Xl,...,Xk)S(Xk+1,...,Xk+g).

Piiklad 6. Ukazte, 7e je tenzorovy soucin asociativni, tj. ze plati pro R € T7(V), S € T*(V),R €
THV)
(ReS)9T=R®(S®T).

Reseni. Je to dusledek toho, ze ndsobeni redlnych éisel je asociativni.
Jako dusledek tohoto tvrzeni vidime, ze muzeme psat tenzorovy soudin tii a vice kovariantnich
tensoru bez zdvorek, bez urcéeni poradi nasobeni.

Piiklad 6.
Necht M je varieta a (U, ) je mapa jejiho atlasu, a € U. Definujte indukovanou mapu & :
ToM — R™ na teéném prostoru T, M.

Reseni. Mnozina teénych vektori {22-|,}7, je baze T, M, a tedy kazdy teény vektor v € T,M
Ize jednoznaéné vyjadiit ve tvaru v = 37| a;(a) 52 |q. Zobrazeni ®(a) : T,M — R" definované
vztahem ®(a)(v) = a(a) = (a1(a),...,an(a)) € R™ je indukovand mapa na vektorovém prostoru
T, M.

Priklad 7.

Necht M je varieta. Definujme mnoZinu TM jako disjunktn{ sjednoceni TM = Uge pTaM
teénych prostoru v jednotlivych bodech variety M.

Definujte pomoci atlasu na M (standardni) atlas na TM a ukazte, ze tento atlas definuje
strukturu variety na T'M. Tato varieta se nazyva teény fibrovany prostor k varieté M.
Reseni.

Je-li (U, ) je mapa na varieté M, definujeme mnozinu U’ := Uy,eyT,M C TM a zobrazeni
¢ U — U x R* C R?" piedpisem

kde a(v) € R™ je definovéno pomoci vztahu v = 37| i (v) 522 |a.
Atlas (Ua,goa)laeA pro varietu M tedy indukuje atlas (U., ¢l )aca. Piechodové zobrazeni
L/)/ﬁa = (p% o (¢l,)~! mé tvar
Vhalp(a), @) = (¢'(a),a’)
kde .
oz},

¢'(a) = Ypalp(a)); ap = Zai 5o, (P(@),

a je to tedy hladké zobrazeni.

Piipomenme, Ze topologie pro sou¢in dvou variet ma bazi tvofenou souc¢iny otevienych podmnozin
v obou faktorech. Spocetnou bazi otevienych mnozin pro topologii na M vynasobime v druhém
faktoru spocetnou basi otevienych mnozin pro R™ a dostaneme spocetnou bazi otevienych mnozin
pro topologii na T'M.

Jsou-li (a,v) a (b, w) dva rtizné body v TM, pak bud a = b a v # w (v tom piipadé oddélime
v a w disjunktnimi okolimi v R™), nebo a # b (a pak oddélime body a a b okolimi v M).
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9. prednaska.

6.4 Antisymetrické tenzory, vnéjsi algebra

Tenzory jsou multilinedarni formy, tj. multilinedrni zobrazeni s hodnotami v télese redlnych cisel.
Velmi casto se pouzivaji specidlni podprostory tenzorové algebry téch multilinedrnich zobrazeni,
které se chovaji predepsanym zpusobem pii zaméné poradi komponent prvka ve V* x ... x V*.
linedrnich zobrazenich si fekneme pozdéji jen zdkladni informace.

Antisymetrické tenzory jsou multilinearni formy 7', jejichz hodnota zméni znaménko, pokud
zameénime libovolnou dvojici jejich argumentu:

T(v1, .. 305y Uy V) = =T (01,0, 05,00, V4,00, V)

kde i, 7 jsou libovolné. Vzhledem k tomu, ze grupa vSech permutaci je generovana transpozicemi,
je tato podminka ekvivalentni s podminkou formulovanou v nésledujici definici.

Definice 6.12 Oznaéme symbolem Sy grupu vsech permutaci mnoZiny {1,...,k}. Necht V je
vektorovy prostor a V* jeho dudl. Je-li w € TH(V) = @8(V*) = V*®...@V* an € Sk, pak
—_———
k

definujeme novyj tenzor w™ € T*(V) predpisem
w”(vl, ce ,’Uk) = w(vw(l), ce 7v7r(k))-

Rekneme, e w € TH(V) je antisymetrické multilinedrni zobrazeni, pokud w™ = sgn - w
pro vSechny permutace m € Sy.

Je-li k > 1, pak vektorovy prostor vsech antisymetrickych multilinedrnich zobrazeni stupné k
oznacime A¥(V*) a nazveme k-td vnéjsi mocnina vektorového prostoru V*.

Definujeme také A°(V*) = R.

Poznamka. Jako pro kazdé multilinearni zobrazeni, i pro prvek a € A*(V*) plati, ze je jedno-
znaéné urcéen svymi hodnotami na k-ticich

e(B) = (epys---,€p,);1 < b <m.

7 antisymetrie prvki w € A¥(V) plyne, Ze pokud se v mnoziné B néktery index opakuje, je

w(e(B)) = 0 a piehodime-li pofadi prvku v k-tici, vynésobi se hodnota ¢islem +1 podle znaménka

ptislusné permutace. Zobrazeni w je tedy jednozna¢né uréeno svymi hodnotami na k-ticich tvaru
€j = (6j17"'7ejk)v<]: (]177]/6) C {177’”’}1]1 <... <.jk'

které mohou byt zvoleny libovolné.

V sekci o antisymetrickych tenzorech budeme kazdou podmnozinu I C {1,...,n} uvazovat
uspofddanou podle velikosti, tj. pokud I = (i1,...,4x), pak i1 < ... < ig. Symbolem |I| budeme
oznacovat pocet prvki mnoziny 1.

Vyse uvedena poznamka se dé formalné shrnout do néasledujiciho tvrzeni.

Lemma 6.13 Nechf 1 < k < n, necht {e;}_, je baze V a {'}; dudlni baze V*.
(1) Jsou-li o, B € AF(V*) a

aley) = Bley),J C{1,...,n},|J| = k;

pak o = .
(2) Necht I C {1,...,k};||I| = k. Pak ezistuje jedinyj tenzor eI € A¥(V*) pro ktery

el(es) =0, pokudI # J; el (ey) = 1, pokud I = J.
Navic systém {5I}IC{1,...,n};|I|:k je baze A*(V*), tedy

dim AF(V*) = (Z)
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Dikaz tohoto jednoduchého tvrzeni prenechdme ¢tendii.
Definice 6.14 Primy soucet
A (V) = @f_oA"(VF) € T(VF)

nazveme vnéjsi algebrou vektorového prostoru V. Ndsobeni ve vnéjsi algebre je definovdno takto:
je-li o € AF(V*), B € AY(V*), pak a A B € AFTH(V*) je definovdno predpisem

[a A B](vl, ey 'Uk+z) = W Z sgn T - Ol(’Uﬂ-(l), . ,Uﬂ(k))ﬁ(ﬂﬂ.(gﬁ_l), - ,vﬂ(k+l)).

6.5 Symetricka algebra

Definice 6.15 Rekneme, e T € TF(V*) je symetrické multilinearni zobrazeni, pokud plati

pro vSechna e(B) = (epy,...,€p,) € V X ... X V a vSechny permutace m € Sy. Vektorovy pro-
stor viech symetrickych k-multilinedrnich zobrazeni oznaéime Sym® (V*) (nékdy se znaci ©F(V*))
a nazveme k-td symetrickd mocnina vektorového prostoru V*. Direktni soucet Sym* (V) =
Dizo Symk(V) C T(V) nazveme symetrickou algebrou vektorového prostoru V. Ndsobeni v
symetrické algebie je definovdno takto: je-li o € Symk(V),ﬁ € Syme(V), pak

1
[ © Bl(ve, -y vere) = o D vy Ur()BUn(ka1)s - Vn(hre)):

Ndsobeni nehomogennich elementu je definovdno pomoct distributivniho zdkona.
Symetricky tenzor T € Sym”* V' je jednoznacné uréen svymi hodnotami na k-ticich tvaru
e(B);B=(b1,...,br);1<b <...<bp <,

a tyto hodnoty mohou byt libovolné. Odtud podobné jako pro vnéjsi algebru plyne, ze bézi Symk v
jsou prvky tvaru

EA;A:(al,...,ak);lgal <...<ap <n,
které jsou definované vztahem
e4(e(B)) =65,B = (b1,...,by); 1< by <...<bp <n. (6.6)

Je-li tedy V n-dimenzionalni prostor, ma Symk V' dimenzi ("'H,:_l) (spocitejte sami!).
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Kapitola 7

Tenzorova pole.

Tenzorova algebra vektorového prostoru je jeden ze zdkladnich pojmu v multilinedrni algebfte.
Pripomenme si, ze je-li V' vektorovy prostor a V* jeho dudl, pak prvky prostoru

Tr(V)=T"N@T,(V)=V'®..eaVI]glVe.. . aV]
k 4

(celkem k ¢initelu typu V* a £ ¢initelu typu V) se nazyvaji tenzory typu (lz) nebo k-krat
kovariantni a /-krat kontravariantni tenzory.

Podobné jako vektorové pole X na varieté M bylo definovano jako zobrazeni, které kazdému
bodu a € M piifadi prvek X(a) € T, M, je zfejmé mozné definovat tenzorové pole na varieté
takto:

Definice 7.1 Nechf M je varieta s krajem, pak tenzorové pole T typu (lz), neboli tenzorové pole
k-krat kovariantni a /-krat kontravariantni, je zobrazent, které kazdému a € M priradi tenzor

T()e[T,M@..0 TyM|@[T.M®...0T,M.

k L

Rekneme, Ze tenzorové pole T typu (I;) je hladké, pokud pro kazdou mapu (U, ) jsou koefici-

enty Tf;l_"'.'f]f v rozkladu

- 9 ?

T = Thdedn @ ... @dr; —2— ...
' zy: e S S B S
V1yeeslks]1 s3]0 2

hladké funkce na U. Prostor vSech (hladkgch) tenzorovgch poli typu (lz) na M oznacime symbolem
THOM),

Je-li T tenzorové pole, pak uzdvér mnoziny {m € M;T(m) # 0} oznacime suppT a nazveme
nosi¢ tenzorového pole 7.

Rekneme, ze hladké tenzorové pole T typu (’8) je (hladkd) diferencidlni forma stupné

k, pokud pro viechny a € M je T(a) € A*(T*M). Jinak Feceno, tenzorové pole T typu (g) je
diferencidlni forma stupné k, pokud pro kaZdou permutaci m € Sy plati

T(a)(Vr(1), - Vn(ry) = sgnm - T(a)(v,...,v); v1,...,0p € T, M.

Prostor vsech (hladkijch) diferencidlnich forem stupné k na M oznacime symbolem EF(M) a
prostor viech diferencidlnich forem oznacime symbolem E*(M), tj.

EX(M) = éé’k(M).
k=0
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Necht T je hladké tenzorové pole typu (g) na M. Predpoklddejme ddle, Ze pro kaZdé a €
M je bilinedarni forma T(a) na T,M symetrickd a nedegenerovand. Pak se T nazjvd pseudo-
Riemannova metrika na M. Je-li T(a) navic pozitivné definitni pro kazdé a € M, pak se
nazgvd Riemannova metrika na M. V tomto pripadé je tedy T'(a) skaldrni soucdin na T, M.

Poznamka 7.2 (i) V dalsim budeme wvaZovat jen hladkd tenzorovd pole a budeme je nazgvat
tenzorovd pole. Totéz plati pro diferencidlni formy.

(i) Vektorové pole na M je specidlni pripad tenzorového pole typu ((1)) Podobneé, diferencidlni forma
stupné 1 je tenzorové pole typu ((1)) Ackoliv jsou tenzorovd pole obecného typu béZné pouiivand
v matematice a zejména v matematické fyzice, budeme se v této predndsce zajimat jen o tenzorovd
pole typu (§)7 tj. jen o kovariantni tenzorovd pole.

Dalsi zakladni priklad tenzorového pole typu (g) je (pseudo-)Riemannova metrika, defino-
vand nahote. Poznamenejme jeste, Ze standardni klasifikace nedegenerovanych bilinedrnich kvad-
ratickych forem rikd, Ze kazZdd takovd bilinedrni forma je ddna ve vhodné bdzi diagondlni matict,
kterd md na diagondle p-krdt +1 a g-krat —1;p+q = n. Dvojici éisel (p, q) se Tikd signatura formy
a pokud md pseudo-Riemannova metrika T stejnou signaturu (p,q) ve vsech bodech M, pak tuto
dvojici nazgvdme signatura piislusné metriky.

Nejdilezitéjsim prikladem (z hlediska fyziky) je pseudo-Riemannova metrika signatury (1,3),
resp. (3,1) na ctyrdimenziondlni varieté M, které se pak 7ikd prostoro€as; od dob Finsteina tento
pojem hraje ustredni roli pri modelovdni gravitace ve fyzice.

(iii) Diky tomu, co jiz vime o vnéjsi algebre vektorového prostoru je ziejmé ze EF (M) = {0} pro k >
na&*(M)=ap_EF(M) je algebra nad télesem redingjch cisel. Viastnosti ndsobend jsou identické
s vlastnostmi ndsobeni ve vnéjsi algebre, tj. ndsobeni je asociativni, neni komutativni obecné, ale
je pro homogenni formy (tj. formy dangch stupnii) bud komutativni nebo antikomutativni.

Prostor C>*(M) = E°(M) (hladkyjch) funkci na M je pak komutativni podalgebra £*(M). Navic,
celd algebra £*(M) miize bijt chdpdna jako modul nad algebrou E°(M). Tento zpiisob popisu md
velké vyhody. Pripomenme si, Ze vektorovd pole na M lze charakterizovat jako linedrni zobrazent
2z EY(M) do E9(M), kterd maji Leibnizovu vlastnost. Podobné, diferencidlni formy stupné k na M
je mozné definovat jako multilinedrni zobrazeni w z kartézského soucinu X (M) x ... x X(M) (k
cinitelii) do E°(M), které magi vlastnost

W(X‘/r(l)a7~-~aX7r(l~c)) = sgnﬂ'~w(X1,...,Xk); X1..., X € X(M)

Tento zpusob charakterizace forem se v diferencidlni geometrii ¢asto pouZivd.

(iv) Jako vidy pri pocitani s vnéjsi algebrou budeme symbolem I C {1,...,n} oznacovat mnozinu
éisel {i1,...,ix} usporddanou podle velikosti. Symbol dzy bude pak znacit soucin da;, A ... Ndx;, .

Je-li (U, p) mapa na M a w € EF(M), pak lze rozloZit formu w na U do bdze dxr,|I| = k, kde
dry € E¥(U). Tyto formy tvori bdzi prostoru EF(U), chdpaného jako modul nad E°(U); tj. ewistuji
jednoznacné uréené funkce wy € E°(U) takové, Ze

w= Z wrdxy.

|I|=k

Cviceni k 9. prednasce.

Priklad 1.
Rozmyslete si, ze vnéjsi soucin je asociativni.

Reseni. Podstatnym krokem k dikazu asociativity vnéjstho ndsobeni je upravit a zjednodusit
definici vnéjsiho nasobeni. To je popsdno v nasledujicim tvrzeni.
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Tvrzeni. Je-li a € A¥(V*), 8 € A*(V*), pak

[a A Bl(v1,y ... V1) i= Z sgn ( I’J>a(vl)5(v_]),

ITuJ
|I|=k,|J|=£,I0J={1,....k+(}

kde mnoziny I, J jsou rostouci mnoziny indexu, sgn ( {U‘S) je znaménko permutace, ktera prevadi
mnozinu {iy, ..., %k, j1,- - - , jey na mnozinu JUJ usporddanou podle velikosti, a a(vy) = a(viy, ..., v4,)
a stejné pro S(vy).

Dukaz.

Zobrazeni «, 8 jsou antisymetrickd, takze muzeme v souctu, ktery definuje vnéjsi nasobeni
sloucit séitance, které se lisi jen permutaci prvku uvniti « ¢i 5. Po pouziti takovéto permutace
sice zméni piislusnd hodnota znaménko, ale to se kompnzuje po nasobeni znaménkem odpovidajici
permutace. Takze k!, resp. ¢! séitancu m4 stejnou hodnotu a je mozné zkratit faktoridly ve jme-
novateli. Oznacime-li SkH mnozinu permutaci m, pro které plati

(1) <...<w(k)mn(k+1) <...<w(k+1),

pak
[a A ﬁ](’Ul, ‘e ,’Uk_H) = Z sgn T - a(vﬂ(l), ey Uﬂ.(k)),@(vﬂ.(kJrl), ‘e ,’Uﬂ.(kJrl)).
7r€§k,+l

Pokud oznacime I = {n(1),...,7(k)}, resp. J = {m(k+1),...,7(k+1)}, plati sgnm = sgn ()
a dostaneme

1,7
[a A B](v1,. .. V1) = ;;sgn (I U J)oz(v[)ﬁ(vJ),

kde vy = (viy,...,v;, ) a kde se s¢itd pies vSechny rozklady I U J = {1,...,k+ 1}, |I| =k, |J| =1
a I, J jsou usporaddané podle velikosti.
(]

Jako dusledek tvrzeni, které jsme pravé dokdzali dostaneme ndsledujici rovnost. Predpokladejme,
ze o€ NY(V*), € AM(V*),v € A¥(V*). Pak

I,J IUJ K
[(aAB)AY](v1, -y Vhtiem) = I%:K sgn (I o K> sgn (I UJU K)a(vl)ﬂ(v_])'y(v;()

a pomoci vztahi

1.J 10K 10K TUJ K 1JK
o . o - .
M rug) T \rua k) tus k) \tuguk) T \tuguk)

dostaneme

(A B) A'V](vlﬂ"'7vi+j+k) = Z sgn

I1,JK

I,J,K
TUJUK

)a(w)ﬁ(vmw) (7.1)

kde se s¢itd pres vSechny rostouci posloupnosti I, J, K indexu, pro které plati
=4 |J=4|Kl=kIUJUK={1,...,i+j+k},
Stejny vyraz dostaneme analogickym postupem i pro aA(BA7), z ¢ehoz plyne asociativita ndsobeni.

Ptriklad 2.
Necht M je varieta a a € M. Ukaizte, ze pro kazdy vektor v € T, M existuje hladké vektorové
pole X € X (M), pro které plat{ X(a) = v.

Reseni. Necht (U, ) je mapa na M a a € U. Pak existuji ¢fsla vl,... v" takovd, ze v =
Dy v’%h. Pro kazdé i = 1,...,n existuje funkce f* € C>°(M) s nosicem v U, pro kterou

fi(a) = v'. Vektorové pole X = 37" | fi-2; € X(U) mé nosi¢ v U a po rozsffeni nulou na celé M
je hladké na M a X(a) = v.
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Priklad 3.
Ukazte, ze k-krat kovariantni tenzorové pole T je hladké pravé kdyz pro kazdou k-tici hladkych
vektorovych poli Xi,..., X € X(M) je funkce T'(X7, ..., X)) hladkd na M.

Reseni.

(i) Piedpokladejme nejprve, ze T' je hladké a X; € X(M),i = 1,..., k. Zvolme bod a € M a mapu
(U, ¢),a € U. Podle piedpokladu existuji hladké funkce T3, . ;, na U, pro kterd

= Z Tyy.ipda”™ ® ... @ da'™

1 yeenyip=1
na mnoziné U. Vektorova pole X; jsou hladka, tedy
Xp=> Xy X/ €C®(U); L=1,... .k

Oxic’
ie=1

Pak T(X1,..., Xi)lu =30 e Do X3t .. X;* je hladké funkce na U.

1eee

(ii) Naopak, predpoklddejme, Ze je funkce T'(Xy,..., X) hladkd pro libovolnd hladkd vektorova
pole X;,i = 1,...,k, Zvolme mapu (U, ¢) na M. Pak vime, Ze je mozné na mnoziné U vyjadfit
tenzorové pole T'|y ve tvaru

Tly= > T.ida" ®.. . @dd"
i1yein=1
na mnoziné U. Chceme ukéazat, ze koeficienty T;, ; jsou hladké funkce na mmnoziné U. Ale
T, (a) = T(a) (52 |a, . . ., 52— |a). Existuji vektorovd pole X;,i = 1,... k pro kterd X;(a) =

Ox'i1 ) 9zik
%h, tedy
Tiy.ap(a) =T(Xq,...,Xp)(a)

je hladka funkce na U.

Priklad 4.
Vypocitejte, jak vypada Eukleidovska metrika v polarnich soutadnicich.

Reseni. Budeme pouzivat zkrdcené oznaceni dz © da = dz? a stejné pro ostatni souradnice.
Pokud dosadime vztah (z,y) = (r cos 6, r sin 8) pro polarn{ soufadnice do definice Eukleidovské
metriky dostaneme

dz® + dy? = (cos Odr — rsin 8dh))? + (sin Odr + r cos 8dh))* = dr? + r2dh>.
10. prednaska.

7.1 Vlastnosti vnéjsiho soucinu.

Pro pochopeni vlastnosti vnéjsiho soucinu je podstatné néasledujici lemma, které predstavuje ekvi-
valentni formulaci vnéjsiho sou¢inu. Tuto ekvivalentni definici jsme rozebrali podrobné ve cviceni
k 9. pfednasce.

Lemma 7.3 Je-li a € AF(V*), 8 € A(V*), pak
[a A Bl(v1,y ..., vk1) = sgn LJ a(vr)B(vy),
ITuJ
[I|=k,|J| =€, 10T ={1,... k-+£}

kde mnoziny I, J jsou rostouct mnoZiny indexi a sgn ( IIU{,) je znaménko permutace, kterd prevddi

mnozinu {i1, ..., 0k, j1,- .., Je} na mnoZinu I U J usporddanou podle velikosti.

a8



Dukaz tohoto lemmatu byl diskutovédn na 9. cviceni, Piiklad 1.
Jako dusledky tohoto lemmatu dostaneme nésledujici zékladni vlastnosti vnéjsitho nasobeni.
Ptedpokladejme, ze
a, B,y € A*(V*),a,b € A°(V*) ~R.

Véta 7.4 (i) Asociativita:
a, B,y N (V) = aA(BAYy)=(aAB)Ay;a,be A°(V*) ~R
(i4) Bilinearita:
(aa +bB8) Ay =aa Ay +bBAn;
YA (aa+bB) = ay A a+ by A B;
(iii) Antikomutativita:
a € AF(V*),BeN(V*) = anB=(-D"BAa;
(iv) Proat,...,a* € V* vi,...,vp €V plati
[ar A A Q] (vr, o) = det(al (v)))F

ij=1-
(v) Necht {e1,...,en} je libovolnd bdze V a {e',...,e"} je dudini baze V*. Pro libovolnou
mnozinu
IT="(i1, . ,ix);1<i3 <...<ip <n
plati , ,
el =t AL g (7.2)
Navic
0, pokud I N J # (),
el nel = [N T0g g (7.3)
sgn (;77)€ pokud I NJ = 0.
Dtkaz

(i) Necht a € A¥(V*),8 € AI(V*),y € A¥(V*). Ztejmé plati

1,7 TUJ K\ 1,J,K TUJ K\ 1,J,K
B \rug)® "\ ok ) T \sug k) Lok ) T \Gusuk)
7 Lemmatu pak plyne, Ze

I,J,K

(ABYAY(v1, .., Vigjgr) = ITUJUK

>a(v1)6(w)7(vx)-

(7.4)

sgn <
|1]=i,J|=4,| K| =k, IUJUK={1,...,i+j+k}

a tedy ze je vneéjsi nasobeni asociativni.
(ii) Bilinearita plyne ihned z definice vnéjstho nésobeni.
(iii) Plyne ze vztahu

IJ\ _ ke I,J\ _ ke J 1
sgn<J’I>( 1) ’Sgn(IUJ>( 1)% sgn TUJ
a Lemmatu [T.3]

(iv) Tvrzeni Lemmatu [7.3[ pro k = 2 a relace [7.4] pro k = 3 se snadno indukci rozsifi na obdobnou
relaci pro souéin k prvkia z A*(V*) (formulujte si ptislusné tvrzeni explicitné!) Tvrzeni (iv) je pak
specialni pfipad, kde vSechny ¢initelé jsou kovektory, tj. prvky z V*.

(v) Je-li el,...,e" dudlni baze V*, pak pouzitim bodu (iv) se pro mnoziny I, J;|I| = |J| = k
usporadané podle velikosti snadno zjisti, ze

[ AL Ae™](es) = 65,

z ¢ehoz ihned plyne pozadované tvrzeni.
Vztah plyne z definice prvki e’ a e/ a Lemmatu
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7.2 Vnéjsi diferencial
Vime jiz, jak je definovdn diferencidl funkce. Chtéli bychom ted rozsfFit definici vnéjstho dife-
rencialu na piipad forem libovolného stupné.
Véta 7.5 Necht M je varieta s krajem. Pak ezistuje prdvé jedno linedrni zobrazeni
d:EFM) — EM Y (M), k=0,...,n—1
s vlastnostmi:

(i) Pro f € E9(M) je df diferencidl funkce f;

(ii) dod = 0;
(iii) Je-li w € EF(M), T € EY(M), pak

d(wAT) = (dw) AT+ (=1)Fw A (d7).

Pro libovolnou (nehomogenni) formu w € E*(M);w = > p_ wiiwi € EF(M), je pak vnajsi
diferencial dw definovdn predpisem
dw = Z dwy,.
k=0

Dukaz.
1. Nejdrive ukazeme, ze pokud takovéto zobrazeni d existuje, je urc¢eno jednoznacné. Je-li totiz
(U, ¢) libovolnd mapa na M a je-li w € E¥(M), pak na U lze formu w (jednoznaéné) napsat ve

tvaru
w= E wadz 4.
|A|=k

Predpokladejme, ze d je linearni zobrazeni, které ma pozadované tii vlastnosti. Pak se indukeci
podle |A] z vlastnosti (iii) ihned ukdze, ze d(dx4) = 0. Z toho plyne, ze

do= Y dwaNdza. (7.5)
|A|=Fk

Prava strana obsahuje jen diferencidly funkei, které byly (jednoznaéné) definovany v predchozim
paragrafu. Tedy i hodnota formy dw na levé strané je timto vztahem jednozna¢né uréena na U.
Totéz je mozné udélat pro libovolnou mapu daného atlasu.

2. Pro vybranou mapu (U, ¢) muzeme vztah pouzit k lokalni definici hledaného zobrazeni
d. Takto definované zobrazeni ma pozadované tii vlastnosti, to jsme dokazali v pfedndsce Geomet-
rie 2 v loniském roce. Dokdzanou jednoznacnost lze pak pouzit k ovéreni toho, Ze definice zobrazeni
d nezavisi na vybéru mapy. Globalni zobrazeni d je pak definovano v kazdém bodé m € M pomoci
libovolné mapy (U, ¢) takové, ze m € U. O

Poznamka 7.6 Alternativni formulace predchozi véty by bylo konstatovdani, Ze existuje prdvé

jedno linedrni zobrazeni
d:E(M)— & (M)

takové, Ze plati vlastnosti (i) — (i) spolu s vlastnosti

(iv) d(EF(M)) C EF+(M);k =0,...,n.
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7.3 Prenaseni diferencialnich forem pomoci zobrazeni

Je-li F: M — N hladké zobrazeni, pak pro kazdy bod m € M je F.(m) tecné zobrazeni T,, M do
Tr(myN. Je-li navic T' tenzorové pole typu (8) ,s > 0, na varieté IV, pak definujeme tenzorové pole

F*(T) typu (;) na M piedpisem
[F*(T)(m)](v1,...,vs) = [T(F(m)]|(Fe(m)(v1),..., Fx(m)(vs)); v1,...,0s € T M.
Je-li f funkce na N, tj. tenzorové pole typu (8)7 pak definujeme

F*(f)=foF.

Z definic je zfejmé, ze pokud je pole T diferencidlni forma stupné k na N, pak F*(T) je
diferencialni forma stupné k na M. Je tedy dobte definovano zobrazeni F* : EK(N) — &£K(M)
nazyvané obvykle pfenaseni diferencialnich forem.

Véta 7.7 Jsou-li F: M — N;G : N — P hladkd zobrazeni a jsou-li w, T diferencidlni formy na
P, pak:

(i) G*(w +7) = G*(w) + G*(r);

(i) G*(w A T) = G*(w) ANG*(T);

(i) (G o F)"(w) = F*(G*(w));

(i) d(G*(w)) = G"(dw);

(v) Necht (U',¢') je mapa na N a necht U C M takovd, 2e F(U) C U’. Nechf x'
(xh,...,20,) jsou souradnice na ¢'(U') a necht ¢' = (o,...,¢l,). Je-li w € EF(N) takovd,
W=7 4= wadty € EXWU') na U', pak

A«
)

F'w)= Y (wao F)d(y o F)a
|A|=k

A={ir,... g} d(¢ 0o F)a =d(g;, o F) A ... Nd(g], o F).

(i) Je ihned zfejmé z definice preneseni formy.
(ii) Diky bodu (i) staéf toto tvrzeni dokdzat prow € E¥(N),7 € EY(N). Alepro X; € X(M);i =
1,...,1+ k plati

[F*(WAT)](Xl,...,Xk+Z) = [w/\T](F*(X1),...,F*(Xk+l)) =

1
= 7 senm e w(F (X)), Fu( X))  TF(Xn(osr))s - - Fe(Xngia)) =

TESk41

1

== W Z sgn T - F*(w)(Xﬂ.(l),. .. 7X7T(k)) . F*(T)(Xw(k+1); e ’Xﬂ'(k?-‘rl)) =

TESky1
= [F*@) A F* (D)X, -, Xip1).
(iii) Plyne ihned z definice a z toho, Ze pro tec¢nd zobrazen{ plat{ (G o F), = F o G..

(iv) Nejprve si rozmyslime, ze dokazované tvrzen{ plati pro diferencidln{ formy stupné 0, tj. pro
w=fe&YN).Prowv e T,,M dostaneme (z definice d, F, a F*)

FHdf)(v) = df (Fu(v)) = [Fe(0)](f) = v(f o F) = [d(f o F)](v) =
= [d(F" ()] (v).

Jako specialni pripad dostaneme

F*(dxy) = F*(dy;) = d(pj o F).
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Z toho je zFejmé, ze tvrzeni (iv) plati pro w = da} (obé strany jsou rovny 0).
Piedpokladejme déle, 7e w = wada'y € EF(U’). Pak z vlastnost{ zobrazen{ d plyne, ze

d(F*(w)) = d[(wa o F)d(¢' o F)a] = d(wao F) Nd(¢' 0 F)a =
= F*(dwa) AN F*(dz'y) = F*(dwa N dx'y) = F*(dw).
Z bodu (i) pak snadno plyne dokazované tvrzeni pro obecnou formu stupné k.
(v) Plyne ihned z jiz dokdzaného tvrzeni F*(dx}) = d(¢} o F).

O
Cviceni k 10. prednasce.

Piiklad 1. Necht T' € T?(V) je kovariantn{ tenzor faddu 2. Ukazte, napiste T’ jako soucet symet-
rického a aantisymetrického tenzoru fadu 2.
Reseni.

T=S5+ A, kde

S(X,Y] = %[T(X, )+ T, X)]; AX,)Y)=3[T(X,Y)-T(,X)].

1
2
Pi#iklad 2. Necht T € T*(V) je kovariantni tenzor fadu k a @ € Sy je permutace mnoziny
{1,...,k}. Tenzor T™ je definovdn predpisem

TW(Xla s 7Xk) = T(X‘n'(l)a s Xﬂ'(k))

Ukazte, ze pro operator Alt : TH(V) — Tk(V) deﬁnovany predpisem

Al(T Z sgnawl™
! TESK
plati:
(a) Alt T € A¥(V*) pro véechny T € T*(V).
(b) T € T*(V) je antisymetricky pravé kdyz Alt T = T.
Reseni.
(a)
(AltT)? = Z sgnmT™)? = sgn 0(;' Z sgn(o om)T°°" =sgno Alt T
TrESk TESK

protoze pro o pevné je soucet pies m € Sy stejny jako soucet pies o o, € Sy.
(b) Je-li T' antisymmetricky, pak pro kazdé = € Sy plati sgn7T™ =T, a tedy AltT = T. Naopak,
pokud AltT = T, pak je T antisymmetricky podle bodu (a).

Piiklad 3. Definujme novy soucin A na prostoru A¥(V*) (jednoduchym a ptirozenym) piedpisem
aAf = Alt(a® p).
Ukazte, jaké ma tento soucin vlastnosti a porovnejte ho se soucinem A.

Reseni.
(1) Je-li a € AR(V*) a B e AZ(V"‘)7 pak podle definice plati

[aAB](v1, ... Vigr) " g Z SENT - V(15 -+ Vn (k) BVn(let1)s - -+ > V(1))
TESk4e
tedy aAB = (kkjfé A B.
(2) Pro soucin (aAB)Ay; a € AF(V*),3 € AY(V*),y € A™(V*) dostaneme stejné jako pro souéin
A vztah

k! (k4 £)!m!
(k+ 0! (k+L+m)! (IUJK) (vr)B(vs)v(vK),

7

(Oé]\ﬁ)f\’y(’l}h e 7/Uk+€+m) =
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k10! k+2)!m! klom! . e = . e s
kfé)! ((ICMJ)F;H)! = (k+ﬁfm)!, je sou¢in A asociativni.
(3) Soucin A je distributivni a antikomutativn{ ze stejnych duvodu jako soucin A.

(4) Pokud at,...,aF € AY(V*), pak

o D23 (k- 0!
[O[lA.../\ak](Ul,...,vk :T?TT[Q

a protoze C

YAoAaM (v, o),

tedy
_ _ 1
oA Al = gal Ao NaF,
(5) Je-li {e'}¥_, baze V*, pak podle bodu (1) plat{ pro disjunktn{ podmnoziny I, J C {1,...,k},|I| =
k| J| = ¢
Ele!
ST

(7.6)

Priklad 4.
(a) Ukazte, ze souc¢in A je jednozna¢né urcen tim, Ze je asociativni, bilinedrni, antikomutativnf
a plati podminka

[ar A A Q] (vr, . o) = det(al(v))); i € AN(VF). (7.7)
(b) Charakterizujte podobné souéin A.

Reseni. (a) Asociativita vnéjstho soucinu umoziuje definovat prvky e A ... A e € AF(V*) a
pocitat s nimi pomoci vlastnosti (7.7). Z této vlastnosti pak plyne (rozmyslete si!), ze

VAL N =l T =iy, ... i), (7.8)

kde £ bylo definovéno vztahem e’(e(J)) = ¢4. Antikomutativita vnéjstho ndsobeni umoziuje
vypocitat, ze pro INJ =0,1,J C {1,...,n} plati

I,J
I A J_ , 1uJ,
e Ne” =sgn <IUJ)€ ; (7.9)

apro I N.J # 0, dostaneme ! A e/ = 0. Protoze prvky tvaru e’, |I| = k tvoii bazi A*(V*), je
vnéjsi soucin jednoznaéné definovan pro kazdy prvek w € A¥(V*) pomoci bilinearity.

(b) Sou¢in A je také charakterizovdn vlastnosti asociativity, bilinearity a antikomutativity, ale
vlastnost ([7.7)) je nahrazena vlastnost{

_ _ 1 .
(AL AdK] (v, ... k) = o det(a‘(vy)); a; € A (V™). (7.10)
Pii oduvodnéni této charakterizace se zméni vztah (7.9) pro I a J disjunktni na vztah
_ Ele!
Ix.J
Ne? = TUJ, I =k, |J|=¢
e U=kl =

Piiklad 5. Na varieté M = R? definujeme vektorovd pole X = x% + Qxya%, Y = ya% a
diferencidlni formu w = (22 + 2y)dx + (z + y?)dy. Ukazte, ze plati relace
dw(X,Y) = X(w(Y)) = Y (w(X)) = w([X,Y]).
Reseni. Postupné plati
dw = 2z dx + 2dy) A dx + (dx + 2y dy) A dy = —dx A dy;
X(w(Y)) = zy + 2%y + 62y°,
Y (w(X)) = 2zy + 22%y + 6217,
0

0 0
X, V)= — oy gLy == .
dw(X,Y) (dx A dy)(wax + myay,yay) Ty +0
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Piiklad 6. Necht M je varieta. Ukazte, Ze pro libovolnou formu w € £Y(M) a vektorové pole
X,Y € X(M) plati
dw(X,Y) = X(w(Y)) = YV(w(X)) — w([X,Y]).

Reseni. Zvolme mapu (U, ¢). Kazdou 1-formu je mozné na Uvyjadiit jako soucet 1-forem tvaru
w = fdg, kde f,g jsou funkce z EY(M). Staéi tedy tvrzeni dokdzat pro jednu takovou formu

w = fdg.
Pak ma leva strana dokazované relace tvar

[d(f dg)|(X,Y) = [df ANdg)(X,Y) = df (X)dg(Y) — df (Y)dg(X) = X(f)Y(g9) — Y (f)X(9)

a prava strana je

X(fdg(Y)) = Y(fdg(X)) = [fdgl([X,Y]) =
= X(fY(9) - Y(fX(9)) - fIX, ](9):
= X(N)Y(9) + [X(Y(9) =Y (/)X(9) - [Y(X(9)) - [IX(Y(9)) = Y (X(9))],

a po zkraceni odpovidajicich ¢lenu dostaneme dokazovanou rovnost.

11. pirednaska

7.4 de Rhamova kohomologie

Definice 7.8 Nechf M je varieta dimenze n a 0 < k < n. Rekneme, Ze diferencidlni forma
w € EF(M) je uzaviend, pokud plati, ze dw = 0. MnoZinu vsech uzaviengch diferencidlnich
forem stupné k na M oznacime Z*(M).

Necht 1 < k < n. Rekneme, Ze diferencidlni forma w € EF(M) je exaktni, pokud existuje
T € EF (M) takovd, Ze w = dr. MnoZinu viech exaktnich diferencidlnich forem stupné k na M
oznacime BE(M).

Z vlastnosti de Rhamova diferencidlu d plyne, Ze B¥(M) C ZF(M). Definujeme tedy k-tou de
Rhamovu kohomologickou grupu H, (M) jako faktorprostor

Hip(M) == 2"(M)/B"(M).

Tradi¢né se tento faktorprostor nazyva kohomologickd grupa, i kdyz je H Zl“R(M ) ve skutecénosti
(redlny) vektorovy prostor.

Piiklad. Necht je w € E}(R?) definovand piedpisem

_zdy —ydx
- $2+y2

Snadny vypocet ukazuje, Ze je w uzaviend forma. D4 se ukazat, ze neni exaktni, a tak jeji tfida
kohomologie [w] € K'(M),M = R? — {0} je netrividlni. Pokud se ale omezime na otevienou
podmnozinu {(rcosé,rsind)jr > 0,0 € (o,0),0 < a < § < 27} C M, pak plati w = df (v
poldrnich soufadnicich (r, 9)).

Predpokladejme nyni, ze F' : M — N je hladké zobrazeni mezi dvéma varietami M, N. Pak
umime prendSet diferencialni formy z N na M pomoci zobrazeni F'* a toto zobrazeni indukuje
zobrazeni mezi odpovidajicimi de Rhamovymi kohomologickymi grupami.

Definice 7.9 Necht F : M — N je hladké zobrazeni mezi dvéma varietami. Pak zobrazeni F* :
EF(N) — E¥(M) zobrazuje uzaviené formy na N na uzaviené formy na M a indukuje linedrni

zobrazeni F* : HX(N) — HEYp(M).
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Véta 7.10 Zobrazeni F* : HYp(N) — HEL (M) md ndsledugici vlastnosti:
(1) Je-li G : N — P hladké zobrazeni, pak (G o F)* = F* o G* : HE,(P) — H5p(M).
(2) Je-li Id : M — M identita, pak také Id* je identita.
(8) Difeomorfni variety maji izomorfni de Rhamovy kohomologické grupy.

Tyto tvrzeni jsou snadnymi dusledky definic, podrobnosti probereme na cviceni.

Kapitola 8

Integrace diferencialnich forem.

V této casti budeme definovat integral z diferencidlni formy a oborem integrace bude orientovana
varieta s krajem (ktery muze byt prazdny). Podminkou bude, aby stupen diferencidlni formy byl
stejny jako dimenze variety. V tomto uvodnim kurzu budeme integral definvat pro pfipad, ze
prislusné diferencidlni forma bude mit kompaktni nosi¢. Véstsina monografii a ucebnic o analyze
na varietach se omezuje na tento piipad. Definice je snadnd pro pfipad, Zze nosi¢ integrované
diferencidlni formy je ¢asti definiéniho oboru néjaké mapy. V obecnéjsim piipadé je pro definici
integralu klicové pouzit tak zvany rozklad jednotky na varieté, ktery umoziuje prevést definici
integralu na pfedchozi jednoduchy piipad. Pro dikaz existence rozkladu jednotky na varieté bude
podstatné, aby varieta méla spocetnou bazi otevienych mnozin. To je duvod, pro¢ se v definici
variety existence spocetné baze otevienych podmnozin predpoklada.

8.1 Parakompaktnost.

Definice 8.1 Systém pomnozin {Yy|a € A} topologického prostoru X nazveme lokalné koneény,
pokud pro kazdy bod x € X existuje oteviend mnozina U,x € U, kterd md neprdazdny pranik s
nejuyse konecné mnoha mnozZinami daného systému.

Oteviené pokryti U topologického prostoru X mnazveme zjemnéni otevieného pokryti V pro-
storu X, pokud kazZdd mnoZina V €V lezi v néjaké mnozine U € U.

Topologicky prostor X se nazyvd parakompaktni, pokud kazdé oteviené pokryti X md lokdlné
konecéné zjemnéni.

Lemma 8.2 Predpoklddejme, Ze md topologicky prostor X spocetnou bazi otevirenyich mnozin.
Potom ma kazdé oteviené pokryti X spocetné podpokryti.

Dikaz.
Necht B je spoetné baze otevienych mnozin v X a U je oteviené pokryti X. Oznaéme

B ={BeB|3U eU,BCU}.

Pro kazdou mnozinu B € B’ zvolme mnozinu Ug € U obsahujici B. Systém {Ug|B € B’} je
spocetny, staci tedy ukéazat, ze je to pokryti X.
Pro kazdy bod z € X existuje mnozina V' € U, kterd obsahuje bod z. Protoze je B baze
topologie X, existuje By € B, pro kterou plati € By € V. Pak ale By € B,z € By C Ug,.
O
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Lemma 8.3 Nechf M Je varieta s krajem, pak pro kaZdy bod a € M existuje oteviend mnozina U
s kompaktnim uzdveérem U, kterd obsahuje bod a.

Dikaz.
Pro kazdy bod a variety M existuje mapa (U, ¢) a oteviend mnozina U, C U, pro kterou je
uzévér U, kompaktni. Staéf vzit U, = o~ (K(¢(a),r)) pro r dost malé.
O

Lemma 8.4 Necht M je varieta s krajem. pak existuje posloupnost kompaktnich podmnozin

KiCKyC...CK;C...; U2K; =M, (8.1)

Duikaz.

Podle Lemma‘Lu a Lemmatu existuje spocetnd baze {U; }$2, prostoru X, pro kterou jsou
vSechny uzavéry U; kompaktni.

Nyni definujeme rostouci posloupnost {K;}5°; kompaktnich mnozin pfedpisem

K; = Ui_,Uj.
O
Lemma 8.5 Necht M je varieta s krajem. pak existuje posloupnost kompaktnich podmnoZzin
KiCKyC...CK;C...; U2K; =M, (8.2)

pro které navic plati K; C Int K;11,t=1,2,....

Duikaz.

Oznacéme {K[}$2, rostouci posloupnost kompaktnich mnozin, kterd pokryva celou varietu M.
Mnozina K] je kompaktni a lze ji tedy pokryt koneénym poctem otevienych mnozin, z nichz
kazd4d ma kompaktni uzdvér. Mnozinu K; pak definujeme jako sjednoceni uzavéru téchto mnozin.
Mnozina K; je kompaktn{ a K7 C Int K7.

D&l postupujeme indukei. Pfedpoklddejme, Ze jsme jiz definovali kompaktni mnoziny K, ... K;
s vlastnosti, ze pro viechny i = 1,...,j — 1 plati (K, U K;) C Int(Kj;y1). Mnozina K; U K/,
je kompaktni, Ize ji tedy pokryt koneénym pocCtem otevienych mnozin s kompaktnimi uzaveéry.
Pak definujeme Kj;; jako sjednoceni uzdvéru téchto mnozin. Mnozina K1, je kompaktni a plati
Kj U KJ/-JFI C Int Kj+1.

O

Véta 8.6 Necht M je varieta s krajem. Pro kazdé oteviené pokryti U = {U,|la € A} emistuje
zjemnéni V = {Vz}, které je

(i) nejvyse spocetné

(ii) lokdlné konecné

(#ii) mnoziny v pokryti V maji kompaktni uzdvéry.

Specielné, M je parakompaktni.

Dukaz.

Necht {K;}:2, je pokryt{ M sestrojené v Lemmatu Polozme navic Ko = K_; = (.

Pro kazdé i = 0,1,2,... je systém [Int K; o — K;_1] N U, oteviené pokryt{ kompaktni mnoziny
Int K1 — K;, ze kterého muzeme vybrat konetné podpokryti {V;1,...,Vip, } Systém V = {V; ;}
vSech takto sestrojenych mmnozin tvoii oteviené pokryti prostoru M, které je spocetné a je to
zjemnéni pokryti Y. UkéZeme nakonec, Ze je to lokalné koneéné pokryti M. Nechf a € M, pak
existuje j, pro které x € K;. Mnozina Int K; 1 je oteviené okoli bodu z a protind jen konecny
pocet mnozin z pokryti V. A protoze kazdé V;; € V lezi v nékteré kompaktni mnoziné K, je
uzavér V; ; kompaktni.

O

66



8.2 Rozklad jednotky na varieté.

Definice 8.7 Nechf U = {U,|a € A} je oteviené pokryti variety M. Rekneme, e soubor funkci
{foa € CT(M)|a € A}

je rozklad jednotky podiizeny pokryti U, pokud plati:
(1) 0 < fola) <1l,a€e M, a € A;
(7i) supp fo C Uy, € A;
(iii) Systém mmnoZin {supp fo|a € A} je lokdlné konecny;
(i) Y pea fala) =1,a € M.

Véta 8.8 Pokud je U = (Us,¥a)aca oteviené pokryti variety M, pak existuje na M rozklad
jednotky podrizeny pokryti U.

Dukaz.

Vétu dokdzeme jen pro M kompaktni. Dikaz pro obecny piipad je technicky nédroény a
nepiindsi nové myslenky, je mozné ho najit v Appendixu.

Necht (V3,¢p)sen je atlas na M. Pro kazdy bod a € M zvolime otevienou mnozinu V,, pro
kterou plati:

(i) a € Vg,

(ii) existuje o € A, V,, C Uy,

(i) existuje 8 € B,V, C V3.

Pro kazdy bod a € M zvolime hladkou funkef f, pro kterou f(a) > 0,0 < f(b) < 1,b € M, a
supp f je kompaktni{ podmnozina V, a definujeme oteviené mnoziny W, = {m € M|f(m) > 0}.

Systém {W,|a € M} je oteviené pokryti M, takze existuje koneéné podpokryti, které oznacime
Wi, ..., W

Pokud oznac¢ime odpovidajici funkce g1, ..., gi, pak definujeme soubor hladkych funkci

gi

k
Zj:l 9j

na M, pro které plati h; +...+hg = 1. Podle konstrukce mnozin W; vime, ze prokazdéi=1,...,k
existuje a; € A, pro které W; C U,,.

Nyni definujeme funkce f, = Zi:ai:a h;. Pokud neexistuje index ¢, pro ktery a; = «, chdpeme
odpovidajici funkci jako funkci identicky rovnou nule. Tedy v systému funkci {f,, € A} je jen
kone¢né mnoho netrividlnich funkei. Tento systém spliiuje pozadavky véty. O

)

k

gee ey I,

Kapitola 9

Integrace forem

Potiz pii definici integralu z diferencialni formy pies varietu tkvi v tom, ze do formy je potieba
dosadit jako proménné soutradnice, ty jsou vSak pouze lokalni — definované vzdy jen v urcité mapé.
Tento problém se obchézi pomoci tzv. rozkladu jednotky — forma se vynasobi konstantni funkci
rovnou jedné, ktera je vSak napsana ve formé souctu hladkych funkci, z nichz kazdd ma nosi¢ v
nékteré mapé.
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9.1 Integrace diferencialnich forem na varieté.

Definice 9.1 Nechf M je orientovand varieta dimenze n s krajem. Necht w € E"(M) md kom-
pakini nosic.

(i) Necht U C R™ je oteviend mnoZina s kanonickou orientaci a w € E™(U) je diferencidlni
forma s kompaktnim nosicem. Pak existuje hladkd funkce f (s kompaktnim nosidem) pro kterou

w=fdri N...Ndz, a
/w::/fd:vl...d:zn.
U U

(ii) Existuje-li kladné orientovand mapa (U,p) na M takovd, Ze suppw C U, pak definujeme

integrdl z w pres varietu M takto:
_ —171%
[o=[ e
M e (U)
(i11) Je-li {(Un,Pua)}aca kladné orientovany atlas na M a {fg}gen rozklad jednotky podiizeny

tomuto atlasu, pak definujeme
w= faw.
L2,

BEB

Pozndmka 9.2 Je-li nosi¢ w uvniti jedné mapy, pak neni pochyb o existenci integrdlu (ktery se
prevede na integrdl pres R™ z hladké funkce s kompaktnim nosiéem). Diky predpokladu o kom-
paktnim nosic¢i formy w je soucet v obecné definici integrdlu w pres M vzdy jen konecny, viechny
integraly v tomto souctu existuji a jsou konecné.

Uvedend definice neni nejobecnéjsi moznd; napriklad standardni priklad formy w = fdxy ... A
dx,, kde f je Lebesgueovsky integrovatelnd funkce na R™, neni v této definici zahrnut, nebot
nosi¢ f nemusi byt kompakini. Je mozné definovat integrdl z diferencidlni formy v podstatné
obecnéjgim pripadé, ale pak napt. dikaz nezavislosti integrdlu na vgbéru rozkladu jednotky je pod-
statné ndroénéjsi a technictéjsi. To neni icelné v tomto dvodnim kursu.

Véta 9.3 Definice integralu diferencidlng formy pres varietu nezdvisi ani na vybéru atlasu, ani
na vybéru prislusného rozkladu jednotky.
Dukaz této véty je jednoduchy, podrobnosti probereme na cviceni.

Poznamka 9.4 Definice integrdlu pomoci rozkladu jednotky je velmi elegantni a velmi vhodnd
pro teorii a dokazovdni. Na druhou stranu, s jeji pomoct se nedd Zddny (aspori trochu netrividlni)
integrdl spocitat. Tvar funkci v rozkladu jednotky je prilis komplikovany, neZ aby se prislusné
integrdly daly prakticky vyjadrit. Proto je potieba mit k dispozici néjaky zpusob, jak viastné integrdly
z diferencidlnich forem pocitat. Pred formulaci tohoto vysledku si zavedeme uZiteéné oznacend.

Pri integraci je vidy mozZno vynechat mnoZinu miry nula z integracniho oboru, aniZ by se
hodnota integrdlu zménila. Tuto vlastnost integrdlu budeme p7i vypoctech systematicky pouZivat.
Pro podmnoziny variet neni treba budovat znovu teorii Lebesqueovsky integrovatelnych mmnoZin.
Pouzijeme prosté faktu, Ze hladké obrazy méné-dimenziondlnich mnoZin maji v libovolné mapé
miru nula. Je to prosty dusledek jedné duleZité a zndmé véty z analyzy, tzv. Sardovy véty. Ta Tikd,
ze pro libovolné spojité diferencovatelné zobrazeni F oteviené podmnoziny v R™ do R™ md obraz
mnoziny kritickych bodi F miru nula. (Jeji dikaz je mozno nalézt ve skriptech [2], V.15.12.15.)

Pripomenime, Ze bod x je kriticky bod F, pokud hodnost Jacobiho matice F' v bodé x je mensti
nez mazimdlng moznd. Specidlné, je-li F definovdno na oteviené podmnoziné Q! C R™! a hodnoty
F lezi v R™, pak mira mnoZiny F(Q) je nula, nebot je moiné F povaZovat za zobrazeni definované
na ) X R, které je konstantni v posledni proménné.

Oznaceni.

Rekneme, Ze podmnozina A variety s krajem M dimenze n je zanedbatelnd podmnozina,
pokud existuje hladké zobrazeni F oteviené podmnoziny Q@ C R™ m < n, pro které A C F(I).
Podstatnou vlastnosti zanedbatelnych mnozin je, Ze kazZdd zanedbatelnd mnozina v M = R™ md
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Lebesguevou miru nula. A pri integraci je vidy mozZno vynechat mnoZinu miry nula z integracniho
oboru, aniz by se hodnota integrdlu zménila.

Véta 9.5 Necht M je varieta dimenze n s krajem, kterou lze napsat jako disjunktni sjednocent
M=Ur M;UN

kde My, ..., My jsou otevrené podmmnoziny variety M a N je konecéné sjednocent zanedbatelngch
mnozin.
Pak pro libovolnou formu w € E"(M) s kompaktnim nosicem plati

/Mw:;/Miw.

Tvrzeni této véty je snadnym dusledkem toho, ze zanedbatelné mnoziny maji Lebesguevu miru
rovnou nule, a tedy ze integral jakékoliv integrovatelné funkce pres takovéto mnoziny se rovnaji
nule. Zbytek tvrvzent je dusledkem aditivity integrélu z funkce (integral pfes disjunktn{ sjednoceni
je soucet integralu pres jednotlivé mnoziny). Detaily vypoctu budou probrany na cviceni.

Poznamka 9.6 V praxi se otevrrené podmnoziny M; voli tak, aby se kazdd z nich vesla do mnoziny
U pro vhodnou mapu (U, ). Pro nejbéznéjsi pripady variet M, které jsou vnoreny do euklidovského
prostoru R¥, lze vétsinou nagit mapu (U, @) takovou, ze M = U U N.

9.2 Integrace funkci na Riemannovych varietach

Poznamka 9.7 Riemannovy variety patii mezi nejduleZitéjsi specidlni typy variet. Jejich vjznam
plyne z toho, Ze jsou zdkladnim modelem prostoru, ve kteriych je mozné mérit vzddlenosti a whly.
Presnéji feceno, je velmi dobre znamo z elementdrni geometrie, Ze meérit velikosti vektoru a jejich
thly v linedrnim vektorovém prostoru V' je mozné, pokud je na V' ddn skaldrni soucin. Riemannovy
variety jsou variety s dodatecnou strukturou, kterou je vgbér (pozitivné definitniho) skaldrniho
soucinu na Ty, M pro kaZdé m € M. To pak umozniuje mérit délky vektoru a uhly krivek na takovéto
varieté. Jako dalsi disledek této struktury je mozné také mévit velikosti objemu a definovat integradl
z funkct pres Riemannovy variety. Vzhledem k tomu, co uZ v tuto chvili zndme, je mozné definovat
integraly z funkci pomoct integrdlu z diferencidlnich forem. K tomu staci definovat tzv. formu
objemu.

Definice 9.8 Necht V je redlnij vektorovyj prostor dimenze n. Necht je naV ddn pozitivné definitni
skaldrni soucin a orientace. Nechf ey, ..., e, je libovolnd kladné orientovand ortonormdini bdaze V

acl,... " dudlni bdze V*. Pak proek

wi=e' A AE" € AM(V)
nezavist na vybéru bdze a nazyvd se element objemu na V.

Lemma 9.9 Element objemu nezdvisi na vybéru kladné orientované ortonomdini bdze. Jsou-li
navic vi,...,v, libovolné linedrné nezdvislé vektory, pak ¢islo |w(vy,...,v,)| je rovno objemu
rovnobéznosténu uréeného témito vektory.

Dukaz.

Matice pfechodu mezi dvéma kladné orientovanymi ortonormalnimi bazemi je ortogondlni ma-
tice s kladnym determinantem, ktery je tudiz rovny jedné. To dokazuje prvni ¢ast tvrzeni.

Necht ey, ..., e, je libovolnd kladné orientovand ortonormélni béze. Pak pro libovolné vektory
v = Zjvfej,i =1,...,n, plati

wv,...,v,) = det(v) wler, . .., e,) = det(v)).
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Je dobfe zndmo, ze &slo | det(v?)| je pak rovno objemu pifslusného rovnobéznosténu. Je také
znamo, ze tento objem lze vypocitat také jako /g, kde g = det(gi;),9i; = (vi,v;) (Grammova
matice, Grammuv determinant).

(]

Definice 9.10 Nechf M je orientovatelnd Riemannova varieta dimenze n. Pro danou orientaci
o variety M definujeme formu objemu w, € E™(M) poZadavkem, Ze pro kazZdé m € M je w,(m)
element objemu na T,, M wvzhledem k wvaZované orientaci o. Oznacéme pro tuto chvili symbolem
fMﬂw integradl z formy w pres varietu M se zvolenou orientact o. Je-li f libovolnd hladkd funkce
s kompaktnim nosicem na M, pak definujeme

/ fds = fwo.
M Mo

Tento integrdl se nazyvd integral 1. druhu z funkce f pres Riemannovu varietu M.

Véta 9.11 (i) Integrdl fM fdS nezavisi na vijbéru orientace na varieté M a je tedy jednoznacné
uréen strukturou Riemannovy variety.
(i1) Je-li (U, @) mapa na M a supp f C U, pak pro funkce

i o 0 _ i i
Gij(@) = 9(5—, 5 =) o9 (@); § = det(3iy)
T J

plati
/ de:/ (fo(p)™Y) - Vgde ... de,.
M e (U)
Dukaz.
(i) Z definice formy objemu w, plyne, ze w_, = —w,. Tedy

/ fw_o=— Jw_o= fwo.
M,—o M,o M,o

(ii) Podle definice je
| oras= [ (e,
M e (U)

Je-li {eq,...,e,} kanonickd baze R™, pak

_ _ _ 0 0
[ (o) (ers- -y en) = wollp™ ul(en)s - [0 ulen)) = wo(afml, o 87”)-
Ale ¢islo w( 621 ey ain ) je rovno velikosti rovnobéznosténu, ktery je urcen vektory 8%1, cee %
v Ty M. Totéz cislo je ale ddno vyrazem /g, kde g je determinant Grammovy matice skaldrnich
soucinu g(%, %) Ale § = go o1, tedy je toto ¢islo zaroven rovno /. (]
i J

Cviceni k 11. prednasce.

Piiklad 1. Ukazte, ze definice integralu diferencidlni formy pfes varietu nezavisi ani na vybéru
atlasu, ani na vybéru ptislusného rozkladu jednotky.
Reseni.
(i) Nejdiive si pripomeneme nésledujici tvrzeni. Jsou-li U,V oteviené mnoziny v R" ¢ : U — V
je difeomorfismus a w = fdz; A ... A dx,, pak:

e*(fdr1 A ... ANdxy) = (f op)[det Jacp]dzy A ... Adxy,
(ii) Pouzitim standardni véty o substituci pro Lebesguetv integrdl dostaname ihned nésledujici
tvrzeni:
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Je-li det Jacp > 0 na U, pak [, w = [, ¢*(w)
(iii) Dalsf krok je rozmyslet si, ze pokud je nosi¢ formy w v néjaké mapé, pak integral [ 2 W nezavisi
na vybéru této mapy. Jsou-li totiz (U, ¢), resp. (U’, ¢’) dvé souhlasné orientované mapy obsahujic{
nosi¢ dané formy w, pak plati

o™ (W) =¥’ o™ o [(¢") " (w)

a rovnost pifslusnych integrali pak plyne z predchazejiciho bodu.
(iv) Posledni krok je pfesvédcit se, ze definice integralu z diferencidlni formy nezdvisi na volbé
atlasu na varieté M a na volbé pdfizeného rokladu jednotky.

Predpokladejme tedy, ze {(Un, @a)}aca, resp. {(UL,,¢./)}arcar jsou dva atlasy na M, necht
{fs}sen, resp. {f4 }pep jsou podifzené rozklady jednotky. Pak sjednocent téchto dvou atlasi je
opét atlas a systém { f3fp }(s,5)eBx B’ je podiizeny rozklad jednotky. Pak

Z/fﬂw—z:/fﬁ > felw= Z/fﬂ'ZfBW— Z/fﬁ'w

BeB BeB B’eB’ BeB’ BeB BeB’
O
Piiklad 2. Necht M je varieta dimenze n a M = M; U ... U My UN je disjunktni rozklad, kde
My, ..., Mj jsou oteviené podmnoziny M a N je konecné sjednoceni zanedbatelnych mnozin.

Rozmyslete si, ze pro kazdou formu w € £"(M) s kompaktnim nosi¢em plati

/w:/ w+...+/ w.
M M, My,
Reseni.

Necht {fo}aca je rozklad jednotky podfizeny atlasu {(Uy,@a)}aca na M. Necht w je dife-
rencialni forma stupné n s kompaktnim nosi¢em. Z definice zanedbatelné mnoziny plyne, Ze pro
kazdé « je mira mnoziny . (N) rovna nule. Pak ale

/ijZ Mfaw—Z/ o=
=S 09 2/ e

acA i=1 M; acA

Piiklad 3. Necht F: M — N je hladké zobrazeni mezi varietami. Rozmyslete si, Ze:
(1) Pro kazdou uzavienou formu w € Z¥(N) C E¥(N) je F*(w) uzaviena.

(2) Pro kazdou exaktni formu w € E¥(N) je F*(w) exaktni.

(3) Zobrazeni F* : ZF(N) — Z¥(M) indukuje dobte definované zobrazeni

F*: Hip(N) = Hip(M).

(4) Je-li F = Id, pak F* : Hi,(N) — HEo (M) je také identita.
(5) Je-li F difeomorfismus, pak je F"* isomorfismus.

Rozmyslete si, ze de Rhamovy kohomologické grupy jsou invarianty pro difeomorfismy variet.
Pokud jsou tedy tyto kohomologické grupy pro dvé variety ruzné, nejsou tyto variety difeomorfni.
Reseni.

(1) Plyne ihned z relace F*(dw) = d(F™*(w)).

(2) Plyne ihned z relace F*(dw) = d(F™*(w)).

(3) Je to snadny dusledek ptedchozich dvou bodu.
(4) Plyne z definice.

(5) Plyne ze vztahu (F o G)* = G* o F™*.
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Piiklad 4. Tak zvana kulatd metrika’ g na sféie je definovana pomoci vnoieni ¢ : S* — R"HL
predpisem g = 1*(h)., kde h je metricky tenzor odpovidajici Eukleidovské metrice na R™*1.
Zobrazeni X : K(0,1) — 5% C R? je definovadno piedpisem

X (u,v) = (u,v, V1 —u? —0v2).

Vypocitejte tvar tenzoru X*(g).

Reseni.

X*(g) = (Lo X)*(h)

du2+dv2—|—( wdu +vdv ):

V1—u?—0v?
(1 —v?)du? + (1 — u?)dv? + 2uvdudv
1—u? -2

12. prednéaska.

Kapitola 10

Stokesova véta

10.1 Variety s hranami

V mnoha aplikacich Stokesovy véty se tato véta pouziva na oblasti, jejichz hranice neni hladka.
Typicky se jedna o kvadry, kuzely, trojihelniky. Proto si rozsifime definici variety na 8irsi t¥idu
objektu, které budeme nazyvat variety s hranami.

Jako u mnoha variaci na pojem variety, je tieba si rozmyslet jak vybereme modelové mnoziny
a jak budeme definovat typ zobrazeni mezi nimi, které budeme pouzivat v definici kompatibilnich
map.

(1) Modelové mnoziny budou oteviené mnoziny v uzavieném kvadrantu

RY ={(z1,...,2,) €R"|2; <0,i=1,...,n}.

Topologii na kvadrantu definujeme jako standardni indukovanou topologii na podmnoziné R™.
Tedy A C RZ je oteviend, pokud existuje oteviend podmnozina U C R", pro kterou plati A =
UNRZ.

(2) Jako piechodové funkce mezi dvéma modelovymi mnozinami budeme brat difeomorfismy.
Jsou-li A, B dvé oteviené podmnoziny R, pak zobrazeni f : A — B nazveme difeomorfismus,
pokud existuje oteviend podmnozina U C R™ a hladké zobrazeni F : U — R™, pro které plati

ACUF | a=F
Tento vybér vede k nasledujici definici.

Definice 10.1 (Definice variety s hranami.) Nechf M je mnozina. Mapa (U, ¢) dimenze n
na M je vzdjemné jednoznacné zobrazeni ¢ podmnoziny U C M na otevrenou podmnoZinu v RZ.
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Dvé mapy (U, ), (V, 1) dimenze n jsou kompatibilni, pokud jsou mnoziny o(UNV) a w(UNV)
otevrené a prechodové zobrazeni mezi nimi je difeomorfismus. Atlas na M dimenze n je systém
kompatibilnich map dimenze n, které pokrijvaji M. Diferencovatelnd struktura je maximdlni atlas
na M.

Rekneme, Ze M je varieta s hranami dimenze n, pokud je na M zaddn atlas dimenze n a
odpovidagici topologie na M je Hausdorffova a md spocetnou bazi otevienych mnozin.

Topologickd hranice ORZ kvadrantu R” je mnozina bodu, kde je alepoil jedna soufadnice
nulové. Body stén, kde je prévé jedna soufadnice nulovd maji stejny typ jako maji body hranice
variety s hranici, zatimco body, kde vic nez jedna soutradnice je trividlni maji zfejmé odlisny
charakter. To vede k nésledujici definici.

Definice 10.2 Nechf M je varieta s hranami dimenze n. Rekneme, Ze bod a € M je bod hranice
M, pokud existuje mapa (U, @) na M, pro kterou md ¢(a) alesponi jednu soutadnici nulovou.

Rekneme, Ze bod a € M je bod hrany M, pokud existuje mapa (U, ), pro kterou md bod ¢(a)
vic nez jednu souradnici nulovou.

Rekneme, Ze bod a € M je hladky bod kraje M, pokud existuje mapa (U, ) na M, pro
kterou md ¢(a) prdvé jednu souradnici nulovou.

MmnoZinu vSech bodu hranice variety M oznacime OM.

Mnozinu vSech hladkych bodu hranice oznacime 0*M.

Piiklady 10.3 (1) Pro kvadrant M = RZ plati, Ze jeho hranice OM je hranice M jako topolo-
gického prostoru. Mnozina 0*M hladkych bodu M md tvar

O*M =H{U...UH,,
kde H; = {x € R*|z; = 0,2; < 0,j # i}. Kazdd mnoZina H; md zrejmé kanonickou strukturu

variety dimenze je n — 1.
Totéz plati pro kaZdou modelovou mnozZinu, tj. pro otevienou podmnoZinu kvadrantu RZ.

(2) Zvolme pevné index i € {1,...,n} a uvaZujme mnozinu
M, ={z e R"|z; <0; z; <0, #1},
kterd je otevrenou podmnoZinou poloprostoru
L ={z eR"|z; <0}.

Tento poloprostor je standardnim prikladem variety s krajem a jeho kraj je mnoZina

BRi = {z € R"|z; = 0}.
Z toho plyne, Ze i M; je varieta s krajem a jejim krajem je

OM; = H;={z e R"|z; =0; z; <0,j # i},

Kanonickd orientace prostoru R™ je ddna formou dzi A ... A dx,. Tato orientace definuje
orientaci poloprostoru RL | a tedy i indukovanou orientaci kraje OR% .

Abychom tuto indukovanou orientaci popsali, precislujeme nejprve souradnice tak, aby byla
i-td souradnice na pronim misté. Tedy uréime orientaci poloprostoru RL pomoci formy

(71)i71d£€¢ A dl‘l VANIAN dxi_l AN dxi+1 VANIAN dl‘n.
a indukovand orientace na GR% je pak uréena formou
(—l)i_ldl'l VANIRAN deifl A d.’Ei+1 A A dxn

Stejnd forma uréuje také indukovanou orientaci kraje OM; variety s krajem M.
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(3) Typicky priklad variety s hranami dimenze n je uzavieny interval
n
I= H < a;,b; >CR"
i=1

(rozmyslete si, jak vypadd atlas na I).

Lemma 10.4 Necht M je varieta s hranami dimenze n a a € M.

(a) Je-li a bod hrany pro néjakou mapu (Uyp) daného atlasu na M, pak totéz plati pro kaZdou jinou
mapu atlasu.

(b) Je-li bod a hladkym bodem kraje M pro néjakou mapu (U, ) daného atlasu na M, pak totéZ
plati pro kaZdou jinou mapu atlasu.

(¢) Mnozina 0* M vsech hladkych bodi kraje M je varieta (bez kraje) dimenze n — 1.

Dukaz.
(a) Predpoklddejme, ze M je varieta s hranami a ze bod a € M je bod hrany M pro mapu (U, ¢) a
neni bod hrany pro mapu (V, ). Pii vhodné volbé soufadnic tedy muzeme pfedpoklddat, ze bod
©(a) mé soufadnice (z1,...,2k,0,...,0) pro vhodné k < n — 1. Déle muzeme piedpokladat, ze
existuje linedrn{ podprostor A C R™ dimenze n—1, pro ktery je ¢(a) vnitin{ bod mnoziny (V)N A.
Podle predpokladu je prechodové zobrazeni a = pot~! difeomorfismus (U NV') onto (U NV).
Tedy a. je isomorfismus Ty q)A na Ty,q)(@(U)). Vektorovy prostor . (Tyq)A) ma dimenzi n —1,
tedy v ném existuje vektor X, ktery md jednu z poslednich dvou soutradnic nenulovou. Muzeme
zvolit oznaceni soutadnic, eventuelné zaménit vektor X za —X, tak, aby X,, > 0.

Existuje tedy hladka kiivka 7 : (—e,e) — A, pro kterou v(0) = ¢¥(a) a a.(7'(0)) = X. Z toho
plyne, 7ze pro malé ¢ > 0 je posledni souradnice bodu « o (¢t) kladnd, coz je ve sporu s tim, ze «
zobrazuje body ¥ (V') na body ¢(U) C RZ.

(b) V predchozim bodé jsme ukézali, ze bod a € M nemuze byt v jedné mapé hladkym bodem
M a v jiné mapé bodem hrany M. V kapitole o varietdch s krajem jsme ukéazali, Ze pro varietu s
krajem M bod nemuze byt a € M v jedné mapé bodem kraje M a v jiné mapé bodem vnittku M.
Pro varietu M s hranami se toto posledni tvrzeni dokédze stejné. To dokazuje tvrzeni (b) Lemmatu.

(c) Dukaz je stejny jako dukaz tvrzeni, ze pro varietu M s krajem je jeji kraj varieta dimenze n—1
bez kraje.

Poznamka 10.5 Pro variety s hranami definujeme stejné jako pro variety (s krajem nebo bez
kraje) tecné vektory v daném bodé, kovektory, tensory, diferencidlni formy, rozklad jednotky, ori-
entaci, a integraly z diferencidlni formy pres orientovanou varietu s hranami pomoct odpovidagicich
map.

Véta 10.6 (Stokesova véta.) Nechf M je varieta s hranami a necht w je diferencidlni forma
stupné n — 1 na M s kompaktnim nosicem.

Pak
/dw:/ w.
M *M
Dukaz.

(1) Nejdiive budeme uvazovat piipad, kdy je nosi¢ suppw podmnozinou néjaké mapy (U, ¢) na
M. Je tedy mozné se odvolat na Gaussovu vétu pro kvadrant, kterd byla dokazana v predndsce
Geometrie 2 v minulém semestru. Pro tplnost ale tuto vétu dokdzeme znovu.

Predpokladejme, ze w je diferencidlni forma stupné n — 1 s kompaktnim nosicem v kvadrantu

L={reR"z; <0,i=1,...,n} = (—o0,0 >".

Formu w muZeme napsat ve tvaru

w=Y (1) widzy A Adg AN de,
=1
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kde stfiska oznacuje vynechani ptislusného cinitele. Pak

do = Y (=1)"dw; Adwy A Adxi AL A dy =

N
—

n

Ow;
Z [aijdxl/\.../\dxn.

=1

V piikladech [10.3| jsme si rozmysleli, ze mnozina 5‘*R’§‘ hladkych bodu kraje kvadrantu RZ je
varieta dimenze n — 1 (bez kraje), kterd je sjednocenim

O'RL =U H;, Hy ={r € R"[z; =0, 2; <0,j # i}

a 7e indukovand orientace na varieté H; je uréena formou (—1)"tdz; A ... A dz; A ... Ad,,.
Dostaneme tedy

no .0 0
8&],’
- dw = Z[R...[Raxidxl...dx,L—
< =1
n_o .0 0 0 ) e
= Z/ / [ &Uldxi] dxq...dx;...dz,
i—1/-R —r /=R O;
n_ .0 0 .
= Z/ / wi(x1,...,0,...,xp)dey ... dx; ... dx,
i=1 /R R

= Z(—l)ifl/ wi(ml,...,(),...,xn)dxl/\.../\d/:z?i/\.../\dzn
i=1 H;

= / w7
O*RY

(2) V obecném piipadé zvolime atlas na varieté s hranami M. Nosi¢ suppw je kompaktni, tedy
existuje kone¢ny soubor map (U;,¢;),i = 1,...,k a rozklad jednotky {f;}} podiizeny pokryti
{U;}} variety UFU; a dostaneme

/M o= /M d(zlz: fu) = zII:/M dfw) = /a*M [z’:: fi] YT /&MW.

Ze znéni Stokesovy véty plyne ihned néasledujici disledek.

O

Dusledek 10.7 Predpoklidejme, Ze M je varieta dimenze n a w je diferencidlni forma stupné
n — 1 s kompaktnim nosicem. Pak

(1) OM =0 = [, dw=0.
(2) do=0 = [,,w=0.

Cviceni ke 12. prednésce.

Pi#iklad 1. Nechf M a N jsou dvé variety. Definujte ’kanonickou’ strukturu variety na mnoziné
M x N.

Reseni. Jsou-li (Uy, 9a)aca a (Vs,15)sep atlasy na varieté M, resp. N, pak definujeme atlas na

M x N pfedpisem
(Ua X Vﬁa‘ﬁa X wﬁ)(a,ﬁ)EAxB~
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Snadno se ovéii, ze prechodové funkce pro soucin se vyjadii pomoci prechodovych funkei pro M,
resp. N, a jsou tedy hladké.

Spocetnd baze otevienych mnozin se napise jako vSechny mozné souc¢iny prvkua spocetné baze
otevienych mnozin na M a na N. Snadno se také ovéri, ze topologie na M x N je Hausdorffova
(rozmyslete sil).

Piiklad 2. Necht torus T je varieta dimenze 2, kterou dostaneme rotac{ kruznice K = {(x —4)?+
2?2 = 1} kolem osy z. Ukazte, 7e torus T je difeomorfn{ s varietou S* x S*.

Reseni. Parametricky popis [(4 + cos a, 0,sin )], € R kruznice K rozsfifme na parametrizaci
X(a,8) = [(4+ cosa) cos B, (4 + cos ) cos B, sin )], (o, B) € R x R
toru 7. Hledany difeomorfismus je popsany zobrazenim

(cosa,sina) x (cos B,sin 3) € S* x S* — X(a,B) € T.

Priklad 3. Popiste ruzné zpusoby zadédni orientace vektorového prostoru V, resp. variety M.

Reseni. (1) Necht mé vektorovy prostor V' dimenzi n. Podle definice je orientace vektorového
prostoru vybér jedné ze dvou tiid ekvivalence, kterd je definovand na mnoziné vsech bazi prostoru
V. Orientace je tedy zadané:

- (a) bud volbou jedné z bazi V, kterou prohldsime za kladné orientovanou,

- (b) nebo vybérem netrividlnfho elementu v jednodimenziondlnim prostoru A™(V); volba baze
{v1,...,v,} odpovidd volbé v1 A ... Av, € A"(V);

(c) vybérem soufadnic na prostoru V.
(2) Necht M je varieta a (U, ¢) mapa na M. (Lokéln{) orientace na U C M je dédna

(a) volbou baze {a%i‘a}zn:l tetného prostoru T,M,a € M.

(b) vybérem formy w € £"(U);

(c) vybérem mapy.

Rozmyslete si, jak tyto volby mezi sebou souvisi.

Piiklad 4. Forma w = 24412 je ddna na M = R? — {(0,0)}.
(1) Ukazte, ze forma je uzaviend na M;

(2) Ukazte, Ze forma w nenf exaktni, tedy ze H*(M) je netrividlni.

Reseni. (1) To je otdzka pifmého vypoctu.
(2) Piimym vypoctem zjistime, ze fsl w # 0. Z Dusl. (1) pak plyne, Ze w neni exaktni.

Priklad 5.

Forma, w — ?:1(—1)1'7111- dziA...Ndx;\...Ndx,,

|m|n
(1) Ukazte, ze forma je uzaviend na M;
(2) Ukaizte, Ze forma w nenf exaktni, tedy ze H"~!(M) je netrivialn{.

stupné n — 1 je definovdna na M = R"™ — {(0)}.
Reseni. Postup je stejny jako v prikladu 4, jen vypoéty jsou podstatné slozitéjsi.

Piiklad 6. Necht 1,...,2; € R%a necht Q = R?\ {z1,...,7;}. Ukaite, Ze dimenze vektorového
prostoru H},(€2) je vétsi nebo rovna k.

Reseni. Pouzitim vysledki Pifkladu 4 najdéte formy wy, ..., ws € £1(Q), které jsou uzaviené, ale
nejsou exaktni tak, aby tyto formy byly linedrné nezavislé v prostoru £*(£2).
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13. pirednaska

Kapitola 11

Algebra forem

Poznamka V moderni diferencidlni geometrii hraje dulezitou roli algebraickd formulace mnoha
zékladnich vlastnost{ variety M. Na prvnim misté jsou to vlastnosti algebry funkei £°(M) (pozadavky
na regularitu ¢i hladkost mohou byt ruzné, napt. spojitost ¢i hladkost). Samotna varieta M muze
byt za urcitych okolnosti zrekonstruovana ze znalosti této algebry, coz je slavny vysledek Gel-
fandtv. V této zavéretné kapitole skript probereme nékteré zakladni informace o vlastnostech
(gradované) algebry diferencidlnich forem.

11.1  Algebra &*(M)

Algebra £*(M) = ®,EF(M) ma, jako redlny vektorovy prostor, nekonecnou dimenzi. Zajimavéjsi
je uvazovat ji jako modul nad algebrou A = £°(M). V jednoduchém piipadé, napi. pro M = R",
je algebra £*(M) volny modul dimenze 2™ nad A s bézi {dz;}.

Zékladni algebraickou vlastnosti £*(M) je jeji gradace £*(M) = ©pEX(M) a to, ze je tzv.
gradované komutativni, t.j. ze plati

WAT=(=1)*r Aw

pro véechny w € E¥(M), T € E(M). Tuto vlastnost je mozné také formulovat pomoci Zy-gradace.
Ozna¢me E1 (M), resp. £~ (M) podprostor viech forem sudého, resp. lichého stupné, pak £*(M) =
EX(M)D E~(M) ajeliwe EY(M), 7€ E(M); a,bec {+1}, pak

wWAT=abr \w.

Tato vlastnost algebry £* (M) je ztejmeé dusledkem téze vlastnosti vnéjsi algebry A*(V') libovolného
vektorového prostoru V. To vsSe pfirozené patii do teorie superprostoru a superalgeber, ktera se
pod vlivem teoretické fyziky rychle rozviji v poslednich desetiletich.

Pfipomerime si, ze mnozina X' (M) vektorovych poli se d4 charakterizovat jako mnozina vsech
derivaci (t.j. linedrnich zobrazeni s Leibnizovou vlastnost{) algebry A. Kazd4 diferencidln{ forma
w € E¥(M) je k-linedrni antisymetrické zobrazeni vektorovych poli do prostoru funkei. V feéi
multilinedrnich zobrazeni modult nad algebrou A je vnéjsi souc¢in definovan vztahem

1
w/\T(Xl,...,XkJrl) = AT E Sgnaw(Xa-(l)7...7Xo-(k))T(Xa-(k-+1)7...’Xa-(kJrl)).
o 0ESKkt1

Je uzitecné si pripomenout nésledujici popis rozlozitelnych forem v fe¢i multilinedrnich zobra-
zeni.

Lemma 11.1 Jsou-li ay,. .., € EX(M), pak pro libovolnd pole X1, ..., X € X(M) plati

[041 VANRAAN Oék](X1, .. ,Xk) = det(ai(Xj))k

i,j=1"
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11.2 Gradované derivace na algebie forem

Poznamka De Rhamuv diferencidl d mé dvé vlastnosti, které jsou charakteristické a které se
vyskytuji i u dalsich linedrnich operdtoru z prostoru diferencidlnich forem £*(M) do sebe. Prvni
z nich je vzorec pro derivaci sou¢inu dvou forem, ktery (az na ev. zménu znaménka) je Leibnizova
vlastnost derivace sou¢inu. Druhy je fakt, ze zvySuje stupen formy o jednicku. To je inspiraci pro
nasledujici definici.

Definice 11.2 Necht j je celé ¢islo a necht D : E*(M) — E*(M) je linedrni zobrazeni. Oznacme
EM)={0} prol € Z,1¢{0,...,n}. Rekneme, Ze D je gradovand derivace stupné j pokud
plati:

1. D (EM(M)) C EFH(M), k=0,...,n.
2. Pro viechny w € EF(M), T € E*(M) plati

D(wAT) = D(w) AT+ (=1)*w A D(7).

Poznamka

De Rhamuv diferencial d je tedy gradovana derivace stupné 1. Vsimnéte si, ze gradované
derivace stupné j mensi nez —1 jsou nutné trividlni. Takovéto zobrazeni by nutné kazdé funkci
a l-formé pfifadilo formu zdporného stupné, to jest nulu, a z vlastnosti 2) by ihned plynulo, ze
obraz libovolné formy je nula. Za chvili si ukazeme dalsi piiklady gradovanych derivaci.

Definice 11.3 Nech? X je hladké vektorové pole na M. Pak definujeme linedrni zobrazeni vx :
EM(M) — EFY(M) predpisem

[Lx(w)](Xl, .. -7Xk71) = w(X, )(17 . >Xk71)§

kde X1,...,Xp_1 € X(M);w € EX(M). Zobrazeni 1x se nazjvd kontrakce vzhledem k vekto-
rovému poli X.

Piiklad
Pro rozlozitelnou formu w = a3 A ... A ay € EF(M) a pro kazdé X; € X (M) plati

k
Lx,Ww = Z(—l)l+1al(X1)a1 AN AN g,
=1

kde stiiska nad a; znamend, ze tento faktor v sou¢inu chybi. Toto tvrzeni ihned plyne z definice
kontrakce a z rozvoje determinantu matice (o (X;))F ;=1 podle prvniho sloupce.

Véta 11.4 Necht X je libovolné vektorové pole na M. Pak kontrakce vx je gradovand derivace
stupné —1 na EX(M).

Dikaz. Stadi zfejmé ovérit jenom druhou vlastnost z definice. Zobrazeni ¢ x je linedrni, staci tedy
ovérit vliastnost
ix(WAT) = tx (W) AT+ (=1)"Fw A ux (1)

pro rozlozitelné formy. Pfredpokladejme tedy, ze w = a1 A... Aoy, € S’“(M)7 T=0aps1N\... Ny €
EYM). Pak

[LX1 (wA T)](XQ, ey, Xpyy) = det(ai(Xj))ﬁ-}il.
Nyni sta¢i rozvinout determinant podle prvniho sloupce a pouzit popis kontrakce rozlozitelné
formy v predchozim piikladu.

Poznamka
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Jak je obvyklé pro derivace, slozeni{ dvou derivaci (prvnifho fddu) jiz nenf derivace (prvniho
fadu). U vektorovych poli jsme vidéli, ze ale komutdtor dvou vektorovych poli je opét vektorové
pole (viz . Podobné je tomu s gradovanymi derivacemi. Jejich slozeni neni gradované derivace;
ukéazeme si vSak nyni, ze vhodny gradovany komutator dvou gradovanych derivaci je opét grado-
vand derivace. To je také systematicky zpusob, jak konstruovat nové gradované derivace pomoci
jiz znamych gradovanych derivaci.

Véta 11.5 Necht D, je gradovand derivace stupné j; a Do je gradovand derivace stupné js. Pak
jejich gradovany komutdtor [De, D1] definovany pomoct vzorce

[DQ, Dl] = D2 D1 — (—1)j1j2D1 D2

je gradovand derivace stupné ji + ja.
Dukaz.
Necht w € E¥(M), 7 € EY(M). Pak
[Da, D1](w A T) =
=D3[Dy(w) AT + (=1)7"%w A Dy (7)] — (=1)792 Dy [Da(w) A T+ (—1)2Fw A Do(7)] =
=Dy Dy (W) AT+ (=1)2H) Dy (w) A Dy(7)+
+ (=1)7"* Dy(w) A Dy7 + (=1)U1H32k A Dy Dy ()4
+ (=1)772 Dy Dy(w) A7 + (=1)71,+32) Dy (w) A Dy (1) +
+ (=1)2" Dy (w) A Dot + (=1)U1H92)k A Dy Dy(7)] =
=[Da, D1](w) AT + (—=1)01+32)k A Dy, Dy)(7).
Definice 11.6 Nechf X je vektorové pole na M. Pak Lieova derivace Lx na prostoru dife-

rencidlnich forem £*(M) je definovdna jako gradovany komutdtor de Rhamova diferencidlu a kon-
trakce vzhledem k vektorovému poli X :

Lx = [d,Lx]:dOLx+ond. (111)

Lieova derivace je tedy gradovand derivace na E*(M) stupné 0.

Priklad
Thned z definice je mozné spocitat, jak vypada Lieova derivace funkce ¢i 1-formy.
Je-li X vektorové pole a f funkce na M, pak

Lx(f) = ux(df) = df (X) = X f.

Je-li w = df exaktni 1-forma, pak
Lx(df) = d(ux(df)) = d(X f).

Leibnizovo pravidlo umozinuje redukovat vypocet Lieovy derivace forem vyssich stupnu po-
stupné az na vyse uvedené dva pripady.

Poznamka

Tradi¢ni geometricka definice Lieovy derivace je jind, je zalozend na pojmu jednoparamterické
grupy transformaci, generované piislusnym vektorovym polem. Pokud je pouzita tato geometricka
definice, pak je vyse uvedeny vztah pro Lieovu derivaci ekvivalentni definici (ptislusny vztah se

obvykle nazyvd Cartanuv vzorec).
O

Cviceni ke 13. pifednasce.
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Piiklad 1. Piedpoklddejme, ze je varieta M C R™ zadand rovnici M = {z € R"|f(X = 0)}, kde
f je hladka funkce a grad f(a) # 0,a € M.
Ukazte, ze pro vektor X € R” plati X € T, M praveé kdyz X (f)(a) = 0.

Reseni. Vektor X patif do T, M pravé kdyz existuje kiivka
v:(—e,e) = M,~(0) = a,7'(0) = X,

coz je ekvivalentni s podminkou, ze f(y(¢)) je identicky nulové funkce. a plati v(0) € M,~'(0) = X.
Tato podminka je ekvivalentn{ s podminkami f(vy(a)) =0,7(0) = X a

of d% _
Za% 5 (0)=0. (11.2)

Tedy vektor X = Y7 X'g- t9 patif do T,M pravé kdyz je kolmy na vektor grad f(a), coz je

ekvivalentni s podminkou X( )a) =T ngl ddzl( )=0.

Piiklad 2. Necht f:R3 — R je funkce zadand vztahem

f(xayvz):x2+y2_la

a definujme varietu M predpisem M = f~1(0).
Ukazte, ze je vektorové pole

0 3} 0
— (2 _ 1) il
X =(x 1)8x+xy8 —I—xzaz

tecné k varieté M.

Reseni. Plat{
X(f) =2z(a® +y° - 1),

tedy pro body variety M plati X (f)(a) =0,a € M a sta¢i pouzit predchozi piiklad.
Piiklad 3. Necht M = 52 je trojrozmérnd sféra definovand rovnici
M ={(z,y,2,t) e RYa® +y* + 22 + 17 = 1.}

Necht jsou ddna tfi vektorové pole na M predpisem

0 0 0 0
X = (‘yax g, e T 8t>
0 0 0 0

0
0 d 0 0
Z=—-t——2— —
(3) ( t@w Z8y+y8 +2x

Ukazte, ze v kazdém bodé a € M tvoif vektory X (a),Y (a), Z(a) bazi tetného prostoru T, M.
Reseni.

Normélovy vektor Ny, a € M mé tvar N, = (xa% + ya% +z22 + t%) avektory X (a),Y (a), Z(a)
jsou kolmé na N, tedy patii do T, M. Jsou linedarné zavislé, pravé kdyz hodnost matice koeficientu

je mensi nez tfi, coz je pravda, pokud jsou determinanty vS8ech ¢tyf 3 X 3 minoru rovny nule. Ale
to nastane jen v bodé a = (0,0,0,0), ktery nepati{ do M.

Piiklad 4. Vyjadiete vektorové pole X = 2 68 ay + 3 v cylindrickych soufadnicich.
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Reseni. Zvolme cylindrické soufadnice pomoci vztahu x = rcost,y = rsint, z = z. pak

9 si .
X = (2cost —sint)a2 - M% —1—382.
r r 2

Piiklad 5. Na R? jsou ddny dvé kovektorova pole
a=zdr+ydy; 5 =ydzr+ xdy.

(a) Najdéte mnozinu M, na které jsou «, 8 linedrné nezdvisl4.
(b) Na této mnoziné najdéte vektorové pole XY, které v kazdém bodé M tvoif bazi dudlni k
bazi a, 8.

Reseni.
(a) M =R\ {(z,y)]x = +y}.
(b)

x 0 Y 0 Y 0 x 0
Y iy - J gy . L 9
2 —y20x 22 —1920y 22 —y?2 Ox 22 —y2 Oy

Piiklad 6. Ukazte, ze
jsou-li X,Y dvé vektorova pole na M, pak

[Lx,ty] = tx,y)

Reseni. Levé i prava strany pifslusné rovnosti je gradovans derivace, staci tedy (diky Leibnizove
vlastnosti) ovéfit tyto rovnosti pro funkce a exaktni 1-formy.

Navic jsou obé strany derivace stupné —1. Pro funkce jsou tedy obé strany rovné nule a je-li
w = df, pak

[Lx,ey|(df) = Lx(df (Y)) — ey (Lx (df)) = X (Y ) = [d(X)(Y) =
= [X, Y}(f) = ![X,Y] (df)-
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