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0.1 Uvod

Hlavnim tématem této prednasky je klasicka diferencidlni geometrie krivek a
ploch v R3. P¥idavné jméno diferencidlni znamena, Ze geometrické problémy
jsou Feseny pomoci metod analyzy, hlavnim néstrojem je diferencidlni pocet
funkci jedné, resp. nékolika redlnych proménnych.

Hlavni zdroje, ze kterych vyrustala diferencidlni geometrie, jsou klasicka
mechanika (pohyb hmotného bodu, jeho rychlost a zrychleni) a geodézie
(zemémérictvi, mapy). Pocéatky sahaji zpét do 17. a 18. stoleti (Huyghens,
Leibniz, Newton, Euler, Monge). Kli¢ové postavy té ¢asti diferencialni ge-
ometrie, o které budeme mluvit, byli v 19. stoleti Gauss, Riemann, Bolyai,
Lobacevskij. Nejde tedy o moderni, sou¢asnou matematiku, ale o klasické
zéklady, na kterych moderni matematika stavi. Moderni zobecnéni této casti
klasické matematiky se tyka analogii a zobecnéni do vyssich dimenzi. Nej-
vyznamnéjsi cesti geometii 20. stoleti byli Eduard Cech (geometr a topolog)
a Vaclav Hlavaty (jeho jméno nese knihovna v Karling).

Jednou z hlavnich vétvi moderni diferenciilni geometrie je tzv. Rieman-
nova geometrie, kterd Einsteinovy poskytla model a matematicky néstroj
pro jeho obecnou teorii relativity. Interakce elementarnich ¢astic jsou v sou-
¢asné dobé popisovany vyhradné pomoci teorie kalibrac¢nich poli. Kalibra¢ni
pole je nazev, ktery se pouziva v teoretické fyzice pro analogii parcialnich de-
rivaci vektor-hodnotovych funkci, zadanych na plochéch. Matematici témto
derivacim fikaji kovariantni derivace, nebo také konexe. Vétsinu téchto ma-
tematickych teorii 1ze najit pod nazvy diferencidlni geometrie, globéalni ana-
lyza nebo analyza na varietach.

Vétsinu prednasky budeme studovat lokdlni geometrické vlastnosti kii-
vek a ploch v trojrozmérném prostoru. Bude nas zajimat kiivost a torze kii-
vek, rizné druhy kiivosti ploch. Probereme zakladni modelz neeukleidovské
geometrie (sférickd a hyperbolickd geometrie). Budeme zkoumat geodetiky
na plochach, které v kiivych geometriich nahrazuji pfimky. Mnohem zajima-
vEjsi (a také podstatné té7s1) jsou globalni vysledky vysledky v diferencilni
geometrii (nap¥. Gauss-Bonnetova véta pro plochy). Tyto vysledky ukazuji
vztahy mezi lokdlnimi a globalnimi vlastnostmi krivek, ¢i ploch, vztahy mezi
topologii a geometrii.

Jsou to prototypy obecnych vysledki ve vyssich dimenzich, které patii
mezi jedny z velkych témat matematiky 20. stoleti. Typickym prikladem je
slavnad Atiyah-Singerova véta o indexu pro eliptické diferencialni operéatory
(nebo jejich komplexy), které jsou definovany na vice-dimenzionalnich plo-
chach. K této moderni ¢asti diferencialni geometrie a analyzy na varietach
se v této prednasce nedostaneme.

Prednaska nema cviceni, ale zakladem dobrého pochopeni je pro kaz-
dého propocet mnoha konkrétnich pfikladt. Pro porozuméni velmi pomiize
spocitat si priklady, které budou v textu zadany jako cviceni. Nejvice po-
muze, pokud si je ¢tenal dokaze spocitat sdm. Proseminare z diferencialni
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geometrie krivek a ploch nabizeji moznost spocitat si fadu prikladt s pomoci
cviciciho.

Prednéska je velmi blizka k duchu knihy
H. Wilson: Curved spaces. From classicalgeometry to elementary differential
geometry, Camridge University Press, 2008.

Radu fesengych piikladi je mozné najit ve skriptech
J. Bures, K. Hrubcik: Diferencialni geometrie k¥ivek a ploch, Karolinum,

Dalsi priklady jsou obsazeny ve skriptech

L. Bocek: Priklady z diferencidlni geometrie.

Hodné zajimavosti z historie vyvoje geometrie za posledni stoleti a o ne-
davném vyieseni jednoho z nejzndméjsich matematickych problémt je mozné
najit v popularni knizce D. 0’Shea: Poincarého doménka, Academia, 2009.






Kapitola 1

Prolog: Eukleidovska
geometrie.

1.1 Eukleidovsky prostor R3.

Geometrie v Eukleidovském prostoru (délky, tithly) je obsazena ve standardni
definici skalarniho soucinu

3
(X’Y) :Xyzleyu X’yeR?)'
=1

Vzdélenost dvou bodu je pak definovana pomoci Eukleidovské normy |x| =
(x,x) vzorcem
d(X,Y) = |X —Y|a X,y € Rg'

1.2 Shodnosti.

Definice 1.2.1 Shodnost (isometrie) v R? je zobrazeni S : R3 — R3, které
zachovdvd vzddlenost:

[S(x) = S(y)l =[x —y|, ¥x,y € R”.
Shodnosti je mozné (relativné) snadno klasifikovat.

Véta 1.2.2 Libovolnd shodnost je affini zobrazent, tj. S(x) = Ax + b, kde
A je n X n redlnd matice, b € R"™. Affini zobrazeni je shodnosti prave kdyz
A je ortogondlni matice. Shodnost se nazjvd piimou shodnosti, pokud je
det A > 0, v opacném pripadé se nazyvd neprimou shodnosti.

Néavod jak toto tvrzeni odivodnit je mozné najit v Apendixu (nebo se
bude probirat na proseminari).
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P¥iklad. Typické nepiimé shodnosti jsou reflexe. Je-li H € R? (afinni)
nadrovina definovand rovnici

H={xecR3(u,x)=c},ucR|u/=1cecR,
pak definujeme reflexi Ry vzhledem roviné H vztahem
Ry(x)=x—2(x-u—c)u.

Je ihned vidét, Ze zobrazeni Ry je identita na H a prevadi body tvaru
a+tu,a € H na a—tu. Ale kazdy bod x € R? Ize napsat (jednozna¢né) ve
tvaru x =a+tu,a € H,t € R; bod a je pak pata kolmice vedena bodem x
na nadrovinu H. Zobrazeni Ry je tedy opravdu reflexe v nadroviné H. Tedy
R zachovava vzdalenosti, je to shodnost.

Véta 1.2.3 MnoZina vSech shodnosti tvori grupu (operace je sklddani sob-
razent).
Pro kazdé dva body x,y € R? existuje reflexe R s vlastnosti R(x) =y.
Kazdd shodnost se dd vyjadrit jako sloZeni nevyse 4 reflext.

Prvni tvrzeni je ziejmy disledek Véty 10.1.1. Druhé je okamzité jasné z
geometrického nézoru (a snadno se napiSe explicitni formule popisujici pfi-
slusnou nadrovinu). Posledni tvrzeni je zajimavéjsi, struény navod k dikazu
je v Apendixu.

Grupa shodnosti G je tedy specidlnim pfipadem grupy transformaci (tj.
grupy, jejiz prvky jsou vzdjemné jednoznacné zobrazeni dané mmnoziny M
na sebe). Totéz se nékdy vyjadiuje tvrzenim, Ze grupa G' ma zadanou akci
na mnoziné M.

1.3 Grupa rotaci.

Grupa O(3) = O(3,R) se sklada ze vSech shodnosti, které zachovavaji po-
¢atek v R3. Je to grupa, jejiz prvky jsou linedrni zobrazeni, které miizeme
popsat 3 x 3 maticemi. Matice A pati{ do O(3), pokud A A® = Id. Z toho
ihned plyne, 7e (det A)? = 1, tedy det A = +1. Podgrupa SO(3) je tvorena
vSemi prvky do O(3), které maji determinant roven jedné.
Priklady.

(1) Matice rotace o thel 8 kolem osy z ma tvar

cosf sinf 0
—sinf cosf 0
0 0 1

(2) Jak vypada matice nepfimé shodnosti, kterou dostaneme sloZenim rotace
kolem osy z a reflexi vzhledem k roviné soufadnic x, y?

(3) Jaka je plna grupa symetrii rovnostranného ¢étyfsténu (je to ziejmé
kone¢na podgrupa v O(3))?
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1.4 Vektorovy souéin v R3.

Zakladni vlastnosti vektorového soucinu (kterd muze byt zaroven jeho defi-
nici) je nasledujici vlastnost.

Lema 1.4.1 Pro kaZdé tii vektory a,b,c € R3 plati
(a x b)-c=det[a,b,c|.

V tomto lemmatu se jednd o determinant matice, jejiz fadky (nebo ekvi-
valentné sloupce) tvoii vektory a, b, c. Z vlastnosti determinantu plyne, ze
poradi vektort v matici lze cyklicky permutovat, aniz se determinant zméni.
Diuikaz tvrzeni plyne ihned z definice obou soucinil a z rozvoje determinantu
podle posledniho fadku. Vyraz na levé strané se ¢asto nazyva smiseny soucin
t¥1 vektor.

Tvrzeni 1.4.2 Pro kazdé tri vektory v R3 plati
ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c

Navod, jak tuto formuli ovéfit je v Apendixu.
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Kapitola 2
Krivky

Budeme kfivky studovat v R3. Ned4 mnoho ndmahy pienést vétsinu pojmi
a vysledki do R”. Je ale jednodussi pro zajemce formulovat a rozmyslit si
toto zobecnéni, nez se nutit predstavovat si obecné pojmy v jejich pfiro-
zené geometrické predstavé v R3. Prvni véci bude si pfipomenout zakladni
informace o Eukleidovské geometrii.

Prvnim tématem, které budeme probirat, budou vlastnosti kiivek v R3.
Je otazka, co se vlastné mysli pod pojmem kiivka. Nejbéznéjsi definice je
zobrazeni ¢ : (a, ) — R? (tzv. parametrickd kiivka). Abychom vylouéili pa-
tologické piipady (napi. Peanovu kiivku, jejiz obraz vyplni ¢tverec), budeme
pozadovat hladkost zobrazeni c. Bylo by mozné pozadovat pouze existenci
prvnich (ev. druhych &i tfetich) spojitych derivaci misto hladkosti, ale bu-
deme davat prednost jednoduchosti pred takovymto nepfili§ vyznamnym
zobecnénim.

Intuitivné si pod pojmem kfivka predstavujeme spi$ obraz zobrazeni c,
mnozinu v R? (kruznice, pfimka, elipsa, hyperbola, parabola, atd.) P¥islugn4
mnozina bodu je ale obrazem (oborem hodnot) mnoha parametrickych kii-
vek. Zavedeme si proto pojem zmény parametrizace kiivky a budeme stu-
dovat vlastnosti, které jsou na volbé parametrizace nezavislé.

2.1 Parametrizované kiivky.

Definice 2.1.1 Parametrizovand krivka v R3 je hladké zobrazeni ¢ : I —
R3. Hiadkost znamend existenci (spojityjch) derivaci viech 7ddi (jednostranné
derivace v evtl. krajnich bodech).

Vektor c'(t) = %(t) € R3 se nazjvd tecny vektor k parametrické kiivce
c v bodé c(t).

Rekneme, Ze parametrizovand krivka c je requldrni v bodé to € I, pokud
c'(to) # 0.

Rekneme, Ze parametrizovand krivka c je requldrni, pokud je requldrni v
kazZdém bodé I.
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MnoZina hodnot c¢(I) =< ¢ > se nazyvd obraz parametrizované krivky.

Poznamka 2.1.2 Vektor-hodnotové zobrazeni jsou uréeny svymi sloZkams.
Napriklad krivka c je urcena tremi redlngmi funkcemi:

c(t) = (c1(t); c2(t), ea(t))-

Vektor derivaci je urcen tremi funkcemsi:

c/(t) = (c1(t), ca(t), c5(t))
a ma geometricky vyznam tecneho vektoru ke kfivce c.

Definice 2.1.3 Je-li ¢ parametrickd kiivka na I C R a je-li ¢ : I — I
difeomorfismus, pak se parametrickd kiivka &(t') == c(o(t')) na I nazgjvd re-
parametrizaci parametrickeé krivky c. Takovéto dve krivky maji zrejmé tentyz
obraz.

Reparametrizace tvori relaci ekvivalence na mnoziné vsech parametric-
kych krivek. Krivkou budeme nazyvat tridu ekvivalence parametrizovanych
krivek vici této relaci.

Rekneme, Ze reparametrizace zachovdvd orientaci parametrické krivky,
pokud je derivace reparametrizace ¢’ stdle kladnd funkce. Také reparamet-
rizace, které zachovdvaji orientaci parametrickeé kiivky tvori relaci ekviva-
lence. Tyto tridy ekvivalence budeme nazyvat orientované krivky.

Vsimnéte si, ze kazda reparametrizace regularni parametrické kiivky je
ziejmé opét regularni parametrickd kiivka. Mtzeme tedy mluvit o regular-
nich krivkach, resp. regularnich orientovanych kiivkach. V dalsim budeme
vySetfovat vlastnosti kiivek (resp. orientovanych kfivek), tj. ty vlastnosti
parametrizovanych kiivek, které nezavisi na parametrizaci.

Predpokladejme, Ze ¢ je parametrizovana kiivka na I a zvolme bod tg v
intervalu /. Pak definujeme funkci s(t) vztahem

t
s(t)= [ |c/(u)|du.
to

Hodnota s(t) je pravé délka kiivky c na intervalu (to,t). Pokud zménime
pocate¢ni hodnotu parametru tg, pak se funkce s(¢) zméni o konstantu.

Je-li ¢ regulérni parametrizovand kiivka, je funkce s = s(t) zfejmé hladka
arostouci (protoze s'(t) = |c/(t)| > 0 v kazdém bodé) a je to tudiz difeomorfi-
mus definiéniho intervalu I na jiny interval I. Oznaéme t = t(s) odpovidajici
inverzni funkei.

Pro novou parametrizaci &(s) = c(t(s)), s € I plati

dc dt

dc
%(t(s))g

1
P (t)

FA0l

=1.

E(S)

dé‘
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Tim jsme dostali jakousi vyzna¢nou parametrizaci (jeji parametr je pravé
délka kiivky od pocéateéniho bodu), kterd existuje pro kazdou regulérni
kiivku. Bylo by vyhodné dalsi vztahy pocitat v této vyznacné paramet-
rizaci. Uvidime vsSak, Ze explicitni vypocet prislusného integralu je mozny
jen ve vyjimecnych piipadech, a tak bude tifeba umét pouzivat i vzorce pro
libovolnou parametrizaci.

To vede k nésledujici definici.

Definice 2.1.4 Necht ¢ je parametrizovand krivka na I. Rekneme, Ze c je
parametrizovand obloukem, pokud plati

S| -1

pro vsechny t € I.

Tvrzeni 2.1.5
(1) Parametrizace c(t),t € I je reguldrni pravé kdyz ji lze parametrizovat
obloukem, tj., pokud existuje jeji reparametrizace ¢ na I, pro kterou plati

&(s)l =1

pro vechna s € 1.
(2) Je-li c(s) jedna parametrizace obloukem, pak kaZdd jind parametrizace
obloukem se ziskda pomoci zmény parametrizace tvary

s==xs+c,
kde c je vhodnd konstanta.

Dikaz.

(1) Pokud je c regularni, pak jsme si jiz ukézali, Ze existuje jeji parametrizace
obloukem. Naopak, pokud pro kfivku ¢ na I existuje reparametrizace c(s) =
c(t(s)) na I, pro kterou ‘%(s)‘ =1 pro vSechna s € I, pak |c/(t)| #0,t € I,

nebot ~
dc

dt
E(S)

ds

= |c'(t(s))]

(2) Jsou-li s = s(t),u = u(t) dvé reparametrizace, které obé vedou na para-
metrizaci obloukem, pak z predchoziho bodu plyne

du

i

de

dt

ds
=+
dt

7 toho pozadované tvrzeni ihned plyne.
O
Vidéli jsme, Ze pro kazdou kfivku ¢ na I a kazdou volbu bodu tg € I
dostdvame parametrizaci obloukem ¢€(s) s vlastnosti, ze bodu ty odpovida
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parametr s = 0. Zde plati, Ze parametr s, odpovidajici bodu c(t) je délka
kiivky (velikost oblouku) mezi bodem c(ty) a bodem c(t). Tyto parame-
trizace obloukem kfivky c jsou charakterizovany vlastnosti, ze 0 patii do
defini¢niho oboru 1.

I kdyz teoreticky je parametrizace obloukem definovana pro kazdou re-
gularni krivku, je zpravidla nemozné ji explicitné spocitat.

Priklad 2.1.6
(1) Najdéte parametrickou krivku, jejiz obraz je kruinice o stredu v bodé
A = (a1,a2) € R? a poloméru R > 0 a spocitejte parametrizaci obloukem
teto krivky.

Jedna z moznych odpovédi je

c(t) = (a1 + Rcost,ag + Rsint),t € (0,27),

¢(s) = <a1 +RCOS%,G/2 —|—Rsin%) .

(2) Spocitejte parametrizaci obloukem pro tzv. logaritmickou spirdlu
c(t) = (e' cost,e'sint) ,t € R.
Nakreslete si jeji graf!

Je ihned vidét (spocitejte si!), ze jsou-li ¢, co dvé parametrické kiivky,
pak pro derivaci jejich skalarniho, resp. vektorového soucinu plati

(c1-c2) =cj-ca+cy-ch,

(c1 X c2) =¢} X c2 +¢1 X Ch.

Podobné pro tfi kiivky aj, as, ag plati

det[ay, as, a3]) = det[a), as, a3] + det[ay, a), as] + det[a;, ay, aj].

2.2 Kirivost krivky.

Ted bychom chtéli vhodnym zptsobem charakterizovat, jak je kfivka v kte-
rém bodé ’kiiva’. Tato vlastnost (jako vSechny, které zkouméme), nesmi
zéviset na volbé parametrizace. Navic bychom zfejmé chtéli, aby kiivost
primky byla nula a aby kruznice s vét$im polomérem meély kiivost mensi
nez kruznice s mensim polomérem.

Vime jiz, ze kiivka je ¢asti pfimky, pokud ¢&(t) = 0 pro vSechna ¢t € I. Na-
bizi se tedy definovat kiivost kiivky v bodé ¢ € I jako velikost |¢(¢)|. Bohuzel,
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tato veli¢ina zavisi (a to velmi komplikovanym zptisobem) na volbé parame-
trizace. Je mozné tuto libovili pii volbé parametrizace odstranit pozadav-
kem, aby krivka byla parametrizovanéd obloukem. Pak jiz vime, ze zbyde jen
mald moznost reparametrizace, ktera veli¢inu |¢(¢)| zfejmé neméni:

dc dcdu dc

Y s+c’ds du ds du’

Po_ d (de\du_ | d( de) e
ds?2  du\ds/) ds ~ du ds)  du?’
To vede k nésledujici definici.

Definice 2.2.1 Je-li ¢ krivka parametrizovand obloukem, pak jeji kiivost v
bodé c(s) je rovna |c’(s)|.

Priklad 2.2.2
Spocitejme krivost kruznice o poloméru R, parametrizované obloukem:

c(s) = <a1 + Rcos %,ag + Rsin%) .
Dostaneme
c'(s)=(—sin— i i >
R“CR

1 1
c(s) = <—§ ;, Rsm%)

Vyse uvedend definice kfivosti je tézko pouzitelna pro prakticky vypocet
krivosti k¥ivky. Jen ve velmi malo pfipadech dokazeme explicitné parame-
trizaci obloukem spocitat. Je tedy potieba umét spocitat kiivost krivky z
jakékoliv jeji parametrizace. K tomu slouzi nasledujici véta.

Véta 2.2.3 Predpoklddejme, Ze c(t) je requldrni kvivka v R3. Pak pro jeji
krivost k plati
_|ex ¢
e’

kde tecka znaci derivaci %.

Dikaz.

Zakladem dikazu je pfechod od obecné parametrizace kiivky k parame-
trizaci obloukem. Pfedpoklddejme, Zze ¢ = c(t) je kiivka v obecné parame-
trizace (na néjakém intervalu I). Zvolme si néjakou parametrizaci ¢ = c(s)
této kiivky obloukem (vime, Ze je to vzdy mozné) a ozna¢me s prislusny
parametr. Tedy s = s(t),t € I a c(t) = c(s(t)),t € I.
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Neékdy byva v matematice zvykem oznacovat prislusné funkce rozdil-
nymi symboly, tj. oznaéit parametrizaci obloukem napi. pismenem d = d(s),
oznacit reparametrizaci symbolem s = f(¢t) a psat c(t) = d(f(t)),s = f(¢).
Je to presnéjsi, ale malo prehledné. Budeme pouzivat vyse uvedené intui-
tivni oznaceni, ¢tenaf si snadno rozmysli, v kterém vyznamu se pfislusny
symbol pouziva. Pro lepsi odliseni ale budeme pouZivat rtizné symboly pro
derivace podle proménné ¢, resp. s: derivaci % budeme oznacovat teckou,

derivaci % budeme oznacovat ¢arkou. Plati tedy:

a (jiz bez proménnych):
¢=c"(5)?+ s
Z definice oblouku dostaneme ihned $ = |¢| a
(8)2=¢-¢ =>s5=¢-¢

Podle definici kiivosti dostaneme

[c—cps| _[e(8)°—ess| [é(e-¢) —e(e @)
()2 (3)1 ef*

nz‘c”!z

Nyni jiz sta¢i pouzit identitu pro trojity vektorovy soucin (viz predchozi
tvrzeni):
[€(¢-¢)—¢(¢c-¢)=|ex (éx¢)=]¢||ex¢El.
O
(1) Vypocitejte kiivost Sroubovice, ktera je zadana parametrickym popisem
c(f) = (acosf,asinb,bb), a,b € R.

Vysledek: k = GQ‘ile.

(2) Pfesvédéte se, ze pro b = 0 (kruznice o poloméru a) a a = 0 (pfimka)
vychéazi ocekavané hodnoty kfivosti.

Pro kiivky v prostoru jiz nesta¢i samotna krivost k charakterizaci k¥ivky.
Je napt. z predchozich prikladd jasné, ze kruznice a Sroubovice v prostoru
mohou mit stejnou kiivost, i kdyz ziejmé neni mozné pievést jednu na dru-
hou pomoci shodnosti v prostoru. Budeme si nyni definovat dalsi geome-
trickou charakteristiku prostorové kiivky - tzv. torzi kfivky. K tomu nam
pomiize studium vlastnosti ortogonalnich bazi, svazané s kazdym bodem
kiivky.

V roviné urcoval jednotkovy tecny vektor v daném bodé jednoznacéné
kladné orientovanou ortonormalni bazi. Zména této baze podél kiivky byla
vyjadiena pomoci derivaci baze podle parametru kiivky. Tyto derivace bylo
mozné rozlozit v kazdém bodé do této baze. Koeficient v tomto vyjadreni
byla znaménkova kiivost kiivky. Zkusime si nyni podobnou proceduru pro-
vést 1 pro prostorové kiivky. V kazdém bodé (netrividlni) k¥ivky si uréime
vyznacnou bazi svidzanou s chovanim kiivky, tzv. Frenetovou bazi.
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2.2.1 Frenetova baze.

Kazda regularni kiivka ¢ = c(t) mé automaticky v kazdém bodé jeden
vyznacny smér, teény smeér. Pro regularni kifivku je mozné v kazdém bodé
definovat jednotkovy teény vektor t = ¢/|¢|.

Druha derivace ¢ je dilezita informace o krivce. Pokud jsou vektory ¢ a ¢
nezavislé, pak uréuji vyzna¢nou rovinu (tzv. oskulaéni rovinu kiivky v daném
bodé). Vektory € a ¢ jsou zavislé pravé kdyz kiivost kiivky v daném bodé je
rovna nule. Pro definici Frenetovy baze tedy budeme muset predpokladat,
7e kfivost kfivky je nenulova.

Uvazujme nyni kiivku ¢ = ¢(s) parametrizovanou obloukem. Tedy |c
1 at = c je jednotkovy teény vektor. Derivaci vztahu t - t = 1, dostaneme
t’-t = 0. Pokud je kiivost x nenulovd, je také t' # 0. To umoziiuje nasledujici
definici.

I|:

Definice 2.2.4 Predpoklddejme, Ze c(s) je requldrni krivka parametrizo-
vand obloukem, kterd md v bodé c(sg) nenulovou kfivost. Pak v tomto bodé
definujeme vyznacénou ortonormdlni bazi, tzv. Frenetovu bazi {t,nb}, nd-
sledujicim zpusobem.

t/

t=c; n=—; b=txn.

[t]
Rovina, generovand vektory t,n se nazyvd oskulacni rovina krivka; rovina
generovand vektory n,b se nazyvd normdlovd rovina krivky a rovina gene-
rovand vektory b,t se nazyvd rektifikacni rovina krivky.

V kazdém bodé regularni parametrické kiivky s nenulovou torzi mame
definovanu vyznacnou ortonormalni (Frenetovu) bazi. Chovani kfivky se od-
razi ve zmeéné této baze. Infinitezimalni zména je popsana derivacemi prvku
Frenetovy baze v daném bodé. Prirozeny zpisob, jak zachytit informaci o
téchto derivacich je spocitat koeficienty v rozkladu téchto derivaci vzhledem
k Frenetové bazi v daném bodé. Co vime o téchto derivacich?

Necht ¢ = c(s) je regularni k¥ivka, parametrizovana obloukem, kterd mé
nenulovou kiivost. Pak vime, Ze t’ = xkn.

Protoze b =t x n, dostaneme

b =t xn+txn =txn/,

Tedy b’ je kolmé na t. Navic, zb-b =1 plyne b’ - b = 0, tedy b’ je kolmé
také na b. Vektory b’ a n jsou tedy zavislé. To umoziiuje nasledujici definici.

Definice 2.2.5 Je-li ¢ = c(s) reguldrni kiivka parametrizovand obloukem s
nenulovou krivosti, pak definujeme torzi T této krivky vztahem

b= —7n.



16 KAPITOLA 2. KRIVKY

Znaménko v definici 7 je jen konvence. Nyni chybi jiZz jen spocitat n’.
Vsechny derivace jsou shrnuty v nasledujicim klicovém tvrzeni.

Véta 2.2.6 (Frenetova véta) Predpokladejme, Ze ¢ = c(s) je reqularni
krivka, parametrizovand obloukem, kterd md nenulovou kfivost. Pak

d t 0 k 0 t
Ts n|l=|-« 0 7 n
5 \b 0 -7 0/ \b

Dikaz.
Pripomenme, Ze b=t xn, atedy t =n x ban=D>b x t. Pak

n=(bxt)=b'xt+bxt' =—rnxt+rsbxn=7b-rxt.

O

Zatim jesté nevime, jestli torze kfivky nezavisi na volbé parametrizace,

jestli je to geometricka vlastnost kiivky. V definici jsme pfedpokladali pa-

ramatrizaci k¥ivky obloukem, ale ta je urcena az na zménu parametrizace

tvaru s — +s + ¢, kde ¢ je konstanta. Je uzitecné si rozmyslet, jak se méni

prvky Frenetovy baze a jejich derivace pfi takovéto zméné parametrizace.
Dostaneme

t— +t,t' —t; n—~n,n— +n’; b— +b, b’ = b’

Takze kiivost ani torze znaménko neméni.

Jako pro pripad kfivosti, ukdzeme si nyni, jak se vypocita torze kiivky z
obecné parametrizace krivky. To je podstatna prakticka informace, protoze
explicitni vyrazy pro parametrizaci obloukem nejsou obvykle k dispozici.
Zaroven znovu dokadzeme nezavislost torze na volbé parametrizace.

Véta 2.2.7 Je-li kiivost reqularni kiivky ¢ nenulovd a je-li ¢ = c(t) jeji
libovolnd parametrizace, pak pro jeji torzi plati

(€x&) €  det[e&, €]

lex ¢z |exél?
Diikaz.
(1) Nejdiive ovéfime vzorec pro torzi v parametrizaci obloukem ¢ = c(s).
Pak || =1, t =/, ¢" =t/ = kn. Z definice torze b’ = —7n plyne

7=—(b' n=—-t xn+txn) n=—-(txn) - n=(t xn) -n

Do tohoto vzorce nyni staci dosadit vyjadreni jednotlivych vektorti pomoci
derivaci kiivky c. Vime, ze t =c’ an = %c” . Tedy

" " " " /
(e SN (o SN (LY ol = A se) e
T—<cxﬁ>d8<ﬁ>—<cxm>[K+<K>c]—m2[(cxc)c].
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Protoze vektory ¢’ a ¢” jsou na sebe kolmé, plati |¢’ x ¢”|? = |c/||¢"|? = K2.
(2) Nyni ukdzeme, Zze vzorec pro torzi nezavisi na volbé parametrizace.
Predpokladejme tedy, ze ¢ = c(u),c = c(t) jsou dvé libovolné paramet-
rizace kfivky c, které spolu souvisi pomoci reparametrizace u = u(t), tj.
c(t) = c(u(t)). Pro struénost oznacime < teckou a 4L &arkou. Pak dosta-

neme
c=cu é=c (1'1,)2 +ci; é=c” (u)g 43 it T ¢
7 toho ihned plyne

det[¢, &, €] = (0)®det[c/, " ¢"); |& x & = (u)|c x .

Priklad 2.2.8 UkaZte, Ze torze Sroubovice
c = (acost,asint,bt)

je rovna T = #.

Pfidejme jesté komentar o tom, jak spocitat tvar Frenetovy baze {t,n, b}
pomoci obecné parametrizace kiivky ¢ = c(t). Nejdfive je tfeba spocitat
derivace do tfetiho fadu: ¢, ¢, € .

Te¢ny vektor je dan vztahem t = ¢/|¢|. Dvojice {t,n} a {¢, ¢} generuji
tutéz rovinu a jsou souhlasné orientované. Vektor n se tedy dostane pomoci
obecné Gramm-Schmidtovy ortogonalizace. Vysledek je

n=¢— (& t)t=—>

Posledni vektor ortonormélni baze, vektor binormaly b, je pak vektorovy
souéin b =t x n.

Tyto pozndmky také naznacuji, jak vypadé zobecnéni Frenetovy baze pro
piipad kiivek ve vyssi dimenzi. Systém je dobfe vidét z pifpadu kiivek v R%.
Pro konstrukci Frenetovy baze musime predpokladat, Ze jsou vektory ¢, ¢, €
nezavislé. V tomto pripadé bychom postupovali nasledujicim zptsobem.

Pro kiivku ¢ = ¢(t) v obecné parametrizaci nejprve spocitdme derivace
az do ¢tvrtého fddu. Prvni vektor e; Frenetovy baze ma tvar e; = ¢/|¢|.
Pokud jsou vektory ¢, ¢ nezavislé, pak je vektor es jednoznacné urcen po-
zadavkem, Ze vektory ej,es a ¢,¢ generuji tutéZz rovinu a jsou souhlasné
orientovany.

Dalsi vektor eg je jednoznac¢né uréen pozadavkem, Ze vektory ei,eo, e3
a ¢, ¢, € generuji tentyz trojrozmérny podprostor v R* jsou souhlasné orien-
tovany. Vektor e4 je pak urcen jednoznacné pozadavkem, ze {ej,...e4} je
ortonormélni baze v R*.
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Frenetova véta pak 1ika, ze

(3] 0 K1 0 0 (3]
d €9 . —K1 0 K9 0 €9
E €3 - 0 —K2 0 K3 €3
(Y} 0 0 —K3 0 (Y}

Koeficienty k1, ko, k3 se nazyvaji zobecnéné kiivosti. Prvni dvé funkce jsou
kladné, tfeti muze nabyvat libovolné znaménko.

Obecné, v libovolné dimenzi, plati, Ze zobecnéné kiivosti urcuji jedno-
znacné (az na shodnost) danou kiivku a Ze mohou byt zvoleny libovolné
s tim omezenim, Ze zobecnéné kiivosti, az na posledni z nich, jsou kladné.
Toto tvrzeni si nyni dokéZeme v R3.

Véta 2.2.9

(1) Jsou-li ¢ = c(s) a d = d(s) dvé krivky v R® V parametrizaci obloukem
na intervalu (a, ), které maji tutéz krivost a torzi, pak existuje (primd)
shodnost S : R3 — R3 takovd, e d(s) = S(c(s)).

(2) Jsou-li k > 0,t dvé dané funkce na (o, 3), pak ezxistuje kiivka ¢ = c(s)
v parametrizaci obloukem, jejiz kiivost je k a jeji torze je rovna t.

Dikaz.
(1) Jsou-li e, ey, es, resp. f1, £y, f3, Frenetovy baze pro kiivky c, resp. d a
zvolime-li libovolné bod sy € (a, 3), pak existuje jednozna¢né urcené otoceni
R : R® — R3, pro které plati f;(so) = R(ei(so)) a vektor b € R3 takovy,
ze d(sg) = c(sp) + b. Chceme ukézat, ze hledana shodnost ma tvar S(x) =
R(x) + b.

Nejdiive ukazeme, ze rovnost f;(s) = R(e;(s)) plati ve vSech bodech
kiivky. To dostaneme ihned z Frenetovych rovnic. Ozna¢me w;; koeficienty
ve Frenetovych rovnicich. Podle pfedpokladu jsou stejné pro e; a f;. Tedy

3 3 3
= j=1 J=1

Tvrzeni tedy plyne z véty o jednoznacnosti pro feSeni soustavy obycejnych
linearnich rovnic.
Pro derivace kiivek d a S(c) pak plati

dd

== (S()).

£ — R(e)) = R <dc> d d

)= g(R(C)) =7

Spolu s poc¢atecnimi podminkami to ukazuje, ze se k¥ivky rovnaji.
(2) Predpokladejme, Ze jsou na intervalu (a, 3) zadany hladké funkce x > 0
a 7. Zvolme sy € («, 3) libovolné. Necht vi, va, vs je libovolnd ortonormalni
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baze. Z vét o existenci reSeni soustav linearnich obycejnych diferencialnich
rovnic plyne existence feseni e, es, es Frenetovych rovnic

d el 0 k 0 (3]
d_ €9 = —k 0 t (S}
5 \es 0 —t 0/ \es

na («, 3) s pocateénimi podminkami e;(sg) = v; i = 1,2,3. Pak stac¢i defi-
novat c(s) = [ ei(u)du.

Vysledna kiivka je zfejmé parametrizovand obloukem, jeji te¢ny vektor
v kazdém bodé je ¢ = ey, a ¢ = €; = kes. Tedy kiivost k = |€| je rovna k.
Navic, vektor ey je vektor normaly, takze eq, e, e3 je Frenetova baze kiivky
c. Z toho plyne, Ze také torze 7 je rovna funkci t. ([l
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Kapitola 3

Sféricka geometrie.

Definice 3.0.10 Velké kruznice na sfére budeme nazyvat primky. Jejich
casti pak budou usecky.

Sféricky trojuhelnik je definovdn tremi body na sfére, jeho hrany jsou
tvoreny useckamsi, spojujicimi prislusné tii body. Budeme uvaZovat jen troj-
uhelniky, jejichz hrany magji délku mensi nez w. (To je ekvivalentni s tim,
Ze cely trojuhelnik se vejde do néjaké polosféry ohranicené néjakou velkou
kruznici).

Poznamka.
(1)

Vsimnéte si, ze vlastnosti pfimek ve sférické geometrii jsou stejné jako
v Eukleidovské geometrii s vyjimkou toho, Ze neexistuji zadné rovnobézky.
Kazdé dvé primky se protinaji. Ostatni axiomy Eukleidovské geometrie se
daji ovérit a plati.
(2) Kosinova a sinova véta v Eukleidovské geometrii.

Uvazujme trojihelnik v Eukleidovské roviné s tuhly «, 3,7 a oznacme
a, b, c délky prislusnych protilehlych stran. Pak plati

1.

¢ = a4+ b? — 2abcos .

a b c

sina _ sinfg siny’
Kosinova véta je zobecnéni Pythagorovy véty, na kterou se redukuje pokud
je uhel v pravy tuhel.

3.1 Kosinova a sinova véta ve sférické geometrii.
Véta 3.1.1 Predpoklddejme, Ze trojuhelnik ABC' le#i v jedné polosfére. Uhly
p7i vrcholech A, B,C oznacime postupné «, 3, a délky stran protilehlych

uhlum «, 8,7 oznacime postupné a,b, c. Pak plati

21
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cos ¢ = cosacosb + sinasinbcos .

sina sin b sin ¢

sina  sinf  sinvy’
Véta 3.1.2 (Pythagorova véta). Jako dusledek pro pravouhly troihelnik (v =

7/2) dostaneme
cosc = cosacosb.

Dikaz.

Nejdiive dokdzeme kosinovou vétu. Body A, B,C jsou body v R3, ale
budeme je chapat jako vektory spojujici pocatek O s prisluSnym bodem.
Oznac¢me N7, No, N3 jednotkové normély k rovindm OBC, OAC, OAB. Ori-
entaci normél vybereme tak, aby sméfovaly ven z télesa OABC' (nakreslete
sill). Pak
_OxB _AXCN_BXA

)

Ny

s N ) 3 s .
sina sin b sinc

(pokud jsme orientovali poradi vrchold trohihelnika proti sméru hodinovych
ruéicek). Uhel pii vrcholu sférického trojihelnika je zfejmé roven tihlu rovin
definujicich prislusné strany trojahelnika. Plati také

Ni-Ng=—cosy, Ny- N3 = —cosa, N3- Ny = —cosf.
Vime Ze plati identita
(CxB)-(AxC)=(A-C)(B-C)—(C-C)(B-A).

Protoze vektory A, B, C' jsou jednotkové, prava strana se zjednodusi. Celkem
dostaneme

—sinasinbcosy = sinasinb(Ny - Ny) =
= (CxB)-(AxC)=
= (A-C)(B-C)—(B-A)=

= cosbcosa — cosc.
Sinova véta se odvodi takto. Pokud dosadime do identity
ax((bxc)=(a-c)b—(a-b)c
postupné vektory a = A x C,b = C,c = B, dostaneme identitu
(AxC)x(CxB)=(AxC)-B)C=((BxA)-C)C

V nasem piipadé dostaneme nalevo —(Ny X Na) sinasinb. Souéin Ny X N je
ziejmé nasobek C' a da se snadno ovéfit,ze N1 x No = C'sin~y. Porovnanim
nasobku C dostanem

C-(A X B) =sinasinbsin-.
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Vzhledem k tomu, ze je sou¢in C - (B x A) (tj. determinant!) invariantni p¥i
cyklickych zaménéch, dostaneme

sin a sin bsin vy = sin bsin ¢sin o = sin ¢sin a sin 3.

Relaci pak stac¢i vydélit sina sin bsin c. O

3.2 Plocha sférického trojuhelnika.

Véta 3.2.1 Predpoklddejme, Ze se tri hlavni kruznice na sfére ohranicuji
sféricky trojuhelnik ABC. Uhly u vrcholi A, B, C' postupné oznacime o, 3,7.
Pak se velikost |ABC| plochy trojihelnika ABC vypocte ze vztahu

|ABC|=a+ [+~ —m.

Vsimnéte si, ze soucet thlt ve sférickém trojuhelniku neni 7, ale musi
byt vétsi nez 7! To je zfejmé, protoZe velikost plochy trojuhelnika musi
byt kladna. VSimnéte si také, ze velikost plochy sférického trojuhelnika se
vypocte jen pomoci thli, ve vzorci nejsou zadné délky stran! Velikost plochy
je zfejmé mensi nez 27, rozmyslete si, ze najdeme trojuhelniky s velikosti
plochy libovolné blizko u 2.

Dikaz.
Ozna¢me A’, B',C' body protilehlé bodim A, B,C (nakreslete si!). Z
predchozi Archimedovy véty vime, Ze

200 = |ABC| + |A'BC|; 28 = |ABC| + |AB'C|; 2y = |ABC| + |ABC’|.
Trojthelniky A’BC’ a AB’C se na sebe zobrazuji pii symetrii podle poc¢atku,
maji tedy stejny povrch. Velikost povrchu polosféry, ohrani¢end kruznici
ACA'C’, je rovna ziejmé 2. Tedy
2w = |[ABC|+|ABC'|+|A'BC'|+|A'BC| = |ABC|+|ABC'|+|AB'C|+|A'BC|

Pokud odecteme tii predchozi rovnosti od tohoto posledniho vztahu, dosta-
neme tvrzeni véty. O
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Kapitola 4

Plochy v RS.

Nejdiive se musime dohodnout, co myslime pod pojmem plocha. Nejjed-
nodusi je uzit parametricky popis plochy, tj. (hladké) zobrazeni z oteviené
mnoziny v R? do R3. Aby obraz tohoto zobrazeni byl opravdu dvojdimen-
zionalni, je tfeba predpokladat, Ze zobrazeni je regularni.

4.1 Zakladni definice.

4.1.1 Regularni parametricka plocha, hladka plocha.

Definice 4.1.1 Parametrickd requldrni plocha v R3 definovand na O je
hladké zobrazeni p oteviené mnoziny O C R? do R? takové, Ze p je re-
guldrni na O, tj. hodnost Jacobiho matice p je ve vsech bodech rovna 2.
FEkvivalentné, vektory parcidlnich derivact

oo __  Ip
6u_pu’ Ov

= Pv

must byt v kaZdém bodé linedrne nezavislé.

Je-li ¢ : O — O difeomeorfismus otevienyjch podmnozin R?, pak definu-
jeme p' = po ¢ a ¢ nazjvdme reparametrizaci.

Reguldrni parametrickou plochu p nazveme mapou, pokud je p navic
homeomorfismus O na S = p(O). MnoZinu p(O) nazveme obrazem mapy,
nekdy ji budeme znacit < p > .

Véta 4.1.2 (1) Je-li p reguldrni parametrickd plocha a ¢ difeomorfismus,
pak je také p’ = p o ¢ requldrni parametrickd plocha.
(2) Jsou-lip ap’ dvé mapy a < p >=<p’ >, pak existuje reparametrizace
¢ takovd, Ze

p'=poo.

Dikaz.

25
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(1) Jacobiho matice zobrazeni p’ je souin Jacobiho matice zobrazeni p a
Jacobiho matice zobrazeni ¢. Je-li ¢ difeomorfismus, pak slozeni ¢ a ¢! je
identita a soucin ptislusnych Jacobiho matic je jednotkova matice. Determi-
nant Jacobiho matice ¢ je tedy nenulovy. Z toho plyne, ze p’ je regularni
praveé kdyz je regularni p.

(2) Zobrazeni ¢ budeme definovat piedpisem ¢ = p~* o p’. Toto zobrazeni
je podle predpokladu homeomorfismus. Je ale tfeba dokazat, ze je hladké.
Zvolme bod ' € O, pak ¢(a’) = a € O. Jeden ze t¥{ minort fadu 2 zobrazeni
¢ v bodé a je nenulovy. Mizeme predpokléddat, ze je to determinant

1

det O(p2, p3) .

0(u,v)
Oznac¢me 7 projekci R? na R?, danou primétem na posledni dvé soufadnice.
Pak mé zobrazeni mop v bodé a nenulovy Jakobidn a podle véty o inverznim
zobrazeni existuje okoli U C R? bodu a takové, Ze 7 o p je difeomorfismus
U na wop(U).

Zobrazeni ¢ miizeme v oteviené mnoziné ¢~ (U) C O napsat ve tvaru
¢=(mop)~o(rop),

je to tedy hladké zobrazeni na této mnoziné. O
Pojem regularni parametrické plochy, resp. mapy, stac¢i pro lokdlni pro-
blémy. Pro globalni vysledky je tfeba definici plochy zobecnit. Typickym pri-
kladem plochy, kterd neni obrazem regularni parametrické plochy, je sféra.
Sféra se neda pokryt jednou mapou (homeomorfismus nemuze zobrazit ote-
vienou mnozinu na kompaktni mnozinu). Neni pochyb o tom, Ze sféra je
pro nas typickym prikladem plochy a Ze by nase definice tuto plochu méla
zahrnovat. Rozsifime si tedy pojem plochy nésledujicim zptisobem.

Definice 4.1.3 Rekneme, Ze mnozina S C R? je (hladkd) plocha, pokud
pro kazdy bod s € S existuje okoli U C R® a mapa p : O — S tak, Ze
UnNS =p(O0). Soubor map, které pokryvaji plochu S se nazyva atlas plochy
S.

Jsou-li p,p’ dvé mapy (s neprazdngm prinikem svjch obrazi) na S, pak
budeme zobrazeni ¢ = (p') "L op nazyvat (tam kde je definované) prechodové
zobrazeni mezi témito dvéma mapami.

Poznamka. Atlas dané plochy S neni urcéen jednoznacné. Pro popis plochy
je vhodné si zvolit atlas, ktery ma kone¢né mnoho (pokud mozno co nejméné)
map. Jak uvidime na ptikladech, je takovych moznosti vzdy mnoho. Na
volbé atlasu nezalezi, ze dvou atlasi muZeme jejich sjednocenim vyrobit
vétsi atlas, které oba predchozi atlasy obsahuje. Sjednoceni vSech atlast
je maximalni mozny atlas, ktery ma ovSem pfili§ mnoho map (nekoneéné
mnoho), s kazdou mapou tam pfi nejmensim lez vSechny jeji restrikce na
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oteviené podmnoziny jejiho definiéniho oboru. z Véty 4.1.2 (2) plyne, Ze
prechodové zobrazeni libovolnych dvou map je reparametrizaci.

Budeme zpravidla definovat plochu pomoci vybéru jednoho atlasu. Kdy-
koliv ale k nému muzZeme pfidat jakoukoliv dalsi mapu, bude-li tfeba.

Priklad 4.1.4
(1) Rovina.

Je-li R rovina v R? a zvolime-li jeji tii body A, B,C € R v obecné poloze,
pak jeden jeji parametricky popis md tvar

p(u,v) = A+ u(B—A)+v(C — A)

Toto zobrazeni je mapa (ovérte!) a < p >= R.

Rovina je tedy plocha ve smyslu predchozi definice. Jeji atlas se skladd z
jedin€ mapy.
(2) Sféra.

Sféra So je ddna rovnict
Sy := {(x1, 20, x3) € R3|2? 4+ 22 + 22 = 1}.
Standardni mapa na sfére md tvar
p(p,0) = (cospcos B, cospsinb, sinp); ¢ € (—7/2,7/2), 6 € (0,2m).

Najdéte dalsi tri mapy natocenim této mapy, aby tvorily atlas pro sferu.
Jing atlas, ktery md jen dvé mapy, se ziskd pomoci stereografické pro-
jekce ze severniho a jizniho polu sféry. Je-li S severni pol a je-li R rovina
x3 = 0, pak usecka SA, A € So — {S} spojujici severni pdl s bodem A sféry
protind rovinu R v jediném bodé X (A). Zobrazeni A — X(A) je stereogra-
fickd projekce sféry bez bodu S na rovinu R. Rovina zabali sféru celou, kromeé
jedin€ho bodu. Prislusné inverzni zobrazeni je pak mapa. Napiste vzorce pro
tuto mapu, pro mapu odpovidajici projekci z jizniho polu a pro prislusné
prechodové zobrazeni! Ovérte, Ze jsou to opravdu mapy!
(8) Jako cvicend si napiste definici toru (pneumatiky) pomoci jedné rovnice
v R3 a atlas pro torus.
(4) Standarni kuzel K = {(x1, 22, 23)|2? + 23 = 23} md vrchol v pocdtku. Je
lehké najit mapu, kterd pokryvd kuzel bez jedné primky:

p(r,0) = (rcosf,rsinf,r),r # 0,0 € (0,2m)

a druhou (otoc¢enou) mapu, které pak tvori atlas pro kuzel bez vrcholu. Ale
neexistuje mapa, kterd by pokryvala okoli vrcholu. To je vidét z toho, Ze pro
libovolné malé okoli U pocdtku 0 v R? je mnozina U N K — {0} nesouvisld,
zatimco jeji vzor v libovolné mapé je nutné mnozina souvisla. Ty se ovsem
na sebe nemohou Zddnym homeomorfismem zobrazit. KuZel tedy neni plocha
ve smyslu nasi definice, kuZel bez vrcholu plochou je.
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(5) Graf hladké funkce je vidy plocha. Presnéji, je-li f : O C R? — R hladkd
funkce na oteviené mnoZiné O v R?, pak jeji graf S je obraz mapy

p(z1,22) = (21,72, f(71,22)); (w1,22) € O.

Je zrejmé, Ze Jacobidn tohoto zobrazeni md vsude hodnost 2 a Ze je to ho-
meomorfismus O na S = p(O) (ovérte!).

(6) Klasické priklady ploch jsou tzv. kvadriky, tj. plochy zadané v R3 kvadra-
tickou rovnici. Mezi né€ patii sféra, kuzZel, elipsoid, hyperboloidy. Je zajimavé
zndt klasifikaci kanonickych tvari téchto kvadrik a plochy, které jim odpovi-
daygs.

Plochy v R? se nejcastéji zadavaji jednou rovnici

S = {(1‘1,1‘2,1‘3)’f(1‘1,.%’2,.%’3) = 0}.

Nasledujici velmi dtlezitd véta ukazuje podminku na funkci f, aby tato
mnozina S byla plocha. Podminka tiké, Ze grad funkce f musi byt na plose
S nenulovy.

Véta 4.1.5 Predpokldidejme, Ze f hladkd funkce na oteviené mnozinée ) C
R3 a definujme mnoZinu S rovnici

S = {(z1,22,73) € Qf (21,22, 73) = 0}.

Pokud plati podminka

vr- (2.2 o

8.%'1 ’ 31‘3 ’ 31‘3

na celé mnozine S, pak S je plocha.

Diikaz.
Je-li z € S libovolny bod, pak Vf(Z) # 0. Pfedpokladejme napiiklad,
e %(f) = 0. Podle véty o implicitnich funkcich pak existuje okoli
U=U; xUs, U1CR2,UQCR
a hladka funkce f : Uy — Us tak, ze SNU je pravé graf funkce f. Zobrazeni

p(z1,22) = (21, 22, f(71,22)); (w1,22) € Ur

je pak mapa, obsahujici bod Z. ]
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4.2 Tec¢né vektory, te¢na rovina plochy.

7 predchozi kapitoly vime, co je to tecny vektor ke kiivce. Nyni si budeme
definovat teény vektor k ploSe v jejim daném bodé. V dalsi ¢asti prednasky
budeme studovat vlastnosti plochy S, které zavisi jen na S a ne na zvolené
mapé. A tak i pro teény vektor napiSeme nejdiive definici, kterd nezavisi
na volbé mapy a pak ukazeme, jak tecné vektory popisovat pomoci zvolené
mapy. Teény vektor plochy budeme definovat jako teény vektor kiivky, ktera
lezi v dané plose.

Definice 4.2.1 Rekneme, Ze vektor v € R? je tecny vektor k plose S v bodé
s € S, pokud existuje kivka c, < ¢ >C S takovd, Ze

c(to) = s; ¢(tp) = v.

MnozZina vsech tecngch vektori v bodé s € S se nazyvd tecny prostor k plose
S v bod€ s a znaci se T,S.

Véta 4.2.2 Necht p je mapa na S a s = p(u,v) je bod v jejim obraze. Pak
1,8 = {v € R}|v = ap, + Bp.; a,( € R},
kde py, resp. py oznacuje parcialni drivace p podle u, resp. v v bodé (u,v).

Diikaz.
(1) Jsou-li o, B € R libovolnd a v = ap, + Opy, pak definujeme kiivku c
predpisem (pro £ dostateéné malé)

c(t) = p(at, Bt),t € (—¢,¢).

Kiivka ¢ ziejmé lezi v plose S a v = ¢(0).
(2) Pokud ktivka c lezi v plose S, pak existuje kiivka d v definiénim oboru
O mapy p takova, ze

c=pod.

(Staci zvolit d = p~! o ¢.) Oznacéme d(t) = (u(t), v(t)).
Je-li v = ¢(tp), pak
V = Upy + VP,

a staci polozit a = u, § = 0. O

Kazdy podprostor v R3 dimenze 2 je uréen jednozna¢né jednotkovym
vektorem, ktery je na néj kolmy. Takové jednotkové vektory jsou ziejmé
dva. Mtzeme tedy tecné prostory charakterizovat pomoci téchto kolmych
vektorli, které budeme nazyvat jednotkové normaly k dané plose v daném
bodé. Jsou zfejmé (aZ na vybér znaménka) uréeny jednozna¢né danou plo-
chou.
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Vsimnéte si, Ze teény prostor je podprostor v R3, tj. vektory jsou umis-
tény v pocatku, ale vektory z teéného prostoru TS k plose si kreslim umis-
téné do bodu s. Je mozné tento rozdil formalizovat tim, ze podprostor TS
by byl definovan jako koncové body te¢nych vektort umisténych do bodu s,
byl by to afinni podprostor v R? (tj. podprostor, posunuty do bodu mimo
pocatek) a TS by bylo jeho zaméfeni (tj. mnozina koncovych bodu te¢nych
vektort, umisténych do pocéatku).

Definice 4.2.3 Je-li TsS tecny prostor v bodé s k plose S, pak existuje
jednotkovy vektor N tak, Ze

TS ={veR}v -N=0.}

Vektor N je urcen jednoznacné aZ na znaménko a nazyvd se vektor jednot-
kové normdly k plose S v bodé s.
Je-li p mapa na S, pak je normdlovy vektor N jednoznacné predpisem
_ PuxDPy
’pu X pv’ .

Dvé mapy pro tentyZ bod maji stejnou jednotkovou normdlu pravé kdyz de-
terminant Jacobiho matice prechodového zobrazeni v daném bodé je kladny.
V tom pripadé nazgvdme tyto mapy souhlasné orientovanymi. Pokud je de-
terminant Jacobiho matice prechodového zobrazeni v daném bodé zdporny,
nazveme mapy opacné orientovanymi.

Atlas plochy nazveme orientovanym atlasem, pokud jsou vsechny jeho
mapy po dvou souhlasné orientované. Orientovand plocha S je plocha s ori-
entovanym atlasem.

Orientovatelnd plocha je plocha, pro kterou existuje orientovany atlas.

Zkuste si najit priklad plochy, ktera neni orientovatelna. Najdéte tecné
prostory a vektory jednotkové normély pro pfiklady ploch, které jsme si
uvadeli. Ukazte, Ze jsou vSechny orientovatelné.

Zvolim-li si mapu na orientovatelné plose, pak mohu vzit maximalni ori-
entovany atlas jako sjednoceni vSech souhlasné orientovanych map s vybra-
nym atlasem. Podobné lze vzit mnozinu vsSech opac¢né orientovanych map,
které opét dohromady tvofi orientovany atlas (ovéite!).

Na orientovatelné plose tedy existuji dva disjunktni orientované atlasy,
které na plose zadavaji dvé rizné (opacné) orientace. Na neorientovatelné
plose zadny orientovany atlas neexistuje.

4.3 Délky krivek na plose, 1. fundamentalni forma
plochy.

Zkoumani dvourozmérnych ploch a jejich zobrazovani pomoci map bylo ode-

vvvvv

moci mapy dany kus zemského povrchu co nejpiesnéji. Nejlépe tak, aby se
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vS8echny vzdalenosti vérné zachovaly na mapé. Uvidime ¢asem, Ze to je tikol
prilis tézky. V tuto chvili se nauc¢ime métit vzdalenosti na plose.

Je tifeba odlisit vzdalenosti, méfené na plosSe od vzdalenosti bodu v pii-
slusném prostoru, které jsou dany obvyklym vzorcem z Eukleidovské geome-
trie. Vzdalenost dvou bodua na plose je, podle definice, infimum délek vSech
kiivek, které lezi na plose a spjuji tyto dva body. Prvni, co se tedy musime
naucit, je pocitat délky kfivek, které lezi na plose.

Chceme tuto délku spocitat podle tdaji na mapé, tj. pomoci udajt,
které definuji pfislusnou parametrizaci plochy a tdaji, které charakterizuji
zvolenou kiivku. To Ize udélat takto.

Piedpokladejme, ze je ddna mapa p = p(u,v), (u,v) € O. Je-li d(t) =
(u(t),v(t)),t € I rovinna kiivka, jejiz obraz lezi v O, pak ¢ = pod je
kiivka na plose < p > . Je zfejmé, ze kazda krivka lezici v obrazu mapy
< ¢ >=p(0O) se takto da napsat.

Délka [ kiivky ¢ je déna vztahem | = [;|¢|dr. Integrand vypocitame
takto:

¢ = Uupy + 9py; |¢]2 = E(0)? + 2Fu0 + G(0)?,
kde jsme t¥i funkce F, F, G proménnych u,v definovali pomoci vztahtu
E =pu-Pu; F=Du Pv; G=Dv"Po.
To vede k nasledujici zakladni definici.
Definice 4.3.1 Je-li p = p(u,v) mapa, pak se vjraz
Edu® + 2F dudv + Gdv*

tradicné nazyvd proni fundamentdlni forma plochy.

Matici
E F
7i=(r o)

nazyvame matici proni fundamentdlni formy. Pro libovolny vektor A =
(o, B) € R? definujeme hodnotu I(A) pruni fundamentdlni formy

I(a,8) = (@ p) (? g) (g) = Ba? + 2FafB + Gj32.

Proni fundamentdlni forma I je tedy kvadratickd forma na R?. Stejnym sym-
bolem I budeme oznacovat také bilinedrni symetrickou formu na R?, odpo-
vidagici stejné matici Fr.

Poznamka.

Prvni fundamentéalni formu I jsme definovali jako kvadratickou formu na
R2. Vime, 7e zvolena mapa p na plose S uréuje zaroven soufadnice na te¢ném
prostoru v daném bodé P. Kazdému vektoru se pfifadi jeho soutadnice v
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bazi py, py. Prvni fundamentalni formu je mozné, pomoci tohoto ztotoznéni,
chépat také jako kvadratickou formu v teéném prostoru. Hodnota I(v) pro
v € TpS je pak prosté délka tohoto vektoru v R3! Budeme pouzivat stejny
symbol I pro obé kvadratické formy.

Predchozi vypocet ukazuje, ze pokud pocitame délku kiivky ve zvole-
nych soutradnicich, sta¢i ndm znat prvni fundamentalni formu I, resp. jeji
koeficienty E, F, G. Mnozina O C R? je tedy model pro plochu a prvni fun-
damentélni forma I umoznuje v tomto modelu podéitat délky (resp. thly
nebo plochy).

Priklad 4.3.2 (1) Pokud je p = a+ ub + vc parametrizace roviny, pak
Pu. = b,py, =c a tedy

E=b* F=b-c, G =|c|.

Pokud b-c =0, pak F =0. Pokud |b|=c| =1, pak E =G = 1.

(2) Jsou-li 0, obvyklé sférické soutadnice na jednotkové sfére, pak E =
1,F =0 a G = cos?#.

(8) Zvolte si parametrizaci vdlce a spocitejte si tvar proni fundamentdalni
formy pro wvdlec.

(4) Parametricky popis standardniho kuZelu je

p(v, ) = (veos p,using,v); v € (0,1), ¢ € (0,2m).

Prislusnd proni fundamentdini forma je rovna 2dv? + v2dyp?.



Kapitola 5

Riemannova metrika.

Poznamka. Riemannova habilita¢ni pfednéska.

V devatenactém stoleti bylo zvykem, Ze zdjemci o ucitelské misto na
univerzité museli po doktoratu jistou dobu asistovat a zaroven se zabyvat
vyzkumem. Vysledky vyzkum pak museli sepsat ve formé habilita¢ni prace
a spolu s jejim podénim museli prokazat svoji zptsobilost specielni pfednas-
kou. Desatého cervna roku 1854 takovouto habilita¢ni prednésku pfednesl na
université v Gottingen Bernhard Riemann. Jeho skolitelem byl Gauss, ktery
ze t¥1 témat prednasky navrzenych Riemannem vybral to nejméné oceka-
vané, to, o kterém Riemann piedtim nic nepublikoval (na rozdil od druhych
dvou témat). Toto tieti navrzené téma mélo nazev ”Uber dei Hypothesen
welche det Geometrie zu Grunde liegen”, tedy O zakladnich predpokladech
geometrie’.

V poloviné devatenactého stoleti mél Gauss svoje objevy o neeukleidov-
ské geometrii jesté stale v Supliku, a pies vysledky Lobacevského (1829,
1837 francouzsky, 1840 némecky) a Bolyaie (1831) téméf nikdo nevédeél, ze
opravdu existuji geometrie, kde paty Eukleidiv axiém neplati. A Ze to nejsou
jen kuriozity, anomalie, ale plnohodnotné alternativy pro Eukleidovskou ge-
ometrii. Z poznamek Dedekinda se zd4, ze Gauss toto tieti téma v rozporu
s tradici vybral, protozZe ”chtél védét, jak se tak mlady c¢lovék s tak slozitym
tématem vypotrada”.

Riemannova prednaska prevratila geometrii naruby. V Euklidovské geo-
metrii byly primitivni pojmy body piimky roviny. Riemann si vybral jako
zékladni pojem pro definici geometrie vzdalenost. Oddélil od sebe prostor
a geometrii. Jedna a ta samé mnozina muze nést vic geometrii; geomet-
rie je dodatecna strukutra definovand na dané mnoziné. Jako zikladni po-
jem zavedl Riemann délku vektori v daném bodé (v soucasnych pojmech
skalarni souéin na mnoziné vektorti umisténych v daném bodé¢), ktera se
ovsem mohla ménit bod od bodu. Pomoci diferencidlniho poctu ukazal, jak
v takto zadané mnoziné s touto dodatecnou strukturou pocitat délku kiivek
a vzdalenosti. P¥imky pak definoval jako geodetiky - kiivky, které minimizuji
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vzdalenosti. Pomoci skalarniho sou¢inu mohl definovat také uhly a pocitat
velikosti ploch. To v8e zéroven rozsitil z dvourozmérnych ploch (vyhradné
zkoumanych v jeho dobé&) na obecné n-rozmérné plochy. Riemann sdm ze-
miel mlady a jeho idee pak postupné propracovala fada nésledovnikt (prvni
mezi nimi byl William Clifford, ktery si ihned uvédomil vyznam Riemannovy
prace pro fyziku, ale nanestési také zemrel velmi brzy, jesté nez mu bylo 40
let). Riemann svoji habilita¢ni pfednasku nikdy nepublikoval a zemfel 12 let
po ni, ve veéku nedozitych 40 let. Jeho idee ale brzy ziskaly obrovsky vliv a
v dobé, kdy Einstein na zacatku 20. stoleti pfipravoval svoji obecnou teorii
relativity, mél uz cely aparat Riemannovy geometrie k dispozici (jen bylo
tfeba zménit signaturu prislusné kvadratické formy v souladu se specialni
teorii relativity).

Definice 5.0.3 Piedpoklidejmé, Ze O je oteviend podmnozina v R? se sou-
fadnicemi (u,v). Riemannova metrika na O je zaddna tremi hladkymi funk-
cemi E, F,G na O s vlastnosti, Ze matice

(b))

je positivné definitni pro kazdy bod (u,v) € O.
Symbolicky tuto Riemannovu metriku zapisujeme jako vyraz

ds® = E du® + 2F du dv + G dv?.

Piiklad 5.0.4 1. Kazda requldarni parametrizace p na plose S zrejmé za-
ddvd Riemannovu metriku na svém defini¢nim oboru O, kterd popisuje
geometrii plochy S. Jak jsme vidéli, miuZeme délky krivek mérit bud
primo na plose S, nebo v definiénim oboru jeji parametrizace (s pomoct
prond fundamentdlni formy, kterd zaddvd na O Riemannovu metriku,).
V tomto smyslu jsou oba popisy prislusné geometrie rovnocenné. Po-
jem Riemannovy metriky tedy umoznuje ekvivalentni popis geometrii
vsech ploch, vnortenych do Eukleidovského prostoru pomoct otevienych
podmnozin v roviné a na nich zadanych Riemanovych metrik.

Ezistuji ale Riemannovy geometrie, které nelze ziskat jako souradni-
covy popis geometrii ploch vnorenych do Eukleidovského prostoru. Vy-
znacmym prikladem takovéto geometrie je hyperbolickd geometrie, o
které budeme mluvit zanedlouho. Prislusnou vétu o nemoznosti vno-
reni (celého) hyperbolického prostoru do Eukleidovského tridimenzio-
ndlniho prostoru dokdzal Hilbert. Proto pro nds bude mozZnost popsat
hyperbolickou geometrii jako jednoduchy priklad Riemannovy geomet-
rie podstatnd.

2. Ve velkém mnoZstvi Riemannovych geometrii, které jsme si prdvé za-
vedli, nejsou vSechny mezi sebou rizné. Existuje prirozeny pojem ekvi-
valence, ktery se v tomto pripadé bude nazyvat izometrie. Dve plochy
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(resp. RIemannovy geometrie), které jsou izometrické budou pro nds
jen rizn€ popisy téZe geometrie.

5.0.1 Isometrie.

Definice 5.0.5 Necht Sy, resp. Sa jsou dvé plochy v R3. Zobrazeni F mezi
S1 a Sa, se nazyvd isometrie, pokud zachovdvd délku krivek. Rekneme, Ze St
a So jsou isometrické, pokud existuje isometrie mezi nimi.

Stejnou definici lze pouZit také v pripadé, kdy F' je zobrazeni mezi dvéma
oteviengymi mnoZinami v R?, na kterjch jsou zaddny piisluiné Riemannovy
metriky.

Véta 5.0.6 Difeomorfismus f : S1 — So je isometrie, pokud se pro kaZdou
mapu p daného atlasu plochy S1 pruni fundamentdlni formy map p na S1 a
fop na Sy rovnaji na svém spolecném definic¢nim oboru.

Dikaz.

Protoze mizeme délku kiivky pocitat tak, ze ji rozdélime na ¢asti a jejich
délky seCteme, je mozné bez Gjmy na obecnosti pfedpokladat, ze plocha S
(a tedy i S2) je pokryta jedinou mapou.

Predpokladejme nejprve, ze se prvni fundamentéalni formy map p na Sy
a fop na Sy rovnaji. Je-li ¢ kivka na S1 a f o c odpovidajici kfivka na Sy,
pak dostavame pro délku obou kiivek tentyz vzorecek. Zobrazeni f je tedy
isometrie.

Naopak, je-li f isometrie a je-li p mapa na Sy, pak f o p je mapa na
So. Oznacme FEi, F1,G1, resp. Es, Fo, Go, koeficienty prvni fundamentalni
formy v obou mapéch. Zvolme bod P = p(@, v) a zvolme si soubor kiivek v
R? zavisejici na parametrech a, 3 takto:

u=u+at; v=0+ 0t t € (—¢,¢),

kde ¢ je dostatecné malé. Pak u = «,0 = (3. Délky jejich obrazi pfi obou
mapach se podle pfedpokladu rovnaji, tedy pro kazdé dostatecné malé ¢ a
pro vSechna «, 3 plati

£

€
/ (E1a® + 2F1aB + G18%) dt = / (E2a® + 2FaB + Go %) dt.
—& —&
Z toho ihned plyne, ze Fy = FEs, F1 = F5,G1 = Gs. O
Zobrazeni isometrie mezi dvéma plochami odpovidd nazorné tomu, ze
prvni plochu ohnu bez deformace a pomackani tak, abych ji ztotoznil s dru-
hou plochou. Zkusenost ukazuje, Ze tedy existuje isometrie (¢asti) povrchu
vélce na pas v roviné (rolovani papiru) a isometrie (¢asti) povrchu kuzele na
kruhovou vyseé¢ roviny (baleni kornoutu). Pravé tak zkuSenost ukazuje, Ze
tézko bude existovat isometrie (¢asti) povrchu sféry na ¢ast roviny. Prvni dvé
tvrzeni si ted pomoci predchozi véty ovéfime, na ovéfeni posledniho tvrzeni
musime jesté pockat (az budeme umét to, co kdysi umél jiz Gauss).



36 KAPITOLA 5. RIEMANNOVA METRIKA.

Priklad 5.0.7

(1) Necht Sy je pds v roviné, dany parametrizaci p1(u,v) = (u,v,0),u €
(0,27),v € R a necht Sy je vdlec (bez jedné primky), zadany parametri-
zact pa(u,v) = (cosu,sinu,v),u € (0,2w),v € R. Chceme védét, jestli je
zobrazeni f : S1 — So dané vztahem f(u,v,0) = (cosu,sinu,v) isometrie.
Proni fundamentdlni forma plochy p1 md tvar du® + dv?, prond fundamen-
talni forma plochy f o p1 = p2 md tenty? tvar du® + dv?. Tedy jsou obé
plochy isometrické.

(2) Kuzel (bez jedné primky) je isometricky s édsti roviny. Parametricky
popis standardniho kuZelu je

pl(U,SO) = (U cos gO,’USiIl(p,U); vE (07 1)7 Y E (0727T)

Prislusnd proni fundamentdini forma je rovna 2dv? + v2dp?.
Zvolme si parametrizaci kruhové viysece v roviné takto:

4 . P
v,p) = \/ivcos—,\/ivsm—,o ; v € (0,1), ¢ €(0,27).
paoe) = (Vaucos 2 Vausin 20 s v € (0.1) ¢ € (0.20)
Pak jsou prislusné proni fundamentdlni formy stejné (spocitejte sil!).

Prislusnd isometrie f je zobrazeni plochy S1 na plochu Ss dané predpi-
sem f = pzopi .

5.0.2 Zobrazeni, které zachovavaji velikost plochy.

Nejdiive se naucime, jak se pocita velikost povrchu (¢asti) plochy pomoci
integralu. Je-li S plocha v Eukleidovském prostoru a je-li f funkce na S
pak integral funkce f pies plochu S se znadi |, g [ dS a fyzikové mu obvykle
fikaji plosny integral prvniho druhu. Definice plosného integralu prvniho a
druhého druhu je obsazena v kazdé slusné ucebnici kalkulu (i kdyz asi ne
v obecnosti, kterou bychom si pfali). Pokud jste se plosny integral dosud
nenaucili, musime ted chvili stréavit s jeho definici. Velikost P(S) plochy S
je pak dana vzorcem P(S) = [41dS.

Definice 5.0.8 Je-li f hladkd funkce na plose S a je-li S pokryto jedinou
mapou S = p(O), pak definujeme integrdl z f pres plochu S vzorcem

/de:/f|puxpv|dudvz/f\/EG—deudv.
S (@] (@]

Predpokldadejme, Ze je mozné S napsat jako disjunktni sjednocent
S=<p1>U...U<pj>U<ct >U...U< ¢ >,

kde p; jsou mapy na plochdch S; =< p; >,i =1,....kacj,j =1,...,1
jsou regquldrni krivky. Pak definujeme

/Sde:Z]j:/Side
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Ve vsech standardnich pfipadech, kdy potfebujeme integrovat ptes plo-
chy, neni tézké najit vhodny rozklad plochy na nékolik otvefenych casti, které
se daji pokryt jednou mapou a zbytkem, ktery se vejde od jedné, nebo vice
krivek. U sféry lze vynechat jednu polokruznici a severni a jizni pél,zbytek
je obraz otevieného dvourozmeérného intervalu pri standardnich sférickych
soutradnicich. Podobné je tomu u valce, ¢i toru.

Véta 5.0.9 Integrdl fS fdS nezdvisi ani na rozkladu plochy S, ani na volbé
parametrizact p;.

Dikaz.
Pfipometime si nejprve, Ze plocha rovnobéznika v R3, jehoz hrany jsou
tvoreny vektory aj,as je rovna

|a1 X a2| = det(gij); gij = a; - &y, i,j = 1,2.
Rovnost obou vyrazt plyne ze vztahu
(axb)-(cxd)=(a-c)(b-d)—(a-d)(b-c)

dosazenim ¢ = a,d = b. Pro pripad a = p,, b = p, dostaneme determinant
rovny EG — F2.

Nejdiive si ukdzeme, Ze plosny integral nezavisi na vybéru map. Predpo-
klddejme, ze méme dvé parametrizace p; a ps takové, ze < p; >=<p2 > .
Pak vime, Ze existuje zména parametrizace

(U, 0) = (P1(u,v), Pa(u,v)) = ®(u,v)
takova, Ze p1(u,v) = p2(®(u,v)). Z toho plyne
(P1)u X (P1)y = (det J®)(p2)a X (P2)s,

kde J® je Jacobiho matice zobrazeni ®.
Je-li p definovdno na O C R? a O = ®(0), pak podle véty o substituci
plati

[ 100 x 1) Jdudo = [ [(det7)[[(p2)a x (p)sldude —
(@) (@)

— [ Itp2)a x (pa)slai .
O

Dale si ukadzeme, Ze vysledny integral nezavisi na rozdé€leni plochy na
oteviené Casti, které jsou obrazy map. Predpokladejme, ze mame dvé takova
rozde€leni

S=<p1>U...U<pj>U<c >U...U<¢c >,
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S=<p1>U..U<p;>U<ec >U...U<c>.

Pak si najdeme spoleéné zjemnéni, kde za oteviené Casti vezmeme vSechny
pruniky
L ) ) . . ) ./
S =508y, i=1,...,5, 7 =1,...,7

a doplnime je do celé plochy vhodnymi obrazy kiivek (to zfejmé jde). Staéi
nyni ukazat, Ze

J 33"

> / fds= Y fds.

i—1 7S i=1,i'=1" St
Ale pro to stadi si uvédomit, ze plocha S;, pres kterou integrujeme se rozlozi
na disjunktni sjednoceni prinika S; N Sy, ¢/ = 1,...,7 a nékolika obrazl
krivek. Pokud podle definice prevedeme integral pres S; na integral pres
otevienou mnozinu O C R? 7z hladké funkce, pak staci si uvédomit, Ze vzor
kiivek v rozkladu pfi parametrizaci dané mapou jsou opét obrazy hladkych
kiivek v R? a Ze maji tedy miru nula. Integral pfes né je tedy nulovy a
zbytek plyne z aditivity integralu. g

Definice 5.0.10 Hladké zobrazeni f : S1 — So mezi dvéma plochami za-
chovdvd velikost plochy pravé kdyz pro kaZdou mapu p daného atlasu plochy
S1 plati pro koeficienty E1, F1, G1 pruni fundamentdlni formy parametrizace
P a koeficienty Es, Fo, Go proni fundamentdlni formy parametrizace f o p
plochy Sy vztah

E\Gy — FE = ByGy — F2.

Dikaz.

Dukaz se provede stejné jako dikaz nutné a postacujici podminky pro
isometrii. Je zfejmé, ze vztah ve vété zarucuje, ze odpovidajici integraly (a
tedy i odpovidajici velikosti ploch) vzoru a obrazu pii zobrazeni f budou
stejné. O

Nésledujici vétu objevil slavny fecky matematik Archimedes. V jeho
dobé, kdy neexistoval kalkulus, bylo pozoruhodnym vykonem spocitat veli-
kost povrchu sféry, resp. velikost vyseCi na sféfe, omezenych dvéma hlavnimi
kruZznicemi na sféfe. Archimedes tuto tlohu dokazal vyfesit tim, ze ji prevedl
na vypocet ploch na valci, kde se vse redukuje na znalost velikosti obvodu
kruznice, resp. jeji pomérné Casti. Legenda fika, ze po obléhani Syracus,
pri kterém Archimedes zahynul, nechal tuto vétu vytesat fimsky general
Marcellus na jeho hrob.

Véta 5.0.11 (Archimedes.) Uvazujme jednotkovou sféru bez dvou bodi
St ={(z,y,2)[a* + y* + 2° = 1,2 # £1}

a ¢ast vdlce
SQ = {(x,y,z)\xz +y2 = 17 —-1<z< 1}
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Kazdému bodu P € S1 odpovidad bod Q) € Sa, ktery md tutéZ souradnici z a
pro ktery primka PQ protind osu z. Zobrazeni f, které pritadi bodu P bod
Q je v souradnicich popsdno vztahem

T Y
f(m,y,z) - <\/m2+y2’ \/x2+y2’z>

Pak f je difeomorfismus S1 na Sa, ktery zachovdvd velikost ploch.

Dikaz.
Zvolme si mapu

p1(0, ) = (cos B cos p,cosbsinp,sinb); 6 € (—n/2,7/2), p € (—m,7),

ktera pokryva celou plochu S; az na jednu polokruznici. Mapa ps = f o p1
ma pak tvar

P2(0, ) = (cosp,sinp,sinb); 0 € (—m/2,7/2), p € (—m,m).
Odpovidajici koeficienty prvni fundamentalni formy jsou
E1 = 1,F1 = O,Gl = COSZQ; E2 = COS29,F1 = O,Gl =1.

Je zfejmé, ze pozadovany vztah v predchozi vété plati.

Totéz plati pro druhou mapu na Si, kterd je dana zobrazenim p;p s
0 e (—m/2,7/2), ¢ € (0,27r). Obé mapy tvoii atlas na S;. Podle pfedchozi
véty tedy f zachovava velikost ploch.

O

Archimedes tuto vétu pouzil k odvozeni velikosti plochy vyseCe, omezené
na jednotkové sféfe dvéma hlavnimi kruznicemi, které sviraji thel a. Po
promitnuti na povrch valce je obrazem ¢ast valce nad obloukem kruznice,
ktery odpovidd thlu a. Velikost plochy tohoto obrazce je zfejmé 2a. Pro
povrch celé sféry dostaneme zndmou hodnotu 4.

5.0.3 Konformni zobrazeni.

Nyni si budeme definovat konformni zobrazeni mezi dvéma plochami. Je to
zobrazeni, které nemusi zachovavat vzdalenosti na plose, ale které zachovava
uhly. Pfipomerime si stfedoskolskou informaci, jak se vypocita thel, ktery
sviraji dvé strany v trojuhelniku. Oznacime-li tyto dvé strany vektory aj, as,
pak jejich tthel ¢ se vypocte ze vztahu

al - ag

€ (0, 7).

YT Jar[Jag|”
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Definice 5.0.12 Jsou-li c1,co dvé kfivky na plose S a ci(t1) = cao(te) =
s € S, pak thel kiivek cra co v bodé s definujeme jako uhel vektori ¢1(t1) a
(fz(tz).

Rekneme, Ze f : S1 — Sa je konformni zobrazeni, pokud zachovdvd uhly,
tj. pokud pro kazdy bod s € S a pro kaZdé dvé krivky c1,ca pro které c1(t1) =
ca(te) = s, plati Ze thel krivek cq1,co v bodé s je stejny jako thel kiivek
foey, foey vbode f(s) € Ss.

Véta 5.0.13 Zobrazeni f : S1 — So je konformni zobrazeni pravé kdyZ
pro kaZdou mapu p daného atlasu plochy Sy je pruni fundamentdlni forma
parametrizace p (nenulovym) konstantnim ndsobkem pruni fundamentdlni
formy parametrizace f op plochy So.

Dikaz.

Budeme opét bez Gjmy na obecnosti predpokladat, Ze plocha Sy (a tedy i
Ss) je pokryta jedinou mapou pi, resp. p2 = fopi. Oznaéme E;, F;, G;, i =
1, 2 koeficienty prislusné prvni fundamentalni formy.

Délka vektoru i skalarni soucin dvou vektord se vypocita pomoci prvni
fundamentalni formy plochy. Pokud se tato forma vynéasobi konstantou, vy-
nasobi se délka vektoru toutéz konstantou a skaldrni soucin se vynéasobi
kvadratem této konstanty. Je tedy zfejmé ze vzorce pro tthel dvou vektort,
ze se prislusny thel nezméni. Pokud je tedy vektor (E1, F1,G1) (nenulovy)
nasobek (Fs, Fy, G3), pak je zobrazeni f konformni.

Toto tvrzeni je ziejmé nezavislé na zméné parametrizace zvolené mapy.
rat (bude v textu v Apendixu).

O

Priklad 5.0.14 Prikladem konformniho zobrazeni zobrazeni (¢dsti) jednot-
kové sféry na rovinu je tzv. stereografickd projekce. Oznacme N severni pol
sfery (N = (0,0,1)). Pro libovolny jing bod Q sféry protind primka NQ
rovinu z = 0 v jediném bodé P. Zobrazent, které bodu @ na sfére priradi bod
P v roviné se souradnicemi (u,v) se nazyvd stereografickd projekce. Snadno
zjistime, inverzni zobrazeni P +— @) je popsdno vzorcem

2u ) —1+u2+v2>

Q= (@,9,2) = p(u,0) = <1+u2+1)2’1+u2+1)2’ 1+ u? + 02

Overte, Ze je to konformni zobrazeni! Derivace maji tvar

(2002 —u?+1) —4uv 4u
Pu= \Tr w2+ o2 A+ 1002 (L1 + 02)2
B —4uw 2(u® — v +1) 4v
P\ AT+ 007 Ut w2+ 022 (142 + 02)2

Tedy F =G = F=0.

4
(EETET
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5.0.4 Modbiova grupa.
V tomto paragrafu budeme ztotoznovat sféru s (konformni) kompaktifikaci

C U {oo} komplexni roviny C, nap¥. pomoci stereografické projekce.

Definice 5.0.15 KaZdému elementu g € G' = SL(2,C),g = <Z 2) , pro

ktery ¢ #£ 0, pritadime zobrazeni

.82 s §2 _aztb VN
Blg) : 81 S2,0(9)(2) = o2 € C,0(o0) = T (%) = ox.
Pokud pro wvazované g plati ¢ =0, pak d #0 a
a b
9g) = 22+~ dg)(00) = 0.

Véta 5.0.16 1. Zobrazeni ¢(g) je vzdjemné jednoznacné zobrazeni S>
na S2. Jako zobrazeni z R? do R? md (pro ¢ # 0) singularitu v bodé
z=-2.

ol

2. Pokud ¢(g9) = &(¢'), pak g = +¢'. Tedy G := G' /Ly, Lo = {£1} je

grupa transformact sféry S2.

3. Grupa G je generovina elementy tvaru
-1
$a(2) =2z +a,a € C; dy(2) =bz,b € C,b#0; 9(2) = —.

4. Kazdé zobrazeni ¢(g) je konformni zobrazeni sféry S* na sebe.

5. MnoZinu v Toviné nazveme zobecnénd kruznice, pokud je to bud kruz-
nice, nebo primka. KaZdou zobecnénou kruznici v komplexnt rovine lze
popsat rovnict

(5.0.1) azz —wz —wzZ +c =0, |w*>ac, a,c € R,w € C.
Prislusnd mnoZina Tesent je primka prdvée kdyz a = 0.

Proky Mobiovy grupy prevddi zobecnéné kruznice na zobecnéné kruz-
nice.

6. Jsou-li 21,20, 23 tii rizné body body S?, pak existuje prdvé jedno zob-
razent ¢ € G, pro které plati

P(21) =0, ¢(22) = 1, ¢(z23) = oc.
Dukaz.

1. Nésobeni matic v SL(2,C) odpovida skladani zobrazeni v G. Inverzni
zobrazeni tedy existuje, odpovida inverzni matici.
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2. Je jasné, 7z +1d € SL(2,C) indukuje identické zobrazeni.

Na druhou stranu, pokud je ¢(g) identické zobrazeni, pak pro vSechny
komplexni é&isla z plati az +b = cz? +dz, tedy b=c=0a a = d,ad = 1.

. Je-li a # 0, pak lze matici g € SL(2,C) rozlozit

(¢ a)= (e )62 )
b D)=G )6 G o)

. Tvrzeni stac¢i dokdzat pro generatory grupy G. Posunuti, rotace jsou

dokonce izometrie, dilatace zfejmé zachovava thly (je konformni). Je
tedy tfeba ukazat, ze ¢(z) = _71 je konformni zobrazeni (jako zobrazeni
z oteviené podmonoziny Eukleidovské roviny do Eukleidovské roviny.
Piislusny atlas ma jedinou mapu (identitu). Oznacime tedy pi(z,y) =
(z,9,0) a

pé(x7y)=¢op3(w,y,0)=< - Y 0>.

x2+y2’x2+y2’

Pro p7 dostaneme E1 = G1 = 1, F; = 0. Pro p3 dostaneme

opy [ a?—y? 2ey
or  \ (22 +92)2" (22 +y2)2’

s < —2xy x? —y? 0)
2+ 922 (a2 + 22 )

Tedy
1
Br=Gr= o =0

. Obecna kruznice v roviné mé rovnici

(= A)* +(y - B)* = R?,
t.j.
a2 +y? — 24z — 2By + (A2 + b — R?) = 0.
To nyni sta¢i upravit do komplexniho tvaru (a = 1).
Pripad a = 0 zfejmé odpovida obecné rovnici primky.

Tvrzeni se pak snadno ovéii pro jednotlivé generétory.
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6. Existence je zfejma ze vztahu

(2 —21) (22 — 23)
(2 —23) (22 — 21)

¢(2) =

Jednoznacnost staci ovérit pro prvek G, ktery prevadi body 0,1, co na
sebe.

O
Definice 5.0.17 Jsou-li 21, 20, 23,24 Ctyii rizné body S%, pak definujeme
jejich ctyrpomér [z1,z2,23,24] € C takto: je-li ¢ zobrazeni, které prevdadi
21, 22,23 na 0,1, 00, pak étyFpomeér [z1, 22, 23, 24] je roven ¢(zy).

Véta 5.0.18 Ctyrpomeér se zachovdvd pri Mobiovyjch transformacich.

Dukaz plyne ihned z definice.
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Kapitola 6

Hyperbolicka geometrie.

Sféricka geometrie je prvni piiklad neeukleidovské geometrie, kde plati vSechny
4 prvni axiémy, ale neplati axiém paty. Ve sférické geometrii se kazdé dvé
primky protinaji.

geometrie, ve které existuje pro danou primku a dany bod nekoneéné mnoho
rovnobézek, které timto bodem prochézeji. Pro tuto geometrie se vzil nazev
hyperbolickd geometrie. Jeji vlastnosti je mozné nejlépe pochopit popisem
nékolika rtznych modeld.

6.1 Hyperboloid.

Budeme uvazovat vektorovy prostor M3 = {x = (xq,1,22)|z; € R} s
kvadratickou formou Q(x) = —z2+ 2% + 23 s Minkowského signaturou (1, 2).
Kvadraticka forma @ zadava dvoulisty hyperboloid {z € M3|Q(z) = —1}.
Jeho horni list ozna¢ime Hs, tedy

Hy = {x € M3|Q(x) = —1,29 > 0} = {x € M3|xg = \/1 + 22 + 23}.

6.1.1 Priimky v hyperbolickém prostoru.

Analogie se sférickou geometrii je velmi silné. Ve sférické geometrii byla sféra
definovéana jako feseni rovnice Q(x) = 1, kde Q(z) = 23 + 23 + 23 je kano-
nicka positivné definitni kvadraticka forma na R3. Grupa symetrii sféry je
grupa SO(3) viech rotaci v Eukleidovském trojrozmérném prostoru £3. Tato
grupa transformaci zachovava sféru. P¥imky jsou priniky dvourozmérnych
podprostorti v R3 se sférou (tj. hlavni kruznice na sféie)

Podobné je mozné postupovat v hyperbolické geometrii. Hyperboloid Hy
je definovan jako (horni list) dvoulistého hyperboloidu s rovnici Q(z) = —1,
kde Q(z) = 2?2 + 23 — 23 je kanonickd nedegenerovana kvadratickd forma
na R? se signaturou (2, 1). Dvojice (R, Q) se obvykle nazjva (tiirozmérny)
Minkowského prostor a znaci se Ms.

45
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6.1.2 Grupa isometrii prosotru H,.

Grupa symetrii hyperboloidu je grupa G = SO(2,1) vSech linedrnich zob-
razeni Rz do sebe, které zachovavaji Minkowského kvadratickou formu na
prostoru R? a maji determinant rovny jedné. Tato grupa transformaci za-
chovava hyperboloid Hy. Tato grupa je méné dimenzionalni verzi slavné
Lorentzovy grupy (pro Minkowského prostor M; = R* s nedegenerovanou
kvadratickou formou signatury (3,1)). VSechny rovnice relativistické fyziky
musi byt invariantni viéi akci Lorentzovy grupy.

Podobneé jako grupa rotaci v Eukleidovském trojrozmérném prostoru ob-
sahuje podgrupy rotaci v jednotlivych soufadnicovych rovinach, i grupa
SO(2,1) ma podobné podgrupy ’rotaci’, které sklddanim generuji celou
grupu G. Jsou to podgrupy rotaci v roviné soutadnic x1, xs

1 0 0
0 cosu sinu
0 —sinu cosu

a podgrupa "hyperbolickych’ rotaci v roviné soutadnic zg, 1

coshu sinhu 0
sinhu coshu 0
0 0 1

(Fyzikové témto transformacim, které michaji dohromady jednu prostorovou
promeénou s ¢asem Fikaji "Lorentz boosts’. Jsou to transformace, které primo
protife¢i Newtonové predstavé absolutniho ¢asu.)

6.1.3 Piimky v hyperbolickém prostoru.

Primky budeme zatim definovat analogii s definici pfimky ze sférické geo-
metrie. Za chvili si ukdzeme, ze maji vlastnost, ktera se od primek ocekava a
ktera se bere Casto jako obecné definice, tj. ze kazda GiseCka na piimce musi
byt nejkratsi spojnice mezi koncovymi body usecky.

Pfimky v Hs definujeme jako priniky dvourozmérnych podprostord v
R3 s Hy. Zd4 se na prvni pohled, Ze symetrie sféry (véechny body i piimky
vypadaji stejné) je v hyperbolické verzi ztracena. To je ale matouci, je to
zpusobeno tim, Ze hyperboloid automaticky vnimame jako mnozinu v Euk-
leidovském trojrozmérném prostoru. Vidéli jsme ale, ze hyperboloid Hy ma
obdobné velkou grupu izometrii jako sféra.

6.1.4 Popis H, v soufadnicich.

Pro soufadnicovy popis hyperboloidu Hy pouZijeme analogii stereografické
projekce ze sférické geometrie. Mapa na Hs je zobrazeni ® : U — Hj z
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jednotkového kruhu U := {¢ = u + iv € C||¢| < 1} v komplexni roviné na
Hs dané predpisem

1+ u?+ 02 2u 2v
®(u,v) = 1—w2—0v2"1—w2—0v2"1—u2—02" /)"

Je snadné se presvédcit, ze obraz © = ®(u,v) patfi do Hy a z danych hodnot
bodu (xg, z1,z2) € Ha je mozné zpétné vypocitat hodnotu vzoru (u,v) € U,
takze ® je prosté a na.
Chceme ted spoditat, jak vypada prvni fundamentdlni forma plochy v

soufadnicich (u,v) € U. Staci spocitat

0P 2

— = (2u,2uv, 1 + u? — 02

ou (1 —wu?—02)? ( )

0P 2

2 2
%:m(%,l—u + v ,2uv)

(druh& rovnice plyne z prvni zdménou u a v). Koeficienty F,F,G prvni
fundamentalni formy vyjdou

4

E=G=——F——,F=0.
(1—u2 —p2)2’

Tedy @ je izometrie s mnozinou U spolu s Riemannovou metrikou

4

m(du2 + dv?).

To vede ihned druhému modelu hyperbolického prostoru, kterému se obvykle
ik Poincarého disk (je to konformni nasobek Eukleidovské metriky v ro-
ving). VSimnéte si, ze kvadratickd forma @) sice neni pozitivné definitni, mé
signaturu (2, 1), ale indukovany skalarni souéin na te¢ném prostoru v libo-
volném bodé je positivné definitni (v soufadnicich (u,v) popsany pfislusnou
Riemannovou metrikou). To vede k néasledujici definici.

6.1.5 Poincarého jednotkovy disk.

Definice 6.1.1 MnoZina U spolu s Riemannovou metrikou

4

2 _
ds” = (1—u2—v2)2(

du® + dv?)

se nazyvd Poincarého model hyperbolickée roviny.

Abychom dobie popsali mnozinu vSech pfimek, zavedeme si jeSté treti
model (pomoci vhodné izometrie).
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6.1.6 Horni polorovina.

Ozna¢me H, := {z =z + iy € C|ly > 0.} Je to tedy horni polorovina, jeji
hranici je realna osa. Existuje jednoduché linearni lomené zobrazeni, které
prevadi jednotkovy kruh na horni polorovinu. Chceme najit prvek Mobiovy
grupy, ktery pfevadi body +1 hranice jednotkového disku na body 0, 0o z
realné osy a bod 0 € U na bod i € Hy. Staci vzit transformaci

i(1+¢)
6.1.1 .
(6.1.1) =5
s inverzni transformaci
Z—1
6.1.2 = )
( ) ¢ z+1

Z hlediska hyperboloidu Hjy jde zfejmé o zménu parametrizace. Chceme
si nyni spocitat, jak se zméni prislusné koeficienty v prvni fundamentalni
formé, jak bude prvni fundamentalni forma vypadat v novych soufadnicich.
V tuto chvili si trochu vypomtzeme postupy, které se naucite pristi rok v
komplexni analyze (jak vidite, diferencidlni geometrie je vlastné kombinaci
geometrie a analyzy). Pro jednodussi zapis se budeme snazit drzet redlnou a
imaginarni ¢ast casto pohromadé. Napriklad snadno se spocita, Ze derivace
podle redlnych proménnych = a y zobrazeni (6.1.2) vypadaji

i 1 z—i 2% dC
%_z—ki_(z—i-i)Q_(z—i—z')Q_(_Z)d_y'

Vsimnéte si, ze nasobeni néjakého komplexniho ¢isla ¢islem (—i) odpovida

rotaci pfislusného vektoru o pravy thel. Tedy g—i a % jsou na sebe kolmé

(jako vektory v R?). Déale z rovnice pro linedrni lomené zobrazeni dostaneme

ihned
|z —i|?

B |z + |2

1-[¢?=1

1 |z +i|? e+

1—CE |z +iP—|z—i2 4Imz

Koeficienty prvni fundamentalni formy v novych souradnicich tedy maji tvar
4 12\* 1
Fogoat _(EXIEY 1
|z +4* \ 4Im 2z y?
aF=0.

To vede k tfetimu (ekvivalentnimu) modelu hyperbolické geometrie.

Definice 6.1.2 Necht H = Hy = {(x,y) € R%|y > 0} oznacuje horni polo-
rovinu. Riemannovu metriku na H definujeme vztahem

1
ds* = ?(de + dy?).
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Tim je zaddna geometrie, kterd tvori treti model pro hyperbolickou geometrii
(v dimenzi 2), tj. pro hyperbolickou rovinu.

V tomto modelu si postupné rozmyslime, jak vypadé grupa vsech isome-
trif, jak v ni vypadaji Gsecky a pfimky a vypocitame plochy trojihelnik.

6.1.7 Isometrie hyperbolické roviny.

Ozna¢me Gy podgrupu Mébiovy grupy G, kterd odpovida podgrupé SL(2, R)
SL(2,C). Je to tedy grupa vsech linearnich lomenych transformaci s real-
nymi koeficienty a determinantem prislusné matice rovnym jedné.

Véta 6.1.3 Vsechny zobrazeni ¢(g),g € Go jsou izometrie H. Také zob-
razeni R dané reflexi v Eukleidovské roviné podle osy y (zuZené na H) je
izometrie H.

Dikaz.

Tvrzeni je zfejmé pro reflexi R. Pfedevsim je tfeba ovérit, ze vSechna
linearni lomené transformace s redlnymi koeficienty zobrazuji H do H. To
je jasné z toho, ze body hranice H, tvofené redlnou osou (a nekone¢nem) se
zobrazuji do sebe. Navic se zfejmé bod z = 1 zobrazuje do horni poloroviny
praveé kdyz je determinant matice g kladny.

Tvrzeni véty sta¢i nyni ovérit pro generatory Gg. Stejnym postupem jako
pro grupu G se ukaze, ze Gy je generovana zobrazenimi

ba(2) =z4+a,a ER; ¢p(2) =bz,b > 0; ¢(z) = _71

To je zfejmé pro posunuti a okamzité vyjde pro dilatace.
Nejslozitéjsi je to pro zobrazeni ¢. Mnozina H je pokryta jedinou mapou
(identita). Oznac¢ime tedy pi(z,y) = (z,v,0) a

S - — Y
x? - o x? ) 0 = ) ) 0 *
pQ( y) ¢ pl( Y ) <x2+y2 1_2_’_y2 >
Je tfeba nyni ukézat, Ze koeficienty F;, F;, G;,i = 1,2 prvni fundamentélni
formy splyvaji pro obé mapy p;.
Zobrazeni ¢ ted uvazujeme jako zobrazeni z hyperbolické poloroviny do
sebe. Riemannova metrika na H je definovana vztahem

1

2 _
ds—y2

(dz? + dy?).

Tedy pro mapu danou identickym zobrazenim dostaneme

1
E1:G1:—,F1:0.
Y
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Pro p5 dostaneme opét

Opy x? — 92 2zy 0
o9r  \(@Z+y2)2 (22+y2)2 )’

Opy —2zy x? — 92 0
oy~ \ Gy TP

Tentokrat ale

2 —q? 2 2zy 2 1 1
Ef“h:{ﬂﬂ+wﬁ>+<wuww> i

and Fo = 0. Tedy ¢ je izomorfismus podle véty 5.0.6.

Zjistili jsme tedy, Ze vSechny transformace z Gg a jejich slozeni s reflexi
R jsou izometrie. Mnozina GG vsech téchto izometrii tvori zfejmé grupu, a da
se ukazat ze je to jiz grupa vsSech izometrii H. My to v tuto chvili budeme
jen konstatovat, a nebudeme to ovétovat.

Grupa G ptsobi transitivné na horni poloroving, tj. libovolny bod H,
lze prevést na libovolny dalsi bod H, izometrii. Chceme-li ovéfit toto tvr-
zeni, staci si uvédomit, ze je mozné libovolny bod translaci a dilataci prevést
na bod i € H,.

Podobné je mozné libovolnou piimku v H, pfevést na L (osu y). Pro
svislou pfimku staci pouzit vhodné posunuti. Pro kruznici, kterd kon¢i na
realné ose v bodech s,t € R, s < t, staci vzit linearni lomenou transoformaci
j_:;i’ kterd prevadi bod t do nuly a bod s do nekonefna. Obrazem této
kruznice tedy musi byt osa y.

Izometrii se tato vlastnost zachovéa, tedy plati i ve vSech dalSich mode-
lech.

Poznamka.

Grupa izometrii v modelu Poincarého disku se dostane snadno jako ob-
raz grupy izometrii v horni poloroviné slozené se zobrazenim reparametrizace
(6.1.1). Jsou to tedy opét prvky Mobiovy grupy, které zachovavaji jednot-
kovou kruznici (plus obraz reflexe R). D4 se ukézat, ze maji tvar

9(¢) = 6”%, 9c(0,7), acU.

6.1.8 Usecky v hyperbolické geometrii.

Usecky v dané geometrii definujeme vzdy jako kiivky s nejmensi délkou,
které spojuji dané body. Nejprve si rozmyslime piipad dvou bodd v hyper-
bolické roviné, které maji stejnou redlnou cast.
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Véta 6.1.4 Jsou-li P = (0,A),Q = (0,B), a < b dva body v hyperbolické
roviné a c¢(t) = (0,t),t € (a,b) usecka, kterd je spojuje, pak md kiivka c
nejkratsi délku mezi vsemi regularnimi krivkami v H, které zacinaji v bodé
P a konci v bodé Q.

Drikaz.
Je-li ¢ = (c},c) libovolnéd kiivka na (a,b), pro kterou c’(a) = P a
d(b) = Q, pak
b /N 2 N\ 2\ /2
dc dc dt
[
(<) a < dt dt h(t)

dt bdch /dt B
70 > /a 2,2 dt = [log &% = logZ ={(c).

b
>
- /a dt
O

Pokud ¢ je izometrie H, pak zrejmé obdobnd vlastnost plati pro obraz
tsecky c. Osa y (oznacime ji L) je tedy piimka (ve smyslu, ze kazd4a tsecka
na ni ma vlastnost, Ze jeji délka je minimum délek vsech krivek, které spo-
juji ptislusné body (pozdéji si pro kiivky s touto vlastnosti zavedeme nézev
geodetika). Z vlastnosti izometrie plyne ihned, Ze i vSechny jeji obrazy po-
moci izometril H; maji tuto vlastnost. Je snadné zjistit, jak vSechny obrazy
pfimky L, vypadaji. Vime, Ze prvky Mobiovy grupy prevadéji zobecnéné
kruznice na zobecnéné kruznice a ze zachovavaji thly. Tedy kazdy obraz L
pfi transformaci, kterda patii do grupy G izometrii H je opét pfimka nebo
kruznice a jeji tthel s osou  musi byt pravy. Je to tedy bud ptimka rovno-
bézna s osou y nebo prunik H s kruznici, kterd méa stfed na realné ose. To
vede k nasledujici definici.

Definice 6.1.5 Rekneme, Ze mnoZina L C H je primka, pokud je to bud
poloprimka kolmd na osu x nebo polokruznice v H se stredem na redin€ ose.

6.1.9 Eukleiduv paty postulat

Hyperbolicka polorovina H spolu s vySe uvedenou mnozinou piimek tvori
model geometrie, kde jsou splnény prvni 4 Eukleidovy axiomy, ale neni spl-
nén paty. Danym bodem lze k dané piimce vést nekoneéné mnoho rovnobé-
zek.

6.1.10 Trojuhelniky v hyperbolické poloroviné

Véta 6.1.6 Plocha |A| hyperbolického trojuhelnika A s uhly o, 3,7 je roven

[Al=7—(a+5+7)
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Dikaz.

Nejditv vypocitame (explicitni integraci, pomoci Fubiniovy véty) pfi-
slusny povrch pro pripad trojihelnika, jehoz jeden vrchol C' je v nekone¢nu
(tedy thel v je nula) a thly a a 8 jsou v intervalu (0, 7/2). Pfedpokladame
tedy, ze bod C hyperbolického trojuhelnika je v nekone¢nu (a tedy odpovi-
dajici strany jsou polopfimky kolmé na osu x). PouZitim vhodné translace
a dilatace mtzeme zaridit, Zze strana AB trojuhelnika lezi na jednotkové
kruznici se stfedem v pocatku. Predpokladejme tedy, ze

A = (cos(m — a),sin(m — «)), B = (cos (3, sin )

kde0 < f<m—a<m.
Pak plochu |A| tohoto trojuhelnika spoéitame pomoci integralu |, g1dS:

cos 3 00 d
A] = / % e =
cos(m—a) J(1—22)1/2 Y
dz

cos 3
B /COS(T('CV) (1 - x2)1/2 a

cos (3

[_ arccos x]cos T

= 1m—a-—p0.

Obecny pripad plyne z predchoziho specidlniho pfipadu jednoduchym
od¢itanim ploch. Kazdy hyperbolicky trojuhelnik A = ABC lze izometrii
prevést na pripad, Ze strana AC je svisla Gsecka, mtuzeme také predpokladat,
7e bod C'lezi nad bodem A. Pak budeme uvazovat dva trojuhelniky s vrcholy

v nekoneénu: A; = ABoo a Ay = C'Boo. Oznaéme thel strany BC' a Boo
pismenem §. Pak

Al =7 —a—(B+06),[Az] =7 —6—(m—7).

Al =7 — (a+ 5+ 7).

d
Jako disledek dostaneme snadno vzorec pro obsah hyperbolického n-
thelnika M, jehoz hrany jsou tvoreny hyperbolickymi tiseckami:

M| =(n—2)m— (a1 + ...+ ay),
kde a1, ..., a, jsou vnitini thly u vrcholiu M.

6.1.11 Kosinova a sinova véta.

Kosinova véta (zobecnéni Pythagorovy véty) a sinova véta maji v hyperbo-
lické geometrii néasledujici tvar. Pro vypocet pouzijeme model hyperboloidu.
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Véta 6.1.7 Predpokladejme, Ze A je trojuhelnik v hyperbolické geometrii s
uhly o, B, a stranami a,b,c (strana a je jako obvykle proti ihlu o, apod.
pro b a c). Pak

1.
cosh ¢ = cosh acosh b — sinh a sinh b cos .
2.
sinha  sinhb  sinhc
sin « sinf  sinvy
Dikaz.

Nejdiive si vS§imnéme parametrického popisu vyzna¢énych piimek (které
jsou dany prunikem s rovinou, kterd prochazi osou (). Pokud si pro jedno-
duchost vezmeme rovinu os xg,x; mé prislusna pfimka parametrizaci

¢(t) = (cosht,sinht,0).

Vzhledem k tomu, Ze ¢(t) = (sinht, cosht,0), je |¢| = — sinh? ¢t +cosh? ¢t = 1.
Bude-li, kiivka definovana na intervalu (0, a), bude jeji délka rovna a. Tedy
parametr ¢t na pfimce mé geometricky vyznam délky tsecky od bodu Uy =
(1,0,0) do bodu c(t).

Uvazujme libovolny trojuhelnik v Hs. Vhodnou izometrii (tranzitivnost
na mnoziné pfimek) mohu jednu jeho stranu pfevést na usecku AC, kde
C = Uy a A= (coshb,sinhb,0). Jeho tfeti vrchol se pfevede na néjaky bod
B. Obecny bod na Hs m4 tvar (polarni soufadnice)

B = (cosh a, sinh a cos 7, sinh a sin ).

Usecka BC patii dalsi viznacné kruznici. Uhel rovin, které definuji piimky
obsahujici AC, resp. BC je zfejmé roven thlu p#i vrcholu C, tedy ~. Para-
metr a opét oznacuje délku usecky BC na vyznac¢né piimce.

Pouzijme nyni jednu "hyperbolickych’ izometrii

coshb —sinhd 0
® = | —sinhd coshd 0
0 0 1

Ta prevadi trojuhelnik ABC na novy trojuhelnik A’B’C’. Bod C se prevede
na C’ = (cosh b, —sinh b, 0) a bod A se prevede na Uy. Tedy ¢arkovany troji-
helnik méa opét jeden vrchol v bodé Uy. Bod B se prevede na bod B’. Co vime
o jeho soutadnicich. Obecné maji tvar B’ = (cosh f, sinh f cos ¢, sinh f sin ).
Délka tisecky AB se zachova, a usecka A’'B’ lezi na vyzna¢né kruznici. Tedy
parametr f ma vyznam délky tsecky A’B’, tj. c. Parametr ¢ ma opét vy-
znam Uhlu pfi vrcholu A’, tentokrat vyjde m — a.. Tedy

/ . . .
B’ = (cosh ¢, — sinh ccos a, sinh ¢sin ).
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Rovnost ®(B) = B’ ma tvar

coshc coshb —sinhd 0 cosha
—sinhccosa | = | —sinhd coshb 0 sinh a cos v
sinh csin « 0 0 1 sinh a sin v

Rovnosti v prvnim a tfetim fadku této relace jsou pravé tvrzeni kosinové
a sinové véty. O



Kapitola 7

Druha fundamentalni forma
plochy.

Poznamka.

V této c¢asti bychom chtéli zavést pro plochy pojem analogicky pojmu
kiivosti kiivky. Pfipomenme si nejdfive, jak souvisi kiivost kiivky s Taylo-
rovym rozvojem paramterizace kiivky ¢ = c(s) (mtzeme predpoklddat, Ze
jde o parametrizaci obloukem). Taylortv rozvoj v okoli bodu sp mé tvar

c(so + a) —c(sg) = /(so)x + %c"(so)oz2 + o(a?).

Norméla n = n(sg) je kolma na ¢(sp), tedy po vyndsobeni obou stran
predchozi rovnosti norméalou n dostaneme

n- (c(so+ @) —c(sp)) = %naz + 0(042)7

kde k je kfivost kiivky v daném bodé. To dava geometrickou interpretaci
kiivosti kiivky jako velikosti pfirtistku kiivky ve sméru norméaly do druhého
fadu. Jind moznd formulace je fakt, Zze jde o nejlepsi kvadratické pfiblizeni
dané kfivky ve zvoleném bodé a Ze homogenni ¢ast stupné dva je urcena
kiivosti dané kiivky.

Analogickd situace pro plochu je opét Tayloriv rozvoj paramaterizace
plochy do druhého tadu.

p(ug + a,vg + B) — (g, v0) = Puc + Puf + Puud?® + 2Pupa + Puuf° + . ..

kde ... znac¢i hladké zobrazeni, jehoz Tayloriiv rozvoj zac¢inad cleny ttetiho
fadu. Pokud vynasobime obé strany rovnosti jednotkovou normaéalou N, do-
staneme vyjadfeni prirtistku ve sméru norméaly N ve tvaru

N - (pqué2 + 2puwaf + pvaQ)-

To vede k nésledujici definici.

55
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Definice 7.0.8 Je-li p = p(u,v) reguldrni parametrickd plocha na O C R?,
pak definujeme funkce L, M, N predpisem

L=pu N; M =pyy,-N; N =py - N.
Kvadratickou formu II na R? (jejiz koeficienty jsou funkce na O)
II(, 3) = La® + 2Maf + N>

nazveme druhou kvadratickou formou plochy p. Jeji matici oznacime sym-
bolem Fiy, t.j.

fn=<J\L4 %»H(O"ﬁ):(a ’) (f@ A@ <g>

Casto se druh4 fundamentélni forma plochy pise v symbolickém tvaru
Ldu? + 2Mdudv + Ndv?.

Druhé fundamentalni forma, podobné jako prvni fundamentalni forma, je ve
skutec¢nosti kvadratickd forma na teéném prostoru. Zvolme bod P na plose
S. Parametrizace p plochy S indukuje soufadnice na te¢ném prostoru TpS
pomoci obvyklého vztahu

v = apy + Opy < (a7ﬁ) € R?
Kvadraticka forma 11 se pak pomoci téchto soutadnic prenese na TpS :
I1(v)=II(c,[3).

7Z linearni algebry vime, Ze kvadratické formy si jednoznacné odpovidaji
se symetrickymi bilinedrnimi formami. V obou pfipadech je v bazi forma,
resp. bilinearni zobrazeni zadano odpovidajici matici. Pfislusnd symetricka
bilinedrni forma se dostane z dané kvadratické formy polarizaci (nebo v
bazi pomoci pfislusné symetrické matice). V nasem pfipadé matice Fy, resp.
Fr1, urcuji symetrické bilinearni formy, které budeme také znacit symboly I,
resp. I1. Pro pripad I je odpovidajici bilinearni forma praveé skalarni soucin
vektortl, zzeny z R3 na teény prostor.

7 predchozich ivah o druhé fundamentalni formeé jako o aproximaci dru-
hého fadu ve sméru norméaly N se da odvodit, Ze druha fundamentalni forma
na te¢ném prostoru se nemeéni pii zméné parametrizace, ktera zachovava ori-
entaci (a tedy neméni N). Na rozdil od prvni fundamentalni formy, ktera na
parametrizaci ziejmé nezévisi, méni druha fundamentalni forma znaménko
pri parametrizaci, kterda méni orientaci. Druha fundamentalni forma se také
neméni, pokud plochu v prostoru posuneme nebo oto¢ime. Obé tyto tvrzeni
lze dokazat pfimo vypoctem zmény formy I1 pri zméné orientace nebo pri
slozeni parametrizace se shodnosti (je to uzitecné doméci cvicenil!). Az si
uvedeme geometrickou interpretaci formy /I pomoci kfivosti normalovych
fezl plochy, odvodime tuto nezavislost na parametrizaci jinym zptisobem.
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Priklad 7.0.9 (1)

Ihned z definice plyne, Ze rovina md druhou fundamentdlni formu trivi-
alni. Je-li p(u,v) = a+ up + vq jeji parametrizace, je zrejmé Puy = Puv =
Pvww = 0.

(2) Rotacni plocha.

Predpokladejme, Ze je ddna reguldrni parametrickd krivka x = f(s),z =
g(s),s € I v poloroviné z > 0, t.j. predpokladejme, Ze g(t) > 0. Predpokld-
dejme také, Ze jde o parametrizaci obloukem (f + g% =1).

Rotacni plocha je ddna mapou

P(u,0) = (f(u) cos v, f(u) sinv, g(u)); (u,v) € I x (0,2m),
resp. podobnou mapou pro v € (m,3r). Pak
Pu(u,0) = (f'(u) cos v, f'(w) sin v, g'(u)), po(u,v) = (—f (u)sinv, f(u) cos v, 0),
Pu X Pv = (_fg/ COS v, —fg/ sinv, ffl), N= (_gl COS v, —gl sinv, f/)§
Puau,v) = (" () cos v, " (u)sin v, " (w), Puo (. v) = (~f'(u) sinv, f'(u) cos v,0),

Puwv(u,v) = (—f cosv,—f sinwv,0).

Protoze E = f? 4+ ¢? =1, F = 0,G = f% md prond fundamentdlni
forma tvar I(a, 3) = o® + f28%. Ddle, L= —f"g' +¢"f', M =0, N = f¢,
tedy

II(a,ﬁ) _ (_f//g/ +g”f/)042 + fg'ﬁz.

(8) Mezi specialni pripady rotacni plochy patii pripady sféry:
f=cosu,g=sinu; II(a,B) = a? + cos> uf?;

a valce
f=1g=u II(o,B) = B*.

7.0.12 Normalova kfivost, normalové rezy.

Zvolme bod P plochy S a jednotkovy teény vektor v € TpS, |v| = 1. Jednot-
kova normala IN urcuje spolu s vektorem v rovinu R, kterd protind plochu
S v kfivce c. Tuto kfivku nazveme normélovym fezem ve sméru v.

Predpokladejme, Ze je ¢ = c(s) parametrizovand obloukem tak, ze ¢(0) =
P,t = ¢/(0) = v. Frenetovu bazi v bodé P ozmaé¢ime {t,n,b}. Pro kiivost
k kiivky ¢ v bodé P plati

c’(0) = kn, k =c”"(0) - n.

Protoze kiivka c lezi v roviné R, je zfejmé N = +n. Zvolme mapu p(u,v)
na S, jejiz obraz obsahuje bod P a pro kterou N = n.
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Protoze kfivka c lezi na plose S, existuji funkce u = u(s),v = v(s) takové,
ze c(s) = p(u(s),v(s)). Pak

c(5) = put +Puv; ¢ = Puu(t)? +2Puptt’V’ + puy(v))?; &N = IT(W/,0').
To vede k nésledujici definici.

Definice 7.0.10 UvazZujme requldrni parametrickou plochu S, parametri-
zovanou zobrazenim p a jeji bod P. Normdlovou kfivost k,(v) ve sméru
v € TpS,|v| =1 definujeme vztahem

kn(V) = La? + 2Maf + N2,
kde («, B) jsou souradnice vektoru v, tj. v = apy + [py.

Z vypoctu pred definici plyne ihned, Ze normalova kiivost k,(v) je rovna,
az na znaménko, kfivosti normalového fezu ve sméru v. Rovnost plati pokud
N = n; kfivosti jsou opacné, pokud N = —n.

Z této geometrické interpretace druhé fundamentilni formy plyne ne-
zévislost této formy na zméné parametrizace, kterd zachovava orientaci. Je
také vidét, ze druhé fundamentalni forma méni znaménko, pokud zména pa-
rametrizace méni orientaci. Navic je zfejmé, Ze posunuti nebo otoceni plochy
neméni druhou fundamentalni formu.

7.0.13 Hlavni kfivosti, hlavni sméry.

Normalova kiivost x,(a, 3) = II(a, 3),a? + 3% = 1 je spojita funkce na
jednotkové kruznici v R2. Nabyva tedy svého maxima i minima. Hodnoty
téchto extrémil a sméry ve kterych se nabyvaji, jsou dtlezité geometrické
informace o dané plose.

Definice 7.0.11 Rekneme, Ze jednotkovy tecny vektor v je hlavni smér plo-
chy p v bodé P, pokud je to smeér, ve kterém se nabyvd extrém mnormdlové
krivosti k. Odpovidajici hodnota normdlové krivosti se nazyvd hlavni kri-
v0st.

Véta 7.0.12
(1) Cislo X je hlavni kiivost plochy p, pokud
det L—)ME M- M\F

e M- \F N —\C :det(]:[[—)\]:[):().

Hlavni sméry jsou pak reseni rovnice

L—-—ME M—-\F\ [« «a
(M—)\F N—AG) (5) = (Fir =2) (5) =0
(2) Hlavni sméry, resp. hlavni kfivosti, jsou vlastni vektory, resp. vlastni

c¢isla tzv. Weingartenovy matice

W =F; Fip.
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Dikaz.
(1) Vézané extrémy funkce k,, najdeme pomoci Lagrangeovych multiplika-
torti. Snadno se zjisti, ze

(07

ViI(a,B) = 2F; < ﬁ> . VII(a,8) = 2P (g) .

Bod (o, 3) je kriticky bod &, pravé kdyz

(Fir — \Fp) <g> = 0.
Rovnice pro hlavni kfivosti je pak
det(Frr — AFr) = 0.
(2) Tvrzeni plyne z rovnosti
Frr —XFr=Fr(W — D),
kde T je jednotkova matice. O

Véta 7.0.13

(1) Rovnice det(Frr — AFr) = 0 pro hlavni krivosti je kvadratickd rovnice,
kterd ma redlné koteny ki, ka.

(2) Pokud je koten dvojndsobny (k = k1 = k2), pak Fi; = cFr a kazdy
jednotkovy vektor je hlavni vektor. Bod kde toto plati nazveme kruhovym
bodem. Pokud navic k = 0, pak bod nazveme plandrnim bodem plochy.

(8) Je-li k1 # K2, pak odpovidajici hlavni vektory Ay, As jsou na sebe kolmé,
tj. I(A1,Ag) = 0.

Dikaz.

(1) Normalova kfivost k, mé maximum a nimimum na kruZnici jednotko-

vych vektoril a tyto minima jsou realna cisla.

(2) pokud k = K1 = kg, pak ziejmé Fy; je konstantni nasobek F; a tato

konstanta je k.

(3) Tato cast je dusledkem obecné vlastnosti, Ze vlastni vektory pro rizna

vlastni ¢isla jsou na sebe kolmé. Dokézeme to v nasem piipadé piimo.
Jsou-li Ay, resp As hlavni vektory pro hlavni k¥ivosti k1, resp ko, pak

Frrdr = s1FrAv; FrrAs = kaFrs.
Dostaneme tedy
k1 ASF1 A = AL Frr Ay = ko ALFTA;L.
protoze ale k1 — ko # 0, musi byt
ALF Ay = I(Aq, Ag) = 0.

Hlavni vektory jsou tedy na sebe kolmé.
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7.1 Gaussova a stiredni krivost.

Definice 7.1.1 Jsou-li k1, ko hlavni krivosti plochy S, pak definujeme:
(1) Gaussovu kfivost K := Kika.
(2) Stredni kiivost H := (k1 + k2).

Véta 7.1.2 Jsou-li E,F,G, resp. L,M,N koeficienty pruni, resp. druhé
fundamentdlni formy plochy < p >, pak:

(1)
I LN — M?  det Fi
 EG-—F?2  detF;’
(2)
LG -2MF +NE
H = ;
2(EG — F?)
(3)
R1,2 = H+ H? - K.
Dikaz.

Rovnice pro k12 méa tvar
L—xE M—kF
det <M—/¢F N—RG) =0
Tedy
x*(EG — F*) 4+ k(—EN — LG + 2MF) + (LN — M?) = 0.
Pro feseni A o kvadratické rovnice al? 4+ b\ + ¢ = 0 plati

b
Ay = E, AL+ X = ——.
a a
Do téchto vztaht staci dosadit. O
Vsimnéte si, ze K a H jsou zakladni symmetrické polynomy v promén-
nych k1, Ko.
Priklad 7.1.3 (1) Jednotkovd sféra md hlavni kiivosti k1 = ko = 1, tedy
K = H =1 vsude.
(2) Vilec nad jednotkovou kruznici md hlavni kfivosti k1 = 1, ko = 0, tedy
K=0 aH:% vsude.
(8) Pro rovinu plati k1 = ky = 0= K = H vsude.
(4) Pro rotacni plochu
p(u,v) = (f(u)cos v, f(u)sinv,g(u); f2+¢*=1,1>0
platt . )
E=1,F=0,G=f%L=fj—f3,M=0,N=fg.
Ze vztahu f2 + g% =1 plyne, e ff + §j = 0. Pak

P I T |

f? A
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7.1.1 Geometricka interpretace hlavnich kiivosti.

Nyni si chceme rozmyslet, co fikaji znaménka hlavnich kfivosti o geometric-
kém tvaru pfislusné plochy. UvaZzme mapu p(u,v) na plose S a vySetfujme
ji v okoli zvoleného bodu, napt. v okoli bodu p(0,0). Odpovidajici plochu
miizeme, beze zmény geometrickych vlastnosti posunout a otocit. Posuneme
ji tedy tak, aby zvoleny bod lezel v pocatku, tj. aby P = p(0,0) = (0,0,0).
Otocenim také dosdhneme toho, Ze te¢na rovina v pocatku je kolma na osu
z,tj. TpS = {(z,y, z)|z = 0}. Hlavni sméry jsou na sebe kolmé a jednotkové,
mizeme tedy také otocenim plochy dosédhnout toho, ze hlavni sméry maji
tvar vi = (1,0,0), v2 = (0,1,0), a tedy

N=v; Xvy= (0,0,1).

Pak mtizeme napsat Tayloroviij rozvoj pro zobrazeni p v okoli pocatku:
1
p(u7 U) - 5 (puuu2 + 2pypuv + pvvuz) .
Po vynasobeni této rovnosti jednotkovou normalou N k plose dostaneme

z:N-p:%(Lu2+2Muv+Nv2).

Hlavni vektory je mozné vyjadiit v bazi te¢ného prostoru v poc¢atku, odpo-
vidajici koeficienty oznac¢ime ay, 81, as, 02 :

Vi = 1Py + B1Pv; V2 = 2Py + F2Py.

Po linearni substituci v = xaq + yB1,v = zag + yF2, dostaneme

Pz = @1Py + B1Py = V1; Py = Q2Py + 2Py = V2.

Pak v nové parametrizaci p = p(z,y) dostaneme £ = G = 1,F = 0,
tedy vlastni vektory maji vici basi p,,p, soufadnice (1,0), resp., (0,1).
Dostévame tedy v novych souradnicich vztah

1

p(z,y) = 2 (%1 2% + Ko yz) .

Nyni mohou nastat ¢tyfi riizné pripady.
(1) k1 a Ko jsou obé rizné od nuly a maji stejnd znaménka; pak graf funkce
p(z,y) je parabolicky elipsoid, jeho rovnice mé (pro vhodnou volbu kon-

stant) tvar
2 2
Z Y
c=+ (2 4 —> .
<p2 q?

(2) k1 a kg jsou obé rtznd od nuly a maji opa¢nd znaménka; pak graf
funkce p(x,y) je parabolicky hyperboloid, jeho rovnice mé (pro vhodnou
volbu konstant) tvar

o
rQM| QEM

X

Z:_Z_
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(3) Jedna z hlavnich kfivosti je nula, druh4 je rtizna od nuly; pak graf funkce
p(z,y) je parabolicky vélec, jeho rovnice mé (pro vhodnou volbu konstant)

tvar
2

x
(4) Obé hlavni kfivosti jsou nula. Pak jde o plandrni body plochy a o tvaru
plochy nejde nic Fict, tvar zavisi na chovani Taylorova rozvoje tietiho, resp.
vyssiho, radu.

7.1.2 Theorema egregium

Mezi velké Gaussovy objevy patii fakt, ze Gaussova kiivost K ma necekanou
a velmi duleZitou vlastnost - zavisi jen na prvni fundamentalni formé plochy.
Neni pravda, Ze by se vsechny koeficienty druhé fundamentalni formy daly
vypodéitat pomoci prvni fundamentalni formy. Ani normaélova, ani stiedni
kfivost nezavisi jen prvni fundamentalni formé. Jen specifickd kombinace
koeficientu formy I1 se da vypocitat pomoci F, F, G a jejich parcialnich de-
rivaci. Gauss sam si této véty tak cenil, Ze ji pojmenoval Theorema egregium
(tj. pozoruhodna, skvéla véta).

Véta 7.1.4 (Theorema egregium.) Gaussova kiivost K se da vypocitat
pomoci koeficientu proni fundamentdlni formy a jejich derivact.
Presny vzorec pro tuto zdvislost je

_%Evv + Fuv - %Guu %Eu Fu - %EU 0 %Ev %Gu
F,—1G, E F -|3E, E F
1 1
" 1a, F G la, F @
(EG — F?)?

Je vidét, ze formule pro Gaussovu kfivost pro obecnou parametrizaci je
slozita a jeji (pfimocary) ditkaz je dlouhy a tinavny. Pochopitelny a pfehledny
zacne byt teprve, pokud se zavedou a zaCnou pouzivat adekvatni geomet-
rické pojmy (kovariantni derivace a jeji kiivost). To v ¢ase vymezeném této
prednésce udélat nelze.

Ukéazeme si tedy ditkaz Gaussovy véty pomoci specidlnich soufadnic (di-
kaz, ze takovéto souradnice lze zavést na kazdé plose muiize zajemce najit v
Apendixu).

Nejdrive si dokazeme drobnou poznédmku o vlastnostech derivaci normaly
k ploge.

Lema 7.1.5 Pro kaZdy bod plochy existuji c¢isla a,b,c,d, pro které plati
(7.1.1) Ny =apy+b0pv, Ny =cpy + dpo.

a tedy
Ny, x N, = (ad —bc)py X py.
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Pro Gaussovu kfivost K v tomto bodé pak plati
K=ad-bc

Dikaz.

Normala N méa jednotkovou délku, tedy jeji derivace podle v a v musi
byt kolmé na N, a lezi tedy v te¢ném prostoru v daném bodé. Z toho ihned
plyne existence ¢isel a, b, ¢, d, 1 nasledujici rovnost pro vektorovy soudin.

Z kolmosti N na p, a p, plyne derivaci alternativni definice koeficienti
druhé fundamentalni formy

L:N'puu:_Nu'pua M:N'pvu:_Nu'pv,

N:N'PUUZ_NU'PU

a po dosazeni ze vztaht 7.1.1 dostaneme

(L M\ _ (a b\ (E F
M N) \c dJ\F G)’
Z toho ihned plyne tvrzeni lemmatu. g

Véta 7.1.6 Piedpoklddejme, Ze S je plocha v R® s parametrizaci p, pro
kterou md proni fundamentdlni forma tvar du® + G(u,v) dv?.

Pak plati
- ( \/a)uu

K=—7

Diikaz.
Pro kazdy bod (u,v) € O si vyberem vhodnou (adaptovanou) ortonor-
maln{ bazi v R? takto:

1
e=puf= EPU,N-

Vektory e a f jsou jednotkové, tedy derivaci podle u a v vidime, Ze pro
vhodné éisla o, o/, 3,3, a, b, ¢, d musi platit

(7.1.2) ew=af+aN, e, =0f+bN.
a
(7.1.3) fu=—-de+cN, f,=—pe+dN.

Informace o jednotlivych koeficientech dostaneme postupné pomoci vhod-
nych skaldrnich soucint.
Ze vztahu e - f = 0 dostaneme

eu'f+e'fu:07 ev'f+e'fU:0-
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Z téchto vztahii plyne, ze o/ = a=e,,-f, /= =€, - f. Navic

1
a:eu'f:ﬁpuu'pvz

1
ﬁ(pu : pv)u - 2\/5(1% : pu)v =0

1 1
ﬂzev'f:ﬁpuv'pv:mGu—(\/a)u-

Podobné,
ad—be=ey fo—fuev=—PFut0=—(VG)uu
Pro koeficienty a, b, ¢, d plati
a=N-e,=—-N,-¢;b=N-¢e,=—-N, ¢

c=N-fu,==-Ny f; d=N-f,==-Ny-f.
Tedy - N, =ae+bf, —N,=ce+df a

Ny, xN,=(ad—bc)ex f =

Podle pfedchoziho lemmatu je tedy

o= ad—bc _ —(\/@)uu

e e




Kapitola 8

Geodetiky.

8.1 Definice

Definice 8.1.1 Krivka c na plose S se nazyvd geodetika, pokud je ve vsech
bodech vektor & kolmy k plose (tj. k jeji tecné roviné v daném bodé), nebo
nulovy.

Jako okamzity dusledek definice dostaneme vlastnost, ze pro libovolnou
geodetiku musi platit, Ze |¢| je konstantni. Plati totiz

P
Z(lel?y = Z(&-¢) = 2 - ¢.
S(ef) = e ) =2 ¢

Ale ¢ lezi v tené roviné a ¢ je na ni kolmé.

Pro kazdou geodetiku je tedy mozné zménit parametrizaci tak, aby vy-
sledkem byla geodetika parametrizovana obloukem. Staci pouzit substituci
t = a7 pro vhodnou konstantu a. Vektor ¢ se pri této zméné parametrizace
jen vynasobi konstantou a zistane tedy kolmy k plose. Vysledné kiivka po
zméné parametrizace je tedy opét geodetika.

Nejjednodussi priklady geodetiky se ziskaji pomoci normalovych rezi.

Priiklad 8.1.2

(1) Predpokladejme, Ze je kFivka ¢ ddna jako prinik roviny Il a plochy S a
Ze je parametrizovand obloukem. Kvivka c je tedy rovinnd krivka, jeji tecny 1
normadalovy vektor leZi v roviné Il. Vektor ¢ je kolmy k tecné roviné v daném
bodé prave kdyz rovina I obsahuje jednotkovou normdlu k plose v daném
bode.

(2) Velké kruznice na sfére (tj. priniky s rovinou, kterd prochdzi stredem
sféry) jsou geodetiky. Rovina, kterd prochdzi stiedem je ziejmé v kaZdém
bodé tezu kolmd na plochu (tj. na jeji tecnou rovinu). Velké kruznice jsou
tedy normadlové tezy, a tudiz geodetiky.

(8) Libovolnd (¢dst) primky na ploSe je geodetika, protoZe existuje parame-
trizace c(t) = a + bt, kde a,b jsou konstantni vektory. Pak ziejmé & = 0.

65
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(4) Je-li S rotacni plocha, pak jsou vsechny poledniky normalové tezy, a tudiz
geodetiky. Co se tyce rovnobézek, ty jsou normdlové fezy v tom pripadé, kdyz
prislusnd rovina Tezu obsahuje normdlu. To nastane zrejmé tehdy, kdyZ jde
o kriticky bod funkce x = f(u).

8.1.1 Rovnice pro geodetiky.

Véta 8.1.3 Krivka ¢ na plose S je geodetika prdvée kdyzZ pro kaZdou cdst
krivky ¢ = p(u(t),v(t)) obsaZené v jedné mapé p plochy S jsou splnény
ndsledujici rovnice

d 1
(Bt Fo) = 5(Euu2 + 2F, 00 + Gy0?),

d 1
- (Fi+ Go) = 5(Evu2 + 2F, 00 + Gyo?),

kde E, F,G jsou koeficienty pruni fundamentdlni formy.
Tato soustava rovnic se nazyvd rovnice pro geodetiky.

Diikaz.

Predpokladejme, ze kiivka c je kiivka na plose zadané pomoci parame-
trizace p, tj. c(t) = p(u(t),v(t)), kde (u(t),v(t)) je odpovidajici kiivka v
prostoru parametri. Derivace podle prommeéné ¢ budeme oznacovat teckou.
Krivka c je geodetika pravé kdyz v kazdém bodé kiivky je vektor ¢ kolmy
na vektory py, pPu-

Te¢ny vektor ¢ mé ve zvolené mapé soutadnice (i, v), tj. € = pyt + Py0.

Dostaneme tedy dvé nutné a postacujici podminky

4 i+ b)) - pu=0
dt Pyt + Py Pu =V,

9 i+ pub) ) Dy =0
dt Pyt + Py Py =U.

Ukézeme, ze tyto dvé rovnice jsou ekvivalentni s dvéma rovnicemi v
tvrzeni véty. Prvni rovnici upravime takto.

dt PuU + Py Pu =

d . . . . dpy .
T ((Putt + Pu?) - Pu) — (Putt + pvv)? =

d . . . .. .
= E(Eu + FU) - (u2(pu : puu) + uv(Pu *Puv + Po - puu) + v2(pv : puv)) .
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Nyni stac¢i rozepsat
E, = (pu : pu)u = 2pu * Puus

Fu - (pupv)u = Pv 'puu+pu'puv,
Gu - (pv . pv)u = 2pv * Puv-

Dosazenim dostaneme prvni rovnici pro geodetiku ve znéni véty.
Druha rovnice se odvodi presné stejné. O

Dusledek 8.1.4 Libovolnd isometrie prevddi geodetiky na geodetiky

Rovnice pro geodetiky tvofi soustavu dvou obyc¢ejnych nelinarnich rov-
nice druhého rddu. Takovéto rovnice se velmi obtizné daji fesit. Existuji ale
véty o existenci a jednoznacnosti feseni pro takovéto soustavy.

Véta 8.1.5 Je-li v jednotkovy tecny vektor v bodé P plochy S, pak existuje
jedind geodetika parametrizovand obloukem, kterd prochdzi bodem P a jejiz
tecny vektor v tomto bodé je vektor v.

Dikaz.
Rovnice pro parametricky popis geodetiky (u(t),v(t)) v dané mapé maji
tvar
,i'l = f(u,’U,’l:L,'l.}); /l} = g(u7v’a”[})

kde f,g jsou hladké funkce ¢ty proménnych. Zakladni véty o feSeni této
soustavy fikaji, Zze pro kazdou ¢tvefici Cisel a,b,c,d a kazdou hodnotu tg
proménné ¢ existuje € > 0 a FeSeni (u(t), v(t)) soustavy na intervalu |t —tg| <
g, splnujici pocateéni podminky

u(to) = a,v(to) = b,’ll(to) = C,’L')(t()) =d.

Navic, libovolna takové dvé feSeni se rovnaji v jistém okoli bodu .

Zadani jednotkového teéného vektoru odpovida zadani pocatec¢nich pod-
minek pro tuto soustavu. O

Jako piiklady mizeme pomoci této véty odvodit tvar vSech geodetik
v roviné ¢ na sféfe. V prvnim pfipadé jsou to vSechny pfimky, v druhém
vSechny hlavni kruznice.

Z obecnych vét o existenci Feseni soustav obycejnych diferencidlnich rov-
nic druhého faddu a o spojité (hladké) zavislosti feseni na pocéatec¢nich pod-
minkéch je mozné dokazat existenci tzv. geodetickych polarnich soufadnic na
libovolné plose. Idea je prosta. Zvolim si bod na plose a budu pocitat v lokal-
nich souradnicich. Pro kazdy thel § €< 0,27 > existuje geodetika prochéze-
jici danym bodem, jejiZz te¢ny vektor svird s vybranym pevnym jednotkovym
vektorem tihel 6. Je mozné ukazat, ze za jeji definiéni obor mohu vzit interval
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(—¢, €) nezavisle na uhlu . Tim jsou definovany polarni geodetické sourad-
nice na okoli daného bodu, jejich definiéni obor je (—e¢, €) x (a,27+a), kde a
mohu ménit, abych pokryl celé okoli. Klicova informace o geodetickych po-
larnich soufadnicich je fakt (tzv. Gaussovo lemma), Ze tyto soufadnice jsou
ortogonalni, tj. F' = 0 v prvni fundamentalni formé. Pokud navic vezmu
geodetiky parametrizované obloukem, je £ = 1. Tedy prvni fundamentalni
forma ma v geodetickych polarnich soufadnicich tvar

ds® = du® + G(u,v)dv?.

8.1.2 Geodetiky jako nejkratsi spojnice bodii.

Nazev geodetika naznacuje, Ze se jedna o kfivku, kterd minimizuje vzda-
lenost mezi svymi riznymi body. Nyni si zkusime rozmyslet, jestli to tak
opravdu je. Uloha hledat nejkratsi spojnici dvou bodt na plose je typicka
uloha tzv. varia¢niho poc¢tu. Variacni pocet je velmi stara, klasicka matema-
tickd disciplina, kterd zkouméa extrémy funkcionald, tj. extrémy funkci na
prostorech funkci, na (otevienych podmnozinach v) nekoneéné dimensional-
nich vektorovych prostorech. V nasem pripadé bude zadanym funkciondlem
zobrazeni, které dané kiivce pritadi jeji délku. Rovnice pro geodetiku se daji
odvodit pomoci tzv. Euler-Lagrangeovych rovnic jako podminky pro kriticky
bod funkcionédlu délky kiivky (viz Appendix).

Predpokladejme, ze mame danu plochu S, kterd je obrazem mapy p a
zvolme na S dva body P, Q. Rekneme, Ze kiivka c lezici na plose S spojuje
body P a @, pokud existuji ¢isla a,b; a < b z defini¢niho oboru kfivky c
takové, ze c(a) = P,c(b) = Q. Délku této spojnice definujeme jako integral

{(c) = /ab €| dt.

Nejkratsi spojnici bodd P, @ na plose S je kfivka ¢ na S, ktera spojuje body
P a @) a kterd ma nejmensi délku mezi vsemi krivkami, spojujicimi tyto dva

body.

Véta 8.1.6 Je-li ¢ nejkratsi spojnici bodiu P = c(a) a Q = c(b), pak je c
geodetika na intervalu (a,b).
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Gauss-Bonnetova véta.

9.1 Zakladni verze Gauss-Bonnetovy véty.

Gauss-Bonnetova véta patfi k nejhezé¢im a nejhlubsim vysledktim v teorii
ploch. Navic je to prototyp zadkladnich vét ve vyssich dimenzich, které spolu
svazuji geometrické a topologické vlastnosti ploch.

Nejjednodussi verze této véty se tyka geodetickych trojuhelnikt na plo-
chach.

Véta 9.1.1 Je-li dan geodeticky trojuhelnik ABC na plose S s uhly o, 3,7,
ktery je obsaZeny v jedné mapé pokryté poldrnimi geodetickymi souradni-
cemi, pak plati

Pak

KdS=a+p8+~y—m.
ABC

9.2 Eulerova charakteristika plochy.

Nejdiive si zavedeme zajimavy invariant, spojeny s kompaktni plochou, kte-
rému se Fika Eulerova charakteristika. Ten se definuje pomoci triangulace
plochy.

Definice 9.2.1 Necht S je kompaktni plocha. Jeji triangulace je soubor kri-
vocarych mnohothelniki M;, i =1,...,k na S s ndsledujicimi vlastnostmi:
(1) existuje atlas na S takovy, Ze kazdy mnohoihelnik M; se vejde i se svgm
obvodem do néktere mapy tohoto atlasu;
(2) S C Uf_lMi;
(3) pro i # j je M; N M; bud prazdnd mnoZina, nebo spolecnd hrana, nebo
spole¢ny vrchol;
(4) Kazda hrana triangulace je hrana pravé dvou mnohotuhelnikii.

Eulerova charakteristika plochy S je cislo, urcené ndsledujicim zpisobem:
zvolme trinagulaci S a oznacme V pocet vsech vrcholi, H pocet vSech hran,

69



70 KAPITOLA 9. GAUSS-BONNETOVA VETA.

a S pocet vSech mnohothelniki (stén). Pak Eulerova charakteristika x se
definuje vztahem
x=V-H+S.

Priklad 9.2.2 Triangulaci sféry je mozné zvolit tim, Ze si zaddme t7i hlavni
kruznice - rovnik a dvé hlavnikruznic na sebe kolmé, obé prochdzejici obéma
poly. Tyto tri kruznice urcuji triangulaci sféry. Ta md 6 vrcholi,12 hran a
8 sten, a prislusnd Fulerova charakteristika je rovna dvéma.

Zvolme si jinou trinagulaci. Naptiklad vezmeéme pravidleny ctyrstén, a
nafouknéme a zaobleme ho na sféru. Tato trinagulace md 4 vrcholy, Sest
spolecnych hran a 4 stény. Fulerova charakteristika je opét rovna 2.

9.3 Gauss-Bonnetova véta pro kompaktni plochy.

Véta 9.3.1 (Gauss-Bonnetova véta.) Necht S je kompakini plocha, pak

/ K dS =2y,
S
kde K je Gaussova krivost a x je Eulerova charakteristika S.

Disledek 9.3.2
(1) Eulerova charakteristika nezdvisi na volbé triangulace.
(2) fSKdS se nemeénni pri hladké deformaci kompaktni plochy.

To jsou jiz snadné disledky. Integral z Gaussovy kiivosti zfejmé nezavisi
na volbé triangulace, tedy totéz je pravda pro Eulerovu charakteristiku.

Pri hladké deformaci plochy se triangulace deformuje, ale jeji Eulerova
charakteristika se zfejmé neménni. Totéz tedy plati o integralu z Gaussovy
krivosti.
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Apendix.

V této Casti je mozné najit dikazy, resp. navody k dikazim nékterjch tvr-
zeni, které nebyly v textu samotném odivodnény.

10.1 Klasifikace shodnosti v R3.

Véta 10.1.1 Libovolnd shodnost je affini zobrazeni, tj. S(x) = Ax + b,
kde A je n X n redlnd matice, b € R™. Affini zobrazeni je shodnosti pravé
kdyz A je ortogondlni matice. Shodnost se nazyvd primou shodnosti, pokud
je det A > 0, v opacném pripadé se nazjvd neprimou shodnosti.

10.2 Reflexe generuji grupu shodnosti.
Véta 10.2.1 Kazdd shodnost se da vyjddrit jako sloZeni nejvyse 4 reflexi.

Dtikaz. Ozna¢me eq, ey, e; kanonickou bazi v R3. Podstata diikazu je v
tom, Ze libovolna shodnost, ktera zachovava pocatek 0 a vsechny tii vektory
kanonické baze je uz nutné identita. To je ihned vidét z véty o klasifikaci
shodnosti (jediné linedrni zobrazeni, které prevadi na sebe vektory néjaké
baze, je identita).

Predpokladejme, 7e S je shodnost v R®. Pokud je a = S(0) nenulovy
vektor, najdeme reflexi Ry, pro kterou Ry(a) = 0.

Pokud shodnost Sy = Ry o S prevadi e; na vektor vy rizny od e, pak
existuje nadrovina H; s vlastnosti, Ze odpovidajici reflexe R; prevadi vi na
e;. Vzhledem k tomu, ze S; zachovava pocatek, musi platit |e;| = |vi], a
tedy nadrovina H; obsahuje pocatek. Shodnost S; = Rj 0 .Sy, tedy prevadi
pocatek, i vektor e; na sebe.

Stejné postupujeme dal. Pokud S; prevadi bfes na jiny vektor vo, pak
najdeme reflexi Rs vzhledem k nadroviné Hs kterd prevadi vo an es. Pro-
toZe shodnosti zachovavaji vzdalenosti, musi nutné nadrovina Hs obsahovat
pocatek i vektor e;. Tedy shodnost S; = Rs0S57 zachovava pocatek i vektory
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eq, es. SloZzenim Sy s dalsi reflexi R3 dosdhneme toho, Ze R3 o S3 zachovava
pocatek i vSechny vektory kanonické baze, a je tedy identita. Tedy S lze
vyjadrit jako slozeni nejvyse 4 reflexi.

10.3 Vlastnosti vektorového soucinu

Tvrzeni 10.3.1 Pro kazdé tii vektory v R? plati

ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c

Névod k dtkazu:
(1) Tvrzeni je ekvivalentni s tvrzenim, Ze pro kazdé &tyii vektory v R? plati

(ax(bxc))-d=(a-c)(b-d)—(a-b)(c-d)

(2) Tvrzeni je ekvivalentni s tvrzenim, Ze pro kazdé ¢tyii vektory v R plati
(axd)-(bxc)=(a-b)(d-c)—(a-c)(d-b),

protoZe smiSeny soucin se neméni pii cyklické zameéné.

(3) Predchozi tvrzeni se lehko ovéti pro pfipad, Ze a = b a oba vektory c a

d jsou kolmé na a.
(4) Je ihned vidét, ze leva strana rovnosti (2) se neméni pro transformaci

a'=aja+ pid,d = yia+ 61d; b’ = asb + Bac, ¢’ = b + dac;

A (Oél ﬁl) Ay = (OQ ﬁ2>
7 o1 Y2 02

(5) Pfimym a jednoduchym vypocétem se ukéze, ze i prava strana rovnosti

kde matice

(2) se neméni pfi této transformaci.

(6) Vyse uvedenou transformaci je mozné tvrzeni (2) prevést na ptipad (3).
(Obé dvojice vektort zadavaji dvé roviny, které se nutné obsahujici spolec-
nou pfimku. V této pfimce si zvolim vektor a’ a oba vektory a a d prevedu
vhodnou transformaci na tento vektor. Zbylou libovili vyuziji na to, abych
vektory b a ¢ pfevedl na vektory kolmé k a’.)

10.4 Vlastnosti konformniho zobrazeni.

Véta 10.4.1 Zobrazeni f : S1 — So je konformni zobrazeni pravé kdyZ
pro kaZdou mapu p daného atlasu plochy Sy je proni fundamentdlni forma
parametrizace p (nenulovym) konstantnim ndsobkem proni fundamentalni
formy parametrizace f op plochy Ss.
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Dikaz.

Budeme opét bez ijmy na obecnosti predpokladat, ze plocha Sy (a tedy i
Ss) je pokryta jedinou mapou pi, resp. p2 = fop;. Oznaéme E;, F;, G;, i =
1, 2 koeficienty prislusné prvni fundamentalni formy.

Délka vektoru i skalarni soucin dvou vektord se vypocita pomoci prvni
fundamentalni formy plochy. Pokud se tato forma vynasobi konstantou, vy-
nasobi se délka vektoru toutéz konstantou a skaldrni soucin se vynésobi
kvadratem této konstanty. Je tedy zfejmé ze vzorce pro thel dvou vektor,
ze se prislusny thel nezméni. Pokud je tedy vektor (E7, Fi,G1) (nenulovy)
nasobek (Fs, F», G), pak je zobrazeni f konformni. Toto tvrzeni je ziejmé
nezavislé na zméné parametrizace zvolené mapy.

Naopak, predpokladejme, Ze je zobrazeni f konformni a a zvolme systém
kiivek ¢, které zavisi na dvou parametrech «, 5 € R (a na volbé poéatecniho
bodu (a, 7)) :

u=u+at; v=0+ 0t t € (—¢,e).

Krivku ¢ volime takto:
u=u+t; v=0,t€ (—¢e).
Pak se pro kazdé a, 8 € R thel kiivek c¢; a cy rovna thlu jejich obraza, tj.
Eia+ Fip3 _ Esa+ Fop3
VEiQ? 1 2Fiaf + GiPVE]  /E:a? + 2FafB + Gof?VEs
Rovnost plati tedy i pro kvadraty obou stran, ale

(Bra+ F18)? (F? — E1G1) B2

=1
(E1a2 + 2F10¢ﬁ + Glﬁz)El (E1a2 + 2F10¢ﬁ + Glﬁz)El

tedy pro kazdé «, 5 € R plati (po vynasobeni spoleénym jmenovatelem )
Eg(Flz—ElGl)(EQOZQ—{—QFQOZﬁ—{—Ggﬁz) = E1(FQQ—EQGQ)(E1a2—|—2F104ﬁ—|—G1ﬂ2).
Hledany konstantni nasobek je tedy roven ¢islu

Eo(F2 — E1Gr)
E1(Ff — E3Go)’

10.5 Geometricky vyznam Gaussovy krivosti.

Véta 10.5.1 Predpoklddejme, Ze S je orientovand plocha ap : O — R3 jeji
kladné orientovand parametrizace. Necht (u,v) € O a zvolme § > 0 tak, aby
kruh Us o stredu (u,v) a poloméru ¢ byl éasti O. Pak

P(N(p(Us)))

= |K
6’—»%)%1’<6 P(p(U(SI)) | |,

kde K je Gaussova kiivost v bodé p(u,v).
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Diikaz.
Podle Véty 7?7 vime, ze

N, = apy + bpy; Ny = cpy + dpy,
kde
a C
N

je Weingartenova matice.
Pak

N, x N, = (apy + bpy) X (cpy + dpy) = (ad — bc) py X py =

LN — M?
mPuXPvZKPuXPU-

Podle vzorce pro vypocet velikosti povrchu plochy tedy chceme dokazat, Ze

fU(s/ |K||pu X Po| dudv
5/—0.0/<8 Ju, IPu X Pl dudv B

= det(—F; ' Fr1) pu X Py =

Tento fakt lze preformulovat takto: Jsou-li f,g spojité a nezaporné funkce
v okoli daného bodu (u,7) € R?, pak

Ze spojitosti funkce f najdu pro zadané € > 0 ¢islo § > 0 tak, aby na okoli
Us = Us(u, v) platilo |f(u,v) — f(@,v)| < e. Pak ale

fy fgdudy | |fy () = f@9) g dude
fU gdudv @7)| = Ju, 9dudv
fUéegdudv
h fUégdudv N

10.6 Rovnice pro geodetiky.

Predpokladejme, ze mame danu plochu S, ktera je obrazem mapy p a zvolme
na S dva body P, Q. Rekneme, Ze kiivka c lezici na plose S spojuje body P
a @, pokud existuji Cisla a,b; a < b z defini¢niho oboru kfivky c takové, Ze
c(a) = P,c(b) = Q. Délkou této spojnici definujeme jako integral

b
:/ €| dt.
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Nejkratsi spojnici bodi P, () na plose S je k¥ivka ¢ na S, ktera spojuje body
P a Q a kterd ma nejmensi délku mezi vsemi kiivkami, spojujicimi tyto dva
body.

Véta 10.6.1 Je-li ¢ nejkratsi spojnici bodi P = c(a) a @Q = c(b), pak je c
geodetika na intervalu (a,b).

Dikaz.

Predpokladejme, Ze je parametrizace ¢ plochy S definovana na oblasti
O C R2?, funkce E, F, G jsou koeficienty piisluiné prvni fundamentalni formy.
Misto kfivek na plose budeme uvazovat kfivky v = (u(t),v(t)) v prostoru
parametri O na intervalu < a,b > . Jejich délku ¢(y) budeme definovat
predpisem

b
() = / Jadt; g = g(t) = B + 2Fii + Gi?,

kde F = E(u(t),v(t)) a podobné pro F' a G.
Necht c je nejkratsi spojnici bodi P = c(a) a @ = c(b) na plose S. Pak
c(t) = p(u(t),o(t)). Oznac¢me 7 = (u(t),v(t)) odpovidajici kiivku v O.
Uvazujme nekoneéné dimensionalni vektorovy prostor

V={1=®),9)f g €CT(<a,b>), fla) = f(b) = g(a) = g(b) = 0}

a jeho (otevienou) podmnozinu U téch prvki, pro které kiivka v = 5 + v
lezi cela v O. Pak 4 je minimum funkciondlu ¢(v) pro v v této oteviené
podmnoziné U.

Pro libovolné vy = (f,g) € U a pro dost malé € je v = 5 + 799 v U pro
libovolné 7 € (—¢,¢). Podle naseho pfedpokladu mé funkce

o(1) =L(7+ )

minimum v bodé 7 = 0. Tedy ¢'(0) = 0. Derivaci vypocitame derivaci pod
integra¢nim znamenim.

ba bl 716
@'(T)Z/ 5. )dtz/ S92t

Vzhledem k tomu, ze E = E(u(t)+7f(t),v(t)+7g(t)) (a podobné pro F,G),
dostaneme

L — (Buf+Eg)i®+2(Fuf+ Fug)iii+ (Gu f+Gog)i*+2(Bif+F(bg-+9)+Giig) =

= (B 2 +2F,10+Gy0°) f+(BEyi* 42 F,iio+Gy 02 g+ 2( Biid-F0) f +2(Fi+Go)g.

Pouzijeme-li per partes, dostaneme

D=

b 1 b
/a 2o = / U (1) + V(g
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kde
1 . .. . d . .
U= 59_% (B,4® + 2F,00 + Gy 0°) — - {g—%(Ea + F@)} ,

v = S (B + 2R+ Cu) - % [ 3 it an).
Hrani¢ni ¢len pfi per partes vypadne diky tomu, Ze funkce f, g maji v kon-
covych bodech nulové hodnoty.

Nyni pouzijeme néasledujici drobné tvrzeni (jehoz dikaz nechame laska-
vému ¢tenafi jako drobnou, nepfilis tézkou tlohu z analyzy):
Predpokladejme, ze h(t) je hladkd funkce na < a,b > a ze plati f; hfdt =0
pro kazdou hladkou funkei f(¢) na < a,b >, kterd je rovna nule v bodech
a,b. Pak h je identicky nulova funkce na < a,b > .

7Z tohoto tvrzeni ihned plyne, Ze vySe definované funkce U i V jsou iden-
ticky nulové funkce na < a,b > . Protoze predpokladame, Ze c je paramet-
rizované obloukem, plati pro v = 4 vztah |J|?> = ¢(0,t) == 1 na intervalu
(a,b). Dostali jsme tedy, ze funkce @, spliuji obé rovnice pro geodetiky. [J



