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KAPITOLA 0
Uvod

Prednaska ’Geometrie 2 navazuje na prednasku 'Geometrie 1’ ze zimnitho semestru a bude se
vénovat dvéma hlavnim témattm. Prvni téma je to, ¢emu se obvykle #ikd kiivkovy a plo$ny in-
tegral. Kiivkovy integral byl jiz definovan a pouzivdn v pfednédsce 'Geometrie 1’. Kfivka byla
popsédna pomoci jeji parametrizace, kterd umoznovala prevést definici kiivkového integralu na
oby¢ejny jednorozmeérny integral. Dulezita vliastnost kiivkového integralu prvniho druhu je nezévislost
na volbé parametrizace.

Plosny integral si zavedeme a budeme pouzivat v tomto semestru. Nazev napovidé, ze integra¢nim
oborem budou plochy. Velmi prospésna je geometricka intuice zalozend na dvourozmeérnych plochich
v trojrozmérném prostoru, kterd je jiz pfimo zabudovana ve fungovéani lidského mozku. Je proto
mozné zobecnit tuto nasi pfimou zkusenost a pracovat s obecnéjsimi k-dimensionalnimi plochami
v n rozmérném prostoru. Slovo 'plocha’ bude znamenat plocha ’dimenze k&’ v R™ zadana paramet-
rizaci a jeden ze zékladnich problému bude definovat plosny integral tak, aby nezavisel na vybéru
parametrizace. nezavislost plosného integralu na volbé parametrizce. Celd tato ¢ast prednasky
bude sméfovat k dalekosdhlému zobecnéni Greenovy véty, formulované v zimnim semestru, které
se obvykle oznacuje jako (obecnd) Stokesova véta. Ackoliv ndzev celé predndsky je 'Geometrie
2’, bude tato prvni ¢dst patfit stylem i duchem do matematické analyzy, nebo jesté lépe, do
mezioborové kombinace analyzy a geometrie.

Druh4 polovina prendsky bude vénovéna geometrii (dvoudimenziondlnich) ploch v Eukleidovském
prostoru dimenze 3. Jde o klasickou teorii, kterou formuloval jiz v ? stoleti Karl Friedrich Gauss a
ktera byla inspiraci pro moderni Riemannovu geometrii ve vyssich dimenzich. Pseudo-Riemannovska
verze Riemannovy geometrie je pak zdkladem a jazykem, ktery umoznil Einsteinovi formulovat
jeho obecnou teorii relativity, ktera je nejelegantnéjsi soucasnou teorii gravitace. To jsou ale témata
pro zajemce o geometrii ve vyssich roc¢nicich.

1. Prolog
Motto: I have no particular talent, I am only inquisitive. (A. Einstein)

Standardni zptsob vykladu matematiky na prendskach je postupovat systematicky od prvnich
zékladnich vét teorie, evtl. k jejich podrobnym dukazum. Zpravidla se vse podava ucesané, peclivé
rozmyslené a s pfesnou a uspornou formulaci. A za predvadénym exaktnim formalismem uz nejsou
vidét intuitivni myslenky ze kterych teorie vznikala. Je viibec zahadné, jak vlastné matematické
teorie vznikaji a jestli a jak se daji nové teorie vytvaret i ted, v souc¢asné dobé. Pojdme si na
zacatku této prednasky zkusit popsat jako piiklad z jakych myslenek a napadu je mozné pochopit
obecné schéma za kiivkovy a plosnym integrdlem a uvédomit si, ze existuje zajimavy problém -
jak formulovat ”obecnou Stokesovu vétu”.

2. Geometricka idea

2.1. Newtonuv vzorec, Greenova véta. Dulezité matematické teorie mivaji obvykle zaklad
v nékolika jednoduchych, intuitivné pochopitelnych a nazornych myslenkach. Casto se stava, ze
takovato zakladni idea je voditkem pro vytvoreni nové teorie. Hledat nové ideje, nachazet necekané
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souvislosti a pracovat na intuitivni trovni patii mezi zdbavu a potéSeni matematiku. Vypracovat
z jadra matematické myslenky nejicelnéjsi definice pojmu a dokazat tvrzeni a véty o nich je spis
préace jako kazda jind. Kalkulus diferencidlnich forem je ptikladem, na kterém se vyse uvedena tvr-
zeni daji velmi dobfe ilustrovat. Cilem tohoto ivodu je ukazat, ze stac¢i znat zédkladni informace
o integraci funkci a nechat si klidnou chvili na premysleni o moznych analogiich integrace funkci
ve vy§§ich dimenzich. Vysledek muze pii trose $tésti a matematické intuici byt velmi zajimavy —
nékolik obréazkiu, ze kterych vse ostatni (pfi vynalozeni pifslusné prace a usili) jiz vice méné plyne.
Prepoklddejme pro chvili, ze nékdo z vas nema zrovna co délat a vzpomene si, co uz o integralu a
kiivkovém integrélu vi.

To tplné nejzékladnéjs{ uz znal a formuloval jeden z nejvétsich velikdna (stdle jesté ne tplné
docenény) Isaac Newton — jeho formule pro vypocet ur¢itého integrédlu pomoci primitivni funkce
je notoricky znama:

Newtonova formule:

V minulém semestru jste si také formulovali Greenovu vétu:

Greenova véta:
Necht () je oblast v R? a necht 9Q je jeji orientovand hranice, pak pro hladké vektorové pole F
v okoli € plati

/ |:8F’2 - 8}71:| dl‘ldl‘g = / Fldl‘l + ngl‘g.
o l0x1 Oz o0

Na prvni pohled nemaji tyto dvé formule nic moc spole¢ného. Ale zvidavy ¢lovék, ktery ma klidnou
chvili na pfemysleni si muze vsimnout jakéhosi spole¢ného geometrického rysu. Ten zajimavy a
inspirativni ndpad je jednoduchy:

Obé formule ddvaji do souvislosti integrdl z derivace (derivact) funkce (funkci) pres geometricky
objekt s integrdlem prislusné funkce (funkci) pres jeho hranici.

Je fakt, ze vidét tuhle analogii mezi Newtonovou a Greenovou formuli vyzaduje jistou fantazii.
Geometrickd ¢ast souhlasi. V Newtonové formuli se jednéd o usecku < a,b > a jeji hranici, ktera
je tvofena dvémi body (a},)b}. V Greenové vété je kiivka na pravé strané hranici oblasti €.

Ale pravéa strana v Newtonové formuli je trochu zédhadna. Hodnoty funkce f v bodech a, b se daji
pii trose fantazie poklddat za integrdl v dimenzi nula, ale pro¢ je tam rozdil funkénich hodnot a
ne soucet je divné.

Ale moznd by zvédavého matematika mohlo napadnout, Ze i pravé strana Greenovy formule ma
v sobé néco nesrozumitelného. Integral druhého druhu pies kiivku, ktery jste probirali v minulém
semestru prece zavisi na orientaci kiivky 0 (kterd se musi dobie vybrat v zdvislosti na volbé
orientace oblasti, aby véta platila). V Newtonové formuli také pravd strana zavisi na orientaci
intervalu < a, b > Pfi opa¢ném probihdni se zméni vyraz napravo na opa¢ny, coz je vlastné vyhoda,
orotoze pokud by napravo byl soucet f(a) + f(b), znaménko pravé strany by se nezménilo.

A tak obé formule maji néco spoletného a otdzka je jestli né podobného platii ve vyssich dimensich.
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3. Analogie Newtonova vzorce v R?

To co bychom chtéli najit napiiklad v dimenzi 3 jsou analogie diskutovanych formuli pro tii
nésledujici geometrické situace, ilustrované na nasledujicim obrazku. Jsou to ziejmé 3 jediné
moznosti v R3 : kiivka a ¢ a jeji dva koncové body, dvourozmérna plocha S a jeji okraj, a koneéné
oblast Q C R3 a jeji hranice.

Neni ale jasné jak pokracovat. V Newtonové formuli se vyskytuje jedind funkce f a v integralu
nalevo jeji derivace. V Greenové vété se ale vyskytuji 2 funkce a nalevo se nevyskytuji jejich
vSechny mozné derivace podle obout proménnych, ale jen jakdsi linearni kombinace dvou z nich.
Navic, definici kiivkového integralu druhéhu druhu jste se naucili v minulém semestru, ale spravnou
definici plosného integralu je jesté tieba uhodnout a rozmyslet si, kolik funkei se v dimensi 3 ma
vyskytovat. Vypada beznadéjné vSechny tyto véci zvolit spravné, aby systém fungoval. Nastésti,
stava se Casto, ze je-li hlavni nova idea spravnd, véci zacnou fungovat samy od sebe. Zkusme to v
naSem piipadé.

v

3.1. Kiivka a jeji hranice v R?. To nejjednodussi co lze zkusit je kiivka ¢ a jeji dvoubodova
hranice. Jako v minulém semestru budeme uvazovat reguldrni, parametricky zadanou kfivku.
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Na pravé strané analogie Newtonova vzorce bude opét nula-rozmérny integral a za objekt, ktery
budeme integrovat zvolime ziejmé opét (jednu) funkci f. Pravé strana tedy bude nezbytné rovna
virazu f(p(b)) — f(p(a)). Funkce f by méla byt definovana (alespoii tifdy C*) v okolf obrazu (i)
kiivky . Funkce f na okoli U;(a,b) C U C R lze zFejmé nahradit funkei f na okoli U; (< ¢) >C
U c R2. To co zbyvé, je najit vhodnou kombinaci ‘D f’ derivaci funkce f a rozhodnout se, jak je
tieba definovat integral pr Df tak, aby platilo

/ Df = f(p(b)) — F(p(a)).

Tady by naseho zvédavého matematika asi po chvilce napadlo pouzit parametrizaci ¢ nasi kiivky
a pienést problém do R, kde ho uz vyiesil Newton. Vskutku, pro zobrazeni f o ¢ na (a,b) plati

(0.1) /< U o) = 1(60) ~ flela)

a tak staci vzit levou stranu jako definici fv Df (coz zéroven naznacuje velmi dobte, co D f musi
byt) a hledané tvrzeni plati.
V nasem pifpadé kiivky v R? staéf podivat se na zavér na levou stranu vztahu (0.1):

dp;
/M (f o) dt = / 81;1 ()2 () dr.

(3f of of

8901 ? 8@2’ 8303

7Z ni je vidét, ze spravna analogie derivace f je gradient Vf= ), a je to tedy vektorové
pole v R? a ne funkce jako v dimenzi 1.
Déle je také ihned vidét, ze sprdvné definice ,integrdlu* f(P Fds vektorového pole F = (Fy, Fy, F3)

podél kiivky (p) je

" d i
/ngz/Fld:c1+F2dx2+F3dx3 :=/ ZF SD (®)]dt.
¥ ¥

Vysledkem je tzv. véta o potencidlu vektorového pole.

Véta 0.1. Véta o potencidlu Necht ¢ : (a,b) — R? je hladké zobrazeni, necht F je hladkd funkce
na okold mnoziny ¢({a,b)). Pak
of of
—dzx
021 By

OF s + gid = F(p(b)) — f((a)).

Ta (podobné jako Newtonova véta) iikd, ze integral podél (< ¢) > z vektorového pole F, které
je gradientem funkce f (f se obvykle nazyvé potencidlem vektorového pole F ), se vypocte jako
rozdil hodnot potencidlu f v koncovych bodech kiivky

@. Je ziemé, ze analogické tvrzeni plati v jakékoliv dimenzi.



3.2. Plocha a jeji hranice v R3.

;| u,us

[
\R3 [Xz 9X23X3]

R[t] <

O'S [T

vevs

nas bude nejen jakasi podmnozina v prostoru majici ,,dimenzi 2“, ale mnozina i s jeji parametrizaci.
Pfesngji, fekneme, ze S = ®(0) je dvoudimenzionéln{ parametrickd plocha, pokud O je oteviend
podmnozina v roving a ® : @ — R3 je hladké zobrazeni, definované v néjakém okoli uzévéru
O. Predpoklddejme-ddle, Zze hranice 9O je popsdna kladné orientovanou (proti sméru hodinovych
rucicek) kiivkou ¢, tj. ¢({a,b)) = OO Zkusme opét, jako v nahofe, prenést cely problém pomoci
paramatrizace do roviny a pouzit Greenovu vétu. Kupodivu, je to mozné a fekne nam to vSe
potfebné. Jen uz je k tomu potieba trochu pocitdni. Pro zjednoduseni zapisu budeme pouzivat
vektorové oznaceni F, 7 a <l*:" Xy = Z? F;z;. Vyjdeme z toho, ze vhodny objekt pro integraci pies
»okraj“ 0S8 = ®o cp((a b)) (pozor — nenf to topologickd hranice!) plochy S = ®(0). tj. pres kiivku
v R3, je vektorové pole F.

b
/ [F1d$1+F2d$2+F3d$3] :/ <F,7>dt:
Doy a

bT L 87 duy L OF . dug
— F E —
/a [( 8u1> + (F, ' B 2} ] dt Lfdul + gdus,

kde
~ OF ~ OF
f=( ’8TL1>’ 9= ’87u2>
Podle Greenovy véty je tedy tento integral roven
oF ag; - 0% OF of o 0
Fo—) —(—,—) — (F, duy d
_// 81,61 8u2 + ’8U18UQ 8uQ’8u1> 8U16U2 ] a2 =

du1 dU2

_// ZaFj Ox; Ox;  OF; Ox; Ox;
N O i 8.%1 8U1 8’&2 8xl 8u2 8u1

i (Oxi Oz Ouy (‘33:]
// 5332 (aul 5‘u2 8u2 8’11,1 ) dU1dU2

1,5397]

// {Gldt x2’$3)+G2dt 1;+G3dt (21, 22) duydus,

Ui, U 2) (Uhuz (Ul,UQ)



kde

0F; 0F, 0Fy 0F; oF, O0F;
Gri= =2 -2 Goi=—> -2 (G3:=—2—- 1,
! 8552 3I3 ’ 2 81’3 81‘1 ’ 3 (3'1'1 aIQ ’

det ———% = —
¢ A(u1,ug) Ouy Oug  Oug Ouy’

To vede k nasledujici definici:

Definice 0.2. Je-li F vektorové pole, pak definujeme rotaci rot F pole F jako vektorové pole
- 0F3; 0Fy, 0Fy O0F; 0F, OF 0 -
ot = -—-—";———;—— —: | =, —“xF.
Oxy Ozxs’ Oxrs Ox1 Ox1 Oxa’ ox

Je-li S = ®(O) dvoudimenziondlni parametrickd plocha a F je hladké vektorové pole na okoli
uzdvéru S, pak definujme plosny integrdl fs FdS z F pres plochu S takto:

/ FdS = /Fldl'g ANdxs + Fodxs A dxy + Fzdry N dzg :=
s s

= / |:(F1 O@) detM + (F2 o @) det a(x?nxl) + (F3 ° @) det a(xlaxQ) duldu2
o

6(U1,U,2) 8(u17u2) 6(@61,’&2)

Pozdéji si ukazeme, ze takto definovany integral nezavisi na volbé parametrizace, ale ze jeho
znaménko zavisi na volbé orientace plochy, coz je pojem, ktery je tfeba v budoucnu ptesnéji
definovat, stejné jako symbol A, ktery je v definici plosného integrélu zatim bez vyznamu.

Pravé uvedeny vypocet je tedy dukazem nésledujici véty.

Véta 0.3. Stokes Je-li F hladké vektorové pole v okoli plochy S v R?, pak

/ rot ng: Fidx, + Fodxs + Fidxs
S S

3.4. Oblast a jeji hranice v R3. Zkusme si nyni rozmyslet jesté posledni piipad, ktery
miize nastat v trojrozmérném prostoru — oblast v R? a jeji hranice 0.
Uvazujme jednoduchy piipad, kdy je oblast @ C R? ohrani¢ena zdola i shora grafem funkce, tj.

Q= {(z1,22,23) € R3§fl(x17x2) <23 < folzy,22)}

Predpoklddejme déle, Ze je v okoli uzavéru 2 dano vektorové pole F.
Pak (opét s pouzitim Newtonova vzorecku) vypocéteme pomoci Fubiniho véty

NR =S AT.
7d.’L‘3
Q 3x3 f

(z1,22) D3
Z//[F3(331,£C27f2(3?17$2))—F3(9€17332,f1(331,$2))]d$1d$€2=

dl’ldl‘g =

= Fsdxy A dxo —/

ngl‘l A dafg = / ngl‘l A d.IQ,
SQ Sl

o0

kde jsme pouzili vyse definovany plosny integral z vektorového pole a vzali jsme v ivahu, ze plocha
S5 je orientovana pomoci vnéjsi normély a plocha S je orientovdna pomoci vnitini normély. Plocha
0 je tedy orientovana pomoci vnéjsi normaly vSude.

Presné stejny vypocet lze provést pro derivace gF 2 a gf i

To vede k nasledujici definici:
Definice 0.4. Definice divergence Je-li F vektorové pole, pak definujeme divergenci div F pole
F jako funkci
I oFy O0F, OF;
divF=—+-—""+—-—].
a <35E1 + 81'2 + 8%3

Vyse uvedeny vypocet je pak dikazem nasledujici véty.



Véta 0.5. Gauss-Ostrogradski Je-li F hladké vektorové pole v okoli uzdvéru Q, pak

/ [div Fldaydzods = / Fds.
Q o

4. Vy§8i dimenze

Je vidét, ze tento zpusob odvozovani skutetné funguje a je snadné si predstavit, jak postupovat
dél, do dimenze 4 a vyssich. Na druhou stranu nelze takto probrat vsechny piipady jeden po
druhém, nebot jich je nekoneéné mnoho. To je dalsi misto, kde m4 matematik piileZitost pro-
jevit svoje matematické nadani a intuici. Je totiz ted tfeba v dosud zndmych piipadech najit
néjaky systém, ktery by umoznil popsat obecny piipad konecéné, le¢ libovolné dimenze. Hledani
zékonitosti, struktury, vytvareni abstraktnich struktur ze znamych specidlnich pfipadu — to je
pravé préace (a potésen{) pro matematika.

Pokud by snad dosud zndmé piipady (dimenze 1, 2 a 3) nestacily, je vzdy mozné se jesté podivat na
dimenzi 4, kterd je dalsi na fadé. Zkusme si ale zopakovat to, co dosud vime a premyslet o mozném
systému.

Nejdiive udaje o integrdlech v jednotlivych dimenzich a objektech, stojicich pod znamenim in-
tegralu.

V prostoru R? :

(i) dimenze 0 — funkce f;
(ii) dimenze 1 — ,vektorové pole“ Fidzi + Fadxa;
(iii) dimenze 2 — ,funkce® fdzidre = fdz1 A dxo

V prostoru R3 :

(i) dimenze 0 — funkce f;

(ii) dimenze 1 — vektorové pole“ Fydx; + Fadxo + Fsdxs;
(iii) dimenze 2 — ,vektorové pole* Fydxo A dxs + Fadxs A dxy + Fsdxy A das;
(iv) dimenze 3 — ,funkce* fdridxodrs = fdxy A dxs A dxs

Jisté by kazdy ze ¢tenditu uz snadno odpovédél na otdzku, kolik komponent maji integrované
objekty v R* pro jednotlivé pifpady (postupné 1,4,6,4,1) nebo pro R” a dimenzi k (kombinaén{
¢islo (7). V tom je jasny systém.

Zajimavéjsi a tézsi je otdzka, jaky je systém pii definici ,derivace“ objektu pod integralem. Pro
to je tfeba si vyhradit jesté trochu ¢asu, zopakovat si zakladni informace ziskané nahore, vzit si
tuzku a papir a spocitat si nasledujicich nékolik jednoduchych piiklada.

Nejdiive opakovani postatnych bodu:

(i) Pro funkci f = f(z1,...,z,) plati

_9f of
Af = go-dwn bt e,

To je ,derivace” funkce v R"™.
(if) Symbol A pro ndsobeni diferencidlu m4 nésledujici fundamentdln{ vlastnost:

d.’ﬂi A diCj = —diL'j AN dl’i7
dl‘i A d.ﬁl = 0.
(iii) Plati d(dx;)) = 0.
(iv) Vse je pfirozené linearni a distributivni.
Ukazuje se, ze tyto vlastnosti uz umoznuji vypocitat ,derivaci“ d objektu pod integraénim zna-
3] y J1 Vyp J p g
menim jednotnym zpusobem a tak, Ze souhlasi s vyse uvedenymi piipady:

V R? plati

F,  OF
d(Fydzy + Fady) = dFy A dzy + dFy A day = OF, Ok dzy A das.
8902 8x1



V R? plati
d(Fldxl + Fodzy + F3d$3) =dF Ndxqy + dFs Adxy + dF3 A dxg =

0F;  0F;, 0F, OF; 0F, O0F
== -2 )daa Ad =L -2 )dasAd =2 — L) day Adas.
<8.’L‘2 8.1'3) T2 A T3+ (8333 8.’171 3 A dwy+ 81:1 81‘2 T1A 4T

V R? plati
d(FldIQ A deg + FQdeg A dml + ngxl A dll?g) =
=dF| Ndxo ANdxs + dFs ANdxs A dxy + dF3 Adxy N dxs =

<gi+g$+g§j) dxi A dzro N dxs

Je zfejmé, ze i ve zdénlivé nahodilé a ruznorodé definici ,derivace* objektu pod integra¢nim
znamenim existuje v probranych piipadech jasné zdkonitost a systém. Je z nich jiz snadné vyvodit
obecnou abstraktni definici, platnou v jakékoliv dimenzi. To ddvd ndvod k definici de Rhamova
diferencidlu d v nasledujici kapitole.

Vyse uvedené vypocty také ukazuji jednotny systém, jak definovat integrdl z diferencialnich forem
pomoci jejich pfeneseni do prostoru parametri. Je vidét, ze zdkladem je opét definice diferencidlu
funkee (preneseni formy fdx; pomoci zobrazeni ¢ = (¢1, ..., ¢n) je (fop)dy;) a vlastnosti vnéjsiho
ndsobeni: pokud x; = ¢;(u1,us), pak napf.

_ (i, vj) [ 0p; 0 0p; 0pi
dz; N dx; = det mdul Adus = Dy duy + ity dug | A ity dug + Dy duy

To je zfejmé inspirace pro definici prendSeni obecnych diferencidlnich forem pomoci hladkych
zobrazeni, zavedené v pristi kapitole.

Tim jiz vlastné zdbavna a potéseni prindsejici cast prace konéi. Pravé uvedend cviceni jasné ukazuji,
jak definovat novy druh ndsoben{ (vnéjsi ndsobenf), jak definovat objekty pod integralem (budou se
jmenovat diferencidlnf formy), jak definovat jejich ,derivace (tzv. vngjsi diferencidl) a koneéné jak
definovat integrél z diferencidlni{ formy (s uzitim prendseni diferencidlnich forem pomoci zobrazeni).
Pokud nékdo odolal pokusSenti si text precist a podafilo se mu na uvedeny systém pfijit samostatné,
jisté mé za odmeénu velmi piijemny pocit objevu nééeho nového a pékného. Dalsi ¢ast uz je technika
a prace — vytvorit ze vSeho uceleny a presny logicky systém, napsat fungujici definice pojmu, zvolit
vhodné predpoklady a dokdzat piislusné véty. Tuto ¢dst uz (prinejmensim z ¢asovych duvodu)
podrobné popisovat nebudeme, ale uvedeme jiz v pristich kapitolach rovnou hotovy vysledek —
teorii diferencidlnich forem na R", kterou pro nds pripravili nasi predchudci. Po pfecteni tohoto
tvodu se snad budou zdat zavadéné pojmy srozumitelné a vystizné. Vratime-li se nazpét k zacatku
této kapitoly, je na ¢tendii, aby posoudil, zda tvrzen{ tam uvedené (ze ndpad divat se na Newtonovu
formuli jako na integral pfes podmnozinu a jeji hranici a z toho vyplyvajici vicedimenziondlni
geometrické obrazky vedou v podstaté jednoznacné k teorii diferencidlnich forem) je piehnané ¢i
nikoliv.

Pokud je toto ukdzka, jak odvodi obecnou Stokesovu vétu matematik, je tfeba se zminit, Ze
také fyzikové odvodili svym zpusobem tytéz pojmy a véty v trojdimenzionalnim prostoru. Jejich
motivace byla umét vypocitat praci vykonanou silou po zakfivené draze ¢i tok vektorového pole
plochou. Podrobnosti je mozné najit v nasledujich cvicenich.

Prirozenych a struktuie odpovidajich pojmu a tvrzeni neni obvykle v dané struktufe piili§ a tak
neni fakt, ze odlisné zpusoby odvozovani pfivedly i matematiky i fyziky k témuz, neobvykly. Je
to spis véc, kterd se bézné stava.




KAPITOLA 1
Vneéjsi algebra

Béhem prvni prednasky jsme zjistili v intuitivnim tvodu jak vypadaji objekty, které bychom chtéli
integrovat pfes dvoudimenzionalni plochy a nasli navod, jak by pfislusny plosny integral mél byt
definovan. Objekty integrace mély tvar

3
(1.1) W = Z fi,jd-ri /\dl‘j,

ij=1
a dospéli jsme k ndzoru, Ze zdhadné souciny dx; A dx; by méli mit neobvyklou vlastnost
(12) da:i A dl‘j = —dl‘j AN dxl

Formule (1.1) m4 dvé césti. Koeficienty f; ;j(x) tvoif sadu funkei. Formalni symboly dx; A dx;
jsou souciny symbolu dzq,...,dz, (jejich soutin je oznacen pro odlisen{ symbolem A). Nejprve
zapomeneme na koeficienty dané funkcemi a soustfedime se na ryze algebraickou otazku symbola
dz; a jejich ndsobeni. Uvidime, ze vhodny matematicky model pro tyto ¢initele ve formuli (1.1)
se jmenuje unitalni algebra, jejiz baze bude obsahovat symboly dz; a jejich nasobeni bude mit
pozadované vlastnosti.

Nejdrive pridejme néasledujici poznamku. V obecném vektorovém prostoru umime nasobit vektory
¢isly, ale neumime nésobit vektory mezi sebou. Vektorové prostory, ve kterych navic je jesté navic
definovdn soucin dvou vektoru (a vysledkem je zase vektor) se nazyvaji algebry. Formaln{ definice
vypada takto.

Definice 1.1. Algebra A nad télesem realnych cisel je (redlny) vektorovy prostor na kterém je
ddno bilinedrni zobrazeni o : V. x V. — V. Algebra A se nazgvd unitalni, pokud v ni existuje
jednotka 1 vic¢i danému ndsobeni. Operace ndsobeni v algebre A miZe (ale nemusi) bijt asociativnd
a muze (ale nemust) byt komutativni. Operaci ndsobend staci zadat pro dvojice prvku z baze a ddl
roz8irit na libovolnou dvojici prvku pomoct bilinearity.

Abychom uméli symboly dz; smysluplné nésobit, mély by tedy byt prvky néjaké algebry. Jak asi
muze vypadat?

Ozna¢me hledany soucin symbolem A. Souciny dx; A dz; nepatii do vektorového prostoru V/
generovaného diferencidly dz;, tak je zkusime ptidat, rozsifit o né prostor V. Relace (1.2) fikaji, ze
dx; Ndz; = 0 a Ze staci pridat jen souciny dz; A dx; pro ¢ < j. Ze stejného diivodu musime pridat
jako nové generatory rozsiteného vektorového prostoru také

dr; Ndxy Ndxy; 1 <j<k; i4,5,k=1,...,n

atd.
A posledni netrividlni soucin, ktery musime pfidat, je zfejmé dzi Adxa A ... A dxy,.
Uzitecné oznaceni muze byt dey = dxi, A ... Ada,,, kde T = {i1,...,ix}; 41 < ... < ig. Prvky
rozsitené baze jsou tedy indexovdny pomoci podmnozin I C {1,...,n}. Prvky e} se ztotoziujf

s puvodnimi vektory e; a ep je tfeba ztotoznit s jednickou 1 € R. Pro prvky takovéto rozsitené
béze je tieba definovat ndsobeni pfirozenym zpusobem a to pak linedrné rozsitit na odpovidajici
linearni obal. To vede k néasledujici definici.

Oznaceni: Podmnoziny mnoziny {1, ...,n} budeme oznacovat pismeny I, J, K, ... a prvky kazdé
takové mnoziny budeme vzdy brat uspoiddané podle velikosti, napiiklad pro I = {i1,...,, i}
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budeme vzdy predpoklddat, ze iy < - -+ < ix. Mezi podmnoziny mnoziny {1,...,n} pocitdme také
prazdnou mnoZinu (.

Definice 1.2. Nechf V je (redlny) vektorovy prostor a necht {ei1,...,en} je jeho baze. Vné&jsi
algebra A*(V') vektorového prostoru V je definovdna jako unitdlni algebra nad télesem redlnijch
disel, jejiz bdze (ve smyslu vektorového prostoru) je mnozina

{er|lI C {1,...,n}}.
Tedy vnéjsi algebra je mnoZina véech linedrnich kombinaci proku baze
A (V) =H{ Z ager; oy € R},
IC{1,...,n}

Pro jistotu zopakujeme, Ze operace sc¢itani vektoriu a ndsobent vektoru skaldrem definujeme takto:

Z arer + Z Brer = Z (ar + Br)er

IC{1,...,n} IC{1,...,n} IC{1,...,n}
c Z arer | = Z (cag)er
IC{1,...,n} IC{1,...,n}

kde ay, Br,c € R.
Nasobeni vektoriu definujeme pro proky bdze timto predpisem:

0 okud IN.J # 0
(13) 61/\6J = 1 p 7é ,
sgn (IQJ) eruy pokud INJ =1,
kde sgn znaci znaménko permutace. Symbol sgn (IIUJJ) oznacuje znaménko permutace (il,}c.l.,ip,]l'; 7;-4;)’
seey Nptr
kde iy < --- <ip jsou setridené proky mnoZiny I = {i1, ... ip}, j1 <--- < jr jsou setridené proky

mnoziny J = {ji,...,Jr} a k1 < --- < kpyr jsou setridéné proky mnoziny IUJ = {ki,... kpir}.

Nésobeni obecnych vektoru je diky bilinearité operace vektorového nasobeni A jednoznacné uréeno
vztahy (1.3).

Index I nékdy nazyvame téz multiindex a v konkrétnich piipadech vynechavame slozené zavorky
(tj. eq1,3,7y zkracujeme na e 37) nebo dokonce i ¢arky (tj. piSeme ej37). Zkracovéni pouzijeme
vyhradné tam, kde nemuze dojit k nedorozumeéni.

Priklady.
(i) Vnéjsi algebra A*(R?) ma dimenzi 8 a jeji obecny element m4 tvar

w = ap + aie; + azea + azes + aizei2 + ai3€13 + agzea3 + a123€123,
kde vSech 8 koeficientu a_ . jsou realné cisla.

(11) V A* (Rﬁ) plati €35 A €146 =— —€13456, €146 AN €345 — 0.

Poznamky.

(i) Vektor eg = 1 € A*(V) je podle definice jednotkou vzhledem k nésobeni, nebot pro libovolné
Ic{1,...,n}je

L0 I
er N\ ep =sgn U0 erug = sgn I er =ey.

Obdobné eg A ey = ey a tedy pro vSechny w € A*(V) plati w A eg = w = ey A w. Téleso R je tedy
piirozené vnoteno do A*(V) jako R ~ A°(V) C A*(V).

(ii) Pro k € 1,...,n ozna¢cme A¥(V) = linedrni obal symboli e;, kde I je piesné k-prvkov.
Prvkim A*(V) ifkdme k-vektory a prostor A*(V) se nazyva k-t4 vnéjsi mocnina prostoru V.
Ziejmé A*(V) = @_,A*(V). Je-li tedy napitklad V = R3 a ey, e, e3 béze V, pak A°(V) = R m4
bézi ey = 1 a je jednodimenziondlni, A'(V) = V je vektorovy prostor s bazf e;,es, e3 a je tedy
3-dimenzionélni, A?(V) m4 dimenzi 3 a bézi eja, €13, €23 a koneéné A%(V) je jednodimenzionaln{
s bazi €123.

Dokazme nyni nékolik zakladnich vlastnosti vnéjsiho nasobeni A.



Véta 1.3. Pro vektorovy prostor V' s bdzi ey, ..., e, a pro libovolnd k,l € {1,...,n}:
(i) dim A®(V) = (}),dim A*(V) = 2.

(i) A je asociativni.

(ZZZ) er = ¢ Nejy, N Neg,

(iv) Je-liw € A¥(V), 7 € AYV), pak w AT = (=1)*7 Aw.

(v) Nechf vy,...,vx €V jsou vektory. Jejich rozklad do baze md tvar

n
:ngej; vfeR; 1e{l,...,k}; je{l,...,n}.
j=1

Pro kazdou k-prvkovou podmnozZinu I C {1,...,n} oznadme

VI = (’U{)ie{l,...,k},jel

matici k X k, kterd vznikne z matice koeficientu

W= (v])ieqr, mjeli,..n)

vynechdnim sloupcu jejichZ index j neni v mnoziné I. Pri tomto oznacend plati:

VANV = Z det Vi -er
IC{1,...,n},|I|=k

Cisla {det Vi } 1=k se nazgvaji Pliickerovy soufadnice k-vektoru vy A ... A vy.

Dikaz

(i) Prvky baze A*(V) jsou parametrizovany k-prvkovymi podmnozinami mnoziny {1,...,n},
kterych je (Z)

(ii) Dokazme asociativitu nejprve pro prvky béaze. Budte I, J, K C {1,...,n}. V pfipadé, 7Ze jsou
I, J, K po dvou disjunktni, plati

I K
6[/\(6J/\6K) er N\ (sgn eJuK):Sgn JUK er\Nejuk =

(sgn
IJUK B
sen JUK TUJUK )CTWIVE =

(1.4)
IJLK LLJUK
e, JUK) <IUJUK)6“”UK:
B 1,JK
= sgn (IUJLJK>GIUJUK~

V ptipadé, ze I, J, K nejsou po dvou disjunktni, pak bud JNK # () nebo IN(JUK) # 0, z ¢ehoz
snadno zjistime, ze ey A (eg A eg) = 0.
Analogicky se dokéze i

I,JK

TUJU K> CIUTUK

(1.5) (eIAeJ)/\eK:sgn(

pokud jsou I, J, K po dvou disjunktn{ a (e; Aey) Aex = 0 jinak. Z toho jiz plyne platnost tvrzeni
pro prvky béaze.



Pro obecné prvky dostaneme tvrzeni diky linearité operace A, nebot

Z arer A (( Z Byey) N Z V/KBK)> =
’ }

Ic{1,....,n JcA{1,...,n} Kc{l,...n

— Z Z Z arBiyrer A(es Neg) =

Ic{1,....n} JC{1,....n} KC{1,...,n}

- Z Z Z alﬁ]’yK(el/\eJ)/\ek:

Ic{1,....n} JC{1,....n} KC{1,...,n}

:< SRS ﬁ) ALY e

Ic{1,...,n} Jc{1,...,n} Kc{1,...,n}
Diky tomu, Ze A je asociativni, muzeme na mnoha mistech vynechavat zéavorky a psat napiiklad
erNejNegk.
(iii) Stac¢i pouzit definici vnéjstho ndsobeni a indukei. Pro k = 2 chceme ukézat, ze pro 4,j €
{1,...,n}; i < j plati e; A e; = ;5. Ale to plyne piimo z definice soucinu.
Indukci dostaneme e;; Aej, A ... A€ =€ 4,,..4, 1 N er atoserovnd ey podle definice.
(iv) Stejneé jako v bodeé (ii) dokdzeme tvrzeni nejdiive pro prvky baze. Je-li I, J C {1,...,n},INJ =
0,|I| = k,|J| =1, pak

ANej = LJ = sgn LJ sgn S e = sgn LJ ey Ne
er/Aey =sgn TuJ €ruJg = 88 J T g TUJ TuJ = S8 J 1 J 1

piitom permutace (77) m4 znaménko (—1)*.
Pro obecnd w, T jiz tvrzeni plyne, obdobné jako v (ii), z linearity ndsobeni A.

(v) Platf

n n n n
( vileil> A A (Z v,ikeik> = Z Z vl ~-~v,ic’“ei1 Ao Neqp,
=1 ip=1 i1=1 =1
pritom séitanec na pravé strané je nula pokud i, = 4, pro néjakéd a,b € {1,...,k}, a # b. Zlistanou
jen ty scitance, kde iy,...,i; jsou vzdjemné ruzné a tedy {ii,...,ix} je k-prvkovd podmnozina
mnoziny {1,...,n}. Soucet tedy bézl pres vSechny k-prvkové podmnoziny mnoziny {1,...,n} a
jejich v8echny mozné permutace. Pocitany vyraz je tedy roven

to(1) to(k) _ _
E E (28 C U ela(l)/\.../\ela(k)f

|I|=k o €Sk
= Z (Z sgno vy --~v,i"(k)> ei, N Nej, = Z det V7 er
|[I|=k \o€Sk |I|=k
kde Sy, je mnozina vSech permutac{ mnoziny {1,...,k} al = {i1,...,ix}, kde 41,..., 4 jsou prvky
I oznagené tak aby i1 < --- < i;. Posledni rovnost plyne piimo z definice determinantu matice V7.
O
Poznamky.

(i) Pro vektorovy prostor v dimenze n zfejmé plati dim A*(V) = dim A"~*(V).
(ii) Z tvrzeni (1.3) plyne (pfi oznaceni z véty) pro k = n vztah vy A ... Av, =det Wes A .. Aep.



KAPITOLA 2

Kalkulus diferencialnich forem

V pfedchozi kapitole jsme rozebrali algebraickou édst formule (1.1) . Ted ji doplnime o koeficienty,
kterymi jsou funkce.

1. Definice

Oznaceni:
(i) Ozna¢me T*(R™) (zkrdcené T™) vektorovy prostor, jehoz bazi tvoii symboly dzi,..., dz,.
Presnéji feceno
n
T*(R") := {>_ a;dxi;a; € R},
i=1
pricemz s¢itani vektor a nasobeni skaldrem je definovéano ,po slozkach®, tedy takto:
n n n n n
Z Q; diL’l -+ Zﬁz diL’l = Z(O&l -+ 51) d(Ei, C:- Z (673 d.’ﬂl = Z Ccoy; dSQ
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
(ii) Ndzev hladka funkce budeme v celych skriptech pouzivat pro C* funkci, tedy funkei majici

spojité parcidlni derivace vsech fadu. Hladké zobrazeni do vektorového prostoru je zobrazeni, pro
které vsechny slozky tohoto zobrazen{ vuci nékteré (a tedy vuci jakékoliv) bazi jsou hladké.

Definice 2.1. [Definice diferencidlni formy] Diferencidlni forma stupné k (zkrdcené k-
forma) na oteviené podmnoziné Q C R™ je hladké zobrazeni Q do AF(T*). Kazdd diferencidini
forma w stupné k se tedy dd napsat v kanonickém tvaru

w(Ty,...,z,) = Z wr(z1,...,x,)dzy,
|1|=F

kde wi(zx1,...,x,) jsou hladké funkce z Q do R.

MnoZinu viech diferencidlnich forem stupné k na mnoziné Q budeme oznacovat E(Y). Ddle
oznacime E*(Q) mnoZinu viech diferencidlnich forem na Q, tj. mnoZinu vsech hladkych zobrazeni
Q do A*(T™).

Diferencidlni forma w € £*(Q) nemd tedy obecné definovdn stuperi — muze byt souctem dife-
rencidlnich forem riznijch stupniu. Plati vsak

&) - Do,
k=0

tedy rozklad obecné formy do homogennich séitanci (prvki EF(Q)) je jednoznacéné urcéen.
Pripomenime, Ze je dxyr = dx;y N\ ... A dx;,, kde i1, ... ,1; jsou proky I setridéné podle velikosti.

2. Vnéjsi (de Rhamuv) diferencidl

Definice 2.2. [Definice vnéjsiho diferencidlu] Bud Q2 C R" oteviend mnozina. Pro vechna
p, 0 < p < n definujeme zobrazeni d : EP(Q) — EPTL(Q) takto:

(i) Je-li f € EYQ) (f je tedy funkce z Q do R), pak definujeme df : @ — AY(T*) predpisem

df (a) := i gg (a)dz;, Vae.
i=1 "
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(i) Bud w € EP(Q) diferencidlni forma stupné p. Forma w je tedy tvaru w(x) = 2oitj=p wri () day,
kde x € Q a wr jsou hladké funkce z Q C R™ do R. Definujeme dw : Q — APTH(T*)
predpisem

dw(z Z dwr(z) A dxy = Z Z 8w1 ) dx; A dxyp, Ve Q.

(%v
[I|=p [T|=p i=1

Poznamka (o interpretaci symbolu dz;) V definici diferencidlnich forem se pouzivaji zéhadné sym-
boly dx;, které tvoii bdzi vektorového prostoru oznaceného T (R™). Z definice vnéjsiho diferencidlu

d vyplyvé jednoduchd interpretace téchto symbola — je-li ;(z1,...,2,) = ; i-td soufadnicova
funkce na R", pak dp; = Z?Zl gf? dr; = 1dx; = dx;. Je mozné tedy symbol dz; interpretovat
J

jako vnéjsi diferencial zakladni soufadnicové funkce ; a zvolené formalni oznaceni se pak ukaze
jako vhodnd mnemotechnickd pomucka pro zapamatovani a jako pfiprava pro definici vnéjsiho
diferencidlu d. Lze si také jiz ted dopiedu uvédomit, jak dobfe toto oznaceni bude souhlasit
s béznymi konvencemi pii oznaceni integralu z funkce pies podmnozinu v R".

Véta 2.3. Vnéjsi diferencidl md ndsledujict vlastnosti (pro p,q € {0,...,n}):
(i) Vw, 7€ &*(Q) : dlw+7) = dw + dr.

(i) Vw € EP(Q), 7 € E1(Q) : AW AT) = dw AT+ (—1)Pw A dr.

(ili) Yw € EP(Q) : d(dw) =0
Drikaz.
ad (i) Plyne piimo z definice.
ad (ii) Nejdifve dokazme tvrzen{ pro diferencidlni formy tvaru w = wydxy, 7 = 75dxy, kde I je
p-prvkové a J g-prvkova podmnozina mnoziny {1,...,n} a I, J jsou disjunktni.

dlwAT)= d(wrry - dep A day) =

d(OJ]TJ)/\d.I[/\ dry = (med$l> ANdxr N\ dey =

T
i=1 Oz;

&u]

;A\ dxp A d dx; N\ dep N\ dry =
- o, Xr xj—i—ZwI ) X XTr xTj =

o
— (Z a‘;I /\dxl) (1 dzy) + Zw,dzm<

i=1

/\dSCJ> =

= d(WJdl‘[)/\Tjdl‘J-f—(—1)prdx]/\ < g;] i N\ de]) =
i=1

= duoAT+ (—1)PwA dr

Z postupu je téz vidét, ze pro I N J # () jsou obé strany 0 a rovnost je tedy splnéna trividlng.
Pro obecné diferencialni formy w, 7 uz tvrzeni plyne z linearity operace A, nebot

dlwAT)= d( Z wrdzry A Z TdeJ> = Z Z dwrdxy ANTyday) =

[T|=p [71=q [I|=p|J|=q
Z Z wIdJJ[ /\TJdafJ—‘r( )prdl‘[/\d(TJda?J))Z
[Il=p|J|=q
—d(ZUJ}dI[) <ZTJdIJ> <ZwId£E1> <Z7'dej>—
[Il=p [71=q [Il=p |71=q

= dw AT+ (—1)PwA dr,

coz jsme chtéli.

ad (iii) I. Dokazme, Ze tvrzen{ plat{ pro prvky tvaru w = wy dzy € EP(Q). Postupujme indukei.
1. indukén{ krok: Bud w = f - drg = f € £Y(Q) funkce, pak plati



n n

n 8 n 8
a(df) = d Zaxfjdwj =Zd(agfj)Adwa ZZ% ;Ao dey =

Jj=1 Jj=1 1=1j5=1
(2.1) = do; A doj+ Y Of (=1)da; A da; =
8:1: [“)gcZ J Oz ;0x; J
1<i<j<n 1<j<isn
0% f o*f
= — dz; A\ dzj =0
Z ((“)x Ox;  0x;0x; i i

1<i<jsn J J
kde jsme pouzili vztahu dz; A dz; = —dx; A dx; a rovnosti af;z = a;? D7 kterd je splnéna pro
véechny C? funkce a tim spi§ pro C* funkci f. Pro prvky £°(2) tedy tvrzeni plati.
Specidlné tedy pro soufadnicovou funkei ¢;(z1,...,2,) = x; mdme d(dy;)) = 0. A protoze
dyp; = dz;,, plati i
(2.2) d( d.Tl) = d( d(pl) =0
pro vSechna i € {1,...,n}.

2. indukéni krok: Nechf tvrzeni plati pro vSechny w tvaru w = wydr; € EP~H(2). Nyni bud
w = wrdzy € EP(Q), kde I = {i1,...,3p} a1l < 41 < --+ < 4p < n. Z (2.2) a indukéniho
predpokladu plyne:

d(dw) = d(d(wrdzi, A... N\ dxg,)) = d(dwr A dzg, Ao A dxg) =
= d(dwy N dxgy N A dxg, ) N dog+
+ (=1)P(dwr A dxgy Ao N da, ) A d(da;) =
= d(d(wrdzs, N... N\ dx;, ) A de, +0 = 0.

II. Pro libovolné p a libovolné w € EP(§2) nyni dostdvame

dldw)=d | d| > wrder || = d(dwsA dus))=0.
[T|=p |T|=p

3. De Rhamuv komplex

Definice 2.4. Definice de Rhamova komplezu Forma w € EF(Q) se nazjvd uzaviend, pokud
dw =0, a exaktni, pokud existuje forma T € E¥1(Q) takovd, ze dr = w.

Definice 2.5. Necht € je oblast v R™. Posloupnost
&) L el L L e
se nazyvd de Rhamiv komplex.

Poznamka. Veéta 2.3(iii) iikd, ze kazd4d exaktni forma je uzaviend. Posloupnost prostoru a zob-
razeni mezi nimi se nazyva komplex, pokud ma tuto vlastnost, tj. pokud slozeni dvou po sobé
nasledujicich zobrazeni je trividlni.

Prirozend otéazka je, jestli kazda uzaviend forma je exaktni, nebo jestli existuji formy, které jsou
uzaviené, ale nejsou exaktni. Zakladni informace v tomto sméru je nésledujici Poincarého lemma.

Lemma 2.6 (Poincaré). Nechf §) je koule v R™. Pak kazdd uzaviend forma stupnék, k =1,...,n,
je exaktni.



Poznamka. Specialni pfipad tohoto lemmatu se obvykle probira jiz v analyze — jde o tzv. vétu

o potencialu. Ta tikd, ze vektorové pole T na jednoduse souvislé oblasti (napi. na kouli) je gradi-

entem funkce, pokud plati % = gff . Tato véta je totozna s pripadem k = 1 Poincarého lemmatu.
i J

Diikaz Poincarého lemmatu neni tézky. Je-li w uzaviend forma, pak piislusnou exaktni formu 7
Ize definovat vhodnym vzoreckem a ovérit pifimym vypoctem, ze dr = w. Dukaz ale v tut ochvili
nebudeme probirat.

Je zcela podstatné si uvédomit, ze Poincarého lemma je formulovano pouze pro velmi specidlni
oblast — pro kouli. Pro to jsou velmi dobré duvody. Sta¢i vyjmout z koule jeden jediny bod (napi.
jejl stied) a tvrzeni prestane platit. Intuitivné lze fici o hodné vic. Pokud vyjmeme jeden bod
z koule 2 C R™, bude existovat (modulo exaktni formy) jedind (az na ndsobek) uzaviend forma
stupné n, ktera neni exaktni. Pfesnéji feceno, prostor uzavienych forem stupné n modulo prostor
exaktnich forem je vektorovy prostor dimenze 1. Pokud bychom vyjmuli z koule 5 ruznych bodi,
bude mit ptislusny faktorprostor dimenzi 5. Je tedy ziejmé, ze je zde velmi zajimava souvislost
mezi faktorprostorem uzavienych forem modulo exaktni formy a topologii piislusné oblasti, na
které jsou uvazované diferencialni formy definované.

4. Prenéaseni diferencidlnich forem pomoci zobrazeni

V tomto paragrafu ukazeme, jak lze diferencidlni formy prenaSet pomoci zobrazeni z jedné oteviené
mnoziny na druhou. Budeme uvazovat hladké zobrazeni ® : U — Q z oteviené mnoziny U C R¥
do oteviené mnoziny ) C R™. V této sekci jsou k, n libovolnd pfirozend ¢isla, nemusi platit k£ < n.

Oznaéme soufadnice v U pismeny uq, ..., u, a soufadnice v 2 budeme oznacovat x1, ..., x,. Je-li
tedy # = ®(u) pro néjakd u € U C R¥ 2 € Q C R", pak z; = ®;(u) = ®;(u1,...,ux), pricemz
®; je i-td slozka zobrazeni ®, i = 1,...,n. Piipomenme si, ze diferencial df funkce f je definovan
vztahem

df = By L
i=1

Definice 2.7. Necht ® : U — Q je hladké zobrazeni, kde budte U C R¥ Q C R™ jsou oteviené
mnoziny. Pro kazdé p € {1,...,n} definujeme zobrazeni ®* : EP(Q) — EP(U) predpisem
O (w) ==Y (wro®) dP;, A...A dD;, €EP(U),
[I|=p
kde w = Z\I\:p wrdxry = Z|1|=p wrdzi, A... A dw;, je libovolny proek EP(QY) a kde iy, ... i, jsou
vzestupné setridéné prvky mnoZiny I.

Pripomenime, Ze d®;,7 = 1,...,n jsou diferencidly jednotlivych sloZek zobrazeni ®. Diferencidly
téchto funkci je treba rozepsat podle definice a vysledny vyraz

k k
0®;, 3@7;1)
q)*(w): E (LU[O(P) ( E D duk1> VANPAN E D dukp

11|=p ki=1 Rp=1"

upravit podle pravidel pro vnéjsi ndsobeni do zdkladniho tvaru ®*(w) = Z\IIZP Yr(u)duy, kde
Yr(u) jsou odpovidajici koeficienty u symbolu duy.

Véta 2.8. Jsou-li w, ®,U,Q jako v definici a 7 € £9(Q), pak
(i) @ (w+7) =" (w) + ®*(7), pokud p = q.
(il) *(w A T) = P*(w) A P*(7), p,q libovolnd.
(ii) ®*(dw) = d(P*w).
(iv) Je-li zobrazeni ¥ : V. — U z oteviené mnoziny V. C R® do U, pak (P o ¥)*(w) =
(T* 0 *)(w).
(v) Jellik=nawe&", tedyw = fdx1 A... A\ dzy,x = ®(u), pak

" (w) = det(Jac®)(f o @) duy A ... A dup,

n
kde Jac ® je oznaceni pro Jacobiho matici zobrazeni @, tedy matici (gf?) .
7/ 4,j=1



Dikaz.

(i) Snadné, ptimo z definice.

(ii) Nejdiive dokdzeme tvrzeni véty pro w, T specidlnfho tvaru w = wydxr, 7 = 75 dx s, kde wr, 75
jsou funkce a I,J po fadé p-prvkovd a ¢-prvkovd mnozina indexu. Muzeme predpoklidat, ze
INJ =0, jinak jsou totiz obé strany rovny 0. Plat{ !

P (wAT) =D (wrTsdar A dey) =
= (wIOCI))(TJO@)d(I)il A A dq)lp/\ d(I)jl VANIAN d(qu =
= (UJ[OCI))d@il VANPAN d‘bip /\(TJO(D)d(I)jl VANPIAAN d@jq

B* (w) A B (7).

Pro obecné w, 7 tvaru w = Z\I\:p wrderat= Z\J\:q T7 dx sta¢i pouzit pravé dokazané tvrzeni
spolu s bodem (i) a s tim, Ze vnéjsi soucin je bilinedrni zobrazeni. Na ukdzku vypiseme podrobné,
jak se tento dukaz provede. V dalsich piipadech jiz takovéto piimocaré dukazy nechdme Ctenafi.

<I>*(wA7')=<I>*< ijdxl A ZTJdJ:J >=

[I|=p |71=q

:(I)*< Z (w[dx[)/\(TJdiCJ)> =

[I|=p,|J|=q
= > O ((wrdw) Al(rsday)) =
|11=p,|7|=q
= Z (I)*(wIdl‘I)/\@*(TJdIJ):
|T1=p,|7|=q

= Z (I)*(OJ[ diC[) A Z Cb*(TJ dl’]) = (I)*(w) A (I)*(T)v
|I|=p [J|=q

coz jsme chtéli.

(iii) Stejné jako v pfedchozim budeme predpoklddat, ze w = wy dzy, pro obecné w dostaneme vztah
pomoci linearity ®* a vnéjsiho diferencidlu d (viz (i) a Véta 2.3(i)). Necht je tedy w = wy dzy a
oznacme 41, ..., 4, prvky mnoziny I uspoifddané vzestupné podle velikosti. PovSimnéme si nejprve,
ze na levé i na pravé strané rovnosti jsou diferencidlni formy na mnoziné U. Upravujme nejdiive
levou stranu rovnosti

2 (’)wl - aw[
o (dw) = &~ dz; N\ d = D) dP;, A dPy; AL N dD;
( w) (i_l 31@,- T ZC]) ; (8562 ° > 1 13

Nyni budeme upravovat pravou stranu rovnosti.

d(®*(w)) = d((wr o @) d®;, A... A dP;,) = Z w

Jj=1

duj/\d@il/\.../\ dd;

p

LStriktné vzato by bylo v néasledujici ipravé tieba nejprve piepsat dxy A dxj do zdkladniho tvaru setiidéného
vzestupné, pak teprve pouzit definici ®* a poté prepermutovat ¢leny zpét. Takto bychom podrobné zduvodnili
druhou rovnost (mezi prvym a druhym fddkem) v této tipraveé.



Kdybychom vedeli, ze Y., (% o <I>> do; =30, a(#sz) du;, byli bychom hotovi. Tato rovnost

je vsak dusledkem pravidla pro derivovani slozené funkce, nebot plati
k n k
8(&1[ 9] ‘I)) 8&1[ 8(131‘
2" on =22 (5, °% G, ) M=

j=1
" wy 0, LN

= oo gy, | = o) da,.
(i Oz ’ ) j=1 Ou; UJ Z((‘)xi °

=1

(iv) Diky jiz dokdzanym tvrzenim (i) a (ii), sta¢i uvazovat pouze tyto dva piipady®: w = f € £%(M)
apiipad w =dzx;, i=1,...,n.
Prvni piipad plyne ihned z definice:

(@ W) (f) = f o (BoW) = (fod) oW = U (a7(f)).
Necht tedy nyni w = dx;. Pak

(® 0 0)*(dz;) = Z @O‘I’ dtlzk:<8u] )(Z Jdt)

=1

k
0P, i
> 5, duj | = U*(®*(d;)).

Jj=1

(v) Necht je ve oznaceno jako ve formulaci véty. Tedy mimo jiné w = fdxi A ... A dx, a tedy
podle definice ®* plati, ®*(w) = (f o @) dP; A ... A dP,,. V kazdém bodé v € U muizeme dP;

vyjadfit jako:
Z auj

Podle Véty 1.3 (v) je tedy

D, "
d®y A ... A\ dPy,(u) = det (g L (u)) duy A ... N du, = det(Jac ®(u)) dug A ... A duy,
Uy

ij=1

pro libovolné u € U, coz jsme chtéli dokazat.
O

Poznamka. Nejpozoruhodnéjsi vliastnost z predchozi véty je bod tieti. De Rhamuv diferenciél d
je parcidlni diferencidln{ operdtor prvnfho fddu. Obecné, parcidlni diferencidlni operdtor D je (v
nejjedodussi verzi) linedrni zobrazeni prostoru V' vsech funkei na dané mnoziné do sebe, v jehoz
definici se pouzivaji parcidlni derivace (prvniho, nebo i vyssich fadua).

Ddlezitou roli ve studiu takovych operatoru hraji jejich symmetrie. Byva zvykem popisovat sy-
metrie danych matematickych objektt pomoci grup symetrie. Kanonické priklady takovych grup
symetrif je bud’ grupa GL(V) vech invertibilnich linedrnich zobrazen{ vektorového prostoru V do
sebe (grupova operace je skladdn{ zobrazen{), nebo podgrupa rotaci SO(3) C GL(R3), jejiz prvky
jsou ortogondlni 3 x 3 matice. .

2Tvrzeni lze té7 dokazat stejné piimocare jako predchozi body. Stac¢i ho dokazat pro w = wydxy. Tvrzeni
pak plyne jako v pfedeslych piipadech z linearity ®* a W*. Dukaz tvrzeni je pak pomérné piimocary a nepouziva
zadnych triku, je vsak dosti technicky. Pokud dosud nejste zbéhli v tomto typu dukazi, doporucujeme si provést
tento dukaz vlastnoruéné, naucite se pracovat s pouzivanou symbolikou a ziskdte tim piehled. Hlavni idea dukazu
je toto: Povsimneme si, Ze si levd a pravd stranu dokazované rovnosti jsou diferencidlni formy z EP(V'), obé strany
mizeme vyjadiit jako linedrni kombinaci baze { dtx} k|=p prostoru EP(V), nebo alespoii jako linedrni kombinaci
prvki tvaru dig, A... A dtk,, kde k1, ..., kp nejsou nutné vzestupné uspoiddana ¢i vzdjemné ruznd. Pokud vyjdou
stejné linedarni kombinace, bude tvrzeni dokazano.



Symetrie néjakého objektu (v nasem piipadé vektorového prostoru V') se typicky realizuje pomoci
akce dané grupy symetrie G na V' pomoci representace p grupy G na V, coz je homomorfismus
p: G — GL(V), tj. zobrazeni, které respektuje grupové operace ve vzorech a obrazech: p(gh) =
p(gop(h) g,h € G. Symetrie diferencidlnich operatoru se obvykle vyjadiuje jako pozadavek, aby
akce dané grupy symetrie na prostoru V, na kterém je definovan diferenialni operator D komutovala
s akci operatoru D. Tedy aby platilo

D(p(9)(v)) = p(g)(D(v)),g € G,v € V.

maji.

Jedna z pozoruhodnych a hodné velkych grup transformaci je grupa Diff(Q2) vSech difeomorfismu
oteviené mnoziny  C R™, kde grupova operace je skldddni difeomorfismu. Tato obrovskéd ('ne-
kone¢né dimensiondlni’) grupa pusobi pomoci pfendseni diferencidlnich forem na (nekoneéné di-
menziondlnim) vektorovém prostoru V = £P(Q)). Oznacme i v tomto nekoneéné dimensiondlnim
piipadé symbolem GL(V) grupu vsech invertibilnich linedrnich zobrazeni z V' do V. Pfendseni
diferencialnich forem definuje zobrazeni

p:G—= GL(V),p(?)(w) = 2*(w); ® € G =Diff(Q),w € V =EP(Q)).

7 tohoto hlediska je mozné interpretovat ruzné vlastnosti zobrazeni ®* shrnuté v predchozi vété
takto. Z prvni a druhé vlastnosti plyne, ze ®* je linedrni zobrazeni, patif do End(V). Ctvrta
vlastnost 11kd, ze vyse definované zobrazeni p je (v podstaté) reprezentace. Plati totiz, ze p(Po¥) =
p(0)o)p(¥). Pokud bych chtél dostat opravdovou representaci, staci definovat 7(®) = p(p~1) a
dostaneme vztah 7(¥ o @) = 7(¥)o)p(DP).

Tteti vlastnost z predchozi véty je naprosto klicové. Rika totiz, ze G je grupa symetrie de Rhamova
operatoru d, tj. ze je splnéna podminka

d(p(g)(w)) = p(g)(dw), g € Diff(Q2),w € ().
V jakémsi intituitivnim smyslu (ktery je ale mozné vyjddiit v presnych terminech matematickych
vét a definic) je dokonce mozné tict, ze je de Rhamuv diferencidl d charakterizovén tim, ze m4
takto obrovskou grupu symetrie.
I posledni vlastnost (v) ve Vété je velmi podstatnd, uvidime brzy, Ze z ni bude plynout nezavislost
integralu z diferencidlni formy pres lokédlni k-plochu na volbé parametrizace.






KAPITOLA 3

Integrace diferencialnich forem

V celé této kapitole jsou k,n dvé prirozend ¢isla, pro které plati k < n, pokud neni feceno jinak.
Zobrazeni ® oteviené mnoziny Y C R™ na otevienou mnozinu V C R" se nazyvé difeomorfis-
mus, pokud je ® prosté a ® i &' jsou spojité diferencovatelné. Piipomeiime si vétu o lokalnim
difeomorfismu, kterou budeme ¢asto pouzivat.

Véta 3.1. Nechf ® je spojité diferencovatelné zobrazeni oteviené mnoziny Q C R™ do R™, pro
které je Jacobiho matice
I — O(Py,...,D,)
O(x1y. .., xy)
requldrni v bodé a € .
Pak existuje okoli U bodu a takové, Ze ® je difeomorfismus U na ®(U).

1. Plochy dimenze k.
V této ¢asti budeme definovat obory integrace pro kiivkové a plosné integraly 1. a 2. druhu.

Definice 3.2. Necht O C RF je oteviend mnoZina, a ¢ je zobrazeni © do R™.
Rekneme, Ze zobrazeni ¢ je regularni, pokud ¢ je spojité diferencovatelné, Jacobiho matice Jy
md hodnost rovnou k ve vsech bodech u € O, a zobrazeni ¢ je homeomorfismus O na p(O).

Definice 3.3. Duojici (M, ), kde o je reguldrni zobrazeni oteviené mmoziny O C R¥ do R™ a
M = o(O) budeme nazgvat parametrizovana plocha dimenze k, zobrazeni ¢ nazveme para-
metrizaci mnozZiny M.

Je-li M C R™ a je-li x € M, pak Tekneme, Ze x je regularni bod mnoziny M dimenze k,
pokud existuje okoli U bodu a takové, Ze U N M je parametrizovand plocha dimenze k.

Definice 3.4. Rekneme, Ze mnozina M C R™ je plocha dimenze k, pokud kazdy jeji bod je
requldrni bod M dimenze k.
Dohodneme se také, Ze kazZdou diskrétni podmnoZinu M C R™ nazveme plochou dimenze 0.

2. Implicitni popis ploch
Kanonicky ptiklad dvourozmérné plochy v trojrozmérném Eukleidovském prostoru je sféra, ktera
se nejcastéji popisuje jednou rovnici x2 + y? + 22 = 1. Je to efektivnéjsi popis, nez pokryt sféru
nékolika parametrickymi dvourozmérnymi plochami. Tento systém funguje obecné.

Véta 3.5. Necht F : U — R" je spojité diferencovatelné zobrazeni na oteviené podmmnoZiné
U C RF™ ¢ € R”, a mnozina M je definovdna piedpisem

M ={z € U|F(z=c)}.
Pokud md pro kazdy bod a € M Jacobiho matice JF(a) hodnost n, pak je M plocha dimenze k.

Diikaz. Zvolme néjaky bod a € R*¥™™ pro ktery F(a) = c. Podle piedpokladi existuje n x n
minor Jacobiho matice { %} s nenulovym determinantem. Po vhodném pfeéislovani soufadnic
J

Z1,...,Tr+n Muzeme predpokladat, ze je ¢tvercova matice
OF; .
Er 1<4,5<n
Lj
invertibilni.
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Nyni definujeme zobrazeni G : U — R¥*" piedpisem

G(x1,. o Tpan) = (F1,. . Fy Tp1, oy Tpan)-
Jacobiho matice G v bodé a je invertibilni a tak podle véty o inverznim zobrazeni existuje okoli
U’ € U bodu a, na kterém je G difeomorfismus. Oznac¢me
RF ;= {x e R"*|z = (c1,..., oy Tng1s oo r Tnik)}
a definujme zobrazeni ¢ piedpisem ¢ := G~!|zr. Je ziejmé, Ze obraz p(RF N G(U")) je M NU' a
 je regularni parametrizace plochy U N M dimenze k, protoZe parcialni derivace
dp  OG™!

= i=1
aanri aanri

k

geeey

jsou linedrné nezavislé vektory v R™. O

3. Ekvivalentni definice regularniho bodu plochy.

Pted dalsim popisem ploch bude uziteéné formulovat a oduvodnit ekvivalentni definici regularniho
bodu plochy M. Nejjednodussi priklad plochy dimenze k je podprostor

R* .= {z € R"|z = (z1,...,21,0,...,0)}.
Ukéazeme si, ze libovolnou plochu M dimenze k£ mohu v okoli reguldrniho bodu 'narovnat’ pomoci
difeomorfismu tak, aby to byla oteviend podmnozina prostoru R”.

Véta 3.6. Bod x je requldrni bod plochy M dimenze k prdavé kdyz existuje okoli U C R™ bodu x a
difeomorfismus ® : U — V takovy, Ze

(3.1) dUNM) =dU)NRF,
kde R¥ = {x € R"|x = (x1,...,73,0,...,0)}.

Plun =t Aws
rQ

O A RS = U AT

~+

Vs b ad

DR B SRS T S
= FPCUARD = PCoa ™D

TR

Dikaz.



(A) Predpokladejme, ze existuje okoli U bodu z a reguldrni parametrizace x = ¢(u) mnoziny Y NM
definovand na mnoziné O C R¥. Existuje tedy @ € O, ¢() = x. Parciélni derivace g—i, ceey aaTi v
bodé @ jsou linedrné nezavislé a je mozné ji doplnit pomoci vektoru vy 1, ..., v, do baze prostoru

R™. Definujme zobrazeni

\Il(ul, vy Uk U1y - - - ,un) = cp(u) + Z UjVy;.
j=k+1

Jacobiho matice J¥(w,0,...,0) je podle konstrukce regularni, a tak podle véty o inverznim zob-
razen{ existuje okoli V' C R™ bodu (%,0,...,0) na kterém je ¥ difeomorfismus na U’ C U. Je
snadné se presvedcit, ze

\II(V/ n Rk) = U/ N M, \II|V/QJRI¢ = .
Opravdu, je-li (u,0,...,0) € V' NR*, pak ¥(u,0,...,0) = ¢(u) patii do M. Naopak, pro bod
y € U' N M existuje bod u € V' NR* takovy, ze p(u) = ¥(u,0,...,0) = y. Inverzni zobrazeni
® = U~ tedy zobrazuje prosté U’ na V' a plati ®U’' N M) = V' N RF. Zobrazeni & = (¥)~! je
tedy je hledany izomorfizmus, spliiujici podminku (3.1).

(B) Naopak, predpoklddejme, ze existuje okoli & bodu z a difeomorfismus ¥ na U, ktery spliiuje
podminku (3.1). Inverze ¥ = ®~! zobrazuje O := ¥(U) NR¥ C R* na U N M, restrikce ¢ = ¥|p
je parametrizace mnoziny U N M a je ziejmé, ze je to reguldrni parametrizace, protoze W je
difeomorfismus.

O
Pravé dokdzand véta mé uziteéné dusledky. Jeden z nich se tyké charakterizace riznych parame-
trizaci dané plochy M.

Lemma 3.7. Necht M je plocha dimenze k a ¢ : O — M a ¢’ : O' — M jsou dvé jeji paramet-
rizace.
Pak existuje difeomorfismus a: O' — O, pro ktery ¢’ = poa.

Diikaz. Je ziejmé, ze a = ¢~ ! o ¢’ je uréeno jednoznaéné, ale je tfeba ukdzat, Ze je o spojité

diferencovatelné. Zvolme bod z’ € O’ pevné. Podle Véty 3.6 existuji okoli V' C R™ bodu 2, okoli
VYV C R" bodu = = «a(z’), okoli U C R™ bodu ¢(z) = ¢'(z'), a difeomorfismy ¥’ : V' — U C R
aW:V > Utak, 7e o = UV na VNRF a ¢ = ¥ na V' NR* Pak ale a = U~ o ¥ je spojité
diferencovatelné na V' N R,

O

4. Tecny prostor k plose v daném bodé.

Je-li a regularni bod plochy M dimenze k, pak je mozné uvazovat v tomto bodé te¢né vektory a
tecny prostor. V tomto paragrafu bude slovo 'kiivka’ znamenat spojité diferencovatelné zobrazeni
otevieného intervalu (a,b) C R do RP,p > 2.

Definice 3.8. Necht x je requldrni bod lokdlni plochy M dimenze k. Rekneme, Ze vektor ¥ je
teény vektor k£ M v bodé x, pokud existuje kiivka ¢ : (—e,e) — M C R", pro kterou plati
d(0) =7,¢(0) = x.

MnoZinu vsech tecngch vektoru v bodé x oznacime symbolem T, M a nazveme teény prostor k
M v bodé x.

Pozndmka. Je-li ¢ : O — M dand parametrizace lokdln{ k-plochy M a ¢(a) = x, pak zfejmé
kazda kiivka d : (—e,e) — O,d(0) = @ indukuje kiivku ¢ : (—¢,¢) — M, ¢(0) = 2 danou predpisem
c=pod.

Lokalneé plati také opacnd implikace. Pokud je ¢ : (—e,e) — M, ¢(0) = z kiivka v M, pak existuje
¢’ <eakiivkad : (—¢’,¢') = 0,d(0) = 4, pro kterou ¢ = pod. To je mozné oduvodnit nésledujicim
zpusobem. Z tvrzeni Véty 3.6 a z jejiho dukazu plyne, Ze misto parametrického popisu lokédlniho
kousku ¢ : O — UNM plochy M mohu pouzit implicitni popis pomoci difeomorfismu ® : U/ — V's
vlastnosti ®(UNM) = VNR* a ze souvislost mezi témito dvéma popisy je ddna vztahem ¢~! = ®
na U N M. Pak d = ® o ¢ je kiivka na intervalu, kde slozeni ma smysl.



Z toho plyne, ze je mozné vyslovit ekvivalentni definici tetného vektoru timto zpusobem: Vector
¥ € R™ je teény vektor v bodé x k M prévé kdyz existuje hladkd kiivka d : (—e,e) — O,d(0) = @
takovd, ze pro kfivku ¢ = ¢ o d plati ¢'(0) = @.

Véta 3.9. Necht (M, p) je parametrickd plocha dimenze k, kde o(O) = M a p(u) = x,u € O.
Pak je T, M roven linedrnimu obalu vektori g—i(uo), ce %(uo) a nezdvist na volbé parametri-
zace.

Diukaz. Vektory g—i(uo) odpovidaji kiivkdm d;(t) = u + tu;, patii tedy do prostoru T, M a jsou
linedrné nezdvislé. Pro libovolny vektor ¢ existuje podle definice kiivka d : (—¢,¢) — O takova,
ze d(0) = @, (¢ o d)'(0) = ¥. Ale podle derivace slozené funkce je ¥ linedrni kombinace vektoru
%(uo). Nezdvislost na volbé parametrizace plyne z toho, ze zdkladni definice tecného prostoru je

nezavisld na parametrizaci. O

5. Orientace plochy

Definice 3.10. Skaldrni soucin na A*(R™) definujeme pozadavkem, Ze baze {er,|I| = k} je orto-
normdlni. Tedy pro o =32,y arer € AF(R™) je |laf> =Y, \T|=k a?.

Definice 3.11 (Orientace plochy.). Nechf M je plocha dimenze k v R™. Pak orientaci plochy M
rozumime spojité zobrazeni v plochy M do AF(R™) takové, Ze pro vsechny x € M plati

v(z) € ANT,M); ||v(z)|| = 1.

Pokud pro M existuje orientace, Tekneme, Ze M je orientovatelnd plocha. Duvojice (M,v) se
pak nazyvd orientovana plocha.

Necht M je orientovand plocha dimenze k. Rekneme, Ze parametrizace ¢ : O — M' C M je
kladné (nebo souhlasné) orientovana, pokud je baze {22 ...,86—:;} kladné orientovand baze

8u1 ?
T, M pro kazdy bod x € M.

Je podstatné si uvédomit, ze ve vétsiné obvyklych piipadu je orientace plochy uréena volbou
elementu v(z) v jediném bodé, a ze existuji plochy, které nejsou orientovatelné (klasicky ptipad
Mbobiova listu si spocitdte na cviceni).

Lemma 3.12. Je-li M souvisld mnoZina, pak bud neexistuje Zddnd orientace, nebo existuji prdavé
dvé (navzdjem opacné) orientace plochy M. Pokud orientace M existuje, je urcena orientaci
teéného prostoru T, M v jediném (libovolné zvoleném) bodé x € M.

Dikaz. Piipad k& = 0 je trivialni, predpokladejme, ze k > 1.

Rekneme, Ze zobrazeni v : M — AF(R™) splituje podminku (*), pokud v(z) € A*(T,M) a||v(z)|| =
1. Hlavni ¢ast dukazu spoc¢iva v oduvodnéni nasledujiciho tvrzeni.

Tvrzeni. Pro kazdé x € M existuje okoli i/ C R™ bodu x takové, ze pokud se dvé spojité zobrazeni
v,v' 1 U — AF(R™) splitujici podminku (*) rovnaji v bodé x, rovnaji se na celém okolf U.

Toto tvrzeni se dd oduvodnit takto:

Zvolme bod x € M pevné. Pak existuji vektory vgyi,...,v, a souvislé okoli &Y C R™ bodu =z
takové, ze zobrazen{ A : A¥(T, M) — A™(R™) definované piedpisem

AlQ) = a Avgsr A ... Aoy, o € AR (T, M)

je isomorfismus pro kazdy bod y € U.

Prostor A* (Ty M) je jednodimenziondlni pro libovolny bod y € M, tedy existuji pravé dva elementy
+a € A¥(T,M) spliujici podminku ||a|| = 1. Pro vybér hodnoty v(z) spliujici podminku (*)
mame tedy v kazdém bodé x € M praveé dvé (navzdjem opacéné) moznosti. Z toho plyne, Ze i spojité
zobrazeni y € U — A(v(y)) ma pro kazdé y € U pravé dvé mozné (navziajem opa¢né) hodnoty.
Protoze je U souvisla, musi byt toto zobrazeni konstantni a je jednoznac¢né urceno hodnotou v
bodé x. Tim je tvrzeni dokdzano.

Zbytek ditkazu lemmatu je jiz piimoéary. Bud’ Zaddn4 orientace M neexistuje, nebo existuje alespon
jedno zobrazeni v M — AF(R™) spliiujici podminku (*).



Je-li v/ 1 M — AF(R") néjaké jiné zobrazen{ spliujici podminku (*), pro které v/(z) = v(x),
definujme mnozinu A predpisem

A={ye M (y) =v(y)}

Podle dokazaného tvrzeni je A oteviend mnozina, ze spojitosti je také uzaviena a je neprazdné.
A protoze M je souvisld, plati A = M.
V bodé z € M méme jen dvé moznosti pro w(x), které se 1is{ znaménkem, tedy pro spojité w na
M spliujici podminku (*) mdme jen dvé moznosti, které se lis{ znaménkem.

O

6. Rozklad jednotky

Potiz pri definici integralu z diferencidlni formy stupné k& ptes plochu dimenze k je v tom, ze
diferencidlni formu je tfeba pfenést pomoci parametrizace do lokalnich soufadnic, které jsou vsak
definované jen v okoli daném lokalni parametrizaci. Tento problém se obchézi pomoci tzv. rozkladu
jednotky — forma se vynasobi konstantni funkci rovnou jedné, kterd je vyjadiend ve formé souctu
hladkych funkci, z nichz kazdd ma nosi¢ v nékterém z prislusnych okoli. V tomto paragrafu budeme
pouzivat hladké funkce, tj. funkce, které maji spojité derivace viech radu.

Definice 3.13. Necht k je nezdporné celé ¢islo. Pro diferencidlni formu w € EF(Q) budeme
definovat jeji nosi¢ supp w predpisem

supp w = {z € Q|w(x) # 0}.

Definice 3.14 (Rozklad jednotky). Nechf M C R™. Rekneme, ze soubor U oteviengich mnozin je
oteviené pokryti M, pokud M C UyeyU.

Rekneme, Ze systém mnozin {P,} vR"™ je lokalné koneény, pokud pro kazdy bod m € M existuje
okoli U, takové, Ze U,, N P, # 0 jen pro koneéné mnoho c.

Definice 3.15. Necht U je oteviené pokryti mnoziny M C R™. Rekneme, Ze soubor hladkijch
nezdporngch funkci {oa}taca na M je rozklad jednotky, pokud systém {Supp @u taca je lokdlné
konecény a pro kazdy bod m € M plati

Z va(m) = 1.

a€cA

Rekneme, Ze rozklad jednotky {¢a}seca respektuje pokryti {U}}veu, pokud pro kazdé o € A
existuje U € U takové, Ze supp o C U.

ft)

OBRAZEK 1. Funkce f v rozkladu jednotky



Véta 3.16. Pro kaZdé otevirené pokryti U mnoZiny M C R™ existuje rozklad jednotky, ktery ho
respektuge.

Dukaz. Vétu dokazeme jen pro M C R™ omezenou, kde je vidét hlavni myslenka dukazu bez
dodatecnych technickych komplikaci.

Necht K(a,r),r > 0 oznatuje otevienou kouli o stfedu v bodé a € R™ a poloméru r. Existuje
funkce f, , nezdpornd, hladkd na R™ s vlastnosti, ze f, , je kladna vsude na K(a,r) a rovnd nule

¢ ),t € (—r,r) a

na doplilku K (a,r). Lze ji sestrojit napiiklad pomoci funkce f,.(t) := exp(z—=z
polozit fq,(z1,...,2n) = fr(|lz — al]) pro z € K(a,r) C R",a € R".

Necht m € M je zvolen pevné. Pak existuje prvek U daného pokryti U a &islo r,,, > 0 takové, Ze
K(m,ry) C U. Systém {K(m,rm)},, 37 je oteviené pokryti kompaktni mnoziny M, tedy existuje

konecné podpokryti {K(mj,rj)}é»v:l. Pomoci funkei f;(z) = fm,,r, definujeme

- fi
R =
(22j=113)
a soubor {gpj}ﬁ-vzl je pozadovany rozklad jednotky, protoze Zjvzl fj je na M kladn4. O

7. Definice integrace diferencialnich forem

Definice 3.17. (i) Necht n € N. Necht je Q oteviend podmnoZina v R™(x1,...,x,) s kanonickou
orientaci a w € E™(QN). Pak existuje jednoznaéné urcend hladkd funkce f na Q takovd, Ze w =
fdxy N ... Ndz, a integrdl fQ w definujeme predpisem

=1

pokud integrdl napravo existuje jako Lebesquetv integrdl.

(11) Necht k € N. Necht Q C R" je oteviend mnozina a M je orientovand plocha dimenze k v .
Necht w € E¥(Q) je diferencidlni forma, pro kterou existuje oteviend mnozina U C Q takovd, Ze
plati:

(a) suppw C U

(b) existuje kladné orientovand parametrizace ¢ plochy U N M na O.

/Mw N /Ocp*(w).

(iii) Necht M je orientovand plocha dimenze k v oteviené mnoziné Q C R™. Zvolme libovolné
oteviené pokryti {Uytaca mnoZiny Q s vlastnosti, Ze pro vsechny mnoZiny M NU,,a € A exis-
tuje parametrizace o na oblasti O, C RE. Orientaci O, zvolime tak, aby o, byla souhlasné
orientovand s danou orientact M.

Necht prow € EX(Q) plati, ze M Nsuppw je kompaktni. Pak zvolime rozklad jednotky { f; };V:I
na mnoziné M Nsuppw respektujici pokryti {Us}taca a definujeme

/Mw :_]Z]jl/M wa

(iv) Orientovand plocha dimenze 0 je koneénd mnozina bodi M = {m;}_, spolu s volbou orientace
a; € {£1} pro kazdy bod M. Je-li diferencidlni forma stupné nula dand funkci f definovanou na

M, pak
N
/Mf = ;aif(mi)'

Poznamka. Podminka, ze M Nsuppw je kompaktni je typicky splnéna, pokud bud M je kom-
paktni, nebo pokud M je neomezend, uzaviend a w ma kompaktni nosic.

Definice integralu vyzaduje nutné diskusi, jestli hodnota integralu zavisi na ruznych volbéach, které
bylo tfeba udélat v prubéhu definice. Postupné si odvodime nékolik tvrzeni, které pak povedou k
diukazu nezavislosti integralu na téchto volbéch.

Pak definujeme



Lemma 3.18. Nechf k > 1. Necht Q a Q' jsou dvé oteviené podmnoziny R™ a nechf o : Q —
O 2" = a(x) je difeomorfismus, pro ktery det Ja > 0, kde Ja je Jacobiho matice {g‘;‘;},i,j =
1,...,n.

Pak pro kazdou diferenciding formu w € E™(Q') plati

o oo

Dikaz. Staci si uvédomit, ze existuje funkce f'(z') takovd, ze w = f/(a’)dz) A ... Adxl, na Q' ze
z Véty 2.8 (v) plyne, ze

a*(w) = det Ja(z)[f o a](z)dxy A ... Adx,,
a pouzit vétu o substituci pro Lebesgueuv integral. O

Lemma 3.19. Necht k > 1. Necht M C Q je orientovand plocha dimenze k, kde Q C R™ je
oteviend mnozina, a w € E¥(Q). Necht ¢ : O — M a ¢’ : O' — M jsou dvé kladné orientované

parametrizace M.
Lew= [ @re.

Pak
Dikaz. Z Lemmatu 3.7 plyne, ze existuje difeomorfismus o : O — O, pro ktery plati ¢’ = ¢ o «,
det Jaa >0 na O, a

Tvrzeni tedy plyne z Lemmatu 3.18. O

Lemma 3.20. Necht k > 1. Je-li M orientovand plocha dimenze k v oteviené mnoziné 8 C R™ a
je-li M Nsuppw kompaktni, pak wa nezdvisi ani na volbé otevieného pokryti {Us }aca mnoZiny
Q, ani na volbé rozkladu jednotky { f; }évzl na mnoziné M Nsuppw respektugici pokryti {Uy }aca.-
Dukaz.

Predpokladejme, ze {Us}aca a {Uj}pep jsou dvé oteviend pokryti mnoziny €2 s vlastnosti, ze
pro véechny mnoziny M N U,,a € A existuje parametrizace ¢, na oblasti O, C R¥, a obdobn4

vlastnost plat{ i pro druhé pokryti. Predpoklddejme také, ze {f; }é.vzl, resp. {gg}é\':ll jsou rozklady

jednotky na M N suppw respektujici pokryti {Ua }aea, resp. {Uj}gep. Potiebujeme ukazat, ze

N N’
L= iw = =P
> o= f

Mizeme predpokladat, ze Vj,supp f; C U,, a pro vypocet L zvolime pro kazdé j = 1,..., N
né&jakou kladné orientovanou parametrizaci ¢; mnoziny M N U, . Dostaneme

N N’ N N’

j=1 ¢=1"Ua; NV, OM

kde jsme pro parametrizaci mnoziny Uy, N U 1’32 N M pouzili restrikci néjaké kladné orientované
parametrizace p; mnoziny Uy, N M.
Stejnym postupem dostaneme

Pif

U,@emM

N

N/
= § / fjgzwa
’
= = Uy M

kde jsme pro integraly v poslednich suméch pouzili restrikci néjaké kladné orientované paramet-
rizace mnoziny U, ;3@ N M. Dokazované tvrzeni pak plyne z Lemmatu 3.19.

O






KAPITOLA 4

Stokesova véta

1. Plochy dimenze k s krajem.

Na druhém cviceni jsme zavedli definici oteviené mnoziny Q v R™ s hladkou hranici 9Q. Ted si
tuto definici zobecnime pro plochy dimenze k s krajem.
Pro tuto kapitolu si zavedeme specialni oznaceni nasledujicim zpusobem:

R* = {ueR"u= (ui,...,ux0,...,0)},
R’% = {u € R*u; <0}, poloprostor
Int R’; = {u € R*uy; < 0}; vnitiek poloprostoru
GR’; = {u € R*u;, = 0} kraj poloprostoru
R’% = Int R’; U aR’% disjunktni sjednoceni

Piipomenme si, ze plochy dimenze k byly definovany jako obrazy otevienych podmnozin v R¥ po-
moci regularniho zobrazenf . Oteviena podmnozina v R* je zde elementarni pifklad a vzor plochy
dimenze k. Podobné budeme definovat plochy dimenze k s krajem, jen elementarni piiklad a vzor
bude oteviend podmnozina poloprostoru R’;, coz je podle definice prunik oteviené podmnoziny v
RF s poloprostorem R’;.

Definice 4.1. Necht k,n € N, k < n. Rekneme, Ze neprdzdnd mnozina M C R"™ je plocha
dimenze k s krajem, pokud pro kazZdy bod x € M existuje oteviené okoli U C R™ bodu x a
parametrickd plocha ¢ : O — R™ takovd, Ze

(4.1) e(ONRE) =UNM.

Mohou tedy nastat dva pripady:

(1) Body mnoziny (O NInt R’%) jsou regquldrni body plochy dimenze k, tyto body budeme nazjvat
vnitini body plochy M. Mnozinu vsech vnitinich bodu plochy M nazveme vnitiek plochy M a
oznacime ji symbolem Int M.

(2) Body mnoZiny (O N BR’%) budeme nazvat body kraje plochy M. MnoZinu vsech bodu kraje
plochy M nazveme kraj plochy M a oznacime ji symbolem OM.

Definice 4.2. Orientace plochy M dimenze k s krajem je definovdna jako orientace jejiho
vnittku Int M. Je-li M orientovand a x € OM, existuje okolilU bodu x a parametrizace p s vlastnosti
(4.1), kterd je souhlasné orientovand v bodech plochy Int M NU s danou orientaci Int M a definuje
orientaci na plose M’ = ¢(0O).

Pro orientovanou plochu s krajem M definujeme indukovanou orientaci plochy OM ndsledujicim
zpusobem.

Rekneme, Ze ortonormdlni baze {v1,...,v,_1} prostoru Ty(OM) je kladné (resp. zdporné) orien-
tovand vuci indukované orientaci, pokud je baze {B%C’Ul’ ooy Ug—1} kladné (resp. zaporné) orien-
tovand baze prostoru Ty, M’.

Lemma 4.3. Je-li M C R™ plocha dimenze k s krajem, pak plati:
(1) Definice vnitrnich bodi a bodi kraje plochy M nezdvisi na volbé okoli U a parametrizace ¢ a
plati

M =Int M UOM; Int M NOM = 0.
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(2) Mnozina Int M je plocha dimenze k.
(3) Mnozina OM je plocha dimenze k — 1.
(4) Bod x € M je bod vnitiku Int M prdvé kdyZ existuje jeho okoli U C R™ a difeomorfismus
DU =V takové, zZe
dUNM)=VNR-F
(5) Bod x € M je bod kraje OM prdvé kdyz existuje jeho okolild C R™ a difeomorfismus ® : U — V
takové, Ze
dUNM)=VnNOoRE,
kde ORE = {x € R¥|z; = 0}.

Diikaz. (1) Necht pro bod z € M existuji oteviené mnoziny U;,Us C R™ a dvé parametrizace

1: 01 = R @g: Oz — R™ pro které plati relace (4.1). Zmensenim mnozin Op, Oy a prechodem
k U = U; NU muzeme piedpoklddat, ze ¢1(01) = ¢2(O2) = U. Podle Lemmatu 3.7 je ()02—1 o1
spojité diferencovatelné zobrazeni oteviené mnoziny O; N R’; C R* do mnoziny Oy N R’;, tedy
obraz musi byt podmnozinou Oy N Rk Bod z je tedy vnitini bod M podle obou parametrizaci.
Pomoci disjunktniho rozkladu Rk = Int Rk U QRk a pfechodem k dopliku dostaneme ze je-li x
bod kraje vzhledem k ¢, plati totéz i vzhledem k wa. Zbytek tvrzeni plyne z definice.
(2) Vsechny body mnoziny Int M jsou reguldrni body plochy dimenze k.
(3) Vsechny body mnoziny 9M jsou reguldrni body plochy dimenze k — 1.
(4), (5) To je tvrzeni Véty 3.6.

O

Chceme se jesté presvédcit, ze indukovana orientace na kraji plochy nezavisi na volbé parametri-
zace. Nejdiive si dokazeme pripravné tvrzeni o orientacich na vektorovych prostorech.

Lemma 4.4. Necht W je vektorovyj prostor se skaldrnim soucinem a ortonormdini bazi
A={w,v,...,05-1}.

Baze B = {u,v1,...,vp_1} prostoru W je souhlasné orientovand jako baze A prdvé kdyz (u,w) > 0.
Dukaz.
Baze A je ortonormaélni, tedy pro libovolny vektor v € W plati

k—1

u = (u,w)w + Z(u, v;)V;

i=1
Matice prechodu M od A k B mé tedy blokovy tvar

ue (012

kde * je vektor v R*=! a T,,_; je jednotkova (n — 1) x (n — 1) matice. Ziejmé je det M > 0 pravé

kdyz (u,w) > 0.

Lemma 4.5. Indukovand orientace T,OM nezdvisi na volbé okoliU a parametrizace ¢ s vlastnosti
e(ONRE) =uUnM.

Diukaz. Piedpoklddejme, ze {v1,...,vx—1} je ortonormélni baze T,0M. Vnéjsi normdla k M v

bodé z je definovana jako vektor w € T, M kolmy k T,,0M, pro ktery existuje kiivka ¢ : (—¢,¢) —

M, ¢(0) = z,¢'(0) = w pro kterou ¢(t) € M pro mald kladng ¢. Pro dikaz tvrzeni lemmatu staci
dokazat, ze pro libovolnou parametrizaci ¢ a okoli U s vlastnosti

(4.2) P(ONRE)=unM
jsou baze {g—fk, V1,...,V%—1} a {w,v1,...,v5_1} souhlasné orientované.
Vektor g—ﬁ je teény ke kiivce d(t) = ¢(u1,...,up—1,ur +t) Z vlastnosti (4.2) parametrizace ¢

plyne, Ze také pro kiivku d plati, ze d(0) = = a d(t) € M pro malé kladné ¢. Z toho pak plyne, ze

(d(t) —d(0),w) >0 a (gf ,w) > 0. Protoze ¢ je reguldrni, jsou parcidlni derlvace £ j=1,...k

linedrné nezavislé, a tedy <ad—fk, w) # 0. Tedy <§f ,w) > 0 a je mozné pouzit Lemma 4.4 O



Poznamka. To co jsme ukazali v predchozich lemmatech je ve skutecnosti ekvivalentni definice
indukované orientace pomoci vngjsi normaly. Je mozné ji formulovat takto.

Necht M je orientovang plocha s krajem OM. Rekneme, ze vektor w € Ty M,z € M je vektor
vnéjsi normaly v bodé =z, pokud je vektor w kolmy na T,0M a pokud existuje kiivka c :
(—e,e) = M, ¢(0) =z, (0) = w pro kterou ¢(t) € M pro mald kladn4 ¢.

Ortonormaln{ baze {v1,...,vk_1} prostoru T,,0M je kladné oritentovand vzhledem k indukované
orientaci, pravé kdyz baze {w,v1,...,vk—1} je kladné orientovand baze T, M.

2. Gaussova véta pro poloprostor

Lemma 4.6 (Gaussova véta pro poloprostor). Necht Int RZ = {z € R"|z, < 0} je otevieny po-
loprostor s kanonickou orientaci a ORY = {x € R"|x,, = 0} jeho hranice s indukovanou orientaci.
Pak pro kazdou diferencidini formu w € E"1(R™) s kompaktnim nosicem plati

dw = w.
Int R7 OR?

Diikaz. Kazd4 diferencidln{ forma w € £"71(R") s kompaktnim nosi¢em m4 tvar
n —
w= Z(—l)j_le(x)dxl Ndzg A ... Ndx; A ... dx,
j=1
kde stiiska znamend, ze piislusny ¢initel je v sou¢inu vynechany. Funkce w; jsou spojité diferen-
covatelné funkce s kompaktnim nosicem.

Pak dw = (Zn 3‘*“) dxy N ... ANdzx, aleva strana tvrzeni véty je podle definice rovna

i=1 Oz;
/ Zﬂ dzy...dx,,.
IntRZ \ 3%‘

i=1

Funkce g‘;’i maji kompaktni nosi¢ v Int RZ, proto jsou podle Fubiniho véty a véty o primitivni

: Ow; . .
funkci fhlt Rr 9, LOVIY nule pro vSechny j # n.

Orientace poloprostoru Int RZ je ztizeni kanonické orientace R™ dané kanonickou volbou souradnic
Z1,...,T, a za kladné orientovanou parametrizaci miuzeme vzit identitu ¢ = Id.
Pro posledni séitanec dostaneme

O dw,
/ ( dmn> dzy...de,_1 = / wn(T1, .y Tpe1,0)dzy ... dXy_1.
Rn—1 0o 3$n Rn—1

Kraj O R™ poloprostoru mé v kazdém bodé jako bazi te¢ného prostoru kanonické vektory

{61, e ,en_l}.
Parciélni derivace 597’; je rovna vektoru e,. Podle definice je baze {ei,...,e,_1} positivné (resp.)
negativné orientovand vzhledem k indukované orientaci pravé kdyz {e,,e1,...,e,—1} je positivné

(resp.) negativné orientovand vzhledem k dané orientaci na Int R%. Ale ta posledni baze je po-
sitivné, resp. negativné orientovand podle znaménka (—1)"~!. V integralu /. srn W dd nenulovy
<

ptispévek jen ¢len s j = n, a pro néj vzhledem k indukované orientaci vyjde také

/ W (X1, oy Tpe1,0)dry .. dxp_1.
Rnfl

3. Stokesova véta

Lemma 4.7 (Stokesova véta.). Predpoklidejme, Ze M je orientovand plocha dimenze k s krajem,
M =Int MUOM, a OM md indukovanou orientaci. Necht M C Q, kde Q je oteviend podmnoZina
R" a w € EF1(Q) takovd, Ze M Nsuppw je kompaktni mnoZina.



Pak

/ w:/ dw
oM Int M

Dikaz. Podle definice plochy s krajem existuje pro kazdy bod M N supp w okoli U a difeomorfismus
® na U takovy, ze (UNM) = ®U) ﬁR’%. Pro inverzi ¥ = (®)~! tedy plati \II(R]; NY)=MnU,
kde ¥V = ®(U). Z tohoto pokryti kompaktni mnoziny M Nsuppw lze vybrat konec¢né, a pro néj
existuje koneény rozklad jednotky {f;}Y, ktery respektuje toto pokryti. Mitzeme zvolit oznacenf
tak, Ze supp f; C U;. Postupné budeme upravovat vyraz flm a dw-

Nejdiive pouzijeme to, ze Zj f; = 1na M Nsuppw, a to, ze supp f; C U;. Tedy

/Inthw:/Inth zj:fjw :zj:/lmMnujd(fjw)'

Difeomorfismus V¥; indukuje parametrizaci ¢; = ¥; ot plochy Int M Ni;, kde ¢ : Int R’% ny; - R*
je standardni vnofeni. Pak tedy podle definice integralu z diferencilni formy dostaneme tedy

Z/Int]\/fﬂuj e Z/IntRk kA, (70 wj(d(fw)) = %:/ImRzmvj d(v" o Ui(fjw)).

Na kazdy s¢itanec muzeme nyni pouzit Gaussovu vétu pro podprostor a dostaneme
S o dwewise) Z/ K o1 o W ((f1) Z/ K01t 0 W (f).
; JInt RENV; ORENY; RENV;

kde x je vnofeni JRE do RF. Nakonec pouzijeme fakt, Ze zobrazeni W o1 o je parametrizace
kousku kraje OM NU; a pouzitim definice integralu z diferencialni formy dostaneme koneéné

Ko o U*(fjw / fw-/
ZJ:/Int]R’%ﬂV 7 Z OMNU; oM

4. Stokesova véta pro plochy se skoro hladkou hranici.

Stokesova véta pro plochy s (hladkym) krajem nestaci, je mnoho standardnich piikladu, kdy je
Gaussova véta o divergenci potieba pro oblasti, jeji hranice neni hladkd, jako jsou naptiklad
krychle, kuzely, valce, a podobné. Proto si ted rozsfifme tiidu ploch o plochy, které budeme
nazyvat plochy se skoro hladkou hranici. Tyto plochy maji také svij model, kterym je kvadrant a
jeho hranice. Zavedeme si nyni piislusné oznaceni.

Rék = {ueRMu; <0,...,u; <0}, kvadrant
Int Rjg’k = {u€RMu; <0,...,u; < 0}; vnitiek kvadrantu
8@%216 = {ueRMuy=0,u; <0,i=3,...,k i#(} (tasténa
G*Rjék = U’Z:j 85Rj<’k sjednoceni vsech stén

R]f D Int Rﬁk U 8*R]<’k ve sjednoceni nejsou singuldrni ¢4sti kraje
<X <X X

Piipomefime si, ze plochy dimenze k byly definovany jako obrazy otevienych podmnozin v RF
pomoci reguldrniho zobrazeni . Oteviend podmnozina v R¥ je zde elementarni piifklad a vzor
plochy dimenze k. Podobné jsme definovali plochy s krajem, pro né byl elementarni piiklad a
vzor oteviend podmnozina poloprostoru RE <, coz je podle definice prunik oteviené podmnoziny
v R* s poloprostorem Rk Stejné budeme deﬁnovat plochu se skoro hladkou hranici, tady bude

elementarnim prlkladem a vzorem kvadrant néjakého typu a hladké ¢ast kraje bude sjednoceni
stén nejvyssi dimenze tohoto kvadrantu.



Definice 4.8. Necht k,n € N, k < n. Rekneme, Ze neprdzdnd mnozina M C R" je plocha
dimenze k se skoro hladkym krajem, pokud pro kazdy bod x € M existuje oteviené okoli
U C R™ bodu x, prirozené c¢islo j < k, a parametrickd plocha ¢ : O — R™ takovd, Ze

(4.3) P(ONREY) =UnM.

Mohou ted nastat tyto pripady:

(1) Body mnoziny ©(O NInt Rék) jsou reguldrni body plochy dimenze k, tyto body budeme nazgvat
vnitini body plochy M. MnozZinu vsech vnitinich bodu plochy M nazveme vnitiek plochy M a
oznacime ji symbolem Int M.

(2) Body mnoziny @(OO@*R]J) budeme nazvat hladké body kraje plochy M. MnoZinu viech
hladkgch bodi kraje plochy M nazveme hladky kraj plochy M a oznacime ji symbolem 0* M.
Orientace plochy M dimenze k se skoro hladkym krajem je definovdna jako orientace
jejiho vnitiku Int M. Je-li M orientovand a x € OM, existuje okoli U bodu x a parametrizace ¢ §
vlastnosti (4.1), kterd je souhlasné orientovand v bodech plochy Int M NU s danou orientact Int M
a definuje orientaci na plose M' = p(O).

Pro orientovanou plochu M se skoro hladkym krajem definujeme indukovanou orientaci plochy 0* M
ndsledugicim zpiisobem. Necht x € 8* M, pak podle definice existuji okoli U C R™, prirozend ¢isla
g, 0,7 <L <k a parametrizace ¢ na O C R* takové, ze

P(ONIRE) =unM.

Je-li M orientovand, pak muzZeme zvolit parametrizaci ¢ souhlasné orientovanou s orientact Int M.

Rekneme, Ze baze {vi,...,vn_1} prostoru To.(0*M) je kladné (resp. zdporné) orientovand vici
indukované orientaci, pokud je baze {gq—ﬁ,vl,...,vk_l} kladné (resp. zdporné) orientovand baze

prostoru T, M’.

5. Gaussova véta pro kvadrant
Lemma 4.9 (Gaussova véta pro kvadrant). Nechf Int Rjg’k je vnitrek kvadrantu
Rjg’k = {z e RF|z; <0,..., 24 <0}

s kanonickou orientaci a 8*Rj<k je jeho hladkd ¢édst kraje s indukovanou orientact.
Pak pro kazdou diferencidini formu w € E¥~Y(RF) s kompaktnim nosicem plati

k
/ dw = / w = Z/ w.
Int RZ" o*RLE 1=y JoRL”
Diikaz. Kazd4 diferencidln{ forma w € E¥~1(R*) s kompaktnim nosicem m4 tvar
k
w= Zozj; aj = (=1 'wj(x)dry Adzg A ... ANdzj A ... dxy
j=1

kde stfiska znamend, ze piislusny ¢initel je v souinu vynechany. Funkce w; jsou spojité diferen-
covatelné funkce s kompaktnim nosicem.

Pak dw = (Ele g‘;‘> dxy A ... ANdzxy aleva strana tvrzeni véty je podle definice rovna

kL Ow;
L:/ *Vdzy ... dzg.
Int]Rjg’k <Z 5351‘) ! g

i=1
Funkce g‘;l maji kompaktni nosi¢ v Int Rjg’k, proto jsou podle Fubiniho véty a véty o primitivni
funkei integraly flm . % rovny nule pro vsechny ¢, které nepatii do mnoziny ¢ = j, ..., k.
RL® N

<
. ik Ca . . o
Orientace poloprostoru Int R2" je zizen{ kanonické orientace R¥ dané kanonickou volbou soufadnic
~X
Z1,...,T a za kladné orientovanou parametrizaci mizeme vzit identitu ¢ = Id.



Pro scitance odpovidajici indexum ¢ = j,. .., k dostaneme

0
Z/ ( awdm)dxl...dxg...dxk:
Rn—1 3xg

k
E / we(Z1y ey To—1,0,2041, .., T, 0,...,0)dxy ... dag ... dxy
Rn—1

(-t4 sténa kvadrantu 8ZR " ma v kazdém bodé jako bazi te¢ného prostoru kanonické vektory

{e1, -y er—1,€041, .. ek} Parcialni derivace g je rovna vektoru e,. Podle definice je baze
{€e1, - ,€0-1,€041,- .., €k} positivné (resp.) negatlvne orientovand vzhledem k indukované orien-
taci prave kdyz {egs, e1,...,€0-1,€p41,- - -, € }. je positivné (resp.) negativné orientovand vzhledem

k dané orientaci na Int Rék. Ale ta posledni baze je positivné, resp. negativné orientovand podle
znaménka (—1)*"1. V integralu fazRQk Zf:j a; da nenulovy ptispévek jen ¢len s i = £, a pro négj

vzhledem k indukované orientaci vyjde prava stran dokazovaného vztahu také rovna

/ ka:E/ we(z1, ..y Te—1,0,Zp41, ..., Tk, 0,...,0)dzy ... dxg ... day
o*RIE

g

Lemma 4.10 (Stokesova véta.). Predpoklddejme, Ze M je orientovand plocha dimenze k se skoro
hladkym krajem, M D Int M U 0*M, a Ze 0*M md indukovanou orientaci. Necht M C §, kde §
je oteviend podmnozina R™ a w € E¥~1(Q) takovd, 7e M Nsuppw je kompaktni mnoZina.

Pak
/ w= / dw.
*M Int M

Dukaz. Dikaz je zcela obdobny dukazu Stokesovy véty pro plochy dimenze k s hladkym krajem.
Podle definice plochy se skoro hladkym krajem existuje pro kazdy bod M N suppw okoli U a
difeomorfismus ® na U takovy, ze (U N M) = &(U) N R]J Pro inverzi ¥ = (®)~! tedy plat{
\II(JRQC NY) = MnU, kde V = ®(U). Z tohoto pokryti kompaktni mnoziny M N suppw lze
vybrat konecné, a pro néj existuje kone¢ny rozklad jednotky { f[}évzl, ktery respektuje toto pokryti.
Muzeme zvolit oznaceni tak, ze supp f¢ C Uy. Postupné budeme upravovat vyraz flnt a dw.
Nejdrive pouzijeme to, ze ), fe = 1 na M Nsuppw, a to, ze supp f; C Up. Tedy

o () =2 200

Difeomorfismus ¥, = (®,)~! indukuje parametrizaci ¢, = W, o+ plochy Int M N Uy, kde
L RZF NV, - R
je standardni vnofeni. Pak tedy podle definice integralu z diferencialni formy dostaneme

Z/MW ) = 2 /v To V() =2 /V (" 0 Wi ((few).

‘
Na kazdy s¢itanec muzeme nyni pouzit Gaussovu vétu pro kvadrant a dostaneme

> /V i Wi () = 3 Lo W or o W)

*Rj’kﬂv,

kde k je vnofreni G*R] % do R*. Nakonec pouzijeme fakt, ze zobrazeni W, o ¢ o k je parametrizace
kousku kraje OM N Z/lg a pouzitim definice integralu z dlferenmalm formy dostaneme konecné

Z/ _ H*OL*O\I/*(fgw).:Z/ fgw:/ w.
7 JoRLFnV, 7 Jomnu, oM



KAPITOLA 5

Integral prvniho druhu pres plochy dimenze £

Necht k < n jsou pfirozend éisla.

V tomto oddile budeme ptedpokladat, ze k > 1. Mimo integrély z diferencidlnich forem (v
nékterych pripadech nazyvané integraly druhého druhu) existuje také moznost definovat integral
pres plochy dimenze k z funkci. Klicovy pojem je tak zvand Grammova matice, kterou si nyni
zavedeme.

Definice 5.1. Nechf k > 1. Necht M je plocha dimenze k v R™ s parametrizaci ¢ : O — R,
O C R¥ oteviend a (O) = M

Grammova matice G = (Gij)k

ij—1 je definovdna vztahem
;

Ip Op
G’i' = s/
J <8uz 8uj>
ddle definujeme Grammuv determinant g = det G.

Grammova matice G je positivné definitni, tedy jeji determinant g je nezdporny. Cislo V9 je tedy
redlné a nezdporné.

Geometricky vyznam Grammova determinantu je velmi dobie zndmy. Pokud V' je vektorovy pro-
stor se skaldrnfm souéinem (.,.) a v1,...v, € V, Pak objem rovnobéznosténu generovaného témito
vektory je roven odmocniné z determinantu Grammovy matice Gj; = (v;,v;).

Definice 5.2. Necht k > 1.
(1) Necht ¢ : O — R™ je parametrizace plochy M = ¢(O), kde O C R* je oteviend podmnoZina.
Je-li ffunkce spojitd na plose M, pak definujeme integral prvniho druhu [ fdS predpisem

/Mf d§ = /Of (p(u))v/g(u)du,

pokud integrdl existuje jako Lebesgquetv integrdl.

V pripadé, Ze plocha M md dimenzi 1, tj. pokud je to krivka, pak se integrdl tradiéné znaci fM fds.
(2) Je-li M plocha dimenze k v R™, f spojitd funkce na M, a je-li M Nsupp f kompaktni mnozina,
pak nejprve zvolime oteviené pokryti {Uqy}aca, Us C R™ mnoziny M Nsupp f C R™ s vlastnosti,
Ze pro kazdé a € A existuje parametrizace @ mnoziny M NU, na mnoziné O, C RF. Pak zvolime
rozklad jednotky {fj}é-vzl pro mnozinu M N supp f, ktery respektuje zvolené pokryti {Uy}taca a

definujeme
N
dS = fdS.
/s > | 51

Budeme se chtit presvédcit, ze integrdl 1. druhu je nezavisly na volbach pouzitych pii jeho defi-
nici. Prvni informace se tyka toho, jak se integrand v integralu 1. druhu transformuje pfi zméné
parametrizace.

Lemma 5.3. Nechf o : O = R" a ¢’ : O' — R", p(0O) = @' (O') jsou dvé parametrizace plochy
dimenze k, pak existuje difeomorfismus o: O — O takovy, Ze ¢ = ¢’ o a. Navic plati

V9= (/g oa)|det Jal.

Dukaz. Oznaéme v = (u1,....u;) soufadnice na O a v’ = (u},....u}) soufadnice na O’. Funkce
u; = o (u) poskytuji soufadnicovy popis difeomorfismu o a Ja = (gzi) = A je jeho Jakobian.
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7 relace

dp zk: Op Jay
Ou; Ouy Ou;
=1
plyne, 7e G = A'G’A, a tedy g = ¢'(det A)2. Plat{ tedy tvrzeni lemmatu. O

Lemma 5.4. Necht k > 1. Nech M C R™ je plocha dimenze k, a nechtf je spojitd funkce na M.
Predpoklddejme, ze o : O — M a ¢’ : O — M jsou dvé kladné orientované parametrizace M.

Pak
[eovi=[ qeeVi
o o’
Dikaz.
Tvrzeni je snadnym dusledkem Lemmatu 5.3 a véty o substituci pro Lebesgueuv integral. O

Lemma 5.5. Necht k > 2. Je-li M plocha dimenze k v oteviené mnoziné R™, f spojitd funkce na
M, a je-li M Nsupp f kompakini, pak fM fdS nezdvisi ani na volbé otevieného pokryti {Uy}aca
mnoziny M, ani na volbé rozkladu jednotky { f; }évzl na mnoziné M N (supp w) respektujici pokryti
{Ua}a€A~

Dikaz. Pii odivodnéni tohoto tvrzeni se postupu zcela analogicky jako pii diukazu Lemmatu
3.20.
O



KAPITOLA 6

I1. éast Plochy v R3.
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KAPITOLA 7
Plochy v R3.

1. Uvod

Hlavnim tématem druhé éasti této piedndsky je klasickd geometrie kiivek a ploch v R3. Hlavni
zdroje, ze kterych vyrustala diferencidlni geometrie, jsou klasickd mechanika (pohyb hmotného
bodu, jeho rychlost a zrychlen{) a geodézie (zemémérictvi, mapy). Pocdtky sahaji zpét do 17.
a 18. stoleti (Huyghens, Leibniz, Newton, Euler, Monge). Klicové postavy té ¢dsti diferencidlni
geometrie, o které budeme mluvit, byli v 19. stoleti Gauss, Riemann, Bolyai, Lobacevskij. Nejde
tedy o moderni, sou¢asnou matematiku, ale o klasické zaklady, na kterych moderni matematika
stavi. Moderni zobecnéni této casti klasické matematiky se tykd analogii a zobecnéni do vyssich
dimenzi. Nejvyznamnéjsi cesti geometii 20. stoleti byli Eduard ¢éech (geometr a topolog) a Viclav
Hlavaty (jeho jméno nese knihovna v Karling).

Jednou z hlavnich vétvi moderni diferencialni geometrie je tzv. Riemannova geometrie, ktera
Einsteinovy poskytla model a matematicky nastroj pro jeho obecnou teorii relativity.

Tato cast prednasky je velmi blizka k duchu knihy

H. Wilson: Curved spaces. From classical geometry to elementary differential geometry, Cambridge
University Press, 2008.

Klasicka teorie kiivek a ploch v trojrozmérném prostoru je popsana ve studijnim textu

J. Rataj: Studijni text k prednasce Geometrie

Tento text obsahuje také teorii kiivek (kterou jste meéli v minulém semestru). Cést tykajici se
ploch zac¢ind 4. kapitolou.

Zakladem dobrého pochopeni teorie je pro kazdého propocet mnoha konkrétnich ptikladu, kterym
budou vénovana cviceni k prednédsce. Nejvic ovSsem pomuze, pokud si je ¢tenar dokaze spocitat
sdm. fadu feSenych piikladu je mozné najit ve skriptech

J. Bures, K. Hrubcik: Diferencidlni geometrie kiivek a ploch, Karolinum,
Dalsi priklady jsou obsazeny ve skriptech

L. Bocek: Priklady z diferencidlni geometrie.

Hodné zajimavosti z historie vyvoje geometrie za posledni stoleti a o neddvném vyteseni jednoho z
nejzndmijsich matematickych problému je mozné najit v populdrni knizce D. O’Shea: Poincarého
dominka, Academia, 2009, kterd uré¢iti stoji za pfecteni.

Cilem druhé ¢asti pfednasky je seznamit se s klasickou teorii ploch v trojdimenzionalnim Euklei-
dovském prostoru. Je to ¢ast matematiky, ktera je velmi intuitivni, protoze lidské védomdi si velmi
dobte dokaze predstavit trojrozmérny prostor a plochy v ném. Neskodi proto si pfipomenout fadu
konkrétnich piikladi ploch.Pro pohodli budeme misto terminu 'plocha dimenze 2’ budeme tikat
jenom plocha’.

2. Priklady ploch

Klasicka teorie ploch v trojdimenzionalnim Eukleidovském prostoru je ¢ast matematiky, ktera je
velmi intuitivni, protoze lidské védomi si velmi dobie dokaze predstavit trojrozmérny prostor a
plochy v ném. Neskodi proto si pfipomenout fadu konkrétnich pfikladu ploch.Pro pohodli budeme
misto terminu 'plocha dimenze 2’ budeme fikat jenom plocha’.

Priklady.
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(1) Sféra: {z? + 9% + 22 =1}

(2) Elipsoid: {ﬁé + %,: + §+ =1}
(3) Torus: (/22 +¢% —a)? + 22 = b% a > b >0,
(4) Jednodflng hyperboloid: {2 + 4 — Z2 4+ = 1}
(5) Graf funkce:

(a) elipticky paraboloid z = z—z + Z—j

(b) hyperbolicky paraboloid z = x—i — Zé
(
(
(
(
(

c¢) parabolicky vélec z = i—i

6) Rotaéni plochy (https://slideplayer.cz/slide/2791478/)
a) Rotacéni hyperboloid - Jestéd, Temelin (chladici véze)
b)

)

7) Obrazy pomoci rotaci a posunuti.

Rotaé¢ni paraboloid - satelitni antény

3. Mapy, atlasy

V této druhé ¢asti prednédsky se budeme zabyvat vyhradné plochami dimenze 2 v Eukleidovském
prostouru R3. Pro struénost tedy budeme tedy pro tyto plochy pouzivat nizev plocha.

Definice 7.1. Necht S C R? je plocha, pak se kazdd requldrni parametrizace p : O — S nazjvd
mapa na plose S. Obor hodnot mapy p(O) oznacime symbolem (p). Soubor map, které pokrgvaji
plochu S se nazyvd atlas na plose S.

Jsou-li p,p’ dvé mapy a je-li mnozina M = p(O) N p'(O') neprdzdnd, pak budeme zobrazeni
o= (p)top:p ' (M) —: p')"1(M) nazjvat pFechodové zobrazeni mezi témito dvéma
mapams.

Pozndmka. Mnozina M je ziejmé plocha, kterd md dvé ruzné parametrizace p a p’ (zizené na
odpovidajici podmnoziny svych defini¢nich oborti). Podle Véty 3.7 je tedy pfechodové zobrazeni
difeomorfismus.

Atlas dané plochy S neni urc¢en jednoznaéné. Pro popis plochy je vhodné si zvolit atlas, ktery ma
konecéné mnoho (pokud mozno co nejméné) map. Jak uvidime na piikladech, je takovych moznosti
vzdy mnoho. Na volbé atlasu nezélezi, ze dvou atlasi muzeme jejich sjednocenim vyrobit vétsi
atlas, které oba piedchozi atlasy obsahuje. Sjednoceni vSech atlasu je maximélni mozny atlas,
ktery ma ovSem pfili§ mnoho map (nekoneéné mnoho), s kazdou mapou tam pii nejmensim lezi
vechny jeji restrikce na oteviené podmnoziny jejtho definiéntho oboru. z Véty ?? (2) plyne, ze
prechodové zobrazeni libovolnych dvou map je reparametrizaci.

Budeme zpravidla definovat plochu pomoci vybéru jednoho atlasu. Kdykoliv ale k nému muzeme
pridat jakoukoliv dalsi mapu, bude-li t¥eba.

Piiklady.

(1) Rovina.
Je-li R rovina v R? a zvolime-li jeji tii body A, B,C € R v obecné poloze, a jeden jeji atlas se
skladé jen z jedné mapy
p(u,v) = A+u(B—A)+v(C - A)
(2) Stéra.
Stéra S, je ddna rovnici
Sy = {(x1,z2,23) € R%|2} + 23 + 23 = 1}.

Jeden z atlasu na sféfe je dan 6 mapami tvaru

p(u,v) = (u,v, V1 —u2 — 02,0 = {(u,v)|u® +v? < 1}
Jiny atlas, ktery ma jen dvé mapy, se ziskda pomoci stereografické projekce ze severniho a jizniho
pélu stéry. Je-1i S severni pdl a je-li R rovina xz = 0, pak usecka SA, A € Sy —{S} spojujici severni
pél s bodem A sféry protind rovinu R v jediném bodé X (A). Zobrazeni A — X (A) je stereografickd



projekce sféry bez bodu S na rovinu R. Rovina zabali sféru celou, kromé jediného bodu. Ptislusné
inverzni zobrazeni je pak mapa. Napiste si vzorce pro tuto mapu, pro mapu odpovidajici projekci
z jizniho pélu a pro piislusné prechodové zobrazeni! Ovéite, ze jsou to opravdu mapy!
(3) Jako cvicenf si sestrojte n&jaky atlas na toru (ktery je zaddn pomoci jedné rovnice v R? jako
v Pitkladu (5) v tivodu).
(4) Standarn{ kuzel K = {(x1,z2,73)|2? + 23 = 23} m4 vrchol v pocétku. Je lehké najit mapu,
ktera pokryva kuzel bez jedné piimky:

p(r,0) = (rcosf,rsinf,r),r #0,0 € (0,2n)
a druhou (oto¢enou) mapu, které pak tvoii atlas pro kuzel bez vrcholu. Ale neexistuje mapa, ktera
by pokryvala okoli vrcholu. To je vidét z toho, ze pro libovolné malé okoli U pocatku 0 v R? je
mnozina U N K — {0} nesouvisla, zatimco jeji vzor v libovolné mapé je nutné mnozina souvisla. Ty
se ovSem na sebe nemohou zZddnym homeomorfismem zobrazit. Kuzel tedy neni plocha ve smyslu
nasi definice, kuzel bez vrcholu plochou je.
(5) Graf hladké funkce je vzdy plocha, kterd m4 atlas sklddajici se z jedné mapy.
Plochy v R? se nejéastéji zad4vaji jednou rovnici

S = {(z1, 22, 23)| f (21, 72, 73) = O}.

Pro plochy plati nésledujici specidlni piipad Véty 77

Véta 7.2. Predpoklidejme, e f hladkd funkce na oteviené mnoziné Q C R? a definujme mnozinu
S rovnict

S = {(fL’l,LEQ,SE:}) E Q|f(l'1,1'2,fﬂ3) = 0}

vr- (22 4o

8%1 ’ 81‘3’ 8.%‘3

Pokud plati podminka

na celé mnoziné S, pak S je plocha.






KAPITOLA 8

Prvni fundamentalni forma.

1. Prvni fundamentalni forma plochy.

Pro kazdy bod z na plose S jsme definovali teény prostor 7,5 vsech teé¢nych vektori v daném
bodé x € S.

Vsimnéte si, Ze teény prostor je podprostor v R?, tj. vektory jsou umistény v poéatku, ale vektory z
tecného prostoru 7,5 k plose si obvykle kreslim umisténé do bodu x. Tento rozdil je mozné forma-
lizovat tim, ze by podprostor T;.S byl definovéan jako koncové body teénych vektoru umisténych do
bodu z, byl by to afinni podprostor v R? (tj. podprostor, posunuty do bodu mimo pocatek) a 7},.S
by bylo jeho zaméteni (tj. mnozina koncovych bodu teénych vektora, umisténych do pocatku).
Pro potifebné vypocty na plochéch typicky pouzivame mapy na dané plose k tomu, abychom mohli
pouzivat standardni analyzu v prostoru parametriit @ C R?. Jak je popsdno v nésledujici definici,
vybér mapy p na plose S zaroven automaticky indukuje mapu na te¢ném prostoru 7,5 pro kazdy
bod z € p(O) C S.

Definice 8.1 (Indukovani mapa na 7,S.). Necht p je mapa na S a s = p(u),u = (u',u?)

je bod v jejim obraze. Pak zobrazeni dp, : R?> — T.,S je linedrni izomorfismus, ktery definuje
(indukovanou) globdlni mapu na TsS. Obrazem elementu a € R? je vektor a1py: + asPyz, kde pu,,
resp. Pu, 0znacuje parcidlni derivace p podle u', resp. u® v bodé u.

Definice 8.2. Skaldrni soucin dvou vektori u,v € R3 oznacime u -v. Necht x je bod plochy S.
Bilinedrni formu
I(u,v)=u-v
nazveme prvni fundamentalni forma plochy S v bodé z.
Vzor I, pti zobrazeni dp, je bilinedrni forma na R2, kterou budeme znacit g, :

gu(a,b) = I;(dpu(a), pu(b)); a,b € R2.

Matice této bilinedrni formy (oznacime ji stejnym symbolem g, ) md tvar

. (pul ‘Pul Pul -pu2) _ (911 912) _ (E F)
“ \Pu Put Pu2 - Pu2 921 g22 F G
Tradiéné se proni fundamentdlni forma symbolicky zapisuje ve tvaru
gr11d(ut)? + 2g12dut du® + gapd(u?)?
nebo
E(du")? + 2Fdu*du® + G(du?)?
Pro libovolny vektor A = (a,b) € R? definujeme hodnotu 1(A) proni fundamentdlni formy

I(a, ) = (a B) <§ g) (g) = Ea? + 2Faf + GB%.

Poznamka.

Prvni fundamentalni formu I jsme definovali jako kvadratickou formu na RZ%. Vime, Ze zvoleni
mapa p na plose S urcuje zaroven soufadnice na te¢ném prostoru v daném bodé P. Kazdému
vektoru se prifadi jeho souradnice v bazi py,py. Prvni fundamentdlni formu je mozné, pomoci
tohoto ztotoznéni, chdpat také jako kvadratickou formu v teéném prostoru. Hodnota I(v) pro
v € TpS je pak prosté délka tohoto vektoru v R3! Budeme pouzivat stejny symbol I pro obé
kvadratické formy.
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Predchozi vypocet ukazuje, ze pokud pocitame délku ktivky ve zvolenych soufadnicich, sta¢i nam
znat prvni fundamentalni formu I, resp. jeji koeficienty E, F,G. Mnozina O C R? je tedy model
pro plochu a prvni fundamentaln{ forma I umoznuje v tomto modelu pocitat délky (resp. 1hly

nebo plochy).
PRIKLAD 8.3. (1) Pokud je p = a + ub + ve parametrizace roviny, pak p, = b, p, = ¢ a tedy
E=|bj?, F=b-c, G =|c]*
Pokudb-c =0, pak F =0. Pokud |b|=c| =1, pak E =G =1.
(2) Jsou-li 0,p obvyklé sférické souradnice na jednotkové sféve, pak E =1,F =0 a G = cos 0.
(8) Zvolte si parametrizaci vdlce a spocitejle si tvar prund fundamentdind formy pro vdlec.
(4) Parametricky popis standardniho kuZelu je
p(U, SD) = (”U cos , vsin g, 'U); vE (07 1)7 wE (07 27T)'

Prislusnd proni fundamentdlni forma je rovna 2dv? + v2de?.



KAPITOLA 9

Druha fundamentalni forma.

1. Orientace pomoci normaly.

Definice 9.1. Je-li T,.S teény prostor v bodé x k plose S, pak existuje jednotkovy vektor N tak, Ze
T.S={veR}v-N=0}

Vektor N je urcen jednoznacné aZ na znaménko a nazyvd se vektor jednotkové normdly k plose S
v bodé s.
Je-li p mapa na S, pak je normdlovy vektor N jednoznacné predpisem
N — Pu X Py .

J I
Dvé mapy pro tentyz bod maji stejnou jednotkovou normdlu prdvé kdyZ determinant Jacobiho
matice prechodového zobrazeni v daném bodé je kladny. V tom pripadé nazyvame tyto mapy sou-
hlasné orientovanymi. Pokud je determinant Jacobitho matice prechodového zobrazeni v daném
bodé zdaporny, nazveme mapy opacné orientovanymi.
Atlas plochy nazveme orientovangm atlasem, pokud jsou vsechny jeho mapy po dvou souhlasné
orientované. Orientovand plocha S je plocha s orientovanym atlasem.
Orientovatelnd plocha je plocha, pro kterou existuje orientovany atlas.

Zkuste si najit priklad plochy, ktera neni orientovatelna. Najdéte tetné prostory a vektory jednot-
kové normaly pro ptiklady ploch, které jsme si uvadéli. Ukazte, ze jsou vSechny orientovatelné.
Zvolim-li si mapu na orientovatelné plose, pak mohu vzit maximalni orientovany atlas jako sjed-
noceni vSech souhlasné orientovanych map s vybranym atlasem. Podobné lze vzit mnozinu vSech
opaé¢né orientovanych map, které opét dohromady tvoif orientovany atlas (ovéite!).

Na orientovatelné ploSe tedy existuji dva disjunktni orientované atlasy, které na plose zadavaji dvé
ruzné (opacné) orientace. Na neorientovatelné plose zadny orientovany atlas neexistuje.

2. Hladké zobrazeni mezi plochami, te¢né zobrazeni.
sectionHladké zobrazeni mezi plochami, tetné zobrazeni.

Definice 9.2. Necht S a S jsou dvé requldrni plochy a F zobrazuje S do S. Rekneme, Ze je
zobrazeni F hladké v bodé s € S, pokud existuje mapa (U, p) na S obsahujici bod s a mapa (U, P)
na S, obsahugjici bod f(s) tak, Ze zobrazeni (p)~' o F o (p) je hladké v bodé (p)~1(s).

Zobrazeni F je hladké na S, pokud je hladké v kaZdém bodé S. Zobrazeni F je difeomorfismus S
na S, pokud je F vzdjemné jednoznacné a F i F~ jsou hladké na svich defini¢nich oborech.

Cviceni. Rozmyslete si, ze definice hladkosti v daném bodé je nezavisld na vybéru map ve vzorech
a obrazech.

Definice 9.3. NechtS a S jsou dvé requldrni plochy a F zobrazuje S do S. Pak pro kazdy bod
s € S definujeme te€né zobrazeni

T.F : TyS — Ty (s)S
ndsledujicim predpisem:
je-li ¢ na (—¢,¢) reguldrnd kiivka, c(0) = s a ¢(0) = v € TS, pak definujeme

d
(FOC)(O) € Tf(S)S.
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Lemma 9.4. (1) Zobrazeni TsF je dobre definované, tj. jeho hodnota nezdvisi na vybéry krivky,
jejiz teény vektor je vektor s € TsS.

2) Zobrazeni TsF je linedrnd.

3) Pokud bod s patii do mapy (U,p) a bod f(s) patii do mapy (U, D), pak tyto mapy wréuji
soutadnice vektorovych prostorilsS a Tf(s)S' a matice tecného zobrazeni TsF vzhledem k témto
bazim je Jakobiho matice zobrazeni F = (p)~' o F o (p) v bodé p~1(s).

Dukaz
Je-li v = ¢(0), pak soufadnice vektoru v vzhledem k bazi (py,, Pu,) v teéném prostoru TS jsou
slozky vektoru (dyi,ds), kde d =p~'oc, d = (dy,dy).
Tedy
(Fo e)(t) = (Fop)(d(0). do(0)
G {(Fop)od (0)=dis—(Fop)+dys(Fop).
dt Ouy Ous
Obraz Tr(v) tedy zavisi jen na souradnicich vektoru v, ne na volbé kiivky c a zobrazeni Tr je
zfejmeé linearni.
Soutadnice obrazu Tr(v) v bazi indukované mapou (U, p) spocteme takto. Podle definice musime
vypocitat souradnice obrazibazovych vektortv TS vuéi bazi v TF(S)S . Prvni vektor v = p,,, je
urcen kiivkou d(t) = (¢,0) a jeho obraz je
0 0 .. = 0p 0Fy = 0p 0F;
TF(v) = TM[FOpl] = Tm[pOF = 87111671114—87128711

Stejné se vypocte obraz druhého vektoru baze.

3. Druha fundamentalni forma plochy, Gaussovo zobrazeni.

Definice 9.5. Oznacme symbolem Sy jednotkovou sféru v R3. Predpoklddejme, Ze S je plocha s
orientact zadanou pomoct spojité diferencovatelného zobrazeni N : S — Sy (tradiéni jméno pro N
je Gaussovo zobrazend).

Pak v kazdém bodé s € S existuje teéné zobrazeni

TeN 2T S — TN(S) Sa.

Vzhledem k tomu, Ze oba tecné prostory Ts S a T(s) S2 jsou kolmé na normdlu N(s), plati Ts S =
Tn(s) S2. Tedy mizeme zobrazeni Ts N povaZovat za zobrazeni z Ts S do sebe.
Linedrni zobrazent

Wsi=-TN:T,S—T,S8

budeme nazyvat Weingartenovo zobrazend.

Definice 9.6. Predpoklddejme, Ze S je plocha s orientaci zadanou pomoci Gaussova zobrazeni
N:S— SQ.

Druhd fundamentdlni forma I1Is plochy S v bodé s € S je bilinedrni forma na TsS zadand
predpisem

[II,(X,Y) = -T,N(X)-Y; X,Y € T, S.

Pro jednoduchost oznaceni budeme casto index s pro prvni a druhou fundamentdlni formu vy-
nechdvat a psdt jenom I nebo I1.

Druhd fundamentalni forma je tedy bilinedarni forma na te¢nych prostorech. V jeji definici se
nepuziva parametrizace plochy, definice zalezi jen na vybétu orientace. Néasledujici lemma fika,
ze je to symetrickd bilinedrni forma a jak se vypocita v lokalnich soufadnicich. Matice druhé
fundamentdln{ formy v mapé uz zdvisi na volbé mapy a je mozné explicitné popsat (a je to
uziteéné cviceni!), jak se zmeéni tato matice pfi zméné mapy pomoci reparametrizace. Pro stru¢nost
a prehlednost budeme zkrdcené oznacovat parcidlni derivace funkce ¢i vektorového pole spodnim
indexem, napiiklad

. op
pul - a,('1171.



Lemma 9.7. Druhd fundamentdini forma je symmetrickd bilinedrni forma. To znamend, Ze pro
vSechny X, Y € T S plati

II(X,Y) = I(W(X),Y)=I(X,W()) = II(Y,X).

Je-li (U,p) mapa na S obsahujici bod s € S, pak md druhd fundamentdlnd forma v lokdlnich
souradnicich danych bazi p,1, Puz tvar

2
II(Xﬂ Y) = Z hijaiﬂj; X = 1Pyl + Q2Py2; Y = Blpu1 + ﬂquZ

ij=1

kde

(91) ‘h” - 7(Nop)ui *Puwi = (NOP)'pqu

Dikaz. Postupné provedeme vypocty v dané mapé p: O — S.

(1) Indukovand mapa na TS.
Mapa p indukuje mapu na 7T,S pomoci te¢ného zobrazeni T, p : R? — T,,S,s = p(u),u € O :

T,p:a €R? = aypy (1) + aspye(u) € T,S.

(ii) Gaussovo zobrazeni pfenesené do souradnic ozna¢ime

n=Nop
vypocteme ho pomoci vztahu
Pyt X Py2
n(u) = -——————, Pui = Pui(u).
||pu1 X pu2H “ “

(iii) Druhou fundamentdlni formu pfeneseme do soufadnic pomoci indukované mapy na te¢ném
prostoru. h,(a, 8) = II(T,p(«), T,p(B)). Pouzijeme definici druhé fundamentdlni formy, induko-
vané mapy a definici tecného zobrazeni T,n(o) = >, n,iy, a dostaneme

(92) hu(a7ﬂ) = Z hgavﬂj’ h:j = Tyi *Pyi = N Pyigs-

4,J
kde se posledni rovnost dostane derivacemi identity (normdla je kolmd na vektory v TsS)
n(u) «pyi(u) =0, u e O.

Symetrie druhé fundamnetalni formy plyne z jejiho vyjadieni v lokalnich souradnicich a ze zaménnosti
druhych parcidlnich derivaci.
O

Chovéni a vlastnosti kiivky na dané plose S jsou shrnuty v nasledujici dulezité véte.

Véta 9.8 (Meusnier). Necht S je plocha se zadanou orientaci pomoci Gaussova zobrazeni N :
S —= Sy ac:I— S jereguldrni kiivka s tecngm vektorem t(s) (parametrizovand obloukem), s
nenulovou krivosti k(s), a hlavni normdlou n(s), s € S.

Pak

(9.3) I1(t(s,t(s)) = k(s) cos B

kde B je thel mezi obémi normalami N(c(s)) a n(s).

Poznamka. Pokud je kiivost kiivky ¢ v bodé s € S nulovd, pak II(d(s),c/(s)) = 0.

Dukaz.
Muzeme predpoklddat, Ze existuje mapa p : @ — S, pro kterou ¢(I) C p(O) Pak existuje reguldrn{
kiivkau = p~toc: I — O;c = pou;u = u(s), a tedy Tus)P(u'(8)) = c/(s). V soutadnicich danych



mapou tedy plati

Hes)(c(5), () = hugs (u'(s),u'(s)

= (nowu)-c
= r(s)N(c(s)) +m(s) =
= k(s)cosf

Prvni rovnost ve vypoctu pouziva jen definici preneseni druhé fundamentalni formy do soutadnic
na T%S indukovanych mapou. Druha rovnost je dosazeni definice druhé fundamentélni formy v
soufadnicich. Rovnost T,,sn(u'(s)) = (nou)'(s) je tecné zobrazeni pro slozeni dvou zobrazent,
z nichz vnitini zobrazeni je kiivka, a tedy jeji tec¢né zobrazeni je obycejna derivace. Rovnost
Tus)P(u/'(s)) = c(s) je soufadnicovy popis tecného vektoru ¢’(s). Pro dalsf rovnost je potieba
pouzit derivace identity (nowu)«c'(u) = 0. Frenetovy vzorce fikaji, ze ¢’ (u) = x(s)n(s). Posledni
rovnost je vzorec pro ihel dvou jednotkovych vektort. O

V lokélnich soufadnicich indukovanych mapou (U, p) znac¢ime obvykle matici 1. fundamentédlni
formy symbolem g, = (¢%/), matici 2. fundamentdlni formy symbolem h, = (hY) , a matici
Weingartnerova zobrazeni symbolem w,, = (w"). Z definice 2. fundamentaln{ formy pak dostaneme

(v danych soufadnicich) vztah
hy = Gu - Wa; Wy = (gu) ™" - Ry
Druhé fundamentélni forma plochy se ¢asto piSe v symbolickém tvaru jako kvadratickd forma
Ldu? + 2Mduyduy + Ndu3; L =h'' M = h'? = hyy, N = h*2,

Diferencidly duy, dus jsou formalni vyrazy, které nemaji samostatny vyznam a oznacuji jen proménné
v piislusné kvadratické forme.

D4 se odvodit, ze druhd fundamentalni forma na teéném prostoru se neméni pii zméné parame-
trizace, kterd zachovavd orientaci (a tedy nemén{ IN). Na rozdil od prvni fundamentdlni formy,
kterd na parametrizaci zfejmé nezavisi, méni druha fundamentdlni forma znaménko pfi zméné
parametrizace, kterda méni orientaci. Druhd fundamentélni forma se také neméni, pokud plochu v
prostoru posuneme nebo oto¢ime. Obé tyto tvrzeni lze dokdzat piimo vypoctem zmény formy I7
pii zméné orientace nebo pii slozeni parametrizace se shodnosti (je to uzite¢né doméci cviceni!).

4. Normalova kiivost, normalové rezy.

Zvolme bod s plochy S a jednotkovy te¢ny vektor v € TpS, |v| = 1. Jednotkovd normdla N urcuje
spolu s vektorem v rovinu R, ktera protind plochu S v kfivce c. Tuto kiivku nazveme normalovym
rezem ve smeéru v.

Je ztejmé, ze prubéh kiivosti normalového fezu pii zméné jednotkového tecného vektoru v vysti-
huje velmi dobte ’zakiiveni’ plochy v okoli daného bodu v ruznych smérech. To vede k nédsledujicim
definicim.

Definice 9.9. Nechf S je orientovand plocha, s € S bod na plose, a v € TyS nenulovy tecny
vektor. Normalova kiivost k, plochy S v bodé s a ve sméru v je definovdna predpisem

II(v,v)
kn (V) = Tovv)
Meusnierova véta tiké, ze |k, (V)| rovnd kiivosti kiivky normélového fezu ve sméru v. Znaménko

zavisi na tom, je-li N = n, nebo N = —n. To je tedy geometrickd interpretace normalové kiivosti.
Rovnost plati, pokud N = n; kiivosti jsou opa¢né, pokud N = —n.



4.1. Gaussova a stiedni kiivost. Normdlové kiivost s, (a1, az) = II(a1, as), 0% + a3 =
1 je spojitd funkce na jednotkové kruzmici {X € T,S|||X|| = 1}. Nabyva tedy svého maxima
i minima. Hodnoty téchto extrému a sméry ve kterych se nabyvaji, jsou dulezité geometrické
informace o dané ploge.

Definice 9.10. Necht S je orientovand plocha. Minimum k1(s) a mazimum ko(s) normdlové
ktivosti v bodé s € S se mazyvaji hlavni ktivosti a odpovidajici sméry se nazgvaji hlavni
smery.

V kazdém bodé s orientované plochy S definujeme Gaussovu kiivost K = K(s) a stfedni
kiivost H = H(s) vztahy

K1 + K9

K(s) = kike; H(s) = 5

Definice 9.11. Bod s € S orientované plochy se nazjvd

(1) elipticky, pokud K(s) > 0; je-li navic k1(s) = ka(s), nazgvd se kruhovy;

(2) parabolicky, pokud K (s) = 0; je-li navic k1(s) = ka(s) = 0, nazgvd se plandrnij
(3) hyperbolicky, pokud K(s < 0).

Pti zméné orientace méni druhd fundamentalni forma plochy, normalové kiivosti, hlavni kiivosti
a stfedni kfivost znaménko, hlavni sméry a Gaussova kfivost se neméni. Navic je zfejmé, ze tyto
charakteristiky plochy se neméni pfi posunuti nebo otoceni plochy.

Hledédni hlavnich sméru a hlavnich kiivosti je klasicka tloha hleddni vézanych extrému funkce.
Hleddme extrémy funkce IT(X, X)s vazbou I(X, X) = 1.

Vysledek vypadé takto.

Véta 9.12. (1) Jsou-li hlavni kiivosti rizné, jsou odpovidajici hlavni sméy X;,i = 1,2 na sebe
kolmé a jsou to vlastni vektory pro Weingartenovo zobrazeni s vlastnimai cisly k; :

Ovéteni tvrzeni v prechozi vété je vidét z vypoctu, které se provadi v souradnicich danych mapou.

Véta 9.13. (1) Predpoklddejme, Ze ¢islo A je hlavni kiivost plochy v bodé s € S a (U, p) je mapa
v okoli bodu s. Pak pro matice g = g, resp. h = h,, proni, resp. druhé fundamentdlni formy v bodé
s vzhledem k dané mapé plati

hll _ )\gll h12 _ )\g12

(9.4) det W2 — Ag2l hgy — Ag22

= det(h — Ag) = 0.

Hlavni smeéry jsou pak reSent linedrni soustavy rovnic

hll _ )\gll h12 _ )\912 ar\ ar\ 0
(9.5) <h21 — g1 h22 )\922 as) (h—Ag) as) —\0o)-

(2) Hlavni sméry, resp. hlavni kiivosti, jsou vlastni vektory, resp. vlastni éisla Weingartenovy
matice

w=g 1h.
(3) Jsou-li hlavnd krivost rizné, pak jsou odpovidajici hlavni sméry na sebe kolmé.

Dikaz.
(1) Vazané extrémy funkce k,, najdeme pomoci Lagrangeovych multiplikdtoru. Snadno se zjisti,
ze

grad I(aq, a2) = 2g (3;) ; grad I (aq, as) = 2h <a1> .

00 (3)-()

det(h — Ag) = 0.

Je-li (o, ap) kriticky bod k,,, pak

Rovnice pro hlavni kfivosti je pak



(2) Tvrzeni plyne z rovnosti
h*)\g:g(wa]I),
kde T je jednotkova matice. O
(3) Necht k1 # ko jsou hlavn{ kiivosti a a € R?, resp. 8 € R? jsou odpovidajici hlavni sméry. Ze
vztahu (9.5) plyne, Ze
al(h — ka9)B = 0,8 (h — k1g)a = 0.

Odectenim téchto dvou rovnic dostaneme (k1 — r2)[a’gf] = 0 a z toho plyne kolmost hlavnich
sméru.

O
Véta 9.14. Jsou-li g = gy, resp. h = hy, matice proni, resp. druhé fundamentdlni formy plochy
S v bodé s = p(u) € S vzhledem k mapé (U,p), a w = w, je matice Weingartnerova zobrazeni v
tomto bodé, pak:

(1)

det h
K =detw = ;
(p(w)) = detw = G2
(%) 11322 | 22711 127,12
1 gh** 4+ g=*h* —2g~°h
H = — T =
(5) = 5 Tr(w) 2 dety ;

kde Trw, oznacuje stopu matice w,;
(3)
k1o =H(s) £ H(s)? — K(s).
Duikaz.
Rovnice pro k1,2 mé tvar
det(h — A g) = det gdet(w — AId) = 0.
kde w = g~ ' - h. Tedy plati
(k* — k Trw + det w) = 0.
Staci tedy dosadit do vzorcu pro feseni kvadratické rovnice. Ze vztahu

. 1 g2 g%
det g _giz gl

plyne, ze Tr W = g1 h?? + ¢g22p!1 — 2¢12h12. O

Vsimnéte si, ze K a H jsou zdkladni symmetrické polynomy v proménnych k1, ks.

Definice 9.15. Necht S je orientovand plocha a p souhlasné orientovand mapa na S.

(1) Krivky u — p(u,v) pro v pevné a v — p(u,v) pro u pevné se nazyvaji parametrické kiivky
mapy p na plose S.

(2) Reguldrng krivka ¢ : I — S je hlavni kiivka, pokud ¢/ (t) je hlavni smér pro kazdé t € I.

(3) Nenulovy vektor X € T,S je asymptoticky smér na plose S v bodé s, jestlize IT4(X,X) = 0.
(4) Reguldrni krivka ¢ : I — S je asymptoticka k¥ivka, pokud c/(t) je asymptoticky smér pro
kazdét € I.

Véta 9.16. Necht S je orientovand plocha a s € S.

(1) Pokud K(s) > 0, neexistuje v bodé s Zddny asymptoticky smér.

(2) Pokud K (s) < 0, pak existuji v bodé s prdvé dva rizné asymptotické smery.

(8) Pokud K(s) =0 a 0 = k1(s) # ka(s), pak existuje v bodé s prdvé jeden asymptoticky smér,
ktery je zdroven hlavnim smérem.

(4) Pokud K(s) =0 a 0 = k1(s) = ka(s), pak je v bodé s kaZdy smér asymptoticky.

Dukaz.

(1) V tomto pfipadé je normélové kiivost porad kladnd nebo pofdd zdporna.

(2) V tomto pifpadé je jedna hlavn{ kiivost kladnd a druhd zdporn4, a tak je ze spojitosti normdlova
kiivost ve dvou smérech nulova.

(3) Prvni hlavn{ kiivost je nula, tedy prvni hlavni smér je zdroven asymptotickym smérem.



(4) Toto tvrzeni je zfejmé.

Véta 9.17. Necht S je orientovand plocha s mapou p a c(t) = p(u(t)),t € I je requldrni krivka
na S.
(1) Kvivka ¢ je hlavni, prdvé kdyz

det [ ¢ ¢ g 21

(v')? _ul;v/ (u;); o (gllu/+912v/ h”u’—i—huv’) B
I g I 2\ + g2 B2+ W22

(2) Krivka ¢ je asymptotickd prdvé kdyz
R ()2 4 20200+ W22 (o) = 0.

Dukaz.

(1) Je ihned videét, ze jsou oba determinanty ve vztahu (1) stejné, druhy z nich je ekvivalentni s
podminkou (9.5) ve Véte 9.13.

(2) Plyne ihned z definice asymptotického sméru.

PRIKLAD 9.18. (1) Jednotkovd sféra md hlavni krivosti k1 = ko = 1, tedy K = H = 1 vsude.

(2) Vilec nad jednotkovou kruznici md hlavni krivosti k1 = 1,52 =0, tedy K =0 a H = % vSude.
(8) Pro rovinu plati k1 = ke = 0= K = H vsude.

(4) Pro rotacéni plochu

p(u,v) = (f(u)cosv, f(u)sinv, g(u)); f*+¢*=1,f>0
plati
E=1F=0,G=f%L=fj—f§,M=0N=fg.
Ze vztahu f2 + 4% =1 plyne, Ze ff+ gg = 0. Pak

xo Vi-fofe _ —ff _-f
f? 7o

5. Gaussova rovnice a Codazzi-Mainardova rovnice.

V minulém semestru jste probirali vlastnosti kiivek v prostoru. Klicova informace byla obsazena v
v definici Frenetova reperu a v rovnicich, ve kterych se derivace Frenetova reperu popsaly pomoci
rozkladu do Frenetovy baze v daném bodé. Jako koeficienty v tomto vyjadieni se objevila kiivost
k a torze T kiivky a bylo mozné dokazat, ze tyto dvé veli¢iny charakterizuji danou kiivku. Pfesnéji
to znamenalo, ze pokud zvolime na daném intervalu kladnou funkci x a funkci 7, existuje kiivka
zadana na tomto intervalu, kterd ma tyto funkce jako svou kiivost a torzi. a tato kiivka je urcena
jednozna¢né az na shodnost.

V této casti prednasky si chceme rozmyslet, jestli existuje néjaka vhodné analogie takovéto
charakterizace v pripadé ploch. Prvni otazka je, jestli existuje pfirozend analogie Frenetova reperu.
To co se nabizi je toto. V kazdé bodé s orientované plochy S je k dispozici normdala N(s) k
teénému prostoru TS. Pokud si navic zvolime mapu p(u),u € O, s = p(u), mdme také uréenou
bazi {py1,Pu2} teéného prostoru a trojice

{pulvquan}7 n:NOp

je vyznaéna baze v R3, kterd urcuje trojici vektorovych polf v bodech s = p(u) dané plochy S.

Jako v piipadé kiivek, chtéli bychom ted spoéitat derivace téchto tif vektorovych poli podle
soufadnic u = (u!,u?) € O. Pro struénost a prehlednost zépisu si zavedeme nésledujici oznacend.
Pro vektorové funkce (napf. p,IN, nebo jejich derivace) na plose S popsané pomoci soufadnic

u € O si oznacime dolnim indexem i parcidlni derivaci podle proménné u’, napft.
Jp o’p
Pi=Puw = 575 Pij = 37577
Y outt Y Qutoud

Vsechny soucty v nasledujicich vypoctech jsou vzdy soucty pro hodnoty daného indexu od 1 do 2.



Véta 9.19. Plat? B
(1) pij = S, Tpr + hn,

(2) mny=3, > hapy,

kde 2 x 2 matice a = (a¥) je matice inverzni k matici prond fundamentdlni formy g,
T =Y a"(pi; - po),
¢

a h't je matice druhé fundamentdini formy.

Dikaz.
(1) Vektor p;; 1ze napsat jako linedrni kombinaci baze s koeficienty, které je tfeba spocitat. Rozklad
maé tvar
Pij = erjpk +m"n,
2
s neznamymi koeficienty Ffj a m®. Pokud vynédsobfme obé strany rovnosti (1) vektorem n pomoc{
skalarniho sou¢inu oznaceného symbolem -, vidime, ze

m* =p;;-n=h".
Po vynasobeni vektorem py, dostaneme vztah

k ke
Pij'PeZZ ii9 -
k

a po vynasobeni nverzni matici @ = ¢! dostaneme vztah pro Ffj.
(2) Norméla n je jednotkovy vektor. Derivaci identity n+n = 1 dostaneme rovnost 2n; - n = 0.
Tedy vektor n; je tetny vektor v bodé s = p(u) a pro vhodné koeficienty plati

Z k

n; = a; Pk-
¢

Vynasobenim vektorem p, dostaneme

il k _kt
= npepe= Yl
i

a tedy

af = — E htta’®.

£

Lemma 9.20. Cisla Ffj se nazyvaji Christoffelovy symboly a plati pro né
1 o
Y => a"(pi-pe) = 3 > (g + g + g7,
¢ ‘

» 0 9gt
kde napriklad g'; = 5.

Dikaz. Sta¢i upravit

i y .
<gff + g,Ji - glg) = (Pi*Po)j+ (Pj Pe)i — (Pi*Pj)e =
= Pij*Pe+Pi*Pej T Pji*Pe+Pj*Pei —Pic*Pj — Pi*Pje =
= 2(pij 'pé)-

Tvrzeni Véty 9.19 je tedy analogii véty o Frenetové reperu a jeho derivacich a matice prvni a
druhé fundamentélni formy jsou analogif kiivosti a torze kiivky. Podminka, ze kiivost kiivky (bez
inflexnich bodu) musi byt kladnd m& jako svou analogii podminku, ze matice prvni fundamentaln{
formy plochy je vzdy symmetrickd a positivné definitni. Také matice druhé fundamentdlni formy
je vzdy symetricka. Je tu ale jeden velmi podstatny rozdil. Nasledujici tvrzeni ukazuje, Ze matice
prvni a druhé fundamentalni formy dané plochy a jejich parcidlni derivace spliuji velmi kompli-
kované relace. Tyto relace jsou dusledkem faktu, ze tiikrat spojité diferencovatelné funkce maji



zdménné treti parcidlni derivace. Konkrétné, pro kazdou dostatecné hladkou mapu p musi platit
Pijk — Pik; = 0; 4,7,k = 1,2. Viimnéte si, Ze relace v ndsledujici vétée maji tvar rozdilu dvou
jednodussich vyrazu. které se od sebe lisi jen zdménnou indexu j a k.

Véta 9.21 (Gauss, Codazzi-Mainardi). Pro prund a druhou fundamentdlni formu plochy plati
ndsledujict identity.
(1) Gauss: ryy =T+ Ze(FijZ; — kafz?) =Y, a"™(hi Rkt — pikpIty,

g orm
kde napriklad I'7} | = Z#-

(2) Codazzi-Mainardi: ), (I'};h* — ', h'7) + h% — hi¥ kde napriklad hfj = 2%

T Ouk-
Dikaz.
Pokud dosadime relaci (1) z Véty 9.19 do podminky p;jr = pix;, dostaneme vztah

> (T kpe +Thpak) + h'Y + hng =Y (T4 ipe +Tiype;) + bl + h*n;.
[ ¢
A pokud znovu dosadime za parcidlni derivace ze vztahu (1) a (2) z Véty 9.19 a obé strany
odecteme, dostaneme identitu

0 = Z(Ffj,k - ka,j)pé + (h% - hf]’?)n
¢

+ T(ThPm + 7™ =T (Tfpy, + h)n

_ h'L] Z Z hklaﬁmpm + h'Lk Z Z hjfafmpm.
£ m { m

Porovnanim koeficienti u prvku baze {p;, p2,n} v predchozim vztahu dostaneme tvrzen{ véty. O
Pro informaci si uvedeme nésledujici vétu (kterou nebudeme dokazovat), kterd tvrdi, ze matice
prvni a druhé fundamentélni formy plochy charakterizuji danou plochu.

Véta 9.22 (Bonnet). Nechf O C R? je oteviend mnoZina a g,h jsou dvé symmetrické 2 x 2
dostatecné krdt spojité diferencovatelné maticové funkce na O, pro které jsou na O splnény relace
(1) a (2) Véty 9.21. Pak existuje plocha S a jeji paramterizace na mnoziné O, pro kterou jsou g a
h matice pruni a druhé fundamentdlni formy. Pokud je O souvisld, je plocha S uréena jednoznacné
aZ na shodnost.

6. Vnitini vlastnosti plochy, Gaussova "Theorema egregium’.

Prvni fundamentali forma umoznuje pocitat vzdalenosti, uhly, nebo plochy. VSsem vlastnostem
plochy, které zavisi jen na prvni fundamentalni formé plochy se fika vnitini vlastnosti plochy.
Izometrie mezi dvéma plochami zachovavéa vnitini vlastnosti plochy v odpovidajicich bodech.
Druhé fundamentélni forma neni vnitini vlastnost plochy. Nézorné je to vidét, pokud vezmeme
list papiru (tj. kus roviny) a za¢neme ho v prostoru ohybat, aniz bychom ho deformovali. Typicky
takovym zpusobem muzeme zménit plochy list papiru a ohnout ho do tvaru vélce, nebo kornoutu.
Pfi takovém ohybu se vzddlenosti na plose nemén{ (papir se nedeformuje), ale normadla k plose se
podstatné méni, pro kus roviny je konstantni, zatimco v riuznych bodech vélce je obecné ruzna.
Jako dusledek vypoctu v predchozi ¢asti dostaneme neéekany a principidlné dulezity disledek,
statnéjsich vysledki. Riké se mu tradiéné Theorema egregium, (v ¢estiné vynikajici, skvéld,
znamenitd véta).

Véta 9.23 (Theorema egregium.). Gaussova kiivost K parametrizované plochy se vypoéitd pomoct
prond fundamentdlni formy plochy a jejich derivact vzorcem

K=(¢")"! (Ffl,Q Ty, + Z(F€1F%2 - Ffz%)) :
¢

Gaussova krivost je tedy vnitrni vlastnosti plochy.



Dikaz. Staci pouzit Gaussovu rovnici (1) z Véty 9.21 pro specidlni hodnoty i = j =1,k = ¢ = 2.
Prava strana ma tvar
02711726 12 10 22 1pdeth 11
> a?(WMh* = bR = @ deth = g"' —— = g''K
det g

O
Jako dusledek dostaneme nésledujici efektivni nutnou podminku pro to, aby dvé plochy byly
izometrické.

Véta 9.24. [zometrické parametriovatelné plochy maji v odpovidagjicich bodech stejnou Gaussovu
krivost.

Tim jsme napiiklad dokazali, ze zddny (maly) kousek sféry neni izometricky néjaké oteviené
podmnoziné roviny. Jinak feceno, kazda mapa je nepfesna a skresluje vzdédlenosti. Ve specidlnim
piipadé nulové Gaussovy kiivosti plati i opaénéd implikace. Pro informaci (a bez dikazu), plati
nasledujici tvrzeni.

Véta 9.25. Je-li S plocha s nulovou Gaussovou kiivosti, pak pro kazdy jeji bod s € S existuje
okoli U s vlastnosti, ze SNU j izometrickd otevirené podmnoZiné roviny.

Pro nenulovou Gaussovu kiivost opacné implikace neplati. Existuji dvé parametrické plochy, které
maji stejnou Gaussovu kiivost v odpovidajicich bodech, ale nejsou izometrické.



