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P�EDMLUVA i

P�edmluva

P�edkl�dan� skripta jsou z�znamem p�edn��ky ��vod do anal�zy na variet�ch�	 kterou m
l v l�tech
�

� � �

� na MFF UK jeden z autor�� V sou�asn�ch studijn�ch p�edpisech pat�� tato p�edn��ka do
studijn�ch pl�n� n
kolika studijn�ch sm
r�� Je proto u�ite�n� m�t k dispozici text p�edn��ky ve tvaru	
v jak�m se nyn� p�edn���� Text skript se sna�� z�rove� zachovat styl p�edn��ky	 v�etn
 �vodn� neform�ln�
kapitoly	 kterou p�edn��ka za��n��

Tato skripta nejsou jedin�	 kter� obsahuj� z�kladn� pojmy t�kaj�c� se variet a diferenci�ln�ch forem�
Star�� skripta O� Kowalsk�ho ���� a jejich n
meck� verze ���� tuto a dal�� l�tku obsahuje	 ��ste�n
 je
pokryta i v nov�ch skriptech O� Kowalsk�ho o Riemannov
 geometrii ����� Kr�tk� shrnut� z �pln
 jin�ho
pohledu lze naj�t tak� ve skriptech J� Luke�e a J� Mal�ho ���� a v p�ipravovan�ch skriptech J� Mal�ho
����� Stru�n� v��et z�kladn�ch de�nic a v
t v�etn
 mnoha p��klad� je mo�no tak� nal�zt ve skriptech
P��klady z matematiky pro fyziky III �����

Teorie variet a diferenci�ln�ch forem je z�kladn� sou��st diferenci�ln� geometrie	 kter� se dlouho
vyv�jela od klasick�ho sou�adnicov�ho popisu a� k sou�asn�mu bezsou�adnicov�mu jazyku� Ten je po
sv�m pochopen� a za�it� velmi elegantn� a ��inn�	 ale na prvn� poslech nesnadno srozumiteln�� Ve v
t�in

sou�asn�ch text� je od za��tku v�klad veden pomoc� bezsou�adnicov�ch de�nic� nav�c se sou�asn
 zav�d
j�
dva obt��n� pojmy � varieta	 resp� jej� te�n� prostor a diferenci�ln� formy� K tomu je je�t
 t�eba sou�asn

vylo�it z�klady multiline�rn� algebry �kter� v sou�asn� nen� sou��st� z�kladn�ho kurzu line�rn� algebry
v prvn�ch dvou ro�n�c�ch�� V�sledkem �asto b�v� dojem obt��nosti a t
�k� pochopitelnosti�

Tato skripta se li�� od v��e zm�n
n�ch text� t�m	 �e nejd��ve �ten��e sezn�m� s kalkulem diferenci�
�ln�ch forem na Rn a pak teprve zav�d� pojem variety a u��v� multiline�rn� algebru k bezsou�adnicov�
de�nici diferenci�ln�ch forem a jejich integrace na variet�ch� �ten�� �resp� poslucha�� si tak m��e nejd��ve
zvyknout na po��t�n� s diferenci�ln�mi formami v sou�adnic�ch a je pak pro n
j leh�� s porozum
n�m
p�ijmout abstraktn
j�� v�klad v n�sleduj�c� kapitole� Dok�zan� vlastnosti diferenci�ln�ch forem na Rn

�v�etn
 Stokesovy v
ty� pak v n�sleduj�c� kapitole umo�n� snadno dok�zat analogick� tvrzen� pro formy
na variet�ch�

�vodn� kapitola skript je odli�n� od ostatn�ch� Pou�it� zp�sob v�kladu se li�� od ostatn�ch kapitol a
p�ipom�n� sp�� styl pou��van� b
�n
 v matematick� fyzice �p�edpoklady v
t nejsou formulov�ny	 d�kazy
nejsou form�ln
 odd
leny a jsou sou��sti v�kladu�� Jej�m c�lem je uk�zat �ten��i	 jak� d�vody vedou
k pojm�m studovan�m v dal��ch kapitol�ch	 pro� jsou p�irozen� a jak se daj� odvodit postupy b
�n�mi
v matematice	 resp� fyzice�

B
�n� precizn� formulace matematick�ch text� je obvykle z�v
re�n�m st�diem v�voje	 kter� vede
k nejl�pe formulovan�m pojm�m a k nejkrat��mu a nejelegantn
j��mu zp�sobu dokazov�n� jejich vlast�
nost�� V�sledek je sice form�ln
 dokonal� a esteticky velice p�sobiv�	 ale velmi �asto neobsahuje podstatn�
��sti intuitivn�ho pochopen�	 kter� bylo nutn� p�i vytv��en� odpov�daj�c� teorie� �ten��i je obvykle p�i
prvn�m sezn�men� s oborem nepochopiteln�	 jak vlastn
 takov� teorie mohla v�bec vzniknout� Hlavn�m
c�lem �vodn� kapitoly je tedy ilustrovat	 jak je mo�n� teorii diferenci�ln�ch forem a obecnou Stokesovu
v
tu vyvodit z n
kolika jednoduch�ch a n�zorn�ch geometrick�ch obr�zk�� Na konci t�to kapitoly by m
l
�ten�� intuitivn
 ch�pat	 jak mus� de�nice diferenci�ln�ch forem vypadat	 jak� ozna�en� je v�hodn� �to
je velmi d�le�it� sou��st teorie � a kter� jsou nejd�le�it
j�� vlastnosti zav�d
n�ch symbol� a pojm�� For�
malizmus diferenci�ln�ch forem v Rn a de�nice jejich integrace je z�ejm� realizace programu vysv
tlen�ho
v �vodn� kapitole� T�et� kapitola se sv�m form�ln
 perfektn�m �ale u� abstraktn�m� v�kladem pak �ten��i
poskytne tu spr�vnou matematickou formulaci cel� teorie nejen na Rn � ale i na obecn�ch variet�ch a z��
rove� p�id� p�esn� matematick� smysl form�ln�m symbol�m ��dxi�� u��van�m v p�edchoz�ch kapitol�ch�
V�sledn� elegantn� teorie diferenci�ln�ch forem na variet�ch je v sou�asn� dob
 standardn
 a bez dal��ho
koment��e pou��van� ve v
t�in
 matematick� literatury a pat�� mezi z�kladn� kameny matematick�ho
vzd
l�n��

Skripta obsahuj� mnoho p��klad� spolu s n�vody	 v�sledky	 ev� �e�en�mi� �vodn� dv
 kapitoly a
tyto p��klady snad p�isp
j� k tomu	 aby form�ln� konstrukce prezentovan� ve t�et� kapitole nebyla jen



ii

nesrozumiteln�mi	 form�ln�mi �p�smenky�	 ale aby se spojila �ten��i s p�edchoz�m intuitivn�m vysv
tlen�m
v jeden srozumiteln� celek�

Skripta jsou opravdu jen �vodem do anal�zy na variet�ch a z cel� teorie je zde vylo�eno nezbytn�
minimum� obsahuj� jen tolik l�tky	 kolik je mo�n� srozumiteln
 vylo�it b
hem jednoho semestru �dv

hodiny t�dn
�� Cel� teorie existuje za obecn
j��ch p�edpoklad� �zde jsou v�echny formy hladk�	 integrace
je de�nov�na jen p�es kompaktn� variety�� Mnoho dal��ch d�le�it�ch pojm� a vlastnost� �nap�� Lieovy
derivace tenzorov�ch pol�	 distribuce a jejich integrabilita� zde chyb�� Dal�� kr�sn� partie z diferenci�ln�
geometrie �Riemannovy variety	 �brovan� prostory	 konexe� nebo z glob�ln� anal�zy �eliptick� oper�tory
na kompaktn�ch variet�ch	 Atiyah�Singerova v
ta o indexu� nebo z harmonick� anal�zy na homogenn�ch
prostorech �ekaj� na z�jemce v dal�� literatu�e �nap�� viz ���	 ���	 ����	 ����	 ����	 ��	�	 ������

Leden �

!
L� Krump	 V� Sou�ek	 J� A� T
��nsk�

P�edmluva ke druh�mu vyd�n�

Druh� vyd�n� skript je opravenou verz� vyd�n� prvn�ho� Text byl zachov�n bez v
t��ch zm
n	 byly v�ak
do n
j zapracov�ny zejm�na opravy drobn�ch i v
t��ch chyb a nedod
lk�	 na kter� jsme b
hem pou��v�n�
skript p�i�li bu" sami nebo n�s na n
 upozornili na�i studenti n
kolika r�zn�ch ro�n�k�� D
kujeme t
mto
student�m za v�raznou pomoc	 kter� sv
d�� o tom	 �e skripta d�kladn
 �tou a jsou jim tedy dobr�m
pomocn�kem ve studiu�

Na konci skript jsme rovn
� doplnili n
kolik nov�ch bibliogra�ck�ch odkaz�	 z nich� bychom r�di
upozornili zejmn�na na nov� vyd�n� klasick� Conlonovy knihy ���	 kter� je na�emu pojet� velice bl�zk�	
av�ak m� �ir�� z�b
r� Rovn
� upozor�ujeme na anglickou verzi J#nichovy knihy ��
� a nov� vyd�n�n
Kowalsk�ho skript �����

Douf�me	 �e skripta z�stanou i nad�le kvalitn�m pr�vodcem student� po anal�ze na variet�ch�

Z��� $��$
auto�i
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Kapitola I

�vod



�	 Stokesova v
ta v R
�

Newton�v vzorec v R
�

D�le�it� matematick� teorie m�vaj� obvykle z�klad v n
kolika jednoduch�ch	 intuitivn
 pochopi�
teln�ch a n�zorn�ch my�lenk�ch� N
kdy se dokonce st�v�	 �e takov�to z�kladn� idea je vod�tkem pro
vytvo�en� takov�to teorie� Tak se vlastn
 tvo�� v
t�ina zaj�mav� matematiky� Hledat tyto ideje	 nach�zet
ne�ekan� souvislosti a pracovat na intuitivn� �rovni pat�� mezi z�bavu a pot
�en� matematik�� Vypraco�
vat z j�dra matematick� my�lenky p�esn� de�nice pojm�	 tvrzen� a v
ty o nich je sp�� pr�ce jako ka�d�
jin�� Kalkulus diferenci�ln�ch forem je p��kladem	 na kter�m se v��e uveden� tvrzen� daj� velmi dob�e
ilustrovat� C�lem tohoto �vodu je uk�zat	 �e sta�� zn�t z�kladn� informace o integraci funkc� a nechat si
klidnou chv�li na p�em��len� o mo�n�ch analogi�ch integrace funkc� ve vy���ch dimenz�ch� V�sledek m��e
p�i tro�e �t
st� a matematick� intuici b�t velmi zaj�mav� � n
kolik obr�zk�	 ze kter�ch v�e ostatn� �p�i
vynalo�en� p��slu�n� pr�ce a �sil�� ji� v�ce m�n
 plyne�

Za�n
me tedy popisem toho	 co je netrivi�ln� matematick� n�pad	 z�blesk analogie �i syst�mu	 roz�i�
�uj�c�ho ji� zn�m� v
ci� Z integr�ln�ho po�tu je pot�eba jen to z�kladn� � Newtonova formule pro v�po�et
ur�it�ho integr�lu pomoc� primitivn� funkce%Z b

a

f ��x�dx - f�b�� f�a��

Tahle formulka se d� obracet z mnoha stran� Zkusme to geometricky� Na lev� stran
 rovnice je integr�l
z derivace funkce f ve v�ech bodech �se�ky ha� bi� Napravo hodnoty funkce f v krajn�ch bodech �se�ky�
To v�e pro funkce na �se�ce	 tj� podmno�in
 R� Je mo�n� naj�t n
co analogick�ho tak� pro funkce na R�.

Analogie Newtonova vzorce v R
�

Co kdy� �lov
ka t�eba napadne	 �e mno�ina fa� bg� v n�� uva�ujeme hodnoty f� je pr�v
 hranic� �se�ky
ha� bi. V R� je m�sta dost hned na dv
 analogie � prvn� je otev�en� mno�ina / � R� a k�ivka ��� - �/�
kter� tvo�� hranici /� druhou je k�ivka ��� a jej� okraj	 tj� jej� koncov� body �viz obr� ��� V Newtonov

v
t
 jsou pot�eba tyto pojmy � �funkce� f� jej� �derivace� f �� integr�l f � p�es �se�ku a �hodnoty� f
v bodech hranice� Je mo�n� de�novat analogie t
chto �ty� pojm� tak aby platila analogie Newtonova
vzorce pro �� ��� resp� /� �/.

���� K�ivka a jej� hranice v R
� �

To nejjednodu���	 co lze zkusit je k�ivka � a jej� dvoubodov� hranice� Nejd��v je�t
 kontroln� ot�zku
� co je to vlastn
 k�ivka� Intuitivn� odpov
" je jasn� � prost
 k�iv� ��ra v rovin
	 jednodimenzion�ln�
podmno�ina R

� � Trochu p�esn
j�� vyj�d�en� m��e b�t	 �e k�ivka ��� je obraz ��ha� bi� jednodimenzio�
n�ln�ho intervalu ha� bi p�i �hladk�m� zobrazen� � % ha� bi � R� �viz obr� $�� Aby se vylou�il degenerovan�
p��pad �nap�� konstantn�ho zobrazen��	 je t�eba p�idat n
jakou podm�nku regularity pro �� To je velmi
uspokojiv�	 ale m� to jednu vadu � mnoho zobrazen� � m� tent�� obraz� jedna podmno�ina ��� m� ne�
kone�n
 mnoho parametrizac�� Pro tuto chv�li v�ak akceptujeme pr�v
 uvedenou de�nici k�ivky a k ot�zce
parametrizac� se vr�t�me pozd
ji� Jen si zapamatujeme	 �e na�e hledan� pojmy by pokud mo�no nem
ly
z�viset na volb
 parametrizace k�ivky	 aby v�sledn� tvrzen� m
lo opravdu geometrick� obsah�

Na za��tku �vahy je tedy jasn�	 �e k�ivka � % ha� bi � R� je analogi� intervalu a jej� koncov� body
��a�� ��b� analogi� koncov�ch bod� ha� bi � R� Funkce f na okol� U � ha� bi � U � R lze z�ejm
 nahradit
funkc� f na okol� U ���� � U � R� � To co zb�v�	 je nal�zt	 co je to �derivace Df� a jak je t�eba de�novat
integr�l

R
�
Df tak	 aby platilo Z

�

Df - f���b��� f���a���

Tady by n�� zv
dav� matematik asi str�vil krat�� �i del�� dobu p�em��len�m	 aby ho nakonec napadlo
pou��t parametrizaci � na�� k�ivky a p�en�st probl�m do R� kde ho u� vy�e�il Newton� Vskutku	 pro
zobrazen� f � � na ha� bi plat� Z

ha�bi

�f � ��� - f���b��� f���a�� ���

a tak sta�� vz�t levou stranu jako de�nici
R
�
Df �co� z�rove� nazna�uje velmi dob�e	 co Df mus� b�t�

a hledan� tvrzen� plat��



�� STOKESOVA V�TA V R
� �

Obr�zek �� K�ivka a jej� okraj � koncov� body	 otev�en� mno�ina a jej� okraj � k�ivka

Obr�zek �� K�ivka a jej� parametrizace

Uveden� prvn� p��klad dob�e ilustruje obecn� postup� Ji� zn�m� v
ty v dimenzi � vyu�it�m parame�
trizace jako p�echod z vy���ch dimenz� do ni���ch vedou p�irozen
 k nalezen� spr�vn� analogie i toho	 co
je �derivace funkce� i toho	 co je integr�l z t�to derivace� Nav�c m�me zadarmo n�vrh d�kazu t�to nov�
v
ty�

V na�em p��pad
 k�ivky v R� sta�� pod�vat se na z�v
r na levou stranu vztahu ���%

Z
ha�bi

�f � ��� dt -
Z b

a

�X
i��

�f

�xi
���t��

d�i
dt

�t� dt�

Z n� je vid
t	 �e spr�vn� analogie �derivace f� je gradient rf - � �f
�x�

� �f
�x�

�� a je to tedy vektorov� pole
v R� a ne funkce jako v dimenzi ��

D�le je tak� ihned vid
t	 �e spr�vn� de�nice �integr�lu�
R
�
�Fd�s vektorov�ho pole �F - �F�� F�� pod�l

k�ivky ��� je Z
�

�Fd�s �
Z
�

F�dx� 0 F�dx� %-
Z b

a

�
�X
i��

Fi���t��
d�i
dt

�t��dt�

V�sledkem je tzv� v
ta o potenci�lu vektorov�ho pole�



	

Obr�zek �� Odvozen� Greenovy v
ty

���� V�ta �o potenci
lu�� Nech� � % ha� bi �� R� je hladk� zobrazen�� nech� U je hladk� funkce
na okol� mno	iny ��ha� bi�� PakZ

�

�U

�x�
dx� 0

�U

�x�
dx� - U���b��� U���a���

Ta �podobn
 jako Newtonova v
ta� ��k�	 �e integr�l pod�l ��� z vektorov�ho pole �F � kter� je
gradientem funkce U �U se obvykle naz�v� potenci�lem vektorov�ho pole �F �	 se vypo�te jako rozd�l
hodnot potenci�lu U v koncov�ch bodech k�ivky ��

���� Oblast a jej� hranice v R� �
Zkusme	 jestli nyn� nebude mo�n� odvodit takov�mto zp�sobem analogii p�edchoz�ch dvou v
t i v p���

pad
 oblasti / � R� a jej� hranice �/� Dvojn� integr�l z funkce p�es oblast / je standardn� integr�l� Co
se t��e prav� strany budouc� rovnice	 objekt za integra�n�m znamen�m �analogie �funkce�� nen� apriori
jasn��

P�irozen� a nab�zej�c� se mo�nost je pova�ovat za �funkci� vektorov� pole a za jej� integr�l pr�v

de�novan� k�ivkov� integr�l z vektorov�ho pole� V rovnostiZ Z



DF -

Z
�


F�dx� 0 F�dx�

zb�v� tedy zjistit	 co znamen� �derivace� DF pod integr�lem nalevo �a dok�zat pak p��slu�nou rovnost��
Ned� se pochybovat o tom	 �e DF by m
la b�t jedna z mysliteln�ch parci�ln�ch derivac� komponent
F�� F� nebo jejich vhodn� kombinace�

Zkusme �t
st� a pod�vejme se	 co se d� ��ct o integr�luZ Z



�F�

�x�
�

Pro na�e ��ely m��eme p�edpokl�dat	 �e oblast / m� jednoduch� tvar � �e existuj� dv
 hladk� funkce
f�� f�	 de�novan� na intervalu ha� bi takov�	 �e

/ - f�x�� x���x� � ha� bi� f��x�� � x� � f��x��g�
jak je zn�zorn
no na obr�zku &�

Fubiniova v
ta ��k�	 �eZ Z



�F�

�x�
-
Z b

a

�
Z f��x��

f��x��

�F�

�x�
�dx��dx� -

Z b

a

�F��x�� f��x���� F��x�� f��x����dx��

Budeme�li de�novat k�ivky ��� �� na ha� bi� pomoc�

���t� - �t� f��t��� ���t� - �t� f��t���
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Obr�zek �� Orientace k�ivky

pak �rozd�l� �� � �� popisuje �aspo� intuitivn
� hranici �/ a podle de�nice k�ivkov�ho integr�lu z vek�
torov�ho poleZ b

a

�F��x�� f��x���� F��x�� f��x����dx� -
Z
��

F�dx� �
Z
��

F�dx� -
Z

��� � ���
F�dx��

Plat� tedy	 �e Z



�F�

�x�
-
Z
��
�

F�dx��

pokud snad v n
jak�m rozumn�m smyslu plat� �/ - �� � ��� �Analogicky se z�sk� vzorec pro zam
n
n�
sou�adnice��

T�m jsme narazili na velmi delik�tn� bod cel� konstrukce� P�i tro�e pozornosti jsme si ho mohli v�im�
nout ji� d��ve� Hranice k�ivky je tvo�ena dv
ma body� Z jak�hosi nejasn�ho d�vodu jsme �integr�l� p�es
tuto hranici nenapsali jako sou�et funk�n�ch hodnot dan� funkce	 jak by bylo p�irozen�	 ale jako jejich roz�
d�l� Geometrick� p�edstava k�ivky a jej� hranice tedy z�ejm
 nen� zcela p�esn�� I kdy� se rozhodneme pro
rozd�l funk�n�ch hodnot v kraj�ch bodech m�sto jejich sou�tu	 zbyde po��d je�t
 probl�m	 kter� z krajn�ch
bod� se vezme se znam�nkem plus a kter� se znam�nkem minus� To mus� n
jak souviset s k�ivkou	 p�es
kterou integrujeme na lev� stran
 vztahu� K�ivka tedy nen� jen n
jak� �jednodimenzion�ln�� podmno�
�ina	 ale mus�me m�t nav�c n
jakou strukturu	 kter� by odli�ila od sebe jej� koncov� body� Jednoduch�
�e�en� je vz�t k�ivky �orientovan��	 tj� ty kter� maj� ur�en sm
r prob�h�n� �obvykle se kresl� se �ipkou
nazna�uj�c� sm
r prob�h�n� � viz obr� *��

Je�li � takto orientovan� k�ivka	 v�me jednozna�n
	 kter� bod je po��te�n� a kter� je koncov�� V tomto
smyslu orientace k�ivky ur�uje orientaci jej� hranice �kde orientac� bodu mysl�me p�id�n� znam�nka ��
kter� ur�uje znam�nko p��slu�n� funk�n� hodnoty�� V�imn
te si z�rove�	 �e p�i zm
n
 orientace k�ivky se
zm
n� znam�nko integr�lu vektorov�ho pole p�es k�ivku�

Podobn
 v p��pad
 / a �/ se mus�me rozhodnout	 jak budeme de�novat orientaci �/� Pokud ji
budeme de�novat proti sm
ru hodinov�ch ru�i�ek pro vn
j�� okraj a po sm
ru hodinov�ch ru�i�ek pro
vnit�n� okraj �viz obr� �� a p�id�me�li konvenci	 �e integr�l p�es opa�n
 orientovanou parametrizaci je
opa�n�	 pak jsme dok�zali tvrzen�

���� V�ta �Greenova�� Nech� / je oblast v R� a nech� �/ je jej� orientovan� hranice 
viz obr�

�
� pak pro hladk� vektorov� pole �F v okol� / plat�Z



�
�F�

�x�
� �F�

�x�

�
dx�dx� -

Z
�


F�dx� 0 F�dx��

Analogie Newtonova vzorce v R
�

V trojrozm
rn�m prostoru je m�sto na t�i r�zn� typy obr�zk� �viz obr� '��
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Obr�zek �� Orientace okraje oblasti /

k��

�

�

IR
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k��
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�

�

k��

�
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Obr�zek 	� K�ivka	 plocha a oblast v R�

���� K�ivka a jej� hranice v R� �
Zcela obdobn
 jako v R� se odvod� v
ta o potenci�lu v R� %

���� V�ta �o potenci
lu�� Nech� � % ha� bi �� R� je hladk� zobrazen�� nech� U je hladk� funkce
na okol� U mno	iny ��ha� bi�� PakZ

�

�
�U

�x�
dx� 0

�U

�x�
dx� 0

�U

�x�
dx�

�
- U���b��� U���a���

���� Plocha a jej� hranice v R� �
Nejzaj�mav
j�� je p��pad plochy v prostoru� Podobn
 jako tomu bylo pro k�ivky	 tak� plocha pro n�s

bude nejen jak�si podmno�ina v prostoru maj�c� �dimenzi $�	 ale mno�ina i s jej� parametrizac�� P�esn
ji	
�ekneme	 �e S - 1�O� je dvoudimenzion�ln� parametrick� plocha	 pokud O je otev�en� podmno�ina
v rovin
 a 1 % O � R� je hladk� zobrazen�	 de�novan� v n
jak�m okol� uz�v
ru O� P�edpokl�dejme
d�le	 �e hranice �O je pops�na kladn
 orientovanou �proti sm
ru hodinov�ch ru�i�ek� k�ivkou �� tj�
��ha� bi� - �O� Zkusme op
t	 jako v naho�e	 p�en�st cel� probl�m pomoc� paramatrizace do roviny
a pou��t Greenovu v
tu� Kupodivu	 je to mo�n� a �ekne n�m to v�e pot�ebn�� Jen u� je k tomu pot�eba
trochu po��t�n�� Pro zjednodu�en� z�pisu budeme pou��vat vektorov� ozna�en� �F � �x a h�F � �xi -

P�
� Fixi�

Vyjdeme z toho	 �e vhodn� objekt pro integraci p�es �okraj� �S - 1���ha� bi� �pozor � nen� to topologick�
hranice � plochy S - 1�O� �viz t�� obr� +�	 tj� p�es k�ivku v R� 	 je vektorov� pole �F �
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S��
���	

S

Obr�zek 
� Plocha a jej� hranice v R�

Z
���

�F�dx� 0 F�dx� 0 F�dx�� -
Z b

a

h�F � d�x
dt
idt -

-
Z b

a

�
h�F � ��x

�u�
idu�

dt
0 h�F � ��x

�u�
idu�

dt

�
dt -

Z
�

fdu� 0 gdu��

kde

f - h�F � ��x
�u�

i� g - h�F � ��x
�u�

i�
Podle Greenovy v
ty je tedy tento integr�l roven

Z Z
O

�
h �

�F

�u�
�
��x

�u�
i0 h�F � ���x

�u��u�
i � h �

�F

�u�
�
��x

�u�
i � h�F � ���x

�u��u�
i
�
du� du� -

-
Z Z

O

�	X
i�j

�Fj
�xi

�xi
�u�

�xj
�u�

� �Fj
�xi

�xi
�u�

�xj
�u�


A du�du� -

-
Z Z

O

�	 X
i�j�i ��j

�Fj
�xi

�
�xi
�u�

�xj
�u�

� �xi
�u�

�xj
�u�

�
A du�du� -

-
Z Z

O

�
G� det

��x�� x��
��u�� u��

0 G� det
��x�� x��
��u�� u��

0 G� det
��x�� x��
��u�� u��

�
du�du��

kde

G� %-
�F�

�x�
� �F�

�x�
� G� %-

�F�

�x�
� �F�

�x�
� G� %-

�F�

�x�
� �F�

�x�
�

det
��xi� xj�
��u�� u��

%-
�xi
�u�

�xj
�u�

� �xi
�u�

�xj
�u�

� i 	- j�

To vede k n�sleduj�c� de�nici%

��	� De�nice rotace� Je�li �F vektorov� pole	 pak de�nujeme rotaci rot �F pole �F jako vektorov�
pole

rot �F -

�
�F�

�x�
� �F�

�x�
�
�F�

�x�
� �F�

�x�
�
�F�

�x�
� �F�

�x�
�

�
- �

�

��x
�
 �F �

Je�li S - 1�O� dvoudimenzion�ln� parametrick� plocha a �F je hladk� vektorov� pole na okol� uz�v
ru
S	 pak de�nujme plo�n� integr�l

R
S
�Fd�S z �F p�es plochu S takto%
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Obr�zek �� Oblast / v R� a jej� hranice �/ - S� � S�

Z
S

�Fd�S �
Z
S

F�dx� � dx� 0 F�dx� � dx� 0 F�dx� � dx� %-

%-
Z
O

�
�F� � 1� det

��x�� x��
��u�� u��

0 �F� �1� det
��x�� x��
��u�� u��

0 �F� �1� det
��x�� x��
��u�� u��

�
du�du�

Pozd
ji si uk��eme	 �e takto de�novan� integr�l nez�vis� na volb
 parametrizace	 ale �e jeho znam�nko
z�vis� na volb
 orientace plochy	 co� je pojem	 kter� je t�eba v budoucnu p�esn
ji de�novat	 stejn
 jako
symbol �	 kter� je v de�nici plo�n�ho integr�lu zat�m bez v�znamu�

Pr�v
 uveden� v�po�et je tedy d�kazem n�sleduj�c� v
ty�

���� V�ta �Stokes�� Je�li �F hladk� vektorov� pole v okol� plochy S v R� � pakZ
S

rot �Fd�S -
Z
�S

F�dx� 0 F�dx� 0 F�dx�

���
� Oblast a jej� hranice v R� �
Zkusme si nyn� rozmyslet je�t
 posledn� p��pad	 kter� m��e nastat v trojrozm
rn�m prostoru � oblast

/ v R
� a jej� hranice �/ �viz obr� !��

Uva�ujme jednoduch� p��pad	 kdy je oblast / � R� ohrani�ena zdola i shora grafem funkce	 tj�

/ - f�x�� x�� x�� � R
� � f��x�� x�� � x� � f��x�� x��g�

P�edpokl�dejme d�le	 �e je v okol� uz�v
ru / d�no vektorov� pole �F �
Pak �op
t s pou�it�m Newtonova vzore�ku� vypo�teme pomoc� Fubiniho v
tyZ Z Z




�F�

�x�
-
Z Z �Z f�x��x��

f�x��x��

�F�

�x�
dx�

�
dx�dx� -

-
Z Z

�F��x�� x�� f��x�� x���� F��x�� x�� f��x�� x���� dx�dx� -

-
Z
S�

F�dx� � dx� �
Z
S�

F�dx� � dx� -
Z
�


F�dx� � dx��

kde jsme pou�ili v��e de�novan� plo�n� integr�l z vektorov�ho pole a vzali jsme v �vahu	 �e plocha S�

je orientov�na pomoc� vn
j�� norm�ly a plocha S� je orientov�na pomoc� vnit�n� norm�ly� Plocha �/ je
tedy orientov�na pomoc� vn
j�� norm�ly v�ude�

P�esn
 stejn� v�po�et lze prov�st pro derivace �F�
�x�

a �F�
�x�

�
To vede k n�sleduj�c� de�nici%
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����� De�nice divergence� Je�li �F vektorov� pole	 pak de�nujeme divergenci div �F pole �F jako
funkci

div �F -

�
�F�

�x�
0
�F�

�x�
0
�F�

�x�

�
�

V��e uveden� v�po�et je pak d�kazem n�sleduj�c� v
ty�

����� V�ta �Gauss�Ostrogradski�� Je�li �F hladk� vektorov� pole v okol� uz�v�ru /� pakZ



�div �F �dx�dx�dx� -
Z
�


�Fd�S�

Vy��� dimenze

Je vid
t	 �e tento zp�sob odvozov�n� skute�n
 funguje a je snadn� si p�edstavit	 jak postupovat d�l	 do
dimenze * a vy���ch� Na druhou stranu nelze takto probrat v�echny p��pady jeden po druh�m	 nebo2 jich
je nekone�n
 mnoho� To je dal�� m�sto	 kde m� matematik p��le�itost projevit svoje matematick� nad�n�
a intuici� Je toti� te" t�eba v dosud zn�m�ch p��padech naj�t n
jak� syst�m	 kter� by umo�nil popsat
obecn� p��pad kone�n�	 le� libovoln� dimenze� Hled�n� z�konitost�	 struktury	 vytv��en� abstraktn�ch
struktur ze zn�m�ch speci�ln�ch p��pad� � to je prav� pr�ce �a pot
�en�� pro matematika�

Pokud by snad dosud zn�m� p��pady �dimenze �	 $ a &� nesta�ily	 je v�dy mo�n� se je�t
 pod�vat
na dimenzi *	 kter� je dal�� na �ad
� Zkusme si ale zopakovat to	 co dosud v�me a p�em��let o mo�n�m
syst�mu�

Nejd��ve �daje o integr�lech v jednotliv�ch dimenz�ch a objektech	 stoj�c�ch pod znamen�m integr�lu�
V prostoru R� %

�i� dimenze � � funkce f �
�ii� dimenze � � �vektorov� pole� F�dx� 0 F�dx��

�iii� dimenze $ � �funkce� fdx�dx� - fdx� � dx�

V prostoru R� %

�i� dimenze � � funkce f �
�ii� dimenze � � �vektorov� pole� F�dx� 0 F�dx� 0 F�dx��

�iii� dimenze $ � �vektorov� pole� F�dx� � dx� 0 F�dx� � dx� 0 F�dx� � dx��
�iv� dimenze & � �funkce� fdx�dx�dx� - fdx� � dx� � dx�

Jist
 by ka�d� ze �ten��� u� snadno odpov
d
l na ot�zku	 kolik komponent maj� integrovan� objekty
v R	 pro jednotliv� p��pady �postupn
 �� *� '� *� �� nebo pro Rn a dimenzi k �kombina�n� ��slo

�
n
k

�
�� V tom

je jasn� syst�m�
Zaj�mav
j�� a t
��� je ot�zka	 jak� je syst�m p�i de�nici �derivace� objektu pod integr�lem� Pro to je

t�eba si vyhradit je�t
 trochu �asu	 zopakovat si z�kladn� informace z�skan� naho�e	 vz�t si tu�ku a pap�r
a spo��tat si n�sleduj�c�ch n
kolik jednoduch�ch p��klad��

Nejd��ve opakov�n� postatn�ch bod�%

�i� Pro funkci f - f�x�� � � � � xn� plat�

df -
�f

�x�
dx� 0 � � � 0

�f

�xn
dxn�

To je �derivace� funkce v Rn �
�ii� Symbol � pro n�soben� diferenci�lu m� n�sleduj�c� fundament�ln� vlastnost%

dxi � dxj - �dxj � dxi�
dxi � dxi - ��

�iii� Plat� d�dxi�� - ��
�iv� V�e je p�irozen
 line�rn� a distributivn��

Ukazuje se	 �e tyto vlastnosti u� umo��uj� vypo��tat �derivaci� d objekt� pod integra�n�m znamen�m
jednotn�m zp�sobem a tak	 �e souhlas� s v��e uveden�mi p��pady%
V R� plat�

d�F�dx� 0 F�d�� - dF� � dx� 0 dF� � dx� -

�
�F�

�x�
� �F�

�x�

�
dx� � dx��



��

V R� plat�

d�F�dx� 0 F�dx� 0 F�dx�� - dF� � dx� 0 dF� � dx� 0 dF� � dx� -

-

�
�F�

�x�
� �F�

�x�

�
dx� � dx� 0

�
�F�

�x�
� �F�

�x�

�
dx� � dx� 0

�
�F�

�x�
� �F�

�x�

�
dx� � dx��

V R� plat�

d�F�dx� � dx� 0 F�dx� � dx� 0 F�dx� � dx�� -

-dF� � dx� � dx� 0 dF� � dx� � dx� 0 dF� � dx� � dx� -

-

�
�F�

�x�
0
�F�

�x�
0
�F�

�x�

�
dx� � dx� � dx�

Je z�ejm�	 �e i ve zd�nliv
 nahodil� a r�znorod� de�nici �derivace� objektu pod integra�n�m znamen�m
existuje v probran�ch p��padech jasn� z�konitost a syst�m� Je z nich ji� snadn� vyvodit obecnou abstraktn�
de�nici	 platnou v jak�koliv dimenzi� To d�v� n�vod k de�nici de Rhamova diferenci�lu d v n�sleduj�c�
kapitole�

V��e uveden� v�po�ty tak� ukazuj� jednotn� syst�m	 jak de�novat integr�l z diferenci�ln�ch forem
pomoc� jejich p�enesen� do prostoru parametr�� Je vid
t	 �e z�kladem je op
t de�nice diferenci�lu funkce
�p�enesen� formy fdxi pomoc� zobrazen� � - ���� � � � � �n� je �f � ��d�i� a vlastnosti vn
j��ho n�soben�%
pokud xi - �i�u�� u��� pak nap��

dxi � dxj - det
���i� �j�
��u�� u��

du� � du� -

�
��i
�u�

du� 0
��j
�u�

du�

�
�
�
��i
�u�

du� 0
��i
�u�

du�

�
To je z�ejm� inspirace pro de�nici p�en��en� obecn�ch diferenci�ln�ch forem pomoc� hladk�ch zobra�

zen�	 zaveden� v p���t� kapitole�
T�m ji� vlastn
 z�bavn� a pot
�en� p�in��ej�c� ��st pr�ce kon��� Pr�v
 uveden� cvi�en� jasn
 ukazuj�	

jak de�novat nov� druh n�soben� �vn
j�� n�soben��	 jak de�novat objekty pod integr�lem �budou se jme�
novat diferenci�ln� formy�	 jak de�novat jejich �derivace� �tzv� vn
j�� diferenci�l� a kone�n
 jak de�novat
integr�l z diferenci�ln� formy �s u�it�m p�en��en� diferenci�ln�ch forem pomoc� zobrazen��� Pokud n
kdo
odolal poku�en� si text p�e��st a poda�ilo se mu na uveden� syst�m p�ij�t samostatn
	 jist
 m� za odm
nu
velmi p��jemn� pocit objevu n
�eho nov�ho a p
kn�ho� Dal�� ��st u� je technika a pr�ce � vytvo�it ze
v�eho ucelen� a p�esn� logick� syst�m	 napsat funguj�c� de�nice pojm�	 zvolit vhodn� p�edpoklady a do�
k�zat p��slu�n� v
ty� Tuto ��st u� �p�inejmen��m z �asov�ch d�vod�� podrobn
 popisovat nebudeme	 ale
uvedeme ji� v p���t� kapitole rovnou hotov� v�sledek � teorii diferenci�ln�ch forem na Rn � kterou pro n�s
p�ipravili na�i p�edch�dci� Po p�e�ten� tohoto �vodu se snad budou zd�t zav�d
n� pojmy srozumiteln�
a v�sti�n�� Vr�t�me�li se nazp
t k za��tku t�to kapitoly	 je na �ten��i	 aby posoudil	 zda tvrzen� tam uve�
den� ��e n�pad d�vat se na Newtonovu formuli jako na integr�l p�es podmno�inu a jej� hranici a z toho
vypl�vaj�c� v�cedimenzion�ln� geometrick� obr�zky vedou v podstat
 jednozna�n
 k teorii diferenci�ln�ch
forem� je p�ehnan� �i nikoliv�

Pokud je toto uk�zka	 jak odvod� obecnou Stokesovu v
tu matematik	 je t�eba se zm�nit	 �e tak�
fyzikov� odvodili sv�m zp�sobem tyt�� pojmy a v
ty v trojdimenzion�ln�m prostoru� Jejich motivace byla
um
t vypo��tat pr�ci vykonanou silou po zak�iven� dr�ze �i tok vektorov�ho pole plochou� Podrobnosti
je mo�n� naj�t v n�sleduj�ch cvi�en�ch�

P�irozen�ch a struktu�e odpov�daj�ch pojm� a tvrzen� nen� obvykle v dan� struktu�e p��li� a tak nen�
fakt	 �e odli�n� zp�soby odvozov�n� p�ivedly i matematiky i fyziky k t�mu�	 neobvykl�� Je to sp�� v
c	
kter� se b
�n
 st�v��

P��klady� �lohy a cvi�en�

V n�sleduj�c�ch p��kladech se pod�v�me na k�ivkov� a plo�n� integr�l prvn�ho a druh�ho druhu
zp�sobem	 jak�m se ch�pou a odvozuj� ve fyzice�

����� Pr
ce s�ly pod�l dr
hy�
�astou fyzik�ln� �lohou je spo��tat pr�ci	 kterou vykon� jist� �prom
nliv�� s�la �F po jist� �zak�iven��

dr�ze � v prostoru Rn � Je�li dr�ha p��m� �a rovna vektoru �v� a s�la konstantn�	 �ekne n�m st�edo�kolsk�
fyzika	 �e pr�ce je rovna

W - h�F ��vi�
kde z�vorka zna�� skal�rn� sou�in v Rn �
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V p��pad
 zak�iven� dr�hy p�edpokl�dejme	 �e � je regul�rn� zobrazen� z intervalu ha� bi do Rn

�tj� �� je v�ude v ha� bi de�nov�na a r�zn� od nuly� a pro jednoduchost p�edpokl�dejme rovn
�	 �e
zobrazen� � je prost�� K�ivku � aproximujeme lomenou ��rou proch�zej�c� hodnotami � v bodech d
len�
3 % a - a�� a�� � � � � aN - b� Potom p�ibli�n� pr�ce je

W� -
NX
i��

h�Fi� �vii -
NX
i��

h�F ���ai��� ��ai�� ��ai���i -
NX
i��

nX
j��

Fj���ai����j�ai�� �j�ai�����

Podle v
ty o st�edn� hodnot
 existuj� ��sla �ji v intervalech hai��� aii tak	 �e

�j�ai�� �j�ai��� - ��j��
j
i ��ai � ai���

a tedy

W� -
NX
i��

nX
j��

Fj���ai����j��
j
i ��ai � ai����

Nyn� si v�imn
me	 �e tento v�raz je vlastn
 tzv� Riemannova suma p��slu�n� k integr�lu
nX
j��

Z b

a

Fj���t����j �t� dt� �$�

De�nujeme tedy nyn� k�ivkov� integr
l druh�ho druhu z vektorov�ho pole �F pod�l k�ivky
� p�edpisem �$� a ozna��me jej symbolemZ

�

�F d�s �
Z
�

F� dx� 0 � � �0 Fn dxn�

Pr�ce s�ly �F pod�l dr�hy � se tedy spo��t� jako

W -
Z
�

�F d�s�

Pozn
mka� Riemannova suma integr�lu �$� je ve skute�nosti de�nov�na jako
NX
i��

nX
j��

Fj����ji ����j��
j
i ��ai � ai����

v na�em p��pad
 je tedy hodnota funkce Fj �� v bod
 �ji nahrazena hodnotou v bod
 ai� To v�ak nem
n�
hodnotu limity t�to sumy pro k3k � � �rozmyslete si ��

����� Hmotnost nehomogenn�ho dr
tu s line
rn� hustotou 	�
Jinou obvyklou �lohou je spo��tat hmotnost dr�tu Rn � Je�li dr�t �se�ka �rovn� vektoru �v� a hustota

konstantn�	 je hmotnost rovna
m - 	k�vk�

kde k�vk zna�� euklidovskou normu v Rn �
V p��pad
 zak�iven�ho dr�tu aproximujeme � stejn
 jako v p�edchoz�m p��pad
 lomenou ��rou pro�

ch�zej�c� hodnotami � v bodech d
len� 3� Potom p�ibli�n� hmotnost je

m� -
NX
i��

	ik�vik -
NX
i��

	���ai��k��ai�� ��ai���k -
NX
i��

	���ai��k����ji �k�ai � ai���

Dost�v�me op
t Riemannovu sumu	 tentokr�t k integr�luZ b

a

	���t��k���t�k dt� �&�

De�nujeme tedy nyn� k�ivkov� integr
l prvn�ho druhu z funkce 	 pod�l k�ivky � p�edpisem
�&� a ozna��me jej symbolem Z

�

	 ds�

Hmotnost dr�tu � s hustotou 	 se tedy spo��t� jako

m -
Z
�

	 ds�



��

����� Tok vektorov�ho pole plochou�
Rozmysleme si nyn� analogickou situaci v dvojrozm
rn�m p��pad
� Ve fyzice se de�nuje tok vekto�

rov�ho pole �F plochou S� Je�li plocha S rovnob
�n�k ur�en� vektory �v a �w v R� a na t�to plo�e p�sob�
konstantn� s�la �F 	 je tok de�nov�n pomoc� sm��en�ho sou�inu

T - h�v 
 �w� �F i - det��v� �w� �F ��

kde 
 znamen� vektorov� sou�in dvou vektor��
V zak�iven�m p��pad
 je op
t nutno aproximovat� P�edpokl�dejme	 �e plocha S je parametrizov�na

zobrazen�m 1 % ha� bi 
 hc� di �� R� 	 kter� je v�ude regul�rn� a prost�� D
len� 3 bude tentokr�t obd�l�
n�kov� s�2 dan� d
len�mi interval� a - a�� a�� � � � � aN - b a c - c�� c�� � � � � cN - d� Chyst�me se pou��t
stejn�ch idej� jako v jednorozm
rn�m p��pad
	 ozna�en� je zde ov�em slo�it
j��� Ozna�me pro jednoduchost

�vij - 1�ai� cj��1�ai��� cj�� �wij - 1�ai� cj�� 1�ai� cj����

Nyn�

T� -
NX
i��

NX
j��

h�vij 
 �wij � �Fiji

U�it�m v
ty o st�edn� hodnot
 najdeme �i a 
j tak	 �e plat� �vij - 1u��i� cj��ai � ai��� a �wij -
1v�ai� 
j��cj � cj���	 kde 1u�1v ozna�uje derivaci zobrazen� 1 podle prvn� resp� druh� prom
nn�� Do�
st�v�me

T� -
NX
i��

NX
j��

h1u��i� cj�
1v�ai� 
j�� �F �1�ai� cj��i�ai � ai����cj � cj����

Obdobnou �vahou o Riemannov�ch sum�ch dosp�v�me k integr�lu

T -
Z b

a

Z d

c

h1u�u� v�
1v�u� v�� �F �1�u� v��i du dv� �*�

De�nujeme plo�n� integr
l druh�ho druhu z vektorov�ho pole �F p�es plochu S p�edpisem
�*� a ozna��me jej symbolem Z

S

�F d�S �
Z
S

F� dy dz 0 F� dz dx 0 F� dx dy

Tok s�ly �F plochou S se tedy spo��t� jako

T -
Z
S

�F d�S�

����� Hmotnost nehomogenn� plochy s plo�nou hustotou 	�
Nyn� ji� sami dok��ete odvodit vzorec pro hmotnost plochy S s plo�nou hustotou 	� Obdobnou

aproximac� jako v p��pad
 toku plochou lze dosp
t k integr�lu

m -
Z b

a

Z d

c

k1u�u� v�
1v�u� v�k	�1�u� v��� du dv� ���

De�nujeme plo�n� integr
l prvn�ho druhu z funkce 	 p�es plochu S p�edpisem ��� a ozna��me
jej symbolem Z

S

	 dS�

Hmotnost plochy S s hustotou 	 se tedy spo��t� jako

m -
Z
S

	 dS�



Kapitola II

Diferenci�ln� formy v R
n



�	 Vn
j�� algebra R
n

V obecn�m vektorov�m prostoru um�me n�sobit vektory ��sly	 ale neum�me n�sobit vektory mezi
sebou� Existuje v�ce zp�sob�	 jak roz���it vektorov� prostor V tak	 aby na p��slu�n
 v
t��m vektorov�m
prostoru u� byl de�nov�n sou�in libovoln�ch dvou prvk� �tj� jak vno�it V do n
jak� asociativn�	 ale
ne nutn
 komutativn�	 algebry�� Univerz�ln� roz���en� v tomto smyslu je tenzorov� algebra vektorov�ho
prostoru �viz podkapitola '�� My bychom cht
li vno�it Rn do algebry	 jej�� n�soben� nen� nutn
 komuta�
tivn�	 ale ve kter� je n�soben� vektor� z p�vodn�ho vektorov�ho prostoru antikomutativn�� V�sledn�mu
n�soben� budeme ��kat vn
j�� n�soben� a odpov�daj�c� algebra se bude naz�vat vn
j�� algebra Rn �

V prostoru Rn existuje v�zna�n�	 kanonick� b�ze� Konstrukce	 kter� by odpov�dala vlastnostem od�
vozen�m v p�edchoz� kapitole	 je mo�n� nejen na Rn � ale na libovoln�m vektorov�m prostoru V s vybranou
v�zna�nou b�z� fe�� � � � � eng�

Ozna�me hledan� vn
j�� n�soben� symbolem �� Form�ln� de�nice je okam�it�m d�sledkem z�kladn�
vlastnosti ei � ej - �ej � ei� K b�zi fe�� � � � � eng mus�me p�idat jako nov� nez�visl� gener�tory postupn

sou�iny

ei � ej � i � j� i� j - �� � � � � n

ei � ej � ek� i � j � k� i� j� k - �� � � � � n

atd�

U�ite�n� ozna�en� m��e b�t eI � ei� � � � �� eik � kde I - fi�� � � � � ikg� i� � � � � � ik� Prvky roz���en� b�ze
jsou tedy indexov�ny pomoc� podmno�in I � f�� � � � � ng� Prvky efig se ztoto��uj� s p�vodn�mi vektory ei
a e� je t�eba ztoto�nit s jedni�kou � � R� Pro prvky takov�to roz���en� b�ze je t�eba de�novat n�soben�
p�irozen�m zp�sobem a to pak line�rn
 roz���it na odpov�daj�c� line�rn� obal�

Popsan� konstrukce za��nala volbou pevn� b�ze v p��slu�n�m vektorov�m prostoru� Je ot�zka	 zda
v�sledn� algebra z�vis� na t�to volb
� Dalo by se uk�zat	 �e ne	 tj� �e v�echny takto z�skan� algebry
jsou izomorfn�� Tuto pr�ci si u�et��me� v podkapitole ' si budeme de�novat vn
j��ho algebru obecn�ho
vektorov�ho prostoru pomoc� multiline�rn� algebry bez jak�koliv volby b�ze a uk��eme si z�rove�	 �e
p�i libovoln� volb
 b�ze je algebra de�novan� v t�to kapitole izomorfn� vn
j�� algeb�e sestrojen� pomoc�
multiline�rn� algebry� V�imn
te si	 �e tento postup je typick� pro obvykl� v�voj matematick�ch pojm�
� na�e nyn
j�� intuitivn
 srozumiteln� de�nice �kter� vznikla p��m�m zobecn
n�m �vodn�ch n�zorn�ch
idej�� je po �ase nahra�ena elegantn�	 abstraktn� de�nic�	 kter� nejl�pe odpov�d� dan� struktu�e	 kter�
v�ak je m�n
 intuitivn
 pochopiteln� a m�n
 srozumiteln��

���� De�nice vn�j�� algebry vektorov�ho prostoru� Nech2 V je libovoln� n�dimenzion�ln�
vektorov� prostor nad R a nech2 fe�� � � � � eng je pevn
 zvolen� b�ze V � Uva�ujme kone�nou mno�inu
symbol� eI � kde I 
 f�� � � � � ng� prvky mno�iny I jsou uspo��d�ny vzestupn
 podle velikosti a kde plat�
e� - � � R a efig - ei � V� Vn�j�� algebra vektorov�ho prostoru V je algebra 4��V �� jej�� b�z� je
mno�ina symbol� feI � I 
 f�� � � � � ngg� Tedy vn
j�� algebra je mno�ina v�ech form�ln�ch sum

4��V � - f
X

I�f������ng

�IeI � �I � Rg�

Operace s��t�n� vektor� a n�soben� vektoru skal�rem de�nujeme takto%X
I�f������ng

�IeI 0
X

I�f������ng

�IeI %-
X

I�f������ng

��I 0 �I�eI

c

�	 X
I�f������ng

�IeI


A %-
X

I�f������ng

�c�I �eI �'�

kde �I � �I � c � R� N�soben� vektor� de�nujeme pro prvky b�ze takto%

eI � eJ %-



� pokud I � J 	- ��
sgn

�
I�J
I�J

�
eI�J pokud I � J - �	 �+�



�� VN�J�� ALGEBRA R
n �


kde sgn zna�� znam�nko permutace�� N�soben� obecn�ch vektor� je d�ky bilinearit
 operace vektorov�ho
n�soben� � jednozna�n
 ur�eno vztahy �+��

Algebra 4��V � je tedy jako�to vektorov� prostor �tj� a� na vektorov� n�soben� �� izomorfn� s R�n �
Stejn
 jako R�n toti� obsahuje prvky tvaru

P
�IeI � kde �I � R	 eI jsou prvky b�ze a I je index prob�haj�c�

n
jakou $n�prvkovou mno�inu index�� Operace s��t�n� a n�soben� skal�rem jsou de�nov�ny stejn
 jako
v R�n �viz �'��� Na rozd�l od R�n je v�ak 4��V � algebra� pro ka�d� dva jej� prvky je de�nov�n jejich sou�in	
pat��c� do 4��V �� To	 �e index I prob�h� mno�inu P�f�� � � � � ng� v�ech podmno�in mno�iny f�� � � � � ng a ne
mno�inu f�� � � � � $ng	 je konvence	 kter� zna�n
 usnad�uje de�nici vektorov�ho n�soben� v 4��V �� Index
I n
kdy naz�v�me t�� multiindex a v konkr�tn�ch p��padech vynech�v�me slo�en� z�vorky �tj� ef�����g
zkracujeme na e������ nebo dokonce i ��rky �tj� p��eme e����� Zkracov�n� pou�ijeme v�hradn
 tam	 kde
nem��e doj�t k nedorozum
n��

���� Pozn
mky�
�i� Pro k � �� � � � � n ozna�me 4k�V � - line�rn� obal symbol� eI 	 kde I je p�esn
 k�prvkov�� Prvk�m

4k�V � ��k�me k�vektory a prostor 4k�V � se naz�v� k�t
 vn�j�� mocnina prostoru V � Z�ejm
 4��V � -
�n
k��4k�V �� Je�li tedy nap��klad V - R

� a e�� e�� e� b�ze V	 pak 4��V � - R m� b�zi e� - � a je
jednodimenzion�ln�	 4��V � - V je vektorov� prostor s b�z� e�� e�� e� a je tedy &�dimenzion�ln�	 4��V �
m� dimenzi & a b�zi e��� e��� e�� a kone�n
 4��V � je jednodimenzion�ln� s b�z� e����

�ii� Vektor e� - � � 4��V � je opravdu podle de�nice jednotkou vzhledem k n�soben�	 nebo2 pro
libovoln� I � f�� � � � � ng je

eI � e� - sgn

�
I� �
I � �

�
eI�� - sgn

�
I

I

�
eI - eI �

Obdobn
 e� � eI - eI a tedy �
 � 4��V � % 
 � e� - 
 - e� � 
� T
leso R je tedy p�irozen
 vno�eno do
4��V � jako R � 4��V � � 4��V ��

�iii� Podle de�nice vektorov�ho n�soben� plat�%

eI - ei� � ei� � � � � � eik � �!�

kde I - fi�� � � � � ikg� � � i� � � � � � ik � n� Tyto dva z�pisy budeme st��dat dle pot�eby� Vztah �!� tak�
ukazuje	 pro� jsme de�novali n�soben� � pr�v
 vztahem �+��

Doka�me nyn� n
kolik z�kladn�ch vlastnost� vn
j��ho n�soben� �%

���� V�ta� Bu� V vektorov� prostor dimenze n nad R s b�z� e�� � � � � en� Bu�te k� l � f�� � � � � ng
libovoln�� pak plat��

�i� dim 4k�V � -
�
n
k

�
� dim 4��V � - $n�

�ii� � je asociativn��
�iii� Je�li 
 � 4k�V �� � � 4l�V �� pak 
 � � - ����kl� � 
�
�iv� Bu�te v�� � � � � vk � V vektory� Zapi�me je ve tvaru vi -

Pn
j�� v

j
i ej � kde vji � R� i � f�� � � � � kg�

j � f�� � � � � ng� Pro ka	dou k�prvkovou podmno	inu I 
 f�� � � � � ng ozna�me VI %- �vji �i	f������kg�j	I
matici k 
 k� kter� vznikne z matice koe�cient� W���vji �i	f������kg�j	f������ng vynech�n�m sloupc�

jejich	 index j nen� v mno	in� I� P�i tomto ozna�en� plat���

v� � � � � � vk -
X

I�f������ng�jIj�k

det VI � eI

D�kaz� ad �i� jednoduch�	 viz t�� pozn�mku $�$�i��

�Symbol sgn
�
I�J
I�J

�
ozna�uje znam�nko permutace

�
i������ip�j������jr

k������kp�r

�
� kde i� � � � � � ip jsou set��d	n� prvky mno
iny

I � fi�� � � � � ipg� j� � � � � � jr jsou set��d	n� prvky mno
iny J � fj�� � � � � jrg a k� � � � � � kp�r jsou set��d	n� prvky
mno
iny I � J � fk�� � � � � kp�rg�

�
�sla fdet VIgjIj�k se obvykle naz�vaj� Pl�ckerovy sou�adnice k�vektoru v� � � � � � vk�



��

ad �ii� Doka�me asociativitu nejprve pro prvky b�ze� Bu"te I� J�K � f�� � � � � ng� V p��pad
	 �e jsou
I� J�K po dvou disjunktn�	 plat�

eI � �eJ � eK� - eI � �sgn

�
J�K

J �K
�
eJ�K� - sgn

�
J�K

J �K
�
eI � eJ�K -

- sgn

�
J�K

J �K
�

sgn

�
I� J �K
I � J �K

�
eI�J�K -

- sgn

�
I� J�K

I� J �K
�

sgn

�
I� J �K
I � J �K

�
eI�J�K -

- sgn

�
I� J�K

I � J �K
�
eI�J�K �

�
�

V p��pad
	 �e I� J�K nejsou po dvou disjunktn�	 pak bu" J � K 	- � nebo I � �J � K� 	- �	 z �eho�
snadno zjist�me postupem podobn�m p�edchoz�m rovnostem	 �e eI � �eJ � eK� - �� �� ch�peme jako �e�
ve smyslu odstavce $�$�iii��� Analogicky se dok��e i

�eI � eJ� � eK - sgn

�
I� J�K

I � J �K
�
eI�J�K ����

pokud jsou I� J�K po dvou disjunktn� a �eI � eJ� � eK - � jinak� Ze vztah� �
�	���� ji� plyne platnost
tvrzen� pro prvky b�ze�

Pro obecn� prvky dostaneme tvrzen� d�ky linearit
 operace �	 nebo2X
I
f������ng

�IeI �
�

�
X

J
f������ng

�JeJ� � �
X

K
f������ng

�KeK�

�
-

-
X

I
f������ng

X
J
f������ng

X
K
f������ng

�I�J�KeI � �eJ � ek� -

-
X

I
f������ng

X
J
f������ng

X
K
f������ng

�I�J�K�eI � eJ� � ek -

-

� X
I
f������ng

�IeI �
X

J
f������ng

�JeJ

�
�

X
K
f������ng

�KeK �

Dok�zav�e	 �e � je asociativn�	 m��eme na mnoha m�stech vynech�vat z�vorky a ps�t nap��klad
eI � eJ � eK �

ad �iii� Stejn
 jako v bod
 �ii� dok��eme tvrzen� nejd��ve pro prvky b�ze� Je�li I� J � f�� � � � � ng� I�J -
�� jI j - k� jJ j - l� pak

eI � eJ - sgn

�
I� J

I � J
�
eI�J - sgn

�
I� J

J� I

�
sgn

�
J� I

I � J
�
eI�J - sgn

�
I� J

J� I

�
eJ � eI

p�itom permutace
�
I�J
J�I

�
m� znam�nko ����kl�

Pro obecn� 
� � ji� tvrzen� plyne	 obdobn
 jako v �ii�	 z linearity n�soben� ��

ad �iv� Plat��
nX

i���

vi�� ei�

�
� � � � �

�
nX

ik��

vikk eik

�
-

nX
i���

� � �
nX

ik��

vi�� � � � vikk ei� � � � � � eik �

p�itom s��tanec na prav� stran
 je nula pokud ia - ib pro n
jak� a� b � f�� � � � � kg	 a 	- b� Z�stanou
jen ty s��tance	 kde i�� � � � � ik jsou vz�jemn
 r�zn� a tedy fi�� � � � � ikg je k�prvkov� podmno�ina mno�iny
f�� � � � � ng� Sou�et tedy b
�� p�es v�echny k�prvkov� podmno�iny mno�iny f�� � � � � ng a jejich v�echny
mo�n� permutace� Po��tan� v�raz je tedy rovenX

jIj�k

X
�	Sk

v
i����
� � � � vi��k�k ei���� � � � � � ei��k� -

-
X
jIj�k

�X
�	Sk

sgn� v
i����
� � � � vi��k�k

�
ei� � � � � � eik -

X
jIj�k

detVI eI



�� VN�J�� ALGEBRA R
n ��

kde Sk je mno�ina v�ech permutac� mno�iny f�� � � � � kg a I - fi�� � � � � ikg	 kde i�� � � � � ik jsou prvky I
ozna�en� tak aby i� � � � � � ik� Posledn� rovnost plyne p��mo z de�nice determinantu matice VI �

���� Pozn
mky�
�i� Pro vektorov� prostor v dimenze n z�ejm
 plat� dim 4k�V � - dim 4n�k�V �� Izomor�smus mezi

t
mito dv
ma prostory sestroj�me v odd�le o Hodgeov
 oper�toru�
�ii� Z tvrzen� $�&�iv� plyne �p�i ozna�en� z v
ty� pro k - n vztah v� � � � � � vn - detWe� � � � � � en�

Hodge�v oper	tor

Uva�ujme n�dimenzion�ln� vektorov� prostor V se zvolenou orientac� �viz de�nice !�$$� a se zadan�m
skal�rn�m sou�inem h � i� Sestroj�me tzv� Hodge�v oper
tor �	 kter� bude izomor�smem mezi 4k�V �
a 4n�k�V ��

Nejprve v�ak zavedeme skal�rn� sou�in na vn
j�� mocnin
 4k�V � prostoru V se skal�rn�m sou�inem%
pro prvky tvaru eI � eJ � 4k�V � polo�me

heI � eJi - hei� � � � � � eik � ej� � � � � � ejk i - hei� � ej�i � � � heik � ejk i�
Snadno se ov
��	 �e takto de�novan� sou�in je pozitivn
 de�nitn� symetrick� biline�rn� forma na 4k�V ��

���� Lemma� Je�li V line�rn� prostor se skal�rn�m sou�inem a f % V � R line�rn� zobrazen�	
existuje pr�v
 jeden prvek u � V takov�	 �e f�v� - hu� vi pro v�echna v � V �

D�kaz� Bu" e�� � � � � en ortonorm�ln� b�ze V a polo�me

u -
nX
i��

f�ei�ei�

Potom pro ka�d� v -
Pn

i�� aiei � V je

f�v� -
nX
i��

aif�ei� -
nX
i��

aihu� eii - hu� vi�

Prvek u je p�itom zobrazen�m f z�ejm
 jednozna�n
 ur�en�

Zvolme nyn� kladn
 orientovanou ortonorm�ln� b�zi e�� � � � � en prostoru V a ozna�me � - e��� � ��en �
4n�V �� Pro ka�d� � � 4k�V � je zobrazen�

4n�k�V � � 4n�V �

� �� � � �
line�rn�� Tedy existuje pr�v
 jedno line�rn� zobrazen� f	 % 4n�k�V � � R takov�	 �e

� � � - f	�����

Podle lemmatu $�� existuje pr�v
 jeden prvek �� prostoru 4n�k�V � takov�	 �e pro v�echna � �
4n�k�V � je f	��� - h��� �i neboli

� � � - h��� �i��

���� De�nice� Line�rn� zobrazen�

� % 4k�V � � 4n�k�V �

� �� ��
se naz�v� Hodge�v oper
tor�

���� Pozn
mka� Je�li V vektorov� prostor dimenze n a k � n	 je Hodge�v oper�tor izomor�smus
4k�V � � 4n�k�V ��

Ke ka�d�mu � toti� existuje jedin� zprost�edkuj�c� line�rn� zobrazen� f	 a k n
mu op
t jedin� prvek
��	 zobrazen� � je tedy prost�	 a jeliko� oba prostory maj� stejnou dimenzi	 je � izomor�smus�



��

P��klady� �lohy a cvi�en�

��	� Vn�j�� algebra v n�zk�ch dimenz�ch�
Uv
domte si	 jak vypadaj� vn
j�� mocniny 4k�Rn � a vn
j�� algebra 4��Rn � pro n - $� &� *� Jak

vypadaj� kanonick� b�ze t
chto prostor�	 jak� jsou jejich dimenze.

���� Geometrick� v�znam vn�j��ho sou�inu n� � vektor� na Rn �
Bu"te v�� � � � � vn�� vektory v Rn 	 e�� � � � � en kanonick� b�ze� Pak lze ps�t

v� � � � � � vn�� -
nX
i��

����i��aie� � � � � � ei�� � ei�� � � � � � en

pro n
jak� a�� � � � � an � R� De�nujme vektor �v�� � � � � vn��� � Rn p�edpisem

�v�� � � � � vn��� %- �a�� � � � � an��

Zna���li hx� yi %-
Pn

i�� xiyi standardn� skal�rn� sou�in	 uka�te	 �e

�w � Rn % h�v�� � � � � vn���� wi - det�w� v�� � � � � vn����

Speci�ln
	 h�v�� � � � � vn���� vii - � pro v�echna i - �� � � � � n� ��
Pro n - & je �u� v� - u
v - �u�v��u�v�� u�v��u�v�� u�v��u�v��	 co� je obvykl� vektorov� sou�in

na R� �

���
� Rozlo�iteln� k�vektory a jejich geometrick
 interpretace�
V zde bude zna�it vektorov� prostor Rn 	 e�� � � � � en jeho kanonickou b�zi� Rozmyslete si	 kter� z tvr�

zen� lze zobecnit na p��pad obecn�ho vektorov�ho prostoru�
�a� D�sledek v
ty $�&�iv�% p�i ozna�en� z v
ty plat� pro k - n

v� � � � � � vn - detWe� � � � � � en�
�Viz pozn�mku $�*�ii��� Analogicky se dok��e obecn
j�� tvrzen�% jsou�li v�� � � � � vn a v��� � � � � v

�
n dv
 b�ze

prostoru V 	 bu" A - �aji � regul�rn� matice takov�	 �e vi -
Pn

i�� a
j
iv
�
j �tj� matice p�echodu mezi t
mito

b�zemi�� pak plat�
v� � � � � � vn - detA v�� � � � � � v�n�

�b� Doka�te� Vektory v�� � � � � vk � V jsou line�rn
 z�visl� �� v� � � � � � vk - ��

�c� De�nice� Bu" k � f�� � � � � ng� ,ekneme	 �e k�vektor 
 � 4k�V � je rozlo�iteln�	 existuj��li
vektory v�� � � � � vk � V takov�	 �e 
 - v� � � � � � vk� Mno�inu v�ech nenulov�ch rozlo�iteln�ch k�vektor�
�pro pevn� k� ozna��me R� Pro 
 � R de�nujeme j
dro Ker
 %- fv � V � v � 
 - �g�

�d� Doka�te� Je�li 
 - v� � � � � � vk � R	 je Ker
 - LO�v�� � � � � vk�	 kde LO zna�� line�rn� obal�

�e� Doka�te� Jsou�li 
� 
� � R	 pak Ker
 - Ker
� �� �� � R� � 	- �� 
 - �
��

�f� De�nice� Zavedeme ekvivalenci � na R takto%


 � 
� �� �� � R� � 	- �� 
 - �
��

D�le ozna��me symbolem Grk�n mno�inu v�ech k�dimenzion�ln�ch vektorov�ch podprostor� v Rn � Tento
objekt se naz�v� Grassmannova varieta neboli Grassmanni
n�

Zat�m m�me Grassmanni�n pops�n jen jako mno�inu� Na Grassmanni�nu v�ak lze de�novat rovn
�
strukturu hladk� variety a toto bude jeden z d�le�it�ch netrivi�ln�ch p��klad� takov� struktury � viz
+��'�e��

�g� Geometrick
 interpretace rozlo�iteln�ch k�vektor�� Z �e� a �f� plyne	 �e pro 
 � 
� je
Ker
 - Ker
�� tj� existuje bijekce

R� �� Grk�n�

�h� De�nice� Je�li 
 -
P

jJj�k 
JeJ � 4k�V �	 pak f
JgjJj�k � R�nk� se naz�vaj� Pl�ckerovy
sou�adnice k�vektoru 
� Speci�ln
	 je�li 
 - v� � � � � � vk � R	 jsou Pl5ckerovy sou�adnice vektoru

 rovny fdetVJgjJj�k	 kde VJ jsou k 
 k�podmatice matice koe�cient� W vektor� v�� � � � � vk ur�en�

multiindexy J d�lky k �viz v
tu $�&�iv��� P�i�azen� 
 �� fdetVJgjJj�k je tedy vno�en�m R �� R�nk��
Pozn�mka o projektivn�ch prostorech% De�nujme n�dimenzion
ln� �re
ln� projektivn� prostor

takto%
RP

n - P�Rn��� %- �Rn�� � f�g�� ��



�� VN�J�� ALGEBRA R
n ��

Obr�zek 
� Konstrukce projektivn�ho prostoru RP
�

kde relace ekvivalence � je de�nov�na na Rn�� � f�g vztahem

�x�� � � � � xn��� � �x��� � � � � x
�
n��� �� �� � R� � 	- ���i % xi - �x�i�

Ekvivalentn
 lze RPn de�novat jako mno�inu v�ech jednodimenzion�ln�ch podprostor� v Rn�� � Je tedy
RP

n � Gr��n���

D�le	 jsou�li 
 � 
� � R	 je z�ejm
 fdetVJgjJj�k � fdetV �
JgjJj�k � R�nk�� Tedy

Grk�n � R� � �� �R�nk� � f�g�� � � RP
��nk�����

Tedy Grassmanni�n Grk�n je vno�en pomoc� Pl5ckerov�ch sou�adnic do projektivn�ho prostoru dimenze�
n
k

�� ��
Uv
domte si	 �e projektivn� prostor RPn lze vyj�d�it rovn
� jako kvocient sf�ry%

RP
n - Sn� ��

kde relace ekvivalence � je de�nov�na na sf��e Sn - fx � Rn � kxk� - �g vztahem x � �x �viz obr�zek

��

Na projektivn�m prostoru lze rovn
� de�novat strukturu hladk� variety �viz +��'�d���

����� Dal�� vlastnosti rozlo�iteln�ch k�vektor��
�a� Doka�te� Jsou�li 
� � 4j�V � a 
� � 4k�V �	 j � k	 
� i 
� rozlo�iteln� a je�li Ker
� � Ker
�	

potom existuje 
 � 4k�j�V � takov�	 �e 
� - 
� � 
�

�b� Doka�te� Jsou�li 
� � 4j�V � a 
� � 4k�V � rozlo�iteln�	 pak

Ker
� �Ker
� - � �� 
� � 
� 	- ��

V p��pad
 spln
n� t
chto ekvivalentn�ch podm�nek je pak Ker�
� � 
�� - LO�Ker
� � Ker
��	 kde LO
zna�� line�rn� obal�

�c� Trivi�ln
 plat�	 �e v�echny ��vektory i n�vektory jsou rozlo�iteln�� Doka�te	 �e rovn
� v�echny
�n� ���vektory jsou rozlo�iteln��

�d� P��klad nerozlo�iteln�ho k�vektoru� Z �c� plyne	 �e pro n - �� $� & jsou v�echny k�vektory
rozlo�iteln� �pro v�echna k � f�� � � � � ng�� Nejjednodu��� p��klad nerozlo�iteln�ho vektoru je tedy nutno
hledat v 4��R	 �� Doka�te	 �e takov� vektor skute�n
 existuje� Na z�klad
 tohoto v�sledku uka�te	 �e pro
ka�d� n � * a ka�d� k - $� � � � � n� $ existuje nerozlo�iteln� vektor 
 � 4k�Rn ��

�e� Obecn� tvar $�vektor�� Uka�te	 �e pro ka�d� nenulov� 
 � 4��V �	 n � *	 existuje b�ze
v�� � � � � vn prostoru V a ��slo r takov�	 �e 
 - v� �v� 0 � � �0v�r�� �v�r� Potom z�ejm
 plat� �p�i ozna�en�

r - 
 � � � � � 
 r�kr�t�	 �e 
r 	- � a 
r�� - �� ��slo r tedy nez�vis� na volb
 b�ze v�� � � � � vn a naz�v�
se hodnost $�vektoru� Je tedy 
 � 4��V �rozlo�iteln� �� r - ��

�f� Rozlo�te dan� k�vektory	 tj� napi�te je ve tvaru v� � � � � � vk%

�� �ae�� 0 be�	� � �ce�� 0 de�	� � 4	�R	 �



��

�� �ae� 0 be	� � �ce��� 0 de��	� � 4	�R	 �
�� e��� 0 e��	 0 e��	 � 4��R	 �
�� e���	
 0 e���	� 0 e���
� 0 e��	
� 0 e��	
� 0 e��	
� � 4
�R� �

�g� Jako trivi�ln� d�sledek V
ty $�&�iii� plat� 
 � 4k�V �� k lich� -� 
 � 
 - �� Najd
te �nutn� a
posta�uj�c�� podm�nky na k a n	 aby existovalo 
 � 4k�Rn � takov�	 �e 
 � 
 	- �� Jak lze potom takov�

 zkonstruovat.

����� Hodge�v oper
tor v dimenzi &�
�a� Zvolte orientaci R� pomoc� vektoru � - e��� � 4��R� � a vypo��tejte hodnotu �� postupn
 pro

� - e��� e��� e�� a pro libovoln� $�vektor ��

�b� Doka�te	 �e pro v�echny vektory u� v � R� plat�

u
 v - ��u � v��

kde u
 v - �u� v� ozna�uje vektorov� sou�in na R� �viz $�
� a obecn
ji	 pro vektory u�� � � � � un�� � Rn je

�u�� � � � � un��� - ����n�� � �u� � � � � � un����


	 Diferenci�ln� formy na R
n

Diferenci	ln� formy

���� De�nice diferenci
ln� formy� Ozna�me T ��Rn � �zkr�cen
 T �� vektorov� prostor	 jeho�
b�zi tvo�� symboly dx�� � � � � dxn� P�esn
ji �e�eno

T ��Rn � %- f
nX
i��

�i dxi��i � Rg�

p�i�em� s��t�n� vektor� a n�soben� skal�rem je de�nov�no �po slo�k�ch�	 tedy takto%

nX
i��

�i dxi 0
nX
i��

�i dxi %-
nX
i��

��i 0 �i� dxi� c �
nX
i��

�i dxi %-
nX
i��

c�i dxi�

�mluva% Hladkou funkc� budeme v cel�ch skriptech rozum
t v�dy C� funkci	 tedy funkci maj�c�
parci�ln� derivace libovoln�ho ��du�

Diferenci
ln� forma stupn� k �zkr�cen
 k�forma� na otev�en� podmno�in
 / � Rn je hladk�
zobrazen� / do 4k�T ��� Diferenci�ln� forma 
 % / � 4k�T �� je tedy tvaru


�x�� � � � � xn� -
X
jIj�k


I�x�� � � � � xn� dxI �

kde 
I�x�� � � � � xn� jsou hladk� funkce z / do R�
Mno�inu v�ech diferenci�ln�ch forem stupn
 k na mno�in
 / budeme ozna�ovat Ek�/�� D�le ozna��me

E��/� mno�inu v�ech diferenci�ln�ch forem na /	 tj� mno�inu v�ech hladk�ch zobrazen� / do 4��T ���
Diferenci�ln� forma 
 � E��/� nem� tedy obecn
 de�nov�n stupe� � m��e b�t sou�tem diferenci�ln�ch

forem r�zn�ch stup��� Plat� v�ak

E��/� -
nM

k��

Ek�/��

tedy rozklad obecn� formy do homogenn�ch s��tanc� �prvk� Ek�/�� je jednozna�n
 ur�en�
P�ipome�me	 �e je dxI - dxi� � � � � � dxik 	 kde i�� � � � � ik jsou prvky I set��d
n� podle velikosti�



�� DIFERENCI�LN� FORMY NA R
n ��

���� De�nice vn�j��ho diferenci
lu� Bu" / � Rn otev�en� mno�ina� Pro v�echna p	 � � p � n
de�nujeme zobrazen� d % Ep�/� � Ep���/� takto%

�i� Je�li f � E��/� �f je tedy funkce z / do R�	 pak de�nujeme df % / � 4��T �� p�edpisem

df�a� %-
nX
i��

�f

�xi
�a� dxi� �a � /�

�ii� Bu" 
 � Ep�/� diferenci�ln� forma stupn
 p� Forma 
 je tedy tvaru 
�x� -
P

jIj�p 
I�x� dxI � kde
x � / a 
I jsou hladk� funkce z / � Rn do R� De�nujeme d
 % / � 4p���T �� p�edpisem

d
�x� %-
X
jIj�p

d
I�x� � dxI -
X
jIj�p

nX
i��

�
I
�xi

�x� dxi � dxI � �x � /�

���� Pozn
mka o interpretaci symbolu dxi� V de�nici diferenci�ln�ch forem se pou��vaj�
z�hadn� symboly dxi	 kter� tvo�� b�zi vektorov�ho prostoru ozna�en�ho T ��Rn �� Z de�nice vn
j��ho dife�
renci�lu d vypl�v� jednoduch� interpretace t
chto symbol� � je�li �i�x�� � � � � xn� - xi i�t� sou�adnicov�
funkce na Rn 	 pak d�i -

Pn
j��

��i
�xj

dxj - � dxi - dxi� Je mo�n� tedy symbol dxi interpretovat jako
vn
j�� diferenci�l z�kladn� sou�adnicov� funkce �i a zvolen� form�ln� ozna�en� se pak uk��e jako vhodn�
mnemotechnick� pom�cka pro zapamatov�n� a jako p��prava pro de�nici vn
j��ho diferenci�lu d� Lze si
tak� ji� te" dop�edu uv
domit	 jak dob�e toto ozna�en� bude souhlasit s b
�n�mi konvencemi p�i ozna�en�
integr�lu z funkce p�es podmno�inu v R

n �

���� V�ta� Vn�j�� diferenci�l m� n�sleduj�c� vlastnosti 
pro p� q � f�� � � � � ng
�
�i� �
� � � E��/� % d�
 0 �� - d
 0 d� �
�ii� �
 � Ep�/�� � � Eq�/� % d�
 � �� - d
 � � 0 ����p
 � d� �

�iii� �
 � Ep�/� % d� d
� - ��

D�kaz�

ad �i� Plyne p��mo z de�nice�
ad �ii� Nejd��ve doka�me tvrzen� pro diferenci�ln� formy tvaru 
 - 
I dxI � � - �J dxJ 	 kde I je

p�prvkov� a J q�prvkov� podmno�ina mno�iny f�� � � � � ng a I� J jsou disjunktn��

d�
 � �� - d�
I�J � dxI � dxJ � -

- d�
I�J � � dxI � dxJ -

�
nX
i��

��
I�J �
�xi

dxi

�
� dxI � dxJ -

-
nX
i��

�
I
�xi

�J dxi � dxI � dxJ 0
nX
i��


I
��J
�xi

dxi � dxI � dxJ -

-

�
nX
i��

�
I
�xi

dxi � dxI

�
� ��J dxJ � 0 ����p

nX
i��


I dxI �
�
��J
�xi

dxi � dxJ

�
-

- d�
I dxI � � �J dxJ 0 ����p
I dxI �
�

nX
i��

��J
�xi

dxi � dxJ

�
-

- d
 � � 0 ����p
 � d�

Z postupu je t�� vid
t	 �e pro I � J 	- � jsou ob
 strany � a rovnost je tedy spln
na trivi�ln
�
Pro obecn� diferenci�ln� formy 
� � u� tvrzen� plyne z linearity operace �	 nebo2

d�
 � �� - d

� X
jIj�p


I dxI �
X
jJj�q

�J dxJ

�
-
X
jIj�p

X
jJj�q

d�
I dxI � �J dxJ � -

-
X
jIj�p

X
jJj�q

�
d�
I dxI � � �J dxJ 0 ����p
I dxI � d��J dxJ �

�
-

- d

� X
jIj�p


I dxI

�
�
� X
jJj�q

�J dxJ

�
0 ����p

� X
jIj�p


I dxI

�
� d

� X
jJj�q

�J dxJ

�
-

- d
 � � 0 ����p
 � d��



��

co� jsme cht
li�

ad �iii� I� Doka�me	 �e tvrzen� plat� pro prvky tvaru 
 - 
I dxI � Ep�/�� Postupujme indukc��
�� induk�n� krok% Bu" 
 - f � dx� - f � E��/� funkce	 pak plat�

d� df� - d

�	 nX
j��

�f

�xj
dxj


A -
nX
j��

d

�
�f

�xj

�
� dxj -

nX
i��

nX
j��

��f

�xj�xi
dxi � dxj -

-
X

��i�j�n

��f

�xj�xi
dxi � dxj 0

X
��j�i�n

��f

�xj�xi
���� dxj � dxi -

-
X

��i�j�n

�
��f

�xj�xi
� ��f

�xi�xj

�
dxi � dxj - �

kde jsme pou�ili vztahu dxj � dxi - � dxi� dxj a rovnosti ��f
�xj�xi

- ��f
�xi�xj

	 kter� je spln
na pro v�echny

C� funkce a t�m sp�� pro C� funkci f � Pro prvky E��/� tedy tvrzen� plat��
Speci�ln
 tedy pro sou�adnicovou funkci �i�x�� � � � � xn� - xi m�me d� d�i�� - �� Podle pozn�mky

&�& je d�i - dxi a tedy plat�

d� dxi� - d� d�i� - � ����

pro v�echna i � f�� � � � � ng�
$� induk�n� krok% Nech2 tvrzen� plat� pro v�echny 
 tvaru 
 - 
I dxI � Ep���/�� Nyn� bu" 
 -


I dxI � Ep�/�	 kde I - fi�� � � � � ipg a � � i� � � � � � ip � n� Z ���� a induk�n�ho p�edpokladu plyne%

d� d
� - d� d�
I dxi� � � � � � dxip�� - d� d
I � dxi� � � � � � dxip� -

- d� d
I � dxi� � � � � � dxip��� � dxip0

0 ����p� d
I � dxi� � � � � � dxip��� � d� dxip� -

- d� d�
I dxi� � � � � � dxip���� � dxip 0 � - ��

II� Pro libovoln� p a libovoln� 
 � Ep�/� nyn� dost�v�me

d� d
� - d

�	 d

�	X
jIj�p


I dxI


A
A -
X
jIj�p

d � d�
I � dxI �� - ��

P�en	�en� diferenci	ln�ch forem pomoc� zobrazen�

V tomto paragrafu uk��eme	 jak lze diferenci�ln� formy p�en��et pomoc� zobrazen� z jedn� ote�
v�en� mno�iny na druhou� Inspirac� pro n�sleduj�c� de�nice budou postupy u�it� p�i de�nici integr�l�
z diferenci�ln�ch forem v n�zk�ch dimenz�ch	 o kter�ch pojedn�v� �vodn� kapitola� Budeme m�t hladk�
zobrazen� 1 % U � / z otev�en� mno�iny U � Rk do otev�en� mno�iny / � Rn � Ozna�me sou�adnice
v U p�smeny u�� � � � � uk a sou�adnice v / budeme ozna�ovat x�� � � � � xn� Je�li tedy x - 1�u� pro n
jak�
u � U � Rk � x � / � Rn � pak xi - 1i�u� - 1i�u�� � � � � uk�	 p�i�em� 1i je i�t� slo�ka zobrazen� 1	
i - �� � � � � n�

���� De�nice� Bu" 1 % U � / hladk�	 bu"te U � Rk �/ � Rn otev�en� mno�iny� Pro ka�d�
p � f�� � � � � ng de�nujeme zobrazen� 1� % Ep�/� � Ep�U� p�edpisem

1��
� %-
X
jIj�p

�
I �1� d1i� � � � � � d1ip � Ep�U��

kde 
 -
P

jIj�p 
I dxI -
P

jIj�p 
I dxi� � � � � � dxip je libovoln� prvek Ep�/� a kde i�� � � � � ip jsou
vzestupn
 set��d
n� prvky mno�iny I �



�� DIFERENCI�LN� FORMY NA R
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P�ipom�n�me	 �e d1j � j - �� � � � � n jsou diferenci�ln� formy prvn�ho stupn
	 viz de�nici vn
j��ho
diferenci�lu v odstavci &�$� Tyto diferenci�ly je t�eba rozepsat podle de�nice diferenci�lu funkce &�$�i� a
v�sledn� v�raz

1��
� -
X
jIj�p

�
I � 1�

�
kX

k���

�1i�

�uk�
duk�

�
� � � � �

�	 kX
kp��

�1ip

�ukp
dukp


A
upravit podle pravidel pro vn
j�� n�soben� do z�kladn�ho tvaru 1��
� -

P
jIj�p �I�u� duI 	 kde �I�u� jsou

odpov�daj�c� koe�cienty u symbol� duI �

���� V�ta� Jsou�li 
�1� U�/ jako v de�nici a � � Eq�/�� pak

�i� 1��
 0 �� - 1��
� 0 1����� pokud p - q�
�ii� 1��
 � �� - 1��
� � 1����� p� q libovoln��

�iii� 1�� d
� - d�1�
��
�iv� Je�li zobrazen� 6 % V � U z otev�en� mno	iny V � Rs do U � pak �1 �6���
� - �6� �1���
��
�v� Je�li k - n a 
 � En� tedy 
 - f dx� � � � � � dxn� x - 1�u�� pak

1��
� - det�Jac 1��f �1� du� � � � � � dun�

kde Jac 1 je ozna�en� pro Jacobiho matici zobrazen� 1� tedy matici
�
��i

�uj

�n
i�j��

�

D�kaz�

ad �i� Snadn�	 p��mo z de�nice�

ad �ii� Nejd��ve dok��eme tvrzen� v
ty pro 
� � speci�ln�ho tvaru 
 - 
I dxI � � - �J dxJ 	 kde

I � �J jsou funkce a I� J po �ad
 p�prvkov� a q�prvkov� mno�ina index�� Pot� pou�ijeme distributivity �
vzhledem ke s��t�n� a z bodu �i� obdr��me po�adovan� tvrzen��

Doka�me tedy tvrzen� pro 
 - 
I dxI � � - �J dxJ � M��eme p�edpokl�dat	 �e I � J - �	 jinak jsou
toti� ob
 strany rovny �� Plat� �

1��
 � �� - 1��
I�J dxI � dxJ � -

- �
I �1���J �1� d1i� � � � � � d1ip � d1j� � � � � � d1jq -

- �
I �1� d1i� � � � � � d1ip � ��J �1� d1j� � � � � � d1jq - 1��
� �1�����

Pro obecn� 
� � tvaru 
 -
P

jIj�p 
I dxI a � -
P

jJj�q �J dxI sta�� pou��t pr�v
 dok�zan� tvrzen�
spolu s bodem �i�� Na uk�zku vyp��eme podrobn
	 jak se tento d�kaz provede� V dal��ch p��padech ji�
takov�to p��mo�ar� d�kazy nech�me �ten��i�

1��
 � �� - 1�

� X
jIj�p


I dxI �
X
jJj�q

�J dxJ

�
-

- 1�

� X
jIj�p�jJj�q

�
I dxI� � ��J dxJ �

�
-

-
X

jIj�p�jJj�q

1���
I dxI � � ��J dxJ �� -

-
X

jIj�p�jJj�q

1��
I dxI � � 1���J dxJ � -

-
X
jIj�p

1��
I dxI � �
X
jJj�q

1���J dxJ � - 1��
� �1�����

co� jsme cht
li�

ad �iii� Stejn
 jako v p�edchoz�m budeme p�edpokl�dat	 �e 
 - 
I dxI � pro obecn� 
 dostaneme
vztah pomoc� linearity 1� a vn
j��ho diferenci�lu d �viz �i� a &�*�i��� Nech2 je tedy 
 - 
I dxI a ozna�me

�Striktn	 vzato by bylo v n�sleduj�c� �prav	 t�eba nejprve p�epsat dxI� dxJ do z�kladn�ho tvaru set��d	n�ho vzestupn	�
pak teprve pou
�t de�nici �� a pot� p�epermutovat �leny zp	t� Takto bychom podrobn	 zd�vodnili druhou rovnost �mezi
prv�m a druh�m ��dkem� v t�to �prav	�



�	

i�� � � � � ip prvky mno�iny I uspo��dan� vzestupn
 podle velikosti� Pov�imn
me si nejprve	 �e na lev� i na
prav� stran
 rovnosti jsou diferenci�ln� formy na mno�in
 U � Upravujme nejd��ve levou stranu rovnosti

1�� d
� - 1�

�
nX
i��

�
I
�xi

dxi � dxI

�
-

nX
i��

�
�
I
�xi

�1

�
d1i � d1i� � � � � � d1ip

Nyn� budeme upravovat pravou stranu rovnosti�

d�1��
�� - d��
I �1� d1i� � � � � � d1ip� -
kX

j��

��
I �1�
�uj

duj � d1i� � � � � � d1ip

Kdybychom v
d
li	 �e
Pn

i��

�
�
I
�xi

�1
�
d1i -

Pn
j��

��
I���
�uj

duj 	 byli bychom hotovi� Tato rovnost je

v�ak d�sledkem pravidla pro derivov�n� slo�en� funkce	 nebo2 plat�
kX

j��

��
I �1�
�uj

duj -
nX
i��

kX
j��

�
�
I
�xi

�1 � �1i

�uj

�
duj -

-

�
nX
i��

�
I
�xi

�1

�
�
�	 kX
j��

�1i

�uj
duj


A -
nX
i��

�
�
I
�xi

�1

�
d1i�

ad �iv� D�ky ji� dok�zan�m tvrzen�m �i� a �ii�	 sta�� uva�ovat pouze tyto dva p��pady	% 
 - f � E��M�
a p��pad 
 - dxi� i - �� � � � � n�

Prvn� p��pad plyne ihned z de�nice%

�1 �6���f� - f � �1 �6� - �f �1� �6 - 6��1��f���

Nech2 tedy nyn� 
 - dxi� Pak

�1 �6���dxi� -
sX
l��

��1 �6�i
�tl

dtl -
kX

j��

�
�1i

�uj
�6

�� sX
l��

�6j

�tl
dtl

�
-

- 6�

�	 kX
j��

�1i

�uj
duj


A - 6��1��dxi���

ad �v� Nech2 je v�e ozna�eno jako ve formulaci v
ty� Tedy mimo jin� 
 - f dx� � ��� � dxn a tedy
podle de�nice 1� plat�	 1��
� - �f � 1� d1� � ��� � d1n� V ka�d�m bod
 u � U m��eme d1i vyj�d�it
jako%

d1i�u� -
nX
j��

�1i

�uj
duj

�viz de�nice &�$�� Podle $�&�iv�	 pou�it� pro n - k	 je tedy

d1� � ��� � d1n�u� - det

�
�1i

�uj
�u�

�n
i�j��

du� � ��� � dun - det�Jac 1�u�� du� � ��� � dun

pro libovoln� u � U 	 co� jsme cht
li dok�zat�

De Rham�v komplex

���� De�nice de Rhamova komplexu� Forma 
 � Ek�/� se naz�v� uzav�en
	 pokud d
 - �	
a exaktn�	 pokud existuje forma � � Ek���/� takov�	 �e d� - 
�

�Tvrzen� lze t�
 dok�zat stejn	 p��mo�a�e jako p�edchoz� body� Sta�� ho dok�zat pro � � �I dxI � Tvrzen� pak plyne
jako v p�ede�l�ch p��padech z linearity �� a ��� D�kaz tvrzen� je pak pom	rn	 p��mo�ar� a nepou
�v� 
�dn�ch trik�� je
v�ak dosti technick�� Pokud dosud nejste zb	hl� v tomto typu d�kaz�� doporu�ujeme si prov�st tento d�kaz vlastnoru�n	�
nau��te se pracovat s pou
�vanou symbolikou a z�sk�te t�m p�ehled� Hlavn� idea d�kazu je toto� Pov�imneme si� 
e si lev�
a prav� stranu dokazovan� rovnosti jsou diferenci�ln� formy z Ep�V �� ob	 strany m�
eme vyj�d�it jako line�rn� kombinaci
b�ze f dtKgjKj�p prostoru Ep�V �� nebo alespo� jako line�rn� kombinaci prvk� tvaru dtk� � � � �� dtkp � kde k�� � � � � kp nejsou

nutn	 vzestupn	 uspo��dan� �i vz�jemn	 r�zn�� Pokud vyjdou stejn� line�rn� kombinace� bude tvrzen� dok�z�no�
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��	� De�nice� Nech2 / je oblast v Rn � Posloupnost

E��/�
d�� E��/�

d�� � � �
d�� En�/�

se naz�v� de Rham�v komplex�

���� Pozn
mka� V
ta &�*�iii� ��k�	 �e ka�d� exaktn� forma je uzav�en�� Posloupnost prostor�
a zobrazen� mezi nimi se naz�v� komplex	 pokud m� tuto vlastnost	 tj� pokud slo�en� dvou po sob

n�sleduj�c�ch zobrazen� je trivi�ln��

P�irozen� ot�zka je	 jestli ka�d� uzav�en� forma je exaktn�	 nebo jestli existuj� formy	 kter� jsou
uzav�en�	 ale nejsou exaktn�� Z�kladn� informace v tomto sm
ru je n�sleduj�c� Poincar�ho lemma�

���
� Lemma �Poincar��� Nech� / je koule v R
n � Pak ka	d� uzav�en� forma stupn� k� k -

�� � � � � n� je exaktn��

����� Pozn
mka� Speci�ln� p��pad tohoto lemmatu se obvykle prob�r� ji� v anal�ze � jde o tzv�
v
tu o potenci�lu� Ta ��k�	 �e vektorov� pole �T na jednodu�e souvisl� oblasti �nap�� na kouli� je gradientem
funkce	 pokud plat� �Tj

�xi
- �Ti

�xj
� Tato v
ta je toto�n� s p��padem k - � Poincar�ho lemmatu�

D�kaz Poincar�ho lemmatu nen� t
�k�� Je�li 
 uzav�en� forma	 pak p��slu�nou exaktn� formu � lze
de�novat vhodn�m vzore�kem a ov
�it p��m�m v�po�tem	 �e d� - 
 �viz cvi�en� &����f��� D�kaz obecn�ho
Poincar�ho lemmatu �pro variety� je uveden v �$�$��

Je zcela podstatn� si uv
domit	 �e Poincar�ho lemma je formulov�no pouze pro velmi speci�ln� oblast
� pro kouli� Pro to jsou velmi dobr� d�vody� Sta�� vyjmout z koule jeden jedin� bod �nap�� jej� st�ed� a
tvrzen� p�estane platit �viz nap��klad cvi�en� &����e� a ����&�f��� Intuitivn
 lze ��ci o hodn
 v�c� Pokud
vyjmeme jeden bod z koule / � Rn � bude existovat �modulo exaktn� formy� jedin� �a� na n�sobek�
uzav�en� forma stupn
 n� kter� nen� exaktn�� P�esn
ji �e�eno	 prostor uzav�en�ch forem stupn
 n modulo
prostor exaktn�ch forem je vektorov� prostor dimenze �� Pokud bychom vyjmuli z koule � r�zn�ch bod�	
bude m�t p��slu�n� faktorprostor dimenzi �� Je tedy z�ejm�	 �e je zde velmi zaj�mav� souvislost mezi
faktorprostorem uzav�en�ch forem modulo exaktn� formy a topologi� p��slu�n� oblasti	 na kter� jsou
uva�ovan� diferenci�ln� formy de�novan�� P�esnou formulaci t�to souvislosti lze nal�zt v �$�$��

P��klady� �lohy a cvi�en�

����� Diferenci
ln� formy v n�zk�ch dimenz�ch! v�po�et diferenci
lu�
�a� Bu" / - R� � Napi�te obecn� tvar diferenci�ln� formy 
 � Ek�R� �� k - �� �� $ a vypo�t
te hodnotu

vn
j��ho diferenci�lu d
�

�b� Bu" / - R� � Napi�te obecn� tvar diferenci�ln� formy 
 � Ek�R� �� k - �� �� $� & a vypo�t
te
hodnotu vn
j��ho diferenci�lu d
�

�c� Vypo��tejte d
	 je�li%

�� 
 - xy dz 0 yz dx
�� 
 - exy dy � eyz dz
�� 
 - x� dy � dz 0 yz dx � dz
�� 
 - sin�xy� dx � dz 0 cos�xz� dx � dy

�d� Bu" / � Rn � f � C��/� � E��/�� Doka�te	 �e df � df - �	 a to �a� p��m�m v�po�tem	 �b� jako
d�sledek $����g��

�e� Najd
te �n����formu 
 na Rn takovou	 �e d
 - dx�� � � �� dxn� Charakterizujte v�echny takov�
formy 
�



��

����� Gradient! rotace! divergence�
Je�li f � C��Rn �	 de�nujeme gradient f jako vektorovou funkci

grad f %-

�
�f

�x�
� � � � �

�f

�xn

�
�

Je�li F - �F�� � � � � Fn� hladk� vektorov� pole na Rn �tj� ka�d� funkce Fi je z C��Rn ��	 de�nujeme
divergenci vektorov�ho pole F jako funkci

divF %-
nX
i��

�Fi
�xi

�

Je�li F - �F�� F�� F�� hladk� vektorov� pole na R� 	 de�nujeme rotaci vektorov�ho pole F jako
pole

rotF %-

�
�F�

�x�
� �F�

�x�
�
�F�

�x�
� �F�

�x�
�
�F�

�x�
� �F�

�x�

�
�

Zap��eme�li oper�tor gradientu na prostoru C��R� � symbolicky jako grad -
�

�
�x�

� �
�x�

� �
�x�

�
	 lze ps�t

rotF - grad
F ve smyslu obvykl�ho vektorov�ho sou�inu na R� �
Doka�te	 �e

�i� rot � grad - �	
�ii� div � rot - �

a to �a� p��m�m v�po�tem	 �b� srovn�n�m s v�sledky &��$�b� a u�it�m vztahu d� d
� - ��
Pozn
mka� oper�tor 3 de�novan� na hladk�ch funkc�ch f % Rn � R jako 3f %- div�grad f� -Pn

i��
��f

�x�
i

je takzvan� Laplace�v oper�tor�

����� P�en
�en� diferenci
ln�ch forem�
Pro danou formu 
 na R� a dan� zobrazen� 1 de�novan� na vhodn� podmno�in
 R� vypo��tejte

p�enesenou formu 1��
��

�� 
 - dx � dy 0 dy � dz�
1�u� v� - �u 0 v� u� v� uv��

�� 
 - xy dz � dy � xz dx � dz�
1�u� v� - �u�� v � u� $v��

�� 
 - cosx dy � dz 0 sin y dz � dx 0 cos z dx � dy�
1�u� v� - �$u� uv� $v��

�� 
 - x dx 0 y dy 0 z dz �
1��� �� - �cos� cos �� cos� sin �� sin���

����� Uzav�en� a exaktn� formy�
�a� Bu" 
 forma sud�ho stupn
� Uka�te	 �e forma 
 � d
 je uzav�en� �bez pou�it� bodu �b���

�b� Bu" 
 forma sud�ho stupn
� Uka�te	 �e forma 
 � d
 je exaktn��

�c� Bu"te 
 a � uzav�en� formy libovoln�ho stupn
� Uka�te	 �e forma 
 � � je potom tak� uzav�en��

�d� Bu"te 
 a � exaktn� formy libovoln�ho stupn
� Uka�te	 �e 
 � � je potom tak� exaktn��

�e� Uka�te	 �e forma


 -
x

x� 0 y�
dy � y

x� 0 y�
dx � E��R� � f��� ��g�

je uzav�en�	 ale nen� exaktn��

Pozn�mka o souvislosti s anal�zou v komplexn�m oboru% Komplexn� ��forma dz
z

na C se d� vyj�d�it
ve tvaru

dz

z
-

dz7z
jzj� -

� dx 0 i dy��x� iy�
x� 0 y�

-
x dx 0 y dy

x� 0 y�
0 i

�y dx 0 x dy

x� 0 y�
�

Je tedy 
 - Im dz
z

� Komplexn� funkce �
z

v�ak nem� primitivn� funkci v C �f�g	 �je derivac� funkce Logz	
av�ak pouze v oboru C � ����� � �� a funkce Im �

z
je derivac� funkce Argz v tomt�� oboru� Funkce Logz

a Argz p�itom nelze spojit
 roz���it na C � f�g�
Toto tvrzen� lze dok�zat i pomoc� Stokesovy v
ty � viz cvi�en� ����&�e�	�f��



	� �ET�ZCE ��

�f� D�kaz Poincar�ho lemmatu� Nech2 / - K��� R� je koule o polom
ru R � � v Rn � Nech2

 � Ek�/�� 
 - 
I dxI � I - fi�� � � � � ikg� De�nujme formu

��x� %-
kX

j��

����j���
Z �

�
�tk��
I�tx�� dt�xij dxi� � � � � � dxij�� � dxij�� � � � � � dxik �

Uka�te	 �e d� - 
�

�	 �et
zce
P�i integraci p�es k�ivky	 plochy	 atd� si integra�n� obor ka�d� p�edstavuje jako regul�rn� k�ivku

�i plochu� Bylo by mo�n� zahrnout vhodnou de�nici regularity do de�nice integra�n�ho oboru	 kter�
n�sleduje� Tento postup by ale vedl ke zbyte�n�m pot���m	 obzvl��2 p�i de�nici hranice oboru integrace
nutn� pro Stokesovu v
tu� Ve skute�nosti podm�nka regularity pro parametricky zadan� integra�n� obor
nen� p�i de�nici integr�lu z diferenci�ln� formy k ni�emu pot�ebn�� A intuitivn
 �e�eno	 pokud je obor
integrace degenerovan� �singul�rn� � odtud n�zev�	 vyjde pak hodnota integr�lu automaticky nulov��


et�zce� singul	rn� krychle

���� De�nice� Ozna�me Ik %- h�� �ik � Rk � I�
k %- ��� ��k� ,ekneme	 �e zobrazen� � % Ik � / � Rn

je k�dimenzion
ln� singul
rn� krychle v /	 pokud existuje otev�en� mno�ina O� Ik � O � Rk takov�	
�e � je restrikc� spojit
 diferencovateln�ho zobrazen� 8� % O � /� �tj� � 8� � C��O�/� % � - 8�jIk ��

Mno�inu ��Ik� budeme ozna�ovat ����

���� De�nice�
�i� Bu" / � Rn otev�en�	 
 � En�/� �tj� 
 - f dx� � � � � � dxn�	 pak de�nujemeZ




 %-

Z


f -

Z


f dx� � � � dxn

pokud m� prav� strana smysl �t�eba jako Lebesgue�v integr�l�� Pro n - � klademe R� - f�g a pro
f � E�f�g� � R de�nujeme Z

f�g
f - f����

�ii� Bu" � % O � / � Rn spojit
 diferencovateln� zobrazen�	 O otev�en� v Rk � Bu" 
 � Ek�/��
De�nujeme Z

�


 %-
Z
O

���
��

�iii� Bu" � k�dimenzion�ln� singul�rn� krychle	 pak de�nujemeZ
�


 %-
Z
Ik

���
��

Na pr�v
 de�novan� pojem se d�v�me jako na integr�l diferenci�ln� formy p�es singul�rn� krychli a
tud�� se jev� p�irozen�m	 �e bychom cht
li	 aby pojem nez�visel na �parametrizaci�� �Zm
na parametrizace
bude tzv� difeomor�smus mezi de�ni�n�mi obory p��slu�n�ch mno�in O�O� � de�nici tohoto pojmu najdete
v +���� O tom mluv� n�sleduj�c� v
ta�



��

���� V�ta� Bu�te �� �� k�dimenzion�ln� singul�rn� krychle takov�� 	e �� - � � �� P�itom � je
difeomor�smus � % O� � O 
kde O � Ik�O� � Ik a � je �zm�na parametrizace�
 s vlastnost�� 	e znam�nko

det
�
��i
�xj

�k
i�j��

je konstantn� na cel�m O 
ozna�me hodnotu� kterou znam�nko nab�v�� � � f���0�g
�
Pak pro ka	d� 
 � Ek�/� plat� Z

�


 - �

Z
��



Pozn
mka� M�sto konstantnosti � lze p�edpokl�dat souvislostO� Pak toti� z �� ��� � C� a spojitosti

funkce det
�
��i
�xj

�k
i�j��

	 kter� nav�c nikde nenab�v� hodnoty �	 plyne	 �e znam�nko det
�
��i
�xj

�k
i�j��

je

skute�n
 konstantn� na O�

D�kaz� Plat� Z
�


 -
Z
I�
k

���
� ��$�

a d�le

Z
��

 -

Z
I�
k

������
� -
Z
I�
k

�� � ���
 -
Z
I�
k

���

	Ek�
�z �� �
���
�� - �

Z
I�
k

���
� - �

Z
�


�

co� jsme cht
li� Rovnost
R
I�
k

������
�� - �
R
I�
k

���
� plyne z v
ty &�'�v� a z v
ty o substituci pro Lebes�

gue�v integr�l	 proto�e je�li x� - ��x�� ���
� - f�x�� dx�� � � � � � dx�k� pak

������
�� - �j det Jac�j�f � �� dx� � � � � � dxk�

���� De�nice �et�zce� Bu" / � Rn � Volnou Abelovu grupu generovanou v�emi k�dimenzi�
on�ln�mi singul�rn�mi krychlemi v / budeme zna�it Ck�/�� Jej� prvky budeme naz�vat �et�zce� Li�
bovoln� prvek c � Ck�/� je tedy form�ln� suma tvaru

c -
X
i	I

ni�i�

kde I je kone�n� indexov� mno�ina	 ni � Z a �i jsou k�dimenzion�ln� singul�rn� krychle v /�

���� P��klad�
Nech2 ��� ��� ��� �	 % I� � R

n jsou
��dimenzion�ln� singul�rn� krychle dan�
p�edpisy

���u� %- �u� ��

���u� %- �u� ��

���u� %- ��� u�

�	�u� %- ��� u�� �

��

�

��

�	

��

��

��� �� ��� ��

��� ����� ��

P��klady ��dimenzion�ln�ch �et
zc� mohou b�t nap��klad

c� - &�� 0 �	 0 +��

c� - �� 0 ��*��� - �� � *��

c� - �� 0 �� � �� � �	�



	� �ET�ZCE ��

Obr�zek ��� Krychle I� a jej� hranice

���� De�nice�
�i� Ozna�me symbolem �Ik �k � ���dimenzion�ln� �et
zec v Rk dan� p�edpisem

�Ik %-
kX

j��

����j�Ik�j��� � Ik�j���� -
kX

j��

�X
���

����j��Ik�j����

kde Ik�j��� % Ik�� � R
k �pro � - �� �� je �k � ���dimenzion�ln� singul�rn� krychle de�novan� p�edpisem

Ik�j����u�� � � � � uk��� %- �u�� � � � � uj��� �� uj � � � � � uk����

Tento �et
zec
 budeme naz�vat hranice Ik �viz obr� ����
�ii� Je�li � % Ik � Rn singul�rn� krychle	 pak de�nujeme �k� ���dimenzion�ln� �et
zec �� �hranici ��

p�edpisem

�� %- � � �Ik %-
kX

j��

����j�� � Ik�j��� � � � Ik�j����

�iii� Je�li c -
Pn

i�� ni�i k�dimenzion�ln� �et
zec	 pak jeho hranici �c de�nujeme pomoc� pojmu
hranice singul�rn� krychle jako �k � ���dimenzion�ln� �et
zec dan� p�edpisem

�c %-
nX
i��

ni��i�

���� De�nice� Je�li c -
Pn

i�� ni�i k�dimenzion�ln� �et
zec v / a je�li 
 � Ek�/�	 pak de�nujeme
integr�l z diferenci�ln� formy 
 p�es �et
zec c takto%Z

c


 %-
nX
i��

ni

Z
�i




�p�itom
R
�i

 je de�nov�n ve *�$��

P��klady� �lohy a cvi�en�

��	� Integrace p�es �et�zce�
Vypo��tejte integr�l z dan� formy 
 p�es danou singul�rn� krychli ��et
zec� c%

�Pozor� v�imn	te si� 
e symbol Ik ozna�uje podmno
inu Rk �i kdy
 velmi speci�ln��� ale symboly Ik
�i��	

ozna�uj�

zobrazen� a symbol �Ik ozna�uje �et	zec v Rk�



��

�a�

c %

�����
x - sin�

y - cos�

z - cos� 0 sin�

��� �� � h�� �
$
i��


 - z dy � dx 0 x dz � dy 0 y dx � dz�

�b�

c %

���������
x - �s 0 t��

y - �s� t��

z - st

w - $t

�s� t� � h�� �i�� 
 - wy dx � dz�

�c�

c %

���������
x - r 0 s

y - s 0 t

z - t 0 r

w - r � s 0 t

�r� s� t� � h�� �i�� 
 - w dx � dy � dz�

�d� Nalezn
te �et
zec parametrizuj�c� povrch �ty�st
nu s vrcholy v po��tku a v koncov�ch bodech
vektor� e�� e�� e� � R� 	 orientovan� pomoc� vektoru vn
j�� norm�ly �viz !�$*�	 a integrujte p�es n
j formu


 - �x 0 y�z dy � dz�

�	 Stokesova v
ta
Stokesova v�ta �v R

n


���� V�ta �Stokes�� Pro 
 � Ek���/�� c � Ck�/��/ � Rn � k � n� plat�Z
�c


 -
Z
c

d
 ��&�

D�kaz�

�i� Dok��eme tvrzen� v
ty pro k - n� c - IdIn � 
 � En���Rn ��
Proto�e je 
 tvaru 
 -

Pn
i������i��fi dx� � � � � � dxi�� � dxi�� � � � � � dxn	 plat�

d
 -
nX
i��

����i�� dfi � dx� � � � � � dxi�� � dxi�� � � � � � dxn -

-
nX
i��

����i��
nX
j��

�fi
�xj

dxj � dx� � � � � � dxi�� � dxi�� � � � � � dxn -

-
nX
i��

����i�� �fi
�xi

dxi � dx� � � � � � dxi�� � dxi�� � � � � � dxn -

-

�
nX
i��

�fi
�xi

�
dx� � � � � � dxn

Prav� strana dokazovan�ho vztahu ��&� je tedy rovna �viz de�nice *�$�Z
c

d
 -
Z
In

nX
i��

�fi
�xi

��*�

Lev� strana dokazovan�ho vztahu ��&� je podle de�nic *�' a *�+ rovna




� STOKESOVA V�TA ��

�L� -
Z
�c


 -
nX
i��

�X
���

����i��
Z
In
�i���


 -

-
nX
i��

�X
���

����i��
Z
In
�i���

nX
j��

����j��fj dx� � � � � � dxj�� � dxj�� � � � � � dxn

integr�l rozep��eme pomoc� *�$�iii�

�L� -
nX
i��

�X
���

����i��
Z
In��

�In�i����
�

�	 nX
j��

����j��fj dx� � � � � � dxj�� � dxj�� � � � � � dxn


A -

-
nX
i��

�X
���

����i��
Z
In��

nX
j��

����j���fj � In�i����

d�In�i����� � � � � � d�In�i����j�� � d�In�i����j�� � � � � � d�In�i����n

Funkce �In�i����i	 co� je i�t� slo�ka zobrazen� In�i���	 je podle de�nice konstatn� �bu" � nebo ��� Z toho
plyne d�In�i����i - �� Pro i 	- j se mezi �initeli diferenci�l d�In�i����i vyskytne a tud�� je cel� v�raz roven
nule� Tedy cel� sou�et se rovn�

�L� -
nX
i��

�X
���

�����i����
Z
In��

�fi � In�i����

d�In�i����� � � � � � d�In�i����i�� � d�In�i����i�� � � � � � d�In�i����n

Z de�nice I�i����u�� � � � � un��� %- �u�� � � � � ui��� �� ui� � � � � un��� a z de�nice vn
j��ho diferenci�lu &�$ plyne
po kr�tk�m v�po�tu d�In�i����m - dum pro � � m � i� � a d�In�i����m - dum�� pro i 0 � � m � n	 kde

u�� � � � � un�� ozna�uj� sou�adnice v In�� � Rn�� a tedy

�L� -
nX
i��

�X
���

�������
Z
In��

�fi � In�i���� du� � � � � � dun��

Podle de�nice *�$�i� je tedy

�L� -
nX
i��

�X
���

�������
Z
In��

�fi � In�i���� -

-
nX
i��

Z
In��

�fi�u�� � � � � ui��� �� ui��� � � � � un�� fi�u�� � � � � ui��� �� ui��� � � � � un��

a z Newtonovy formule

�L� -
nX
i��

Z
In

�fi
�xi

�

T�m jsme dok�zali	 �e se lev� a prav� strana dokazovan� rovnosti ��&� skute�n
 rovnaj��

�ii� Dok��eme tvrzen� pro k�dimenzion�ln� krychli c - � v / � Rn a 
 � Ek���/��

Plat� Z
c

d

	��
-
Z
I�
k

��� d
�
����iii�

-
Z
I�
k

d����
��
�i�
-
Z
�Ik

���
�
	���	��

-
Z
�c


�

�iii� Dok��eme tvrzen� pro obecn� �et
zec c -
P

i	I ni�i � Ck�/��

Z
c

d
 -
X
i	I

ni

Z
�i

d

�ii�
-
X
i	I

ni

Z
��i



	���iii�

-
Z
�c


�



��

P��klady� �lohy a cvi�en�

���� Stokesova v�ta pro �et�zce�
Ov
�te p��m�m v�po�tem Stokesovu v
tu pro danou singul�rn� krychli ��et
zec� c a danou formu 
�

�Doka�te
R
c
d
 -

R
�c

��

�a�

c %

�����
x - s 0 t

y - s� t

z - st

�s� t� � h�� �i�� 
 - xy dx�

�b�

c %

���������
x - s� � t�

y - s� 0 t�

z - s� t

w - s 0 t

�s� t� � h�� �i�� 
 - xy dy 0 zw dw�

�c�

c %

���������
x - rs

y - st

z - rt

w - r 0 s 0 t

�r� s� t� � h�� �i�� 
 - w dx � dz 0 z dy � dw�



Kapitola III

Diferenci�ln� formy na variet�ch



�	 P�ehled multiline�rn� algebry
V prvn� kapitole jsme de�novali vn
j�� algebru �klasick�m zp�sobem� � zavedli jsme operaci vn
j��ho

n�soben� na gener�torech a roz���ili ji line�rn
 na celou algebru� Tato de�nice sta�ila pro pochopen� pojmu
diferenci�ln� formy� Nyn� de�nujeme abstraktn
 tenzorovou algebru � obecn� pojem	 jeho� vedlej��m
produktem bude i nov� de�nice vn
j�� algebry �jako podprostoru tenzorov� algebry s nov
 de�novan�m
n�soben�m�� Tento obecn� p��stup n�m umo�n� d�vat se na diferenci�ln� formy jako na speci�ln� p��pad
tenzorov�ch pol� na variet
 �viz odd�l 
��

Tenzorov	 algebra vektorov�ho prostoru

Vektory dan�ho vektorov�ho prostoru um�me s��tat a n�sobit re�ln�m ��slem	 ale neum�me je n�sobit
mezi sebou� Tenzorov� algebra je roz���en� vektorov� prostor	 do kter�ho p�vodn� vektory pat�� a ve
kter�m je jejich sou�in u� de�nov�n� Z�rove� je de�nov�n sou�in libovoln�ch prvk� tohoto roz���en� �tj�
je to algebra�� Pro jistotu zopakujme	 co je to algebra�

���� De�nice� Nech2 A je �re�ln�� vektorov� prostor	 na kter�m je de�nov�no biline�rn� zobrazen�
�tradi�n
 ozna�ovan� jako sou�in�	 tj� zobrazen�

�v� w� � A
A �� v � w � A�

Nech2 pro tento sou�in plat� obvykl� vlastnosti distributivnosti n�soben� v��i s��t�n� v R i v A� Pak
prostor A s touto strukturou nazveme algebrou �nad R�� ,ekneme	 �e A je algebra s jednotkou	 pokud
existuje element � � A takov�	 �e � � v - v � � - v� v � A�

Podle vlastnost� n�soben� rozli�ujeme asociativn� algebry �n�soben� je asociativn�� nebo komutativn�
algebry �n�soben� je asociativn� a komutativn��� Na rozd�l od de�nice t
lesa se nep�edpokl�d� existence
inverzn�ch prvk� �v��i n�soben���

���� Pozn
mka�
Z�kladn� my�lenka vno�en� vektorov�ho prostoru do tenzorov� algebry je prost� � vektory n�sobit

neum�me	 ale funkce ano� Ka�d� vektor v � V je mo�n� interpretovat jako line�rn� funkci na du�lu V ��
Jejich sou�in je pak biline�rn� funkce na V � 
 V ��

P�ipom�n�me	 �e du�lem vektorov�ho prostoru V se rozum� vektorov� prostor V � v�ech line�rn�ch
zobrazen� � % V � R� Druh�m du�lem V �� se rozum� du�l V �	 p�itom existuje kanonick� vno�en�

V �� V ���

kter� vektoru v � V p�i�ad� zobrazen� �v � V �� de�novan� pomoc�

�v��� - ��v�

pro v�echna � � V �� Pro kone�n
 dimenzion�ln� prostor V �jin� ani neuva�ujeme� je toto vno�en� izo�
mor�smem�

���� De�nice� Nech2 Vj � j - �� � � � ��� je posloupnost vektorov�ch prostor�� Jejich direktn� sou�et
��j��Vj je vektorov� prostor v�ech posloupnost�

�v�� v�� � � � � vj � � � � �� vj � Vj �

kter� maj� jen kone�n
 mnoho nenulov�ch prvk�� S��t�n� a n�soben� re�ln�m ��slem je de�nov�no po
komponent�ch� Jednotliv� prostory Vj jsou standardn
 ztoto��ov�ny s odpov�daj�c�mi podprostory

fv - fvig � ��i��Vi� vi - �� i 	- jg
a ��j��Vj je pak opravdu direktn� sou�et Vj � tj� ka�d� prvek v � ��j��Vj lze napsat jednozna�n
 ve tvaru

v -
�X
j��

vj � vj � Vj �



�� P�EHLED MULTILINE�RN� ALGEBRY �


���� De�nice� Nech2 V je �re�ln�� vektorov� prostor kone�n� dimenze� Ozna�me V m - V � � � ��
V �m �initel�� vektorov� prostor v�ech multiline�rn�ch zobrazen� z V � 
 � � � 
 V � �m �initel�� do R�
Multiline
rn�m �m�line
rn�m zobrazen�m se rozum� zobrazen� line�rn� zvl��2 v ka�d� slo�ce�

V m se naz�v� m�t
 tenzorov
 mocnina prostoru V � Ozna��me nav�c V � - R �ch�peme jej jako
prostor konstantn�ch zobrazen�� a ztoto�n�me V � - �V ��� s V�

Tenzorov
 algebra je pak direktn� sou�et T �V � - ��m��V
m a jej� prvky se naz�vaj� tenzory�

N�soben� v tenzorov� algeb�e je de�nov�no takto% jsou�li 
 � V n� � � V m dva homogenn� prvky	 pak
je jejich sou�in prvek 
 � � � V n�m� de�novan� p�edpisem

�
 � � ����� � � � � �n� ��� � � � � �m� - 
���� � � � � �n������ � � � � �m��

kde ��� � � � � �n� ��� � � � � �m � V �� Pro prvek z V � jde o n�soben� p��slu�nou konstantou� Je ihned vid
t	
�e tenzorov� n�soben� je asociativn� �nebo2 n�soben� v R je asociativn��	 ale nen� komutativn�� Tenzorov�
sou�in kone�n�ho po�tu prvk� z T �V � se de�nuje indukc� �d�ky asociativit
 n�soben� nen� t�eba pou��vat
z�vorky	 ozna�uj�c� po�ad� n�soben��� Tenzorov� algebra je �nekone�n
 dimenzion�ln�� asociativn� algebra
s jednotkou �je j� prvek � � V ��	 obsahuj�c� V jako podprostor�

���� P��klad� Nech2 V m� b�zi e�� � � � � en� Ozna�me ��� � � � �n b�zi V � du�ln� k b�zi e�� � � � � en� tj�
b�zi jednozna�n
 ur�enou vztahy �k�ej� - �kj pro v�echna j� k � f�� � � � � ng� V dal��m budeme pou��vat
k indexaci m�tice tvaru A - �a�� � � � � am� � f�� � � � � ngm	 ozna�me symbolem jAj po�et jej�ch �len�	 tj�
jAj - m� Pro indexovou m�tici ozna�me

eA %- ea� � � � �� eam �

Pak

eA��b� � � � � � �bm� - �b�a� � � � �
bm
am
�

kde symbol �ba	 tzv� Kroneckerovo delta	 je de�nov�n pro libovoln� dva objekty ���sla	 mno�iny	 atd�� a� b
jako

�ba -



� pro a - b�

� pro a 	- b�

Ozna�me symbolem �B � B - �b�� � � � � bm�� prvek ��b� � � � � � �bm� � V � 
 � � �
 V �� Pak p�edchoz� vztah lze
stru�n
 zapsat

eA��B� - �BA �

Podobn
 jako p�i popisu du�ln�ho prostoru	 nejd��ve si je t�eba rozmyslit	 jak je tenzorov� mocnina
velk�	 naj�t jej� vhodnou b�zi� Z multilinearity prvk� v tenzorov� mocnin
 plyne ihned	 �e ka�d� prvek

 � V m je jednozna�n
 ur�en sv�mi hodnotami 
�eB�� jBj - m� To je podstata d�kazu n�sleduj�c� v
ty�

���� V�ta� Nech� V m� b�zi fe�� � � � � eng� Pak mno	ina feA� jAj - mg tvo�� b�zi V m� Dimenze
V m je rovna nm� Obecn� prvek 
 � V m se tedy d� napsat ve tvaru


 -
nX

a����� �am��


a����amea� � � � �� eam �

D�kaz� Nech2 ��� � � � �n je b�ze V �� du�ln� k b�zi e�� � � � � en prostoru V�
�i� Nejprve uk��eme	 �e zm�n
n� syst�m prvk� generuje V m� Je�li 
 � V m libovoln� prvek	 pak pro li�

bovolnoum�tici B - �b�� � � � � bm� ��sel mezi � a n de�nujeme ��sla 
B %- 
��B�� Pak 
 -
P

B�jBj�m 
BeB�

nebo2 lev� i prav� strana maj� z�ejm
 tyt�� hodnoty na prvc�ch �C � jCj - m� toti� 
c�
�ii� Mno�ina feA� jAj - mg je line�rn
 nez�visl�	 nebo2 je�li line�rn� kombinace

P
A�jAj�m �AeA��A �

R trivi�ln�	 jsou i ��sla X
A�jAj�m

�AeA��B� - �B

rovna nule�



��

���� Pozn
mka� Zobrazen�

� % �v�� � � � � vm� � V 
 � � �
 V �� v� � � � �� vm � V m

je multiline�rn� zobrazen�	 kter� m� n�sleduj�c� vlastnost%
Je�li W libovoln� vektorov� prostor a je�li � % V 
 � � �
V �W libovoln� m�multiline�rn� zobrazen�	

pak existuje pr�v
 jedno line�rn� zobrazen� 6 % V m �W takov�	 �e 6 � � - ��
Dokonce v�c	 d� se uk�zat	 �e tato vlastnost charakterizuje tenzorovou mocninu �a� na izomor�smus�

jednozna�n
� Prostor V m je tedy univerz�ln� objekt maj�c� tuto vlastnost a to b�v� standardn� algebraick�
de�nice tenzorov� mocniny�

Podobn
 je mo�n� charakterizovat �tj� de�novat� celou tenzorovou algebru T �V � spolu s vno�en�m
� % V �� T �V � jako univerz�ln� objekt s vlastnost�%

Pro ka�dou asociativn� algebru A s jednotkou a pro ka�d� line�rn� zobrazen� j % V � A existuje
pr�v
 jeden homomor�smus algeber 1 % T �V � � A takov�	 �e j - 1 � ��

P�esn
 stejn�m postupem jako se de�novala tenzorov� mocnina vektorov�ho prostoru je mo�n� tak�
de�novat tenzorov� sou�in V �W dvou r�zn�ch vektorov�ch prostor�� I tento tenzorov� sou�in by bylo
mo�no de�novat analogicky pomoc� odpov�daj�c� univerz�ln� vlastnosti�

��	� De�nice� Nech2 V�W jsou dva vektorov� prostory� Mno�inu v�ech biline�rn�ch zobrazen�
prostoru V � 
W � do R ozna��me symbolem V �W a nazveme tenzorov�m sou�inem V a W� Pro
dvojici v � V�w � W se analogicky de�nuje tenzorov� sou�in v�w� Stejn
 jako naho�e se uk��e	 �e jsou�li
e�� � � � � em� resp� f�� � � � � fn b�ze V� resp� W� pak prvky tvaru ei � fj � i - �� � � � n� j - �� � � � �m tvo�� b�zi
V �W� kter� m� tedy dimenzi m � n�

Indukc� lze op
t de�novat tenzorov� sou�in libovoln�ho po�tu prostor�� N�sleduj�c� de�nice je toho
speci�ln�m p��padem�

���� De�nice� Je�li V vektorov� prostor a V � jeho du�l	 pak prvky prostoru

V � � � �� V � V � � � � �� V �

�celkem s �initel� typu V a r �initel� typu V �� se naz�vaj� tenzory typu
�
s
r

�
nebo r�kr
t kovariantn�

a s�kr
t kontravariantn� tenzory� Speci�ln
	 tenzory typu
�
s
�

�
pat�� do V s a tenzory typu

��
r

�
pat��

do �V ��r�
Tradi�n
 se tenzory popisovaly pomoc� sou�adnic� To jest	 pokud e�� � � � � en je b�ze V a ��� � � � � �n je

du�ln� b�ze V �� pak lze obecn� tenzor � typu
�
s
r

�
zapsat jednozna�n
 ve tvaru

� -
X

i����� �is�j����� �jr

�i����isj����jr
ei� � � � �� eis � �j� � � � �� �jr �

Pokud e��� � � � � e
�
n je jin� b�ze V� ���� � � � � �

�
n je du�ln� b�ze V � a pokud matice p�echodu mezi t
mito

b�zemi jsou d�ny pomoc� e�i -
P

k a
k
i ek� �

�j -
P

l b
j
l �
l �tedy matice �bji � je inverzn� k matici �aji �� doln�

index je ��dkov�	 horn� sloupcov��	 pak

�k����ksl����lr
-
X

��
i����is
j����jr

ak�i� � � � a
ks
is
bj�l� � � � b

jr
lr
� ����

Pod pojmem tenzor se p�vodn
 rozum
l syst�m v�ech sou�adnicov�ch vyj�d�en� �i����isj����jr
pro v�echny

b�ze prostoru V� kter� se mezi sebou transformuj� podle pravidla ����� Zpravidla se po��talo v jedn� dan�
b�zi a pak bylo t�eba ov
�ovat nez�vislost v�sledku na volb
 b�ze�

Vn�j�� algebra vektorov�ho prostoru

V p�edchoz� ��sti jsme zkoumali multiline�rn� zobrazen� kart�zsk�ho sou�inu k kopi� vektorov�ho
prostoru do re�ln�ch ��sel� Typick�m p��kladem byl tenzorov� sou�in v� � � � � � vk vektor�	 de�novan�
jako oby�ejn� sou�in line�rn�ch funkcion�l� vi � V - �V ���� Toto n�soben� je �z�ejm
� asociativn�	
ale nen� �z�ejm
� komutativn�� Velmi �asto se pou��vaj� speci�ln� podprostory tenzorov� algebry t
ch
multiline�rn�ch zobrazen�	 kter� se chovaj� p�edepsan�m zp�sobem p�i z�m
n
 po�ad� komponent prvk�
ve V �
 � � �
V �� Pro n�s budou nejd�le�it
j�� tzv� antisymetrick� multiline�rn� zobrazen�	 o symetrick�ch
multiline�rn�ch zobrazen�ch si �ekneme jen kr�tkou pozn�mku�



�� P�EHLED MULTILINE�RN� ALGEBRY ��

���
� De�nice� Nech2 Sk zna�� grupu v�ech permutac� mno�iny f�� � � � � kg� Je�li � � Sk� B -
�b�� � � � � bk� � f�� � � � � ngk� ozna��me ��B� - �b����� � � � � b��k�� a

�B - ��b� � � � � � �bk �� ���B� - ��b���� � � � � � �b��k� � � V � 
 � � �
 V ��

,ekneme	 �e 
 � V k je antisymetrick� multiline
rn� zobrazen�	 pokud


����B�� - sgn� � 
��B�

pro v�echna �B � V � 
 � � �
 V � a v�echny permutace � � Sk� Vektorov� prostor v�ech antisymetrick�ch
multiline�rn�ch zobrazen� ozna��me 4k�V � a nazveme k�t� vn�j�� mocnina vektorov�ho prostoru V�
Direktn� sou�et

4��V � - ��k��4k�V � � T �V �

nazveme vn�j�� algebrou vektorov�ho prostoru V� N�soben� ve vn
j�� algeb�e je de�nov�no takto% je�li
� � 4k�V �� � � 4l�V �� pak

�� � ������ � � � � �k�l� %-
�
k l 

X
�	Sk�l

sgn� � �������� � � � � ���k�������k���� � � � � ���k�l���

����� Pozn
mka� Jako pro ka�d� multiline�rn� zobrazen�	 i pro prvek � � 4k�V � plat�	 �e je
jednozna�n
 ur�en sv�mi hodnotami na k�tic�ch

�B - ��b� � � � � � �bk �� � � bi � n�

Z antisymetrie prvk� 
 � 4k�V � plyne	 �e pokud se v mno�in
 B n
kter� index opakuje	 je 
��B� - � a
p�ehod�me�li po�ad� prvk� v k�tici	 vyn�sob� se hodnota ��slem �� podle znam�nka p��slu�n� permutace�
Zobrazen� 
 je tedy jednozna�n
 ur�eno sv�mi hodnotami na k�tic�ch tvaru

�J � J - �j�� � � � � jk�� � � j� � � � � � jk � n�

Vn
j�� n�soben� m� n�sleduj�c� z�kladn� vlastnosti�

����� V�ta�

i
 Vn�j�� n�soben� je asociativn��

ii
 Pro v�� � � � � vk � V� v�� � � � � vk � V � plat�

�v� � � � � � vk��v�� � � � � vk� - det�vi�v
j��ki�j���


iii
 Nech� fe�� � � � � eng je libovoln� b�ze V� Pro libovolnou mno	inu

J - �j�� � � � � jk�� � � j� � � � � � jk � n

ozna�me eJ - ej� � � � � � ejk � Pak feJ � jJ j - kg tvo�� b�zi 4k�V ��

iv


eI � eJ %-



�� pokud I � J 	- ��
sgn

�
I�J
I�J

�
eI�J � pokud I � J - �� ��'�

D�kaz� �i� De�nice vn
j��ho n�soben� se d� napsat je�t
 trochu jinak� Zobrazen� �� � jsou antisyme�
trick�	 tak�e m��eme v de�nici slou�it s��tance	 kter� se li�� jen permutac� prvk� uvnit� � �i � a zkr�tit
tak faktori�ly ve jmenovateli� Ozna��me�li 8Sk�l mno�inu permutac� �� pro kter� plat�

���� � � � � � ��k����k 0 �� � � � � � ��k 0 l��

pak

�� � ���v�� � � � � vk�l� -
X

�	 �Sk�l

sgn� � ��v����� � � � � v��k����v��k���� � � � � v��k�l���

To lze je�t
 p�epsat takto%

�� � ���v�� � � � � vk�l� -
X
I�J

sgn

�
I� J

I � J
�
��vI ���vJ ��



��

kde se s��t� p�es v�echny rozklady I � J - f�� � � � � k 0 lg� jI j - k� jJ j - l a I� J jsou uspo��dan� podle
velikosti� �Pou��v�me p�itom ozna�en�

�
I�J
I�J

�
z $���� Pak ale

�� � �����v�� � � � � vk�l�m� - ��+�

-
X
I�J�K

sgn

�
I� J�K

I � J�K
��

I � J�K
I � J �K

�
��vI ���vJ ���vK� ��!�

a

sgn

�
I� J�K

I � J�K
��

I � J�K
I � J �K

�
- sgn

�
I� J�K

I � J �K
�
�

z �eho� ihned plyne asociativita n�soben��
�ii� Sta�� pou��t pr�v
 dok�zan� vztah pro sou�in t�� vektor� a roz���it jej indukc� na sou�in k vektor��
�iii� Je�li ��� � � � � �n du�ln� b�ze V �� pak pro mno�iny I� J � jI j - jJ j - k uspo��dan� podle velikosti

plat�
eI��J � - �j�i� � � � �

jk
ik
�

z �eho� ihned plyne �podobn
 jako pro tenzorov� sou�in� po�adovan� tvrzen��
�iv� Pro d�kaz t�to ��sti sta�� uk�zat	 �e

ei � ej - �ej � ei� i 	- j� ei � ei - �

a pou��t indukci� Ale tyto vztahy jsou p��m�m d�sledkem de�nice vn
j��ho n�soben�	 nebo2

�ei � ej ��v�� v�� - ei�v
��ej�v

��� ei�v
��ej�v

���

����� D�sledek� Je�li V n�dimenzion�ln� vektorov� prostor nad R� pak plat�%
�i� dim 4k�V � -

�
n
k

�
� dim 4��V � - $n� 4k�V � - f�g� k � n�

�ii� � je asociativn��
�iii� Je�li 
 � 4k�V �� � � 4l�V � pak 
 � � - ����kl� � 
�
�iv� Bu"te v�� � � � � vk � V vektory� M��eme je napsat ve tvaru vi -

Pn
j�� v

j
i ej � kde i � f�� � � � � kg	 j �

f�� � � � � ng a vji � R� Pro ka�dou k�prvkovou podmno�inu I � f�� � � � � ng ozna�me VI %- �vji �i	f������kg�j	I
matici k
 k	 kter� vznikne z matice koe�cient� �vji �i	f������kg�j	f������ng vynech�n�m sloupc� jejich� index
nen� v mno�in
 I � P�i tomto ozna�en� plat�	 �e

v� � � � � � vk -
X

I
f������ng�jIj�k

det VI � eI

D�kaz� Viz v
ta $�&�

����� Symetrick
 algebra� ,ekneme	 �e 
 � V k je symetrick� multiline
rn� zobrazen�	
pokud


����B�� - 
��B�

pro v�echna �B � V �
 � � �
V � a v�echny permutace � � Sk �srovnejte s de�nic� '����� Vektorov� prostor
v�ech symetrick�ch k�multiline�rn�ch zobrazen� ozna��me Symk�V � �n
kdy se zna�� i �k�V �� a nazveme
k�t� symetrick
 mocnina vektorov�ho prostoru V� Direktn� sou�et

Sym��V � - ��k�� Symk�V � � T �V �

nazveme symetrickou algebrou vektorov�ho prostoru V� N�soben� v symetrick� algeb�e je de�nov�no
takto% je�li � � Symk�V �� � � Syml�V �� pak

��� ������ � � � � �k�l� %-
�
k l 

X
�	Sk�l

�������� � � � � ���k�������k���� � � � � ���k�l���

Symetrick� zobrazen� 
 � Symk V je jednozna�n
 ur�eno sv�mi hodnotami na k�tic�ch tvaru

�J � J - �j�� � � � � jk�� � � j� � � � � � jk � n�

Odtud podobn
 jako pro vn
j�� algebru plyne	 �e b�z� Symk V jsou prvky tvaru

eJ � J - �j�� � � � � jk�� � � j� � � � � � jk � n�

Je�li tedy V n�dimenzion�ln� prostor	 m� Symk V dimenzi
�
n�k��

k

�
�spo��tejte sami ��



�� VARIETY A ZOBRAZEN� ��

Zobrazen� indukovan� line	rn�m zobrazen�m

����� De�nice� Nech2 f % V � W je line�rn� zobrazen� mezi vektorov�mi prostory a nech2
f� % W � � V � je p��slu�n� du�ln� zobrazen�	 de�novan� p�edpisem

�f������v� - ��f�v��� � �W �� v � V�

Pak de�nujeme indukovan� zobrazen� f� % T �V � �� T �W � mezi tenzorov�mi algebrami p�edpisem

�f��������� � � � � �k� - ��f������ � � � � f���k��� � � V k� ��� � � � � �k � W ��

Zam
n�me�li prostory a jejich du�ly	 dostaneme de�nici indukovan�ho zobrazen� f� % T �W �� �� T �V ���
Jinak �e�eno	 f� - �f���� Tato dv
 zna�en� nekoliduj�	 nebo2 zobrazen� f� % W � � V � je z��en�m
zobrazen� f� % T �W �� � T �V �� na �W ��� �W ��

Z de�nice je ihned vid
t	 �e zobrazen� f� zobrazuje 4��V � do 4��W � a f� zobrazuje 4��W �� do
4��V ���

P��klady� �lohy a cvi�en�

����� Vn�j�� algebra�
Bu"te vi � V� ui � V �� Vypo�t
te podle de�nice vn
j��ho n�soben� hodnoty �v� � v���u�� u�� a

�v� � v� � v���u�� u�� u�� � t�m vlastn
 v t
chto p��padech dok��ete tvrzen� '��$�ii��

����� Tenzory�
V�te u�	 �e tenzory typu

��
�

�
jsou vlastn
 vektory �prvky prostoru V � a tenzory typu

��
�

�
jsou line�rn�

formy �prvky prostoru V ��� Tomu odpov�daj� i vzorce pro zm
nu sou�adnic p�i zm
n
 b�ze � ov
�te
dosazen�m do vzorce ���� 

Prove"te obdobn� v�po�et pro tenzory typu
��
�

�
a uv
domte si	 �e tenzory tohoto typu jsou vlastn


matice line�rn�ch zobrazen� z V do V � P�echod k jin� b�zi toti� odpov�d� n�soben�

L - A�� � L� �A�
kde L je matice sou�adnic v��i b�z�m �ei� a ��j�	 L� je matice sou�adnic v��i b�z�m �e�i� a ���j�	 A je
matice p�echodu od �ei� k �e�i� a A�� je matice p�echodu mezi du�ln�mi b�zemi�

Odtud plyne identi�kace
V � V � � End�V ��

�	 Variety a zobrazen�
Nast�v� okam�ik	 kdy de�nujeme kl��ov� pojem variety	 nutn� k pochopen� dal��ho textu� Varieta je

�topologick� prostor lok�ln
 homeomorfn� s Rn�� Tyto lok�ln� homeomor�smy se naz�vaj� mapy a stupe�
hladkosti variety je d�n stupn
m hladkosti p�echodov�ch funkc� mezi mapami�

Variety

���� De�nice� Bu" M libovoln� mno�ina	 pak n�dimenzion
ln� mapa na M je dvojice �U���	
kde U �M a � % U � Rn je prost� zobrazen� na otev�enou podmno�inu Rn � �Viz obr� ����

Jsou�li �U�� ���� �U
 � �
� dv
 mapy	 pak se zobrazen� �� � ���

 de�novan� na �
�U� � U
� naz�v�

p�echodov
 funkce mezi t
mito mapami� �Viz obr� �$��
Od nyn
j�ka nebudeme odli�ovat p��pad	 kdy U� � U
 - �� v takov�m p��pad
 budeme ch�pat

p�echodovou funkci jako pr�zdn� zobrazen�	 kter� trivi�ln
 spl�uje v�echny podm�nky kompatibility apod�
U�et��me si t�m diskusi o trivi�ln�m p��pad
�

,ekneme	 �e zobrazen� � % U � Rn 	 kde U � Rn 	 je difeomor�smus	 je�li to prost� zobrazen� na
��U� a zobrazen� � i ��� jsou hladk�	 tj� t��dy C��

,ekneme	 �e dv
 mapy �U�� ���� �U
 � �
� jsou kompatibiln�	 pokud ���U� � U
� a �
�U� � U
�
jsou otev�en� mno�iny a p�echodov� funkce je difeomor�smus mezi nimi�

�Hladk� atlas na M je mno�ina map f�U�� ���g�	A takov�ch	 �e ka�d� dv
 mapy atlasu jsou
kompatibiln� a �e M - ��	AU�� Je�li d�n atlas na M� pak v�dy de�nujeme topologii na M takto%
mno�ina A � M je otev�en�	 pokud pro ka�dou mapu �U��� z dan�ho atlasu plat�	 �e ��A � U� je
otev�en� podmno�ina Rn �



	�

�Hladk
 varieta dimenze n je mno�ina	 na kter� je d�n atlas f�U�� ���g�	A n�dimenzion�ln�ch
map takov�	 �e%

�� M je Hausdor)�v topologick� prostor	
$� M m� spo�etnou b�zi otev�en�ch mno�in�

���� Pozn
mka� P�echodov� funkce spl�uj� tzv� kocyklov� pravidlo% ozna��me�li p�echodovou
funkci ��
 - �� � ���


 � pak pro t�i mapy s indexy �� �� � plat� na pr�niku ���U� � U
 � U�� �trivi�
�ln
 i na pr�zdn�m�

��
 � �
� - ��� �

P�echodov� funkce spl�uj�c� tuto podm�nku a podm�nku

��� - Id���U��

zad�vaj� naopak atlas na variet
�

���� Pozn
mka� V dal��m budeme pracovat jen s hladk�mi varietami �tj� s takov�mi	 jejich�
p�echodov� funkce jsou t��dy C�� a budeme je stru�n
 naz�vat variety	 stejn
 jako hladk� atlasy budeme
stru�n
 naz�vat jen atlasy� Po zaveden� topologie na variet
 pomoc� atlasu je z�ejm� z de�nice	 �e v�echna
zobrazen� �� map dan�ho atlasu jsou pak homeomor�smy �� % U� � ���U��� Velmi �asto se v�ak
zad�v� diferencovateln� struktura na mno�in
	 kter� m� ji� p�edem zadanou topologii� V tom p��pad
 se
zpravidla vy�aduje	 aby topologie	 de�novan� pomoc� dan�ho atlasu	 spl�vala s p�vodn� topologi�� To je
z�ejm
 ekvivalentn� s podm�nkou	 �e v�echna zobrazen� �� map atlasu jsou nejen vz�jemn
 jednozna�n�	
ale dokonce �e to jsou homeomor�smy�

���� De�nice� ,ekneme	 �e mapa �U��� je kompatibiln� s atlasem A na variet
 M 	 pokud
A � f�U���g je tak� atlas na M	 tj� pokud �U��� je kompatibiln� se v�emi mapami atlasu A� Diferenco�
vateln
 struktura je atlas	 kter� je maxim�ln� ve smyslu inkluze�

���� Pozn
mka� Bu" M varieta s atlasem A� Na prvn� pohled nen� jasn�	 jestli ka�d� atlas lze
roz���it na maxim�ln� atlas� Sta�� si v�ak uv
domit	 �e plat�

Tvrzen�� Pokud jsou mapy f�U���g� f�U �� ���g kompatibiln� s atlasem A� pak je i mapa f�U �� ���g
kompatibiln� s atlasem A � f�U���g�

Z toho ihned plyne	 �e pak A � f�U���g � f�U �� ���g je atlas� �e m��eme tedy k atlasu A p�idat
v�echny s n�m kompatibiln� mapy a dostaneme hledanou diferencovatelnou strukturu�

D�kaz� Sta�� uk�zat	 �e f�U���g a f�U �� ���g jsou kompatibiln�� Mno�ina ��U � U �� je otev�en�	
nebo2 se s pou�it�m p�edpoklad� snadno nap��e jako sjednocen� otev�en�ch mno�in� Tot�� pro ���U �U ���
Odpov�daj�c� p�echodov� funkce je z�ejm
 prost� a na	 jej� hladkost se op
t v ka�d�m bod
 dostane
z hladkosti ostatn�ch p�echodov�ch funkc� pomoc� kocyklov�ho pravidla �+�$��

Hladkou varietou budeme tedy rozum
t varietu s danou diferencovatelnou strukturou	 nebo2 si v�dy
m��eme dan� atlas obohatit v�emi kompatibiln�mi mapami�

���� De�nice� ,ekneme	 �e dv
 mapy �U�� ���� �U
 � �
�� na M jsou souhlasn� orientov
ny	
pokud determinant Jacobiho matice jejich p�echodov� funkce je kladn� na p��slu�n�m de�ni�n�m oboru�
Varieta M se naz�v� orientovateln
	 pokud na n� existuje atlas	 jeho� ka�d� dv
 mapy jsou souhlasn

orientov�ny� V opa�n�m p��pad
 se M naz�v� neorientovateln
 varieta� Na obr�zku �& je p��klad
neorientovateln� variety � tzv� M9biova listu� Jeho model si m��ete vyrobit sami z prou�ku pap�ru	
p�eto��te�li konce prou�ku vz�jemn
 o �!�o a slep�te je�

Orientovan
 varieta je varieta	 na n�� je d�n atlas	 jeho� ka�d� dv
 mapy jsou souhlasn
 oriento�
v�ny� Tento atlas lze op
t v�dy roz���it na maxim�ln� atlas s touto vlastnost� �diferencovateln� struktura
se zadanou orientac���



�� VARIETY A ZOBRAZEN� 	�

Obr�zek ��� Mapa na mno�in
 M

Obr�zek ��� P�echodov� funkce

Obr�zek ��� M9bi�v list � neorientovateln� varieta



	�

���� P��klady�
�a� Rn a otev�en� mno�ina U � Rn jsou nejjednodu��� variety dimenze n	 jejich atlas se skl�d�

z jedin� mapy a identick�ho zobrazen� �viz+����a��� Je�li M varieta	 f�U�� ���g�	A atlas na M a M �

otev�en� podmno�ina M� pak z�ejm
 syst�m

f�U �
� - U� �M �� ��jU �

�
��� � Ag

je atlas na M � a tento atlas de�nuje na M � diferencovatelnou strukturu�
�b� Kru�nice je varieta dimenze �� Sf�ra je varieta dimenze $ �viz cvi�en� +��'�a��� Obecn
ji	 je�li

M - fx � Rn � f�x� - �g� kde f je hladk� funkce na Rn a gradient f je r�zn� od nuly v�ude na M � pak
lze de�novat pomoc� v
ty o implicitn� funkci pokryt� mno�iny M mapami dimenze n��� Stejn
 je mo�n�
postupovat i pro mno�iny M popsan� pomoc� n
kolika rovnic� �Viz cvi�en� +����c���

�c� Uzav�en� kruh v R� �tj� f�x� y� � R� �x� 0 y� � �g� se standardn� topologi� nen� varieta	 proto�e
body na hranici nemaj� okol� homeomorfn� s ��dnou otev�enou mno�inou v R� � Stejn
 tak uzav�en�
koule nen� varietou� V obou p��padech je �na p�ek��ku� hranice dan� mno�iny	 proto�e otev�en� kruh
�tj� f�x� y� � R� �x� 0 y� � �g� stejn
 jako otev�en� koule varietami jsou� Pozd
ji se budeme zab�vat i
t
mito p��pady variety �s hranic���

�d� Hranice �tverce s obvyklou topologi� je varieta dimenze �� Povrch krychle s obvyklou topologi� je
varieta dimenze $� Rohy ani hrany n�m nevad�� Ve skute�nosti	 je�li M varieta a M � je libovoln� mno�ina
s n� homeomorfn�	 pak na M � lze pomoc� tohoto homeomor�smu p�en�st strukturu variety z variety M�
Takto je hranice �tverce homeomorfn� se sf�rou S� atd�

�e� Ku�elov� plocha �tj� povrchy dvou vrcholem spojen�ch nekone�n�ch rota�n�ch ku�el�� s obvyklou
topologi� tak� nen� varieta� Spole�n� vrchol ku�el� nem� ��dn� okol� homeomorfn� s otev�enou mno�inou
v Rn �

�f� Projektivn� prostor RP
� se standardn�mi mapami a standardn� p�echodovou funkc� je varieta

dimenze $� �Viz obr� 
 a cvi�en� +��'�d���

Variety s krajem

Pro ��ely Stokesovy v
ty roz����me uvedenou z�kladn� de�nici tak	 aby variety mohly m�t �hranici�
� kraj�

��	� De�nice� De�nujme poloprostor Hn takto%

Hn - f�x�� � � � � xn� � Rn �x� � �g�
Hranice �Hn je tvo�ena v�emi body se sou�adnic� x� rovnou nule� Topologie v Hn je d�na jako restrikce
topologie Rn � tj� mno�ina U � Hn je otev�en�	 jestli�e U - V �Hn pro n
jakou otev�enou mno�inu V
v Rn � ,ekneme	 �e funkce f de�novan� na libovoln� mno�in
 A � Hn je hladk
	 pokud existuje okol�
U � Rn � A � U a hladk� funkce f na U takov�	 �e f jA - f� Zobrazen� F z A do Rn je hladk�	 pokud jsou
v�echny jeho slo�ky hladk� funkce na A� Derivace f v libovoln�m bod
 Hn jsou de�nov�ny jako derivace
p��slu�n�ho roz���en� f� V�imn
te si	 �e tato derivace nez�vis� na volb
 roz���en�	 nebo2 z existence derivace
plyne	 �e je u� jednozna�n
 ur�ena z hodnot funkce f na Hn�

Jsou�li U�U � � Hn otev�en�	 pak f % U � U � nazveme difeomor�smem U na U �� pokud f je prost�
zobrazen� U na U � a zobrazen� f i f�� jsou hladk� na sv�ch de�ni�n�ch oborech�

V n�sleduj�c�ch de�nic�ch zobecn�me pojmy u��van� v de�nici variety �a ponech�me jim jejich star�
jm�na��

���� De�nice� Nech2 M je mno�ina� Pak n�dimenzion
ln� mapa na M je dvojice �U��� kde
U �M a � % U � Hn je prost� zobrazen� na otev�enou podmno�inu Hn� �Viz obr� �*��

Jsou�li �U�� ���� �U
 � �
� dv
 mapy	 pak se zobrazen� �� � ���

 de�novan� na �
�U� � U
� naz�v�

p�echodov
 funkce mezi t
mito mapami�
,ekneme	 �e dv
 mapy jsou kompatibiln�	 pokud ���U� � U
� a �
�U� � U
� jsou otev�en� v Hn

a p�echodov� funkce je difeomeor�smus�
�Hladk� atlas na M je mno�ina map f�U�� ���g�	A takov�ch	 �e ka�d� dv
 mapy atlasu jsou

kompatibiln� a �e M - ��	AU�� Je�li d�n atlas na M� pak op
t de�nujeme topologii na M takto%
mno�ina A � M je otev�en�	 pokud pro ka�dou mapu �U��� z dan�ho atlasu plat�	 �e ��A � U� je
otev�en� podmno�ina Hn�

�Hladk
 varieta dimenze n s krajem je mno�ina	 na kter� je d�n atlas f�U�� ���g�	A n�di�
menzion�ln�ch map takov�	 �e%



�� VARIETY A ZOBRAZEN� 	�

Obr�zek ��� Mapa pro varietu s krajem

Obr�zek ��� K Lemmatu +���

�� M je Hausdor)�v topologick� prostor	
$� M m� spo�etnou b�zi otev�en�ch mno�in�
,ekneme	 �e bod m � M je bod kraje �hranice M� pokud pro n
jakou mapu �U��� plat�	 �e

��m� � �Hn� Mno�inu v�ech bod� kraje �hranice�M ozna��me �M a nazveme krajem �hranic� M �
V�imn
te si	 �e varieta bez kraje �tj� varieta pro kterou �M - �� je tot�� jako varieta de�novan�

v prvn� sekci t�to podkapitoly�

���
� Lemma� De�nice bodu kraje M nez�vis� na volb
 mapy�

D�kaz� Podle p�edpokladu je p�echodov� funkce � - � � ������ difeomor�smus otev�en�ch pod�
mno�in ��U � U �� a ���U � U �� v Hn� Nech2 x � U � U � takov�	 �e ��x� � �Hn� Pokud by bod ���x�
pat�il do vnit�ku Hn� existovalo by jeho okol� V v R

n � kter� by bylo ��st� ���U � U �� a �����x�� pat�ilo
do mno�iny ��V �� kter� by byla otev�en� v Rn a byla podmno�inou ��U � U �� � Hn� �Viz obr� ���� To
je ale spor s ��x� � �Hn� Tedy i ���x� � �Hn�

����� V�ta� Nech� M je varieta dimenze n s krajem� Pak lze na �M de�novat kanonicky strukturu
variety dimenze n� � takto�

Je�li f�U�� ���g�	A atlas pro varietu M� pak f�U� � �M���jU�
�M �g�	A je atlas na �M� kter�
de�nuje zm�n�nou kanonickou strukturu na �M�



		

Obr�zek �	� Hladk� zobrazen�

Je�li nav�c M orientovan� varieta a f�U�� ���g�	A jej� orientovan� atlas� pak restrikce tohoto atlasu
na �M m� vlastnost� 	e jej� ka	d� dv� mapy jsou souhlasn� orientovan� a tedy podle de�nice ��� zad�v�

kanonickou
 indukovanou orientaci na �M�

D�kaz� Nech2 f�U�� ���g�	A je atlas na M� Hranici �Hn lze ztoto�nit s Rn�� � Pak

f�U �
� - U� � �M��� - ��jU �

�
�j� � Ag

je z�ejm
 �n� ���dimenzion�ln� atlas na �M a de�nuje tedy na �M diferencovatelnou strukturu dimenze
n � �� Pokud bychom uva�ovali na M jin� kompatibiln� atlas	 pak je z�ejm
 jeho restrikce na �M
kompatibiln� s restrikc� p�edchoz�ho atlasu a ur�uj� tedy oba tut�� diferencovatelnou strukturu na �M�

P�edpokl�dejme d�le	 �e zm�n
n� atlas je orientovan�� Pot�ebujeme dok�zat	 �e kanonick� atlas na
�M je tak� orientovan�� Pro to sta�� dok�zat n�sleduj�c�

Lemma� Nech� � % U � U � je difeomor�smus otev�en�ch mno	in v Hn takov�� 	e ��U � �Hn� �
U � � �Hn a 	e ve v�ech bodech U je det�Jac�� kladn�� Nech� �� %- �jU
�Hn � Pak det�Jac��� je kladn�
na �Hn�

D�kaz lemmatu� Nech2 a � �Hn� ��a� � �Hn� Pro ka�d� x � Rn ozna��me x - �x�� x
��� x� � Rn�� �

Proto�e ����� x�� - � pro v�echny x v okol� bodu a - ��� a��� dostaneme ���
�xi

�a� - �� i - $� � � � � n� Nav�c

����� a�� - � a ���t� a�� � � pro t � �� Tedy ���
�x�

�a� � �� Z toho ihned plyne �rozvojem podle prvn�ho
��dku Jacobiho matice�	 �e

���

�x�
�a� � �� det�Jac����a� � ��

V dal��m textu budeme varietou myslet varietu s krajem	 nebude�li �e�eno jinak	 a v�echny de�nice
budou m�n
ny pro tento obecn
j�� p��pad� V�echny pojmy	 a� budou vykl�d�ny na intuitivn� p�edstav

variet bez kraje	 jsou nastaveny tak	 aby m
ly smysl i pro variety s krajem�

Hladk	 zobrazen�

����� De�nice� Nech2 M a M � jsou dv
 variety dimenz� n a n� a nech2 f % M �M � je zobrazen��
,ekneme	 �e f je hladk� zobrazen�	 pokud pro ka�dou mapu �U��� na M a ka�dou mapu �U �� ��� na
M � je zobrazen� �� � f � ��� % ��U � f���U ��� � Rn � Rn

�

hladk�� �Viz obr� �'��
Funkce f % M � R je hladk
	 pokud je to hladk� zobrazen� variety M do variety R� Prostor v�ech

hladk�ch funkc� na M ozna��me C��M��
,ekneme	 �e zobrazen� variet � % M � N je difeomor�smus 	 pokud � je prost� a na a zobrazen�

� a ��� jsou hladk��
,ekneme	 �e variety jsou difeomorfn�	 pokud existuje difeomor�smus � % M � N �
Je�li M varieta a V �M otev�en� mno�ina	 pak m��eme ch�pat V op
t jako varietu� Takto m��eme

tedy de�novat hladkost i u funkc�	 jejich� de�ni�n�m oborem nen� cel� varieta	 ale n
jak� jej� otev�en�
podmno�ina�
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����� Pozn
mka� Na ka�d� mno�in
 M existuje nekone�n
 mnoho r�zn�ch diferencovateln�ch
struktur� Sta�� vz�t n
jak� atlas na M� vz�t si libovoln� prost� zobrazen� F mno�iny M na M� kter�
nen� hladk� �t
ch je jist
 nekone�n
 mnoho� a uva�ovat atlas f�F���U��� �� � F �g�	A na M� Na druhou
stranu tyto dv
 variety budou difeomorfn�	 nebo2 F je difeomor�smus variety �M� f�U�� ���g�	A� na
varietu �M� f�F���U��� �� � F �g�	A� �viz cvi�en� +��*�b���

Podstatn
 zaj�mav
j�� je ot�zka	 jestli je mo�n� na t��e mno�in
 naj�t dv
 diferencovateln� struktury	
kter� nejsou difeomorfn�� V posledn� dob
 vzbudil velkou pozornost v�sledek S� Donaldsona �ocen
n�
Fieldsovou medail��	 �e na R	 existuj� aspo� dv
 diferencovateln� struktury	 kter� nejsou difeomorfn��
Zvl��tnost v�sledku spo��v� mimo jin� v tom	 �e zat�mco na Rn � n 	- * jsou v�echny diferencovateln�
struktury difeomorfn�	 po�et r�zn�ch t��d diferencovateln�ch struktur na R	 je nekone�n��

Na sf��e Sn� n � N tvo�� t��dy ekvivalence �orientovan�ch� diferencovateln�ch struktur kone�nou
Abelovu grupu� Zat�mco pro n - �� $� &� �� '	 je tato grupa trivi�ln�	 na sf��e S� m� tato grupa mohutnost
$! a pro n - * nebyla dosud ur�ena �pro odkazy k tomuto t�matu viz ���	 citeCon a ������

P��klady� �lohy a cvi�en�

����� Pozn
mky k de�nic�m�
�a� Korektnost de�nice topologie pomoc� atlasu�
Doka�te	 �e topologie na variet
	 zaveden� v odd�le +��	 je korektn
 de�novan��

�b� Dv
 r�zn� diferencovateln� struktury na R�
Uva�ujme mno�inu v�ech re�ln�ch ��sel a dv
 r�zn� funkce z R do R%

f��x� - x� f��x� - x��

Dost�v�me tak dva atlasy	 ka�d� sest�v� z pr�v
 jedn� mapy% f�R� f� �g a f�R� f��g� Ka�d� z t
chto
dvou atlas� de�nuje diferencovatelnou strukturu variety na R	 tj� ke ka�d�mu z nich existuje podle +��
maxim�ln� atlas � diferencovateln� struktura� Uka�te	 �e tyto diferencovateln� struktury jsou r�zn� neboli
�e uveden� dv
 mapy jsou nekompatibiln�� Na druhou stranu	 variety s t
mito dv
ma diferencovateln�mi
strukturami jsou difeomorfn��

����� Obecn� p��klady variet�
�a� Regul�rn� plocha�
Regul�rn� plochou M dimenze k naz�v�me podmno�inu Rn 	 pro kterou existuje parametrizace hlad�

k�m regul�rn�m prost�m zobrazen�m 1 % U �� Rn 	 U � Rk otev�en�	 kter� je homeomor�smus U na
1�U� - M � Doka�te	 �e ka�d� regul�rn� plocha je varieta dimenze k�

Polo��me�li speci�ln
 k - n	 U � Rn otev�en�	 1 - idU 	 dostaneme	 �e ka�d� otev�en� podmno�ina
U v Rn je podvarietou dimenze n�

Regul�rn� plocha m��e b�t parametrizov�na pomoc� r�zn�ch zobrazen�� Doka�te	 �e ka�d� dv
 para�
metrizace dan� plochy na n� de�nuj� kompatibiln� mapy�

�b� Graf zobrazen��
Grafem zobrazen� 6 % U �� Rn 	 U � Rk otev�en�	 naz�v�me mno�inu f�x�6�x���x � Ug� Doka�te	

�e graf ka�d�ho takov�hoto hladk�ho zobrazen� je varieta dimenze k�

�c� Zad�n� variety rovnic��
Doka�te n�sleduj�c� d�le�itou v
tu%
Je�li F % Rn�k �� Rn hladk� zobrazen�	 je�li pro n
jak� q � Rn mno�ina M - fx � Rn�k �F �x� - qg

nepr�zdn� a m��li diferenci�l DF �x� hodnost n pro v�echna x � M 	 potom M je podvarieta dimenze k
v Rn�k �

�d� Sou�in dvou variet�
Jsou�li M 	 N dv
 variety dimenze m resp� n	 doka�te	 �e na kart�zsk�m sou�inu M 
N lze de�novat

strukturu variety dimenze m 0 n�

�e� Nehausdor)ovsk� varieta�
Sestrojte topologick� prostor	 kter� nen� Hausdor)�v	 ale je na n
m de�nov�n hladk� atlas tak	 �e

v�echny ostatn� axiomy hladk� variety jsou spln
ny�



	�

Obr�zek �
� Torus

����� P��klady konkr�tn�ch variet�
�a� Sf�ra�
Uka�te na z�klad
 +����c�	 �e sf�ra

Sn�� %- f�x�� � � � � xn� � R
n �x�

� 0 � � �0 x�
n - �g

je varieta dimenze n� ��
Najd
te pak konkr�tn� mapy pro S� a S��

�b� Torus�
De�nujte strukturu variety na toru T � �viz obr� �+� pomoc� vhodn� parametrizace�
Uv
domte si rovn
�	 �e torus je kart�zsk�m sou�inem dvou kru�nic	 je to tedy varieta podle �a� a

+����d�� Obdobn
 lze de�novat strukturu variety na obecn�m toru

Tn %- S� 
 � � � 
 S��

�c� Kleinova l�hev�
Obdobn
 jako torus	 lze de�novat tzv� Kleinovu l
hev pomoc� parametrizace

w - r sin t sin
s

$
x - �R 0 r cos t� cos s

y - r sin t cos
s

$
z - �R 0 r cos t� sin s�

s� t � ��� $��� Uka�te obdobn
 jako u toru	 �e se jedn� o varietu dimenze $� Na obr�zku �! je �projekce�
Kleinovy l�hve do t��rozm
rn�ho prostoru� V R� v�ak tato plocha prot�n� sama sebe �v R	 nikoli��

�d� Projektivn� prostor�
De�nujte mapy pro prostor RPn �de�nice viz $����h��	 popi�te p�echodov� funkce a uka�te	 �e jsou

to difeomor�smy�

�e� Grassmannova varieta�
De�nujte mapy na Grassmanni�nu Grk�n �viz $����f�� a pro p��pad Gr��� uka�te rovn
�	 �e p�echodov�

funkce jsou difeomor�smy� Uka�te	 �e dimGrk�n - k�n� k��

�f� Lieovy grupy�
Topologick
 grupa je topologick� prostor G se strukturou grupy	 kter� m� tu vlastnost	 �e grupov�

operace sou�inu a inverzn�ho prvku jsou spojit�� Lieova grupa je topologick� grupa	 na n�� je nav�c
de�nov�na struktura hladk� variety tak	 �e grupov� operace jsou hladk��
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Obr�zek ��� Kleinova l�hev

Mezi z�kladn� p��klady Lieov�ch grup pat�� tzv� maticov� grupy%

MnR %- R
n�n - matice n
 n s koe�cienty v R

GLnR %- fA �MnR� det A 	- �g
SLnR %- fA �MnR� det A - �g
OnR %- fA �MnR�AtA - Eg

SOnR %- fA �MnR�AtA - E� detA - �g
Doka�te v ka�d�m z t
chto p��pad�	 �e se jedn� o Lieovu grupu� Jak� jsou jejich dimenze.

�	 Te�n� a kote�n� prostor
Te�n� vektory� te�n� prostor� te�n� �brovan� prostor�

	��� Pozn
mka� Te�n� vektor k plo�e v trojdimenzion�ln�m prostoru je pojem geometricky velmi
n�zorn�� Za p�edpokladu	 �e je zn�mo	 co to je te�n� vektor ke k�ivce v R

� � je mo�n� de�novat te�n�
prostor k plo�e M v jej�m bod
 m jako mno�inu v�ech te�n�ch vektor� v bod
 m ke v�em k�ivk�m	 kter�
le�� v plo�e M a proch�zej� bodem m�

Analogick� pojem te�n�ho prostoru k variet
 je obt��n
j�� jak na pochopen�	 tak i na vysv
tlen�� Vzhle�
dem k tomu	 �e varieta nen� vno�ena v ��dn�m �rovn�m�	 tj� vektorov�m prostoru	 nem�me k dispozici
��dn� pojem te�n�ho vektoru ke k�ivce a p��m� zobecn
n� p�edchoz� de�nice nefunguje�

Je t�eba tedy naj�t jinou formulaci toho	 co je to te�n� vektor v klasick�m p��pad
	 kterou by bylo
mo�n� zobecnit� N�pad	 kter� funguje	 je n�sleduj�c�%

Nech2 v - �v�� � � � � vn� � R
n je pevn� vektor a f % Rn � R hladk� funkce� Pak je mo�n� �a b
�n��

de�novat derivaci df�v� libovoln� funkce v bod
 v� � Rn ve sm
ru v p�edpisem

df�v� -
d�f�v� 0 t � v��

dt
��� � R�

Vektor v je tedy mo�n� ztoto�nit s p��slu�n�m line�rn�m zobrazen�m

f �� df�v� -
nX
i��

�f

�xi
�v�� � vi

z prostoru v�ech funkc� �de�novan�ch a hladk�ch v okol� bodu v�� do R� Proto�e je snadn� zobecnit pojem
prostoru v�ech hladk�ch funkc� pro p��pad variety �to jsme pr�v
 ud
lali�	 je hlavn� my�lenka n�sleduj�c�
de�nice te�n�ho vektoru k variet
 interpretovat vektor jako line�rn� zobrazen� z C��M� do R �tj� jako
prvek du�lu k tomuto prostoru funkc��� Ne ka�d� prvek du�lu v�ak bude odpov�dat derivaci vzhledem
k n
jak�mu vektoru� Ty vhodn� vybereme pomoc� analogie te�n�ho vektoru ke k�ivce� V Rn je mo�n�	
jak jsme poznamenali naho�e	 p�i�adit vektor libovoln� k�ivce	 kter� proch�z� dan�m bodem� K�ivka na
variet
 se d� snadno de�novat	 je to hladk� zobrazen� z R do variety� Jej� te�n� vektor ve v��e uveden�m
smyslu prvku z du�lu k hladk�m funkc�m je pak mo�n� de�novat i na variet
�



	�

Obr�zek �
� Te�n� vektor

	��� De�nice� Bu" M varieta	 m � M a nech2 � % ���� �� � R � M je hladk� zobrazen�	 pro
kter� ���� - m� ,ekneme	 �e line�rn� zobrazen� v % C��M� � R je te�n� vektor ke k�ivce � v bod
 m�
pokud

v�f� -
d�f � ��

dt
���

pro v�echny funkce f � C��M�� �Viz obr �
��
Mno�inu v�ech te�n�ch vektor� v bod
 m ke v�em k�ivk�m � v M� pro kter� ���� - m� ozna��me

TmM a nazveme te�n� prostor k M v bod
 m� Disjunktn� sjednocen� TM %- �m	MTmM v�ech te�n�ch
prostor� ve v�ech bodech M se obvykle naz�v� te�n� �brovan� prostor� Spolu s n�m je de�nov�na
projekce � % TM �M� kter� vektoru v � TmM p�i�ad� bod m �M�

	��� P��klad� Bu" m �M bod variety a �U��� mapa	 pro kterou m � U� De�nujme te�n� vektor
�
�xi
jm � �

�xi
� TmM p�edpisem �viz obr� $���

�

�xi

�
�f� %-

��f � ����
�xi

���m��� f � C��M��

Tedy �
�xi

je te�n� vektor k i�t� sou�adnicov� k�ivce

�i % ���� �� �M� t �� ������m� 0 t � ei��
kde e�� � � � � en je kanonick� b�ze Rn �

Pov�imn
te si	 �e plat� n�sleduj�c� vztah� Je�li �j j�t� sou�adnicov� funkce	 tj� j�t� komponenta
zobrazen� �� pak

�j � �i - �j�m� 0 t�ij �
�

�xi
��j� - �ij �

Vektory ch�pan� jako line�rn� zobrazen� na prostoru hladk�ch funkc� lze p�irozen�m zp�sobem s��tat
a n�sobit re�ln�m ��slem �je to podmno�ina du�lu k line�rn�mu vektorov�mu prostoru�� Zkusme nyn�
dok�zat	 �e �tak jako tomu bylo u ploch� TmM je line�rn� vektorov� prostor a vektory �

�xi
tvo�� jeho b�zi

�viz obr� $���

	��� V�ta� Prostor TmM je line�rn� vektorov� prostor� Je�li �U��� mapa� pro kterou m � U� pak
vektory �

�xi
� i - �� � � � � n� tvo�� b�zi TmM�

D�kaz� Nech2 m �M je pevn� a �U��� je n
jak� mapa	 m � U� Nejd��ve uk��eme	 �e ka�d� vektor
v � TmM lze napsat jako line�rn� kombinaci vektor� �

�xi
� Podle de�nice existuje k�ivka � v M takov�	

�e v je te�n� vektor ke � v bod
 m� Pak pro f � C��M� plat�

v�f� -
d�f � ��

dt
��� -

d��f � ���� � �� � ���
dt

��� -
nX
i��

�

�xi
�f� � �� � ��i

dt
����
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Obr�zek ��� Te�n� vektory �
�xi

Obr�zek ��� Te�n� prostor a jeho b�ze

tedy

v -
nX
i��

�i
�

�xi
� �i %-

�� � ��i
dt

����

Naopak	 libovoln� line�rn� kombinace v -
Pn

i�� �i
�
�xi

��i � R je z�ejm
 te�n� vektor ke k�ivce

� % R �M� ��t� %- ������m� 0 t � �
nX
i��

�iei���

kde e�� � � � � en je kanonick� b�ze v Rn �
Vektory �

�xi
jsou line�rn
 nez�visl�� Vskutku	 pokud existuj� �i � R takov�	 �e

nX
i��

�i
�

�xi
�f� - �� f � C��M��

pak tak�

� -
nX
i��

�i
�

�xi
��j� - �j � j - �� � � � � n�




�

	��� Pozn
mka� Z�kladn� my�lenka de�nice vektoru na variet
 byla interpretace vektoru jako
line�rn�ho zobrazen� z prostoru hladk�ch funkc� do re�ln�ch ��sel� V�ech prvk� z du�lu k C��M� je
ov�em podstatn
 v�c ne� te�n�ch vektor� �zm�n
n� du�l je nekone�n
�dimenzion�ln� prostor	 zat�mco
te�n� prostor m� kone�nou dimenzi�� Pojem te�n�ho vektoru ke k�ivce slou�il k v�b
ru t
ch line�rn�ch
zobrazen�	 kter� jsou te�n� vektory� Existuje tak� jin� a elegantn� mo�nost jak charakterizovat te�n�
vektory pomoc� Leibnizovy vlastnosti derivac�� Plat� toti� n�sleduj�c� tvrzen��

Tvrzen�� Line�rn� zobrazen� v % C��M� � R pat�� do TmM pr�v
 kdy� pro v�echny f� g � C��M�
plat�

v�f � g� - v�f� � g�m� 0 f�m� � v�g��

Tuto Leibnizovu vlastnost jist
 maj� vektory �
�xi

ur�en� n
jakou mapou a v�echny jejich line�rn�
kombinace� Dok�zat opak je v�ak podstatn
 slo�it
j�� a bylo by ztr�tou �asu to d
lat v tuto chv�li� Je ale
u�ite�n� o t�to mo�nosti v
d
t�

	��� Pozn
mka� Nech2 v je pevn� vektor v bod
 m �M� Pro ka�dou mapu �U�� ��� takovou	 �e
m � U 	 lze tedy napsat v jako line�rn� kombinaci vektor� f �

�xi
g %

v -
nX
i��

�i
�

�xi
�

V jin� map
 �U�� � ���� t�mu� vektoru odpov�daj� jin� sou�adnice ��i�

v -
nX
i��

��i
�

�x�i
�

Je lehk� spo��tat	 jak spolu sou�adnice �i a ��j souvis�	 jedny se daj� vyj�d�it pomoc� druh�ch s pou�
�it�m Jacobiho matice p�echodov� funkce� Pokud nap��eme p�echodov� zobrazen� �� � ��� pro n�zornost
ve tvaru x�i - x�i�x�� � � � � xn�� pak pro libovolnou funkci f � C��M� plat�

�

�xi
�f� -

��f � ������
�xi

-
���f � ������� � ��� � �����

�xi
-

nX
k��

�

�x�k
�f�

�x�k
�xi

�

tj�

�

�xi
-

nX
k��

�x�k
�xi

�

�x�k
�

Pro sou�adnice vektoru v � TmM v r�zn�ch map�ch tedy dostaneme

v -
nX
i��

�i
�

�xi
-

nX
k��

�
nX
i��

�i
�x�k
�xi

�
�

�x�k
�

tedy

��k -
nX
i��

�i
�x�k
�xi

�

V za��tc�ch diferenci�ln� geometrie byla tato vlastnost vzata za z�klad de�nice te�n�ho vektoru�
Tenkr�t se d�sledn
 v�echny pojmy vyjad�ovaly vzhledem k map�m a te�n� vektor se ztoto��oval s p���
slu�n�mi sou�adnicemi� Te�n� vektor byl tedy syst�m vektor� v Rn � pro ka�dou mapu jeden	 kter� byly
spolu sv�z�ny p��slu�n�mi transforma�n�mi vztahy� Po�adovan� operace s vektory se prov�d
ly ve zvo�
len� map
 a nakonec bylo t�eba ov
�it	 �e v�sledek operace se spr�vn
 transformuje p�i zm
n
 mapy� Tak
nap��klad jen ov
�en� jednoduch�ho faktu	 �e sou�et dvou vektor� nebo n�sobek vektoru ��slem je op
t
vektor	 vy�adovalo popsat mnoho pap�ru�

Zaveden� bezsou�adnicov�ch de�nic tedy bylo podstatn�m pokrokem ve v�voji diferenci�ln� geomet�
rie� De�nice te�n�ho vektoru pomoc� vlastnosti derivace pro prvky du�lu na prostoru funkc� je typick�m
p��kladem bezsou�adnicov� de�nice�
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	��� Pozn
mka� Uveden� de�nice te�n�ho vektoru nerozli�uje mezi body variety s krajem	 kter�
pat�� �i nepat�� do hranice M� Je�li m � �M a m � U� kde �U��� je mapa	 pak vektory �

�xi
jsou de�nov�ny

stejn
	 tj� pomoc� vztahu

�

�xi
jm�f� -

��f � ����
�xi

��m��

Funkce f ���� je hladk� v okol� ��m� � ��Hn� a jej� parci�ln� derivace je dob�e de�novan� a nez�visl� na
jej�m hladk�m roz���en�	 nebo2 je mo�n� tuto derivaci spo��tat z hodnot samotn� funkce f � ��� pomoc�
p��slu�n� jednostrann� derivace�

	�	� Pozn
mka� Existuje je�t
 jin� de�nice te�n�ho vektoru� Jsou�li �� �� dv
 k�ivky na variet

M proch�zej�c� bodem m a v� � v�� p��slu�n� te�n� vektory v tomto bod
 �viz !�$�	 de�nujeme

� � �� �� v� - v�� �

Tato relace je relac� ekvivalence	 hodnoty te�n�ho vektoru �jako�to zobrazen� prostoru C��M� do R�
jsou ur�eny pr�v
 t��dou t�to ekvivalence a m��eme tedy abstraktn
 de�novat te�n� vektor jako t��du
ekvivalence k�ivek� K de�nici line�rn�ch operac� na te�n�ch vektorech je ov�em nutno vr�tit se k jejich
analytick�mu vyj�d�en� z de�nice !�$�

Vektorov	 pole

	��� De�nice� Zobrazen� X % M � TM takov�	 �e � �X - Id na M� se naz�v� vektorov� pole
na M �� je projekce TM �M 	 viz de�nice !�$�� Vektorov� pole je tedy zobrazen�	 kter� ka�d�mu bodu
variety p�i�ad� n
jak� te�n� vektor v tomto bod
� ,ekneme	 �e vektorov� pole X je hladk�	 pokud pro
libovolnou mapu �U��� plat�	 �e koe�cienty �i�m�� i - �� � � � � n v rozkladu X�m� -

Pn
i�� �i�m� �

�xi
jm

jsou hladk� funkce na U� Proto�e hodnoty vektorov�ch pol� v ka�d�m bod
 pat�� do vektorov�ho prostoru	
je prostor X �M� v�ech hladk�ch vektorov�ch pol� tak� vektorov� prostor s operacemi de�novan�mi takto%

�X 0 Y ��m� %- X�m� 0 Y �m�

�aX ��m� %- a�X�m��

kde X�Y � X �M��m �M�a � R�

	��
� Pozn
mka� Pro vektorov� pole X � X �M� a pro hladkou funkci g � C��M� de�nujeme
funkci X�g� p�edpisem

�X�g���m� %- �X�m���g�� m �M�

Pak X�g� je rovn
� hladk� funkce �vic cvi�en� !�$!�	 tedy X m� akci na prostoru hladk�ch funkc� C��M��
Z pozn�mky !�� plyne	 �e prostor X �M� v�ech hladk�ch vektorov�ch pol� je pr�v
 prostor v�ech line�rn�ch
zobrazen� C��M� do sebe	 pro kter� plat�

X�f � g� - X�f� � g 0 X�g� � f�

	���� De�nice� Nech2 X�Y jsou $ vektorov� pole na variet
 M� Jejich Lieova z
vorka �X�Y � je
de�nov�na jako zobrazen�	 kter� ka�d� funkci f � C��M� p�i�ad� funkci

�X�Y ��f� - X�Y �f��� Y �X�f���




�

Obr�zek ��� Te�n� zobrazen�

	���� V�ta� Pokud X�Y � X �M�� pak �X�Y � je tak� 
hladk�
 vektorov� pole� Lieova z�vorka m�
n�sleduj�c� vlastnosti�

�� � � � je biline�rn� zobrazen��
$� �X�Y � - ��Y�X ��
&� 
Jacobiho identita
 �X� �Y� Z�� 0 �Y� �Z�X �� 0 �Z� �X�Y �� - ��

D�kaz� Pro ka�d� dv
 vektorov� pole X�Y a libovoln� dv
 funkce f� g plat�%

�X�Y ��fg� - X�Y �fg��� Y �X�fg�� - X�Y �f�g 0 fY �g��� Y �X�f�g 0 fX�g�� -

- X�Y �f��g 0 Y �f�X�g� 0 X�f�Y �g� 0 fX�Y �g���
� Y �X�f��g �X�f�Y �g�� Y �f�X�g�� fY �X�g�� -

- �X�Y ��f�g 0 f �X�Y ��g��

Lieova z�vorka je tedy tak� vektorov� pole� �Z v�po�tu je vid
t	 �e pouh� slo�en� dvou pol� vektorov�m
polem nen�	 nebo2 �leny tvaru X�f�Y �g� se neode�tou��

Vlastnosti ���&� se dok��� p��m�m v�po�tem�

	���� Pozn
mka� Prostor X �M� v�ech vektorov�ch pol� s Lieovou z�vorkou je jedn�m ze z�klad�
n�ch p��klad� tzv� Lieov�ch algeber� Podle de�nice je Lieova algebra vektorov� prostor L na kter�m je
d�no zobrazen� ��� �� % L
 L� L spl�uj�c� vlastnosti ���&�

Kl��ovou roli hraj� Lieovy algebry nap��klad v teorii Lieov�ch grup a jejich reprezentac��

Te�n� zobrazen�

Je�li F % M � N hladk� zobrazen�	 pak je mo�n� de�novat v dan�m bod
 jeho line�rn� aproximaci	
kter� se naz�v� te�n� zobrazen�� Proto�e vektory jsou speci�ln� prvky v du�lu k prostoru funkc� a proto�e
F zobrazuje p�irozen
 funkce na N pomoc� skl�d�n� na funkce na M� sta�� imitovat de�nici du�ln�ho
zobrazen��

	���� De�nice� Je�li F % M � N hladk� zobrazen� variet s krajem a v � TmM� pak de�nujeme
zobrazen� F��m� % TmM � TF �m�N p�edpisem

�F��m��v���g� - v�g � F �� v � TmM� g � C��N��

Zobrazen� F��m� se naz�v� te�n� zobrazen� v bod� m �M k zobrazen� F � �Viz obr� $$��
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	���� V�ta�

i
 Zobrazen� F��m� % TmM � TF �m�N je dob�e de�nov�no a je line�rn��

ii
 Je�li F - IdM � pak pro ka	d� bod m �M plat� F��m� - IdTmM �

iii
 �G � F ���m� - G��F �m�� � F��m��

iv
 Je�li F difeomor�smus� pak pro ka	d� m �M je F��m� izomor�smus�

D�kaz� �i� Zde je t�eba ov
�it	 �e F��m��v� pat�� do te�n�ho prostoru TF �m�N �ud
lejte sami ��
�ii� Plyne ihned z de�nice�
�iii� Pro m �M plat�

��G � F ���m��v���g� - v�g �G � F � - �F��m��v���g �G� -
��
G��F �m��

��
F��m��v�

��
�g��

�iv� Je�li F difeomor�smus	 pak z �ii� a �iii� plyne	 �e

F��m� � �F�����F �m�� - Id �

	���� Pozn
mka� Nech2 F % M � N je hladk� zobrazen� variet s krajem a nech2 m �M� Zvolme
mapy �U���� resp� �U �� ��� na M 	 resp� N tak	 aby m � U 	 F �m� � U �� Pak zobrazen�

x� - 8F �x�� 8F %- �� � F � ���

je sou�adnicov� popis zobrazen� F�
Zobrazen� F��m� je line�rn�	 je tedy mo�n� napsat jeho matici vzhledem k b�z�m f �

�xi
g� f �

�x�
j

g� Jej�

tvar je vid
t ihned z v�po�tu�
�F��m���

�

�xi
�

�
�g� -

�

�xi
�g � F � -

���g � ������� � 8F �
�xi

-
nX
j��

� 8Fj
�xi

�
�

�x�j

�
�g��

Tedy hledan� matice zobrazen� F� je Jacobiho matice jeho sou�adnicov�ho popisu 8F� To vysv
tluje
pozn�mku o interpretaci te�n�ho zobrazen� jako line�rn�ho p�ibl��en� k F v bod
 m�

Kote�n� prostor� kote�n� zobrazen�

	���� De�nice� Je�li m � M� pak prostor T �mM %- �TmM�� nazveme kote�n� prostor k M
v bod� m� Kote�n� �brovan� prostor je de�nov�n jako disjunktn� sjednocen� T �M %- �m	MT �mM
spolu s projekc� � % T �M �M� kter� op
t zobraz� cel� kote�n� prostor T �mM do bodu m�

Je�li F % M � N hladk� zobrazen�	 m �M pak de�nujeme kote�n� zobrazen� F ��m� % T �F �m�N �
T �mM jako du�ln� zobrazen� k F��m�� tj�

�F ��m������v� - ��F��m��v��

kde � � T �F �m�N� v � TmM�

Diferenci	l funkce

Interpretace vektoru v � TmM jako prvku du�lu k prostoru funkc� je zalo�ena na zobrazen�	 kter�
dvojici �v� f� � TmM 
 C��M� p�i�ad� ��slo v�f� � R� Toto zobrazen� se v�ak d� tak� interpretovat
druh�m zp�sobem � jako zobrazen�	 kter� ka�d� funkci f p�i�ad� line�rn� zobrazen� v �� v�f� � R� tj�
prvek kote�n�ho prostoru T �mM� To umo��uje d�t korektn� matematickou interpretaci toho	 co pro n�s
byly zat�m pouze symboly � interpretaci symbolu df� f � C��M�� a symbol� dxi v popisu diferenci�ln�ch
forem�

	��	� De�nice� Nech2 f � C��M��m �M� Pak diferenci
l df�m� funkce f v bod� m je prvek
T �mM de�novan� rovnost�

�df�m���v� - v�f�� v � TmM�

Zobrazen�

df % M � T �M

m �� df�m�

se naz�v� diferenci
l funkce f�




	

	���� Pozn
mka� Tedy df je �du�ln�� pojem k pojmu vektorov�ho pole� Je to speci�ln� p��pad
zobrazen� 
 % M � T �M takov�ho	 �e 
�m� � T �mM� tj� � � 
 - Id � Zobrazen� tohoto druhu budeme
naz�vat diferenci�ln� formy stupn
 �� Od p��padu forem v otev�en� podmno�in
 Rn se to tedy li�� t�m	
�e pro variety jsou prostory T �mM v r�zn�ch bodech r�zn� �a tak� t�m	 �e prostor T �mM nen� jen symbol	
ale m� jasn� geometrick� v�znam��

	��
� Pozn
mka� Nech2 �U��� je mapa na M� Nech2 i - �� � � � � n� Pak �
�xi

je vektorov� pole na
U� Podobn
	 ozna��me�li komponentu �i zobrazen� � jednodu�e xi� pak dxi je diferenci�ln� forma stupn

� na U� V�imn
te si	 �e

dxi�
�

�xj
� -

�

�xj
��i� - �ij �

Tedy v ka�d�m bod
 m �M jsou fdxig a f �
�xi
g jsou du�ln� b�ze v T �mM� resp� v TmM�

D�le	 je�li g � C��M�� pak lze v sou�adnic�ch �U��� napsat dg v kanonick� b�zi

dg -
nX
i��

�idxi� �i � C��U��

Pak ale

�
�

�xi
��g� - �dg�

�
�

�xi

�
-

nX
i��

�idxi

�
�

�xi

�
- �j �

Tedy jsme dostali starou zn�mou formuli	 kter� byla jedn�m ze z�klad� de�nice de Rhamova vn
j��ho
diferenci�lu%

dg -
nX
i��

�g

�xi
dxi�

Orientace te�n�ho prostoru a variety

	���� Pozn
mka� Pro souvislou orientovatelnou varietu M se �asto orientace zad�v� pomoc�
volby orientace te�n�ho vektorov�ho prostoru v jednom bod
 variety M� Abychom toto mohli vysv
tlit	
je t�eba si nejd��v p�ipomenout n
co m�lo o tom	 co to je orientace vektorov�ch prostor��

	���� De�nice orientace vektorov�ho prostoru� Nech2 V je re�ln� vektorov� prostor a B�V �
mno�ina v�ech jeho b�z�� ,ekneme	 �e dv
 b�ze prostoru V jsou ekvivalentn�	 pokud matice p�echodu
mezi nimi m� kladn� determinant� Orientace vektorov�ho prostoru V je v�b
r jedn� t��dy ekvivalence
v B�V ��

	���� Pozn
mka� Z cvi�en� $��� v�me	 �e v - fv�� � � � � vng je b�ze V pr�v
 tehdy	 kdy� n�vektor

�v� - v��� � ��vn je nenulov�� D�le v�me	 �e v � v� �� v - �v� pro n
jak� � � �� Tedy na B�V � existuj�
pr�v
 dv
 t��dy ekvivalence a orientace V se d� ur�it v�b
rem prvku 
 � 4n�V �� � f�g� Je�li takov�to
prvek 
 zvolen	 pak �ekneme	 �e b�ze v - �v�� � � � � vn� je kladn
 orientovan�	 pokud 
�v�� � � � � vn� � ��

	���� Pozn
mka� Nech2 je d�n rozklad vektorov�ho prostoru V na direktn� sou�et V - V ��V ���
�i� Je�li d�na orientace prostor� V � a V �� v�b
rem kladn
 orientovan�ch b�z� fv��� � � � � v�ng� fv��� � � � � � v��ng	

orientujeme V t�m	 �e polo��me fv��� � � � � v�n� v��� � � � � � v��ng jako kladn
 orientovanou b�zi�
�ii� Je�li d�na orientace prostor� V a V �	 bude kladn
 orientovan� b�ze prostoru V �� takov�	 kter�

podle bodu �i� spolu s kladn
 orientovanou b�z� V � ur�uje kladnou orientaci V �
�iii� Speci�ln
	 je�li V - Rn a dimV � - �	 lze zvolit na Rn kanonickou orientaci �tj� kanonickou b�zi

fe�� � � � � eng vybereme jako kladnou� a orientace V �� je potom ur�ena v�b
rem nenulov�ho vektoru ve V ��
Tento princip orientace nadplochy pomoc� norm
ly hraje d�le�itou roli v orientaci ploch v R� nebo
obecn
ji v orientaci nadploch v Rn �
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	���� Zad
n� orientace variety pomoc� orientace te�n�ho prostoru� Nech2 je d�na orientace
te�n�ho prostoru TmM k variet
 M v bod
 m � M� Je�li �U��� mapa	 obsahuj�c� bod m� pak �ekneme	
�e tato mapa je kladn
 orientovan� vzhledem k vybran� orientaci TmM� pokud �

�x�
� � � � � �

�xn
je kladn


orientovan� b�ze TmM� Je�li M souvisl� a orientovateln�	 je t�m u� jednozna�n
 ur�ena orientace variety
M�

Je�li nyn� M souvisl� varieta dimenze k	 pak je mo�n� �a �asto se to d
l�� zadat jej� orientaci v�b
rem
jednoho bodu m � M a jednoho nenulov�ho prvku � � 4k�T �mM�� Tento v�b
r ur�uje toti� orientaci
te�n�ho prostoru TmM a tedy ur�uje i to	 je�li mapa �U���� kde U obsahuje bod m� kladn
 orientovan�
nebo z�porn
 orientovan��

Nejjednodu���m p��kladem takto zadan� orientace je regul�rn� k�ivka v Rn � jej�� orientace se kresl�
pomoc� �ipky	 kter� ukazuje sm
r kladn
 orientovan�ho te�n�ho vektoru v n
jak�m jej�m bod
� V tomto
p��pad
 je tuto �ipku mo�n� tak� interpretovat jako n�vod ukazuj�c�	 kter� parametrizace jsou kladn

orientovan��

Pro p��pad nadploch	 t�j� variet M dimenze n � � v Rn � se velmi �asto pou��v� zad�v�n� orientace
te�n�ho prostoru TmM v jednom bod
 m �M pomoc� norm�lov�ho vektoru� T�m se mysl� v�b
r vektoru
�n � Rn � kter� je kolm� k TmM� Implicitn
 se p�edpokl�d� volba kanonick� orientace na Rn � orientace
TmM je pak ur�ena �viz !�$*�iii�� pomoc� orientace Rn a orientace jednodimenzion�ln�ho podprostoru
obsahuj�c�ho vektor �n�

	���� Ur�en� orientace kraje variety� Je�li zad�na orientace variety	 je jednozna�n
 ur�ena i
orientace jej�ho kraje � viz v
tu +���� Pro p��pad Greenovy v
ty se kresl�v� orientace otev�en� podmno�iny
/ � R� pomoc� �ipky zn�zor�uj�c� ot��en� proti sm
ru hodinov�ch ru�i�ek� To nazna�uje v jak�m po�ad�
se mus� br�t b�ze te�n�ho prostoru v libovoln�m bod
 /� tj� ur�uje orientaci Tx/� x � /� Pro platnost
Greenovy v
ty je pak d�le�it�	 aby hranice / byla orientovan� proti sm
ru hodinov�ch ru�i�ek �odvo"te
toto tvrzen� z obecn� Stokesovy v
ty ��

Stokesova v
ta v R� je z hlediska orientac� nejzaj�mav
j��� Nejpou��van
j�� n�zorn� pravidlo ��k�	 �e
jde�li pan��ek po hranici plochy �S ve sm
ru prob�h�n� hranice a ukazuje�li jeho hlava sm
r orientace
plochy S� pak aby platila Stokesova v
ta �tj� aby v n� bylo spr�vn� znam�nko�	 mus� m�t plochu po lev�
ruce� V tomto p��pad
 se orientace hrani�n� k�ivky zad�v� op
t pomoc� smyslu prob�h�n�	 ale orientace
plochy S je zde zad�na orientac� te�n�ho prostoru TaS v libovoln�m bod
 a nep��mo	 pomoc� v�b
ru
jednoho ze dvou sm
r� norm�lov�ho vektoru ��n� k Ta v R� �viz pozn�mka !�$*�iii��� Zkontrolujte	 �e tato
n�zorn� konvence plyne z obecn� Stokesovy v
ty 

Pou�it� t
chto princip� v praktick�m po��t�n� je vysv
tleno v n�vodech ke cvi�en�m ����$ a ����&�
V p��pad
 Gaussovy v
ty je orientace oblasti �tj� p��slu�n�ho te�n�ho prostoru v n
jak�m bod
�

standardn
 zadan� pomoc� pravoto�iv� b�ze �co to je.� a orientace jej� hranice je ur�ena vn
j�� norm�lou
�viz v��e�� Rozmyslete si	 �e tato konvence plyne rovn
� z obecn� Stokesovy v
ty 

P��klady� �lohy a cvi�en�

	���� Te�n� �brovan� prostor�
Doka�te	 �e te�n� �brovan� prostor TM %- �m	MTmM na variet
 M de�novan� v !�$ m� p�irozenou

strukturu variety takovou	 �e mno�iny tvaru �m	UTmM 	 U � M otev�en�	 jsou otev�en� v TM a jsou
difeomorfn� s U 
 Rn �

	��	� Vektorov
 pole�
Doka�te	 �e vektorov� pole X � X �M� je hladk� pr�v
 tehdy	 kdy� pro ka�dou hladkou funkci g na

M je X�g� rovn
� hladk� �viz !�����

�	 Tenzorov� pole
Tenzorov	 pole na variet��

Tenzorov� algebra vektorov�ho prostoru je jeden ze z�kladn�ch pojm� v multiline�rn� algeb�e �viz
podkapitola '�� P�ipome�me si	 �e je�li V vektorov� prostor a V � jeho du�l	 pak prvky prostoru

V � � � �� V � V � � � � �� V �

�celkem s �initel� typu V a r �initel� typu V �� se naz�vaj� tenzory typu
�
s
r

�
nebo r�kr
t kovariantn�

a s�kr
t kontravariantn� tenzory�




�

Podobn
 jako vektorov� pole X na variet
 M bylo de�nov�no jako zobrazen�	 kter� ka�d�mu bodu
m �M p�i�ad� prvek X�m� � TmM� je z�ejm
 mo�n� de�novat tenzorov� pole na variet
 takto%

���� De�nice� Nech2 M je varieta s krajem	 pak tenzorov� pole T typu
�
s
r

�
je zobrazen�	 kter�

ka�d�mu m �M p�i�ad� tenzor

T �m� � TmM � � � �� TmM � �T �mM�� � � �� �T �mM�

�celkem s �initel� typu TmM a r �initel� typu T �mM��
,ekneme	 �e tenzorov� pole T typu

�
s
r

�
je hladk�	 pokud pro ka�dou mapu �U��� jsou koe�cienty

T i����is
j����jr

v rozkladu

T -
X

i����� �is�j����� �jr

T i����is
j����jr

�

�xi�
� � � �� �

�xis
� dxj� � � � �� dxjr

hladk� funkce na U� Prostor v�ech �hladk�ch� tenzorov�ch pol� typu
�
s
r

�
na M ozna��me symbolem T s

r �M��
Je�li T tenzorov� pole	 pak uz�v
r mno�iny fm �M �T �m� 	- �g ozna��me suppT a nazveme nosi�em

tenzorov�ho pole T�
,ekneme	 �e hladk� tenzorov� pole T typu

��
k

�
je �hladk
 diferenci
ln� forma stupn� k� pokud

pro v�echny m �M je T �m� � 4k�T �mM�� Jinak �e�eno	 tenzorov� pole T typu
��
k

�
je diferenci�ln� forma

stupn
 k� pokud pro ka�dou permutaci � � Sk plat�

T �m��v����� � � � � v��k�� - sgn� � T �m��v�� � � � � vk�� v�� � � � � vk � TmM�

Prostor v�ech �hladk�ch� diferenci�ln�ch forem stupn
 k na M ozna��me symbolem Ek�M� a prostor
v�ech diferenci�ln�ch forem ozna��me symbolem E��M�� tj�

E��M� -
nM

k��

Ek�M��

Nech2 T je tenzorov� pole typu
��

�

�
na M� P�edpokl�dejme d�le	 �e pro ka�d� m � M je biline�rn�

forma T �m� na TmM symetrick� a nedegenerovan�� Pak se T naz�v� pseudo�Riemannova metrika
na M� Je�li T �m� nav�c pozitivn
 de�nitn� pro ka�d� m �M� pak se naz�v� Riemannova metrika na
M� V tomto p��pad
 je tedy T �m� skal�rn� sou�in na TmM�

���� Pozn
mka�
�i� Vektorov� pole na M je speci�ln� p��pad tenzorov�ho pole typu

��
�

�
� Podobn
	 diferenci�ln� forma

stupn
 � je tenzorov� pole typu
��
�

�
� A�koliv jsou tenzorov� pole obecn�ho typu b
�n
 pou��van� v ma�

tematice a zejm�na v matematick� fyzice	 budeme se tady zaj�mat jen o tenzorov� pole typu
��
s

�
�

Dal�� z�kladn� p��klad tenzorov�ho pole typu
��
�

�
je �pseudo��Riemannova metrika	 de�novan� naho�e�

Poznamenejme je�t
	 �e standardn� klasi�kace nedegenerovan�ch biline�rn�ch kvadratick�ch forem ��k�	
�e ka�d� takov� biline�rn� forma je d�na ve vhodn� b�zi diagon�ln� matic�	 kter� m� na diagon�le p�kr�t
0� a q�kr�t ��� p 0 q - n� Dvojici ��sel �p� q� se ��k� signatura formy a pokud m� pseudo�Riemannova
metrika T stejnou signaturu �p� q� ve v�ech bodech M� pak tuto dvojici naz�v�me signaturou p��slu�n�
metriky�

Nejd�le�it
j��m p��kladem �z hlediska fyziky� je pseudo�Riemannova metrika signatury ��� &�� resp�
�&� �� na �ty�dimenzion�ln� variet
 M� kter� se pak ��k� prostoro�as� od dob Einsteina tento pojem hraje
�st�edn� roli p�i modelov�n� gravitace ve fyzice�

�ii� D�ky vlastnostem zn�m�m o vn
j�� algeb�e vektorov�ho prostoru je z�ejm� �e Ek�M� - f�g pro
k � n a E��M� - �n

k��Ek�M� je algebra nad t
lesem re�ln�ch ��sel� Vlastnosti n�soben� jsou identick�
s vlastnostmi n�soben� ve vn
j�� algeb�e	 tj� n�soben� je asociativn�	 nen� komutativn� obecn
	 ale je pro
homogenn� formy �tj� formy dan�ch stup��� bu" komutativn� nebo antikomutativn� �viz v
ta $�&�iii���

Prostor C��M� - E��M� �hladk�ch� funkc� na M je pak komutativn� podalgebra E��M�� Nav�c	
cel� algebra E��M� m��e b�t ch�p�na jako modul nad algebrou E��M�� Tento zp�sob popisu m� velk�
v�hody� P�ipome�me si	 �e vektorov� pole na M lze charakterizovat jako line�rn� zobrazen� z E��M� do
E��M�	 kter� maj� Leibnizovu vlastnost� Podobn
	 diferenci�ln� formy stupn
 k na M je mo�n� de�novat
jako multiline�rn� zobrazen� 
 z kart�zsk�ho sou�inu X �M� 
 � � � 
 X �M� �k �initel�� do E��M�� kter�
maj� vlastnost


�X����� � � � � � X��k�� - sgn� � 
�X�� � � � � Xk�� X� � � � � Xk � X �M��

Tento zp�sob charakterizace forem se v diferenci�ln� geometrii �asto pou��v��
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�iii� Jako v�dy p�i po��t�n� s vn
j�� algebrou budeme symbolem I � f�� � � � � ng ozna�ovat mno�inu
��sel fi�� � � � � ikg uspo��danou podle velikosti� Symbol dxI bude pak zna�it sou�in dxi� � � � � � dxik �

Je�li �U��� mapa na M a 
 � Ek�M�� pak lze rozlo�it formu 
 na U do b�ze dxI � jI j - k� kde
dxI � Ek�U�� Tyto formy tvo�� b�zi prostoru Ek�U�� ch�pan�ho jako modul nad E��U�� tj� existuj�
jednozna�n
 ur�en� funkce 
I � E��U� takov�	 �e


 -
X
jIj�k


IdxI �

Vn�j�� diferenci	l

V�me ji�	 jak je de�nov�n diferenci�l funkce� Cht
li bychom te" roz���it de�nici vn
j��ho diferenci�lu
na p��pad forem libovoln�ho stupn
�

���� V�ta� Nech� M je varieta s krajem� Pak existuje pr�v� jedno line�rn� zobrazen�

d % Ek�M� � Ek���M�� k - �� � � � � n� �

s vlastnostmi�

�i� Pro f � E��M� je df diferenci�l funkce f �
�ii� d � d - ��
�iii� Je�li 
 � Ek�M�� � � E l�M�� pak

d�
 � �� - �d
� � � 0 ����k
 � �d���

Pro libovolnou 
nehomogenn�
 formu 
 � E��M��
 -
Pn

k�� 
k�
k � Ek�M�� je pak vn�j�� diferen�
ci
l d
 de�nov�n p�edpisem

d
 -
nX

k��

d
k�

D�kaz� �� Nejd��ve uk��eme	 �e pokud takov�to zobrazen� d existuje	 je ur�eno jednozna�n
� Je�li
toti� �U��� libovoln� mapa na M a je�li 
 � Ek�M�� pak na U lze formu 
 �jednozna�n
� napsat ve tvaru


 -
X
jAj�k


AdxA�

P�edpokl�dejme	 �e d je line�rn� zobrazen�	 kter� m� po�adovan� t�i vlastnosti� Pak se indukc� podle
jAj z vlastnosti �iii� ihned uk��e	 �e d�dxA� - �� Z toho plyne	 �e

d
 -
X
jAj�k

d
A � dxA� ��
�

Prav� strana obsahuje jen diferenci�ly funkc�	 kter� byly �jednozna�n
� de�nov�ny v p�edchoz�m para�
grafu� Tedy i hodnota formy d
 na lev� stran
 je t�mto vztahem jednozna�n
 ur�ena na U� Tot�� je mo�n�
ud
lat pro libovolnou mapu dan�ho atlasu�

$� Pro vybranou mapu �U��� m��eme vztah ��
� pou��t k lok�ln� de�nici hledan�ho zobrazen� d� Takto
de�novan� zobrazen� m� po�adovan� t�i vlastnosti	 to jsme dok�zali ji� v p�edchoz� kapitole� Dok�zanou
jednozna�nost lze pak pou��t k ov
�en� toho	 �e de�nice zobrazen� d nez�vis� na v�b
ru mapy� Glob�ln�
zobrazen� d je pak de�nov�no v ka�d�m bod
 m �M pomoc� libovoln� mapy �U��� takov�	 �e m � U�

���� Pozn
mka� Alternativn� formulace p�edchoz� v
ty by bylo konstatov�n�	 �e existuje pr�v

jedno line�rn� zobrazen�

d % E��M� � E��M�

takov�	 �e plat� vlastnosti �i� � �iii� spolu s vlastnost�

�iv� d�Ek�M�� � Ek���M�� k - �� � � � � n�




�

P�en	�en� diferenci	ln�ch forem pomoc� zobrazen�

���� De�nice� Je�li F % M � N hladk� zobrazen�	 pak pro ka�d� bod m � M je F��m� te�n�
zobrazen� TmM do TF �m�N� Je�li nav�c T tenzorov� pole typu

��
s

�
� s � �� na variet
 N� pak de�nujeme

tenzorov� pole F ��T � typu
��
s

�
na M p�edpisem

�F ��T ��m���v�� � � � � vs� - �T �F �m����F��m��v��� � � � � F��m��vs��� v�� � � � � vs � TmM�

Je�li f funkce na N� tj� tenzorov� pole typu
��
�

�
� pak de�nujeme

F ��f� - f � F�
Z de�nic je z�ejm�	 �e pokud je pole T diferenci�ln� forma stupn
 k na N� pak F ��T � je diferenci�ln�

forma stupn
 k na M� Je tedy dob�e de�nov�no zobrazen� F � % Ek�N� � Ek�M� naz�van� obvykle
p�en
�en� diferenci
ln�ch forem�

���� V�ta� Jsou�li F % M � N �G % K �M hladk� zobrazen� a jsou�li 
� � diferenci�ln� formy na
N� pak�


i
 F ��
 0 �� - F ��
� 0 F �����

ii
 F ��
 � �� - F ��
� � F �����

iii
 �F �G���
� - G��F ��
���

iv
 d�F ��
�� - F ��d
��

v
 Nech� �U �� ��� je mapa na N a nech� U �M takov�� 	e F �U� � U �� Nech� x� - �x��� � � � � x

�
m� jsou

sou�adnice na ���U �� a nech� �� - ����� � � � � �
�
m�� Je�li 
 � Ek�N� takov�� 	e 
 -

P
jAj�k 
Adx

�
A � Ek�U ��

na U �� pak

F ��
� -
X
jAj�k

�
A � F �d��� � F �A�

na U� kde

A - fi�� � � � � ikg� d��� � F �A - d���i� � F � � � � � � d���ik � F ��

D�kaz� �i� Je ihned z�ejm� z de�nice p�enesen� formy�
�ii� D�ky bodu �i� sta�� toto tvrzen� dok�zat pro 
 � Ek�N�� � � E l�N�� Ale pro Xi � X �M�� i -

�� � � � � l 0 k plat�

�F ��
 � ����X�� � � � � Xk�l� - �
 � � ��F��X��� � � � � F��Xk�l�� -

-
�
k l 

X
�	Sk�l

sgn� � 
�F��X������ � � � � F��X��k��� � ��F��X��k����� � � � � F��X��k�l��� -

-
�
k l 

X
�	Sk�l

sgn� � F ��
��X����� � � � � X��k�� � F �����X��k���� � � � � X��k�l�� -

- �F ��
� � F ������X�� � � � � Xk�l�

�iii� Plyne ihned z de�nice a z toho	 �e pro te�n� zobrazen� plat� �F �G�� - F� �G��
�iv� Nejprve si rozmysl�me	 �e dokazovan� tvrzen� plat� pro diferenci�ln� formy stupn
 �	 tj� pro


 - f � E��N�� Pro v � TmM dostaneme �z de�nice d� F� a F ��

F ��df��v� - df�F��v�� - �F��v���f� - v�f � F � - �d�f � F ���v� -

- �d�F ��f����v��

Jako speci�ln� p��pad dostaneme

F ��dx�i� � F ��d��i� - d���i � F ��

Z toho je z�ejm�	 �e tvrzen� �iv� plat� pro 
 - dx�i �ob
 strany jsou rovny ���
P�edpokl�dejme d�le	 �e 
 - 
Adx

�
A � Ek�U ��� Pak z vlastnost� zobrazen� d plyne	 �e

d�F ��
�� - d��
A � F �d��� � F �A� - d�
A � F � � d��� � F �A -

- F ��d
A� � F ��dx�A� - F ��d
A � dx�A� - F ��d
��

Z bodu �i� pak snadno plyne dokazovan� tvrzen� pro obecnou formu stupn
 k�
�v� Plyne ihned z ji� dok�zan�ho tvrzen� F ��dx�i� - d���i � F ��



��� INTEGRACE FOREM 
�

Obr�zek ��� Funkce f v rozkladu jednotky

��	 Integrace forem
Pot�� p�i de�nici integr�lu z diferenci�ln� formy p�es varietu tkv� v tom	 �e do formy je pot�eba

dosadit jako prom
nn� sou�adnice	 ty jsou v�ak pouze lok�ln� � de�novan� v�dy jen v ur�it� map
� Tento
probl�m se obch�z� pomoc� tzv� rozkladu jednotky � forma se vyn�sob� konstantn� funkc� rovnou jedn�	
kter� je v�ak naps�na ve form
 sou�tu hladk�ch funkc�	 z nich� ka�d� m� nosi� v n
kter� map
�

Rozklad jednotky

�
��� De�nice� Nech2 M je topologick� prostor� ,ekneme	 �e fU�g�	A je otev�en� pokryt� M�
pokud U� jsou otev�en� a ��	AU� - M�

,ekneme	 �e syst�m mno�in fP�g je lok
ln� kone�n�! pokud pro ka�d� bod m �M existuje okol�
Um takov�	 �e Um � P� 	- � jen pro kone�n
 mnoho ��

,ekneme	 �e pokryt� fV
g
	B je zjemn�n� pokryt� fU�g�	A� pokud pro ka�d� � � B existuje � � A
takov�	 �e V
 � U��

,ekneme	 �e topologick� prostor M je parakompaktn�! pokud ka�d� jeho otev�en� pokryt� m�
lok�ln
 kone�n� zjemn
n��

�
��� V�ta� Ka	d� varieta je parakompaktn� topologick� prostor�
Tato v
ta je pot�eba pro integraci forem	 jejich� nosi� nen� kompaktn�	 na nekompaktn�ch variet�ch�

V t
chto skriptech v�ak nebudeme tyto p��pady uva�ovat� D�kaz v
ty lze nal�zt na stran
 �� skript �����

�
��� De�nice� ,ekneme	 �e soubor hladk�ch nez�porn�ch funkc� f��g�	A na M je rozklad
jednotky	 pokud syst�m fsupp��g�	A je lok�ln
 kone�n� a pro ka�d� bod m �M plat�X

�	A

���m� - ��

,ekneme	 �e rozklad jednotky f�
g
	B je pod��zen pokryt� fU�g�	A� pokud pro ka�d� � � B
existuje � � A takov�	 �e supp�
 � U��

�
��� V�ta� Pro ka	d� otev�en� pokryt� variety M existuje jemu pod��zen� rozklad jednotky�

D�kaz� V
tu dok��eme jen pro M kompaktn� �d�kaz pro obecn� p��pad je technicky n�ro�n� a
nep�in��� nov� my�lenky��

Nech2 K�a� r� ozna�uje otev�enou kouli o st�edu v bod
 a � Rn a polom
ru r� Existuje funkce Fa �viz
obr� $&� nez�porn�	 hladk� na Rn s vlastnost�	 �e Fa je kladn� v�ude na K�a� �� a rovn� nule na dopl�ku
K�a� ��� Lze ji sestrojit nap��klad pomoc� f�t� %- exp� t�

t��� �� t � ��� �� a polo�it Fa�x� %- f�kx� ak� pro
x � K�a� ���

Nech2 m � M je zvolen pevn
� Pak existuje prvek U� dan�ho pokryt� tak	 �e m � U�� Je velmi
jednoduch� si uv
domit	 �e existuje mapa �Um� �m� takov�	 �e Um � U� a z�rove� �K��m�m�� $� �



��

Hn� � �m�Um�� Sta�� toti� libovolnou mapu �U���� pro kterou m � U � U� slo�it s vhodnou dilatac�
�rozta�en�m� na Rn se st�edem ve ��m�� abychom dostali po�adovanou vlastnost�

De�nujme nyn� otev�en� mno�iny Vm jako ���
m �K��m�m�� ���� Syst�m fVmgm	M je otev�en� pokryt�

M a tedy z n
j lze vybrat kone�n� podpokryt� fVm�
�g
	B� De�nujme funkce 8f
�� � B p�edpisem

8f
 -



F�m����m�
�� � �m�
� na Vm�
�

� na M � Vm�
��

Z konstrukce plyne	 �e pro ka�d� bod m �M je aspo� jedna hodnota 8f
�m� r�zn� od nuly� Tedy
P


	B
8f


je funkce v�ude kladn� na M a tento sou�et m� smysl	 nebo2 lok�ln
 obsahuje jen kone�n
 mnoho s��tanc��
Soubor funkc�

ff
g
	B� f
 %-
8f


�
P


	B
8f
�

pak spl�uje po�adavky v
ty�

Integrace diferenci	ln�ch forem na variet��

�
��� De�nice� Nech2 M je orientovan� varieta dimenze n s krajem� Nech2 
 � En�M� m�
kompaktn� nosi��

�i� Existuje�li kladn
 orientovan� mapa �U��� na M takov�	 �e supp
 � U� pak de�nujeme integr�l
z 
 p�es varietu M takto% Z

M


 -
Z
��U�

�������
��

�ii� Je�li f�U�� ���g�	A kladn
 orientovan� atlas na M a ff
g
	B rozklad jednotky pod��zen� tomuto
atlasu	 pak de�nujeme Z

M


 -
X

	B

Z
M

f

�

�
��� Pozn
mka� Je�li nosi� 
 uvnit� jedn� mapy	 pak nen� pochyb o existenci integr�lu �kter�
se p�evede na integr�l p�es Rn z hladk� funkce s kompaktn�m nosi�em�� D�ky p�edpokladu o kompaktn�m
nosi�i formy 
 je sou�et v obecn� de�nici integr�lu 
 p�es M v�dy jen kone�n�	 v�echny integr�ly v tomto
sou�tu existuj� a jsou kone�n��

Uveden� de�nice nen� nejobecn
j�� mo�n�� nap��klad standardn� p��klad formy 
 - fdx� � � � �� dxn�
kde f je Lebesgueovsky integrovateln� funkce na Rn � nen� v t�to de�nici zahrnut	 nebo2 nosi� f nemus�
b�t kompaktn�� Je mo�n� de�novat integr�l z diferenci�ln� formy v podstatn
 obecn
j��m p��pad
	 ale pak
nap�� d�kaz nez�vislosti integr�lu na v�b
ru rozkladu jednotky je podstatn
 n�ro�n
j�� a techni�t
j��� To
nen� ��eln� v tomto �vodn�m kursu�

�
��� V�ta� De�nice integr�lu diferenci�ln� formy p�es varietu nez�vis� ani na v�b�ru atlasu� ani
na v�b�ru p��slu�n�ho rozkladu jednotky�

D�kaz� �i� V prvn� ��sti je t�eba si uv
domit	 �e je�li nosi� formy 
 v n
jak� map
	 pak integr�lR
M

 nez�vis� na v�b
ru t�to mapy� Jsou�li �U���� resp� �U �� ��� dv
 mapy obsahuj�c� nosi� dan� formy


� pak plat�

�������
� - ��� � ����� � ����������
�

a rovnost p��slu�n�ch integr�l� pak plyne z v
ty *�& o integraci forem na ploch�ch v euklidovsk�m prostoru�
�ii� P�edpokl�dejme	 �e f�U�� ���g�	A� resp� f�U �

�� � �
�
���g��	A� jsou dva atlasy na M� nech2 ff
g
	B�

resp� ff �
�g
�	B� jsou pod��zen� rozklady jednotky� Pak sjednocen� t
chto dvou atlas� je op
t atlas a syst�m
ff
f
�g�
�
��	B�B� je pod��zen� rozklad jednotky� PakX


	B

Z
M

f

 -
X

	B

Z
M

f
�
X

�	B�

f
� �
 -
X

�	B�

Z
M

f
� �
X

	B

f
�
 -
X

�	B�

Z
M

f
�
�



��� INTEGRACE FOREM ��

�
�	� V�ta �Stokesova�� Nech� M je orientovan� varieta dimenze n s krajem a �M jej� kraj
s indukovanou orientac�� Pak pro ka	dou formu 
 � En���M� s kompaktn�m nosi�em plat�Z

�M


 -
Z
M

d
�

D�kaz� �i� Nech2 �U��� je kladn
 orientovan� mapa takov�	 �e ��U� je omezen� a supp
 � U� Pak
existuje uzav�en� krychle K � Hn tak	 �e ��U� � K a ��U� � �K � ��Hn�� Pak �podle Stokesovy v
ty
pro �et
zce ����Z

M

d
 -
Z
U

d
 -
Z
��U�

�������d
� -
Z
��U�

d��������
�� -
Z
K

d��������
�� -

-
Z
��U�
�K

��������
�� -
Z
��U�
�Hn

��������
�� -
Z
U
�M


 -
Z
�M


�

�ii� V obecn�m p��pad
 budeme uva�ovat atlas f�U�� ���g�	A na M � m��eme rovnou p�edpokl�dat	
�e pro ka�d� � � A je mno�ina ���U�� omezen� �jinak lze zobrazen� �� slo�it s vhodn�m difeomor�smem
Hn na sebe s omezen�m obrazem��

Pak lze naj�t rozklad jednotky ff
g
	B pod��zen� tomuto atlasu aZ
M

d
 -
Z
M

d�
X

	B

�f

�� -
X

	B

Z
M

d�f

� -
X

	B

Z
�M

f

 -
Z
�M


�

�
��� Pozn
mka� De�nice integr�lu pomoc� rozkladu jednotky je velmi elegantn� a velmi vhodn�
pro teorii a dokazov�n�� Na druhou stranu	 s jej� pomoc� se ned� ��dn� �aspo� trochu netrivi�ln�� integr�l
spo��tat� Tvar funkc� v rozkladu jednotky je p��li� komplikovan�	 ne� aby se p��slu�n� integr�ly daly
prakticky vyj�d�it� Proto je pot�eba m�t k dispozici n
jak� zp�sob	 jak vlastn
 integr�ly z diferenci�ln�ch
forem po��tat�

V kapitole o diferenci�ln�ch form�ch v Rn jsme zavedli pojem �et
zce v oblasti / � Rn � Analogick�
pojem se b
�n
 pou��v� i pro variety� Nech2 In ozna�uje uzav�enou krychli v Rn � ,ekneme	 �e zobrazen�
c krychle In do variety s krajem M je hladk�	 pokud je c restrikce hladk�ho zobrazen� 8c % U �M� In � U�
U otev�en� v Rn � Analogicky k d��v
j��mu n�zvoslov�	 takov�to zobrazen� c nazveme singul
rn� krychle
dimenze n na variet� M s krajem� Symbolem �c�� jako d��ve	 ozna��me obor hodnot c�In�� �et�zec
dimenze n na variet
 s krajem M je pak kone�n� form�ln� line�rn� kombinace c -

P
j ajcj � kde aj � Z

a cj jsou singul�rn� krychle dimenze n� pak �c� - �j�cj�� V n�sleduj�c� v
t
 budou hr�t �et
zce jen
pomocnou roli� P�i integraci je v�dy mo�no vynechat mno�inu m�ry nula z integra�n�ho oboru	 ani� by
se hodnota integr�lu zm
nila� Pro podmno�iny variet nen� t�eba budovat znovu teorii Lebesgueovsky
integrovateln�ch mno�in� Pou�ijeme prost
 faktu	 �e hladk� obrazy m�n
�dimenzion�ln�ch mno�in maj�
v libovoln� map
 m�ru nula� Je to prost� d�sledek jedn� d�le�it� a zn�m� v
ty z anal�zy	 tzv� Sardovy v
ty�
Ta ��k�	 �e pro libovoln� diferencovateln� zobrazen� F mezi euklidovsk�mi prostory m� obraz mno�iny
kritick�ch bod� F m�ru nula� �Jej� d�kaz je mo�no nal�zt ve skriptech ������ P�ipome�me	 �e bod x je
kritick� bod F� pokud hodnost Jacobiho matice F v bod
 x je men�� ne� maxim�ln� mo�n�� Speci�ln
	
je�li F de�nov�no na otev�en� podmno�in
 / � Rn�� a hodnoty F le�� v Rn � pak m�ra mno�iny F �/�
je nula	 nebo2 je mo�n� F pova�ovat za zobrazen� de�novan� na / 
 R� kter� je konstantn� v posledn�
prom
nn��

�
��
� V�ta� Nech� M je varieta dimenze n s krajem� nech� M�� � � � �Mk jsou otev�en� podmno	iny
variety M a nech� c je �et�zec dimenze n � � v M takov�� 	e M lze napsat jako disjunktn� sjednocen�
M - �ki��Mi ��c��

Pak pro libovolnou formu 
 � En�M� s kompaktn�m nosi�em plat�Z
M


 -
kX
i��

Z
Mi


�

D�kaz� Nech2 ff
g
	B je rozklad jednotky pod��zen� atlasu f�U�� ���g�	A na M� Tedy pro ka�d�
� � B existuje ���� � A takov�	 �e supp f
 � U��
�� Nech2 
 je diferenci�ln� forma stupn
 n s kompaktn�m



��

nosi�em� Ze Sardovy v
ty �viz p�edchoz� pozn�mka� plyne	 �e pro ka�d� � je m�ra mno�iny ����c�� rovna
nule� Pak aleZ

M


 -
X

	B

Z
M

f

 -
X

	B

Z
������U�����

����
��
��

��f

� -

-
X

	B

kX
i��

Z
������Mi
U�����

����
��
��

��f

� -
kX
i��

�
Z
Mi

�
X

	B

f

�� -
kX
i��

Z
Mi


�

�
���� Pozn
mka� V praxi se otev�en� podmno�iny Mi vol� tak	 aby se ka�d� z nich ve�la do mno�
�iny U pro vhodnou mapu �U���� Pro nejb
�n
j�� p��pady variet M� kter� jsou vno�eny do euklidovsk�ho
prostoru Rl � lze v
t�inou naj�t mapu �U��� takovou	 �e M - U ��c��

P��klady� �lohy a cvi�en�

�
���� Integr
l diferenci
ln�ch forem p�es variety�
Vypo�t
te integr�l z dan� diferenci�ln� formy 
 p�es varietu M s danou orientac��
�a�


 - dx � dy�

M je sf�ra S�	 orientovan� pomoc� vn
j�� norm�ly�
�b�


 - dx � dy 0 dy � dz�

M je �polovi�n� elipsoid�

f�x� y� z� � R� �
x�

a�
0
y�

b�
0
z�

c�
- �� z � �g� a� b� c � �

orientovan� pomoc� vn
j�� norm�ly�
�c�


 - xz dx � dy�

M - f�x� y� z� � R� �x� - y� 0 z� 0 �� x � h��
p

$�g�
orientovan� norm�lou	 kter� m� �v libovoln�m bod
� prvn� slo�ku kladnou�

�d�

 - dz � dx�

M - f�x� y� z� � R� �x� 0 y� - $z � x� y � �� z �
�
$
g�

orientovan� norm�lou	 jej�� t�et� slo�ka je v�ude na M nekladn��

�
���� Stokesova v�ta na variet
ch�
�a� Pou�ijte Stokesovu v
tu na v�po�et integr�lu z p��kladu ����$�a��
�b� Pou�ijte Stokesovu v
tu na v�po�et integr�luZ



�x� 0 y�� dx � dy�

kde podmno�ina / roviny R� je d�na jako

/ - f�x� y� � R
� � jxj0 jyj � *g � f�x� y� � R� �x� 0 y� � �g

s orientac� indukovanou orientac� R� �
�c� Doka�te p��m�m v�po�tem Stokesovu v
tu pro formu 
 - yz dx na R

� a pro v�lcovou plochu
parametrizovanou

1 %

�����
x - cos�

y - sin�

z - t

� � ��� $��� t � ha� bi	 orientovanou pomoc� vn
j�� norm�ly �kraj plochy se skl�d� ze dvou kru�nic��



��� INTEGRACE FUNKC� NA RIEMANNOV�CH VARIET�CH ��

�d� Doka�te p��m�m v�po�tem Stokesovu v
tu pro formu 
 - �y 0 z� dx na R� a pro sf�rickou v�se�
parametrizovanou

1 %

�����
x - cos� cos �

y - cos� sin �

z - sin�

� � h�	 � �� i� � � h�� �� i	 orientovanou pomoc� vn
j�� norm�ly ke sf��e�

�e� Uka�te pomoc� Stokesovy v
ty �pro k�ivky v R� �	 �e forma


 -
x

x� 0 y�
dy � y

x� 0 y�
dx � E��R� � f��� ��g�

�viz cvi�en� &����e�� nen� exaktn��
�f� Pro ka�d� n zkuste napsat formu 
 � En���Rn�f��� � � � � ��g�	 kter� je uzav�en�	 ale nikoli exaktn��

Doka�te jej� neexaktnost alespo� pro n - & obdobn�m zp�sobem jako v p��pad
 �e� � pomoc� Stokesovy
v
ty pro plochy v R� �

��	 Integrace funkc� na Riemannov�ch
variet�ch

Integrace na Riemannov�ch variet	ch�

����� Pozn
mka� Riemannovy variety pat�� mezi nejd�le�it
j�� speci�ln� typy variet� Jejich v��
znam plyne z toho	 �e jsou z�kladn�m modelem prostor�	 ve kter�ch je mo�n� m
�it vzd�lenosti a �hly�
P�esn
ji �e�eno	 je velmi dob�e zn�mo z element�rn� geometrie	 �e m
�it velikosti vektor� a jejich �hly
v line�rn�m vektorov�m prostoru V je mo�n�	 pokud je na V d�n skal�rn� sou�in� Riemannovy variety
jsou variety s dodate�nou strukturou	 kterou je v�b
r �pozitivn
 de�nitn�ho� skal�rn�ho sou�inu na TmM
pro ka�d� m � M� To pak umo��uje m
�it d�lky vektor� a �hly k�ivek na takov�to variet
� Jako dal��
d�sledek t�to struktury je mo�n� tak� m
�it velikosti objem� a de�novat integr�l z funkc� p�es Rieman�
novy variety� Vzhledem k tomu	 co u� v tuto chv�li zn�me	 je mo�n� de�novat integr�ly z funkc� pomoc�
integr�l� z diferenci�ln�ch forem� K tomu sta�� de�novat tzv� formu objemu�

����� De�nice� Nech2 V je re�ln� vektorov� prostor dimenze n� Nech2 je na V d�n pozitivn

de�nitn� skal�rn� sou�in a orientace� Nech2 e�� � � � � en je libovoln� kladn
 orientovan� ortonorm�ln� b�ze
V a ��� � � � � �n du�ln� b�ze V �� Pak prvek


 %- �� � � � � � �n � 4n�V ��

nez�vis� na v�b
ru b�ze a naz�v� se element objemu na V�

����� Lemma� Element objemu nez�vis� na v�b
ru kladn
 orientovan� b�ze� Jsou�li nav�c v�� � � � � vn
libovoln� line�rn
 nez�visl� vektory	 pak ��slo j
�v�� � � � � vn�j je rovno objemu rovnob
�nost
nu ur�en�ho
t
mito vektory�

D�kaz� Sta�� dok�zat jen druh� tvrzen�	 nebo2 objem p��slu�n�ho rovnob
�nost
nu nez�vis� na volb

b�ze� Nech2 e�� � � � � en je libovoln� kladn
 orientovan� ortonorm�ln� b�ze� Pak pro libovoln� vektory
vi -

P
j v

j
i ej � i - �� � � � � n� plat�


�v�� � � � � vn� - det�vji �
�e�� � � � � en� - det�vji ��

Je dob�e zn�mo	 �e ��slo j det�vji �j je pak rovno objemu p��slu�n�ho rovnob
�nost
nu� Je tak� zn�mo	
�e tento objem lze vypo��tat tak� jako

p
g� kde g - det�gij�� gij - hvi� vji �Grammova matice	 Gramm�v

determinant� � viz cvi�en� ���!�



�	

����� De�nice� Nech2 M je varieta s krajem dimenze n� Nech2 je na M d�no hladk� tenzorov�
pole g typu

��
�

�
s n�sleduj�c� vlastnost� � pro ka�d� m � M je biline�rn� forma g�m� na TmM 
 TmM

symetrick�	 nedegenerovan� se signaturou �p� q�� p 0 q - n� Pak g naz�v�me pseudo�Riemannovou
metrikou signatury �p� q�� Samotn� varieta se pak naz�v� pseudo�Riemannovou varietou� Ve spe�
ci�ln�m p��pad
 signatury �n� �� se metrika naz�v� Riemannova metrika	 pro signaturu ��� n � �� se
naz�v� Minkowsk�ho metrika� Varieta s Riemannovou metrikou se naz�v� Riemannova varieta� Ve
speci�ln�m p��pad
 dimenze * a signatury ��� &� se p��slu�n� varieta obvykle naz�v� prostoro�as�

Nech2 M je orientovateln� Riemannova varieta dimenze n� Pro danou orientaci o varietyM de�nujeme
formu objemu 
o � En�M� po�adavkem	 �e pro ka�d� m � M je 
o�m� element objemu na TmM
vzhledem k uva�ovan� orientaci o� Ozna�me pro tuto chv�li symbolem

R
M�o


 integr�l z formy 
 p�es
varietu M se zvolenou orientac� o� Je�li f libovoln� hladk� funkce s kompaktn�m nosi�em na M� pak
de�nujeme Z

M

fdS %-
Z
M�o

f
o�

Tento integr�l se naz�v� integr
l �� druhu z funkce f p�es Riemannovu varietu M�

����� V�ta�

i
 Integr�l

R
M
fdS nez�vis� na v�b�ru orientace na variet� M a je tedy jednozna�n� ur�en strukturou

Riemannovy variety�

ii
 Je�li �U��� mapa na M a supp f � U� pak pro funkce

8gij�x� %- g�
�

�xi
�
�

�xj
� � ����x�� 8g - det�8gij�

plat� Z
M

fdS -
Z
��U�

�f � ������ �
p

8gdx� � � � dxn�

D�kaz� �i� Z de�nice formy objemu 
o plyne	 �e 
�o - �
o� TedyZ
M��o

f
�o - �
Z
M�o

f
�o -
Z
M�o

f
o�

�ii� Podle de�nice je Z
M

fdS -
Z
��U�

�������f
o��

Je�li fe�� � � � � eng kanonick� b�ze Rn � pak

�������
o��e�� � � � � en� - 
o��������e��� � � � � �������en�� - 
o�
�

�x�
� � � � �

�

�xn
��

Ale ��slo 
� �
�x�

� � � � � �
�xn

� je rovno velikosti rovnob
�nost
nu	 kter� je ur�en vektory �
�x�

� � � � � �
�xn

v TmM� Tot�� ��slo je ale d�no v�razem
p
g� kde g je determinant Grammovy matice skal�rn�ch sou�in�

g� �
�xi

� �
�xj

�� Ale 8g - g � ���� tedy je toto ��slo z�rove� rovno
p

8g�

����� Pozn
mka� Podstatn� informace	 obsa�en� v p�edchoz� v
t
 je v�znam symbolu �dS�
v ozna�en� integr�lu �� druhu z funkce� Symbolicky

�dS -
p
g dx� � � � dxn�� g - det�g�

�

�xi
�
�

�xj
��ij �

To je n�vod	 jak se integr�l
R
M
fdS po��t� v lok�ln�ch sou�adnic�ch�

Speci�ln� p��pad	 kter� se �asto vyskytuje	 je situace	 kdy M � R
n je varieta dimenze k zadan�

pomoc� n � k rovnic �spl�uj�c�ch v ka�d�m bod
 m � M p�edpoklady v
ty o implicitn�m zobrazen���
Te�n� prostory TmM se pak ch�pou jako podprostory Rn a Riemannova metrika na TmM je pak d�na
z��en�m z Rn �

P�esn
ji �e�eno	 je�li �U��� mapa na M 	 pak 1 - ��� % ��U� � Rk � Rn je parametrizace U jako�to
regul�rn� plochy dimenze k v Rn �

Te�n� prostor TmM m� podle obecn� de�nice b�zi

�

�u�
� � � � �

�

�uk
� u - �u�� � � � � uk� � Rk �



��� INTEGRACE FUNKC� NA RIEMANNOV�CH VARIET�CH �


Na druhou stranu	 pro parametricky zadan� plochy dimenze k v Rn jsme de�novali te�n� prostor
jako podprostor Rn generovan� vektory

�1
�u�

� � � � �
�1
�uk

�

Pro vektory v Rn je de�nov�n kanonick� euklidovsk� skal�rn� sou�in� Sta�� tedy si uv
domit	 �e �viz
!�&�

�

�ui
� �1

�ui
� i - �� � � � � k

a na TmM je t�mto ztoto�n
n�m indukov�n skal�rn� sou�in� T�mto zp�sobem je standardn
 de�nov�na
struktura Riemannovy variety na variet�ch M � Rn tohoto typu�

Pak ale

gij - h �1
�ui

�
�1
�uj

i� g - det�gij�� dS -
p
g du� � � � duk�

V p��pad
 dvourozm
rn� plochy se tato ��sla klasicky ozna�uj� jako

E - h1u�1ui�
F - h1u�1vi�
G - h1v�1vi�

kde 1u�1v zna�� parci�ln� derivace 1 podle prom
nn�ch u� v� Potom

dS -
p
EG� F � du dv�

����� Variety dimenze n � � v Rn � Nej�ast
ji se vyskytuje speci�ln� zp�sob pr�v
 popsan�
situace	 kdy M je nadplocha	 tj� je zadan� jen jednou rovnic� f - � v Rn � P�edpokl�dejme	 �e je na
M d�na orientace� Ta	 jak v�me	 m��e b�t d�na bu" pomoc� orientovan�ho atlasu	 nebo �hladk�m�
vektorov�m polem �N jednotkov�ch norm�lov�ch vektor��

Obecn� forma stupn
 n� � na Rn m� tvar


 -
nX
i��

����i��Ti dx� � � � � � dxi�� � dxi�� � � � � � dxn�

Koe�cienty fTig t�to formy jsou �asto ztoto��ov�ny s vektorov�m polem �T - �T�� � � � � Tn� �form�ln

vzato lze �T vyj�d�it pomoc� Hodgeova oper�toru jako �T - ����n�� � 
 � viz cvi�en� $��$�� Pokud
de�ni�n� obor vektorov�ho pole �T obsahuje M� pak se de�nuje integr
l �� druhu

R
M

�Td�S p�edpisemZ
M

�Td�S -
Z
M


 -
Z
M

X
i

����i��Tidx� � � � � � dxi�� � dxi�� � � � � � dxn�

V tomto p��pad
 pak existuje jednoduch� souvislost mezi integr�lem �� a $� druhu� Symbolicky se
tato souvislost d� popsat vztahy

d�S - �NdS� �Nd�S - dS�

P�esn
ji	 pro ka�dou funkci f a vektorov� pole �T plat�Z
M

�Td�S -
Z
M

h�T � �NidS
a Z

M

fdS -
Z
M

�f �N �d�S�

Abychom se p�esv
d�ili	 �e je to pravda	 zvolme libovolnou kladn
 orientovanou mapu �U��� na M�
Pak 1 - ��� % ��U� � U je parametrick� popis U � Ozna�me

�R - ����n�� � �
�1
�u�

� � � � � �1
�un��

� - �
�1
�u�

� � � � �
�1

�un��
�

�vn
j�� sou�in � viz cvi�en� $�
�	 vektorov� pole �N je d�no vztahem

�N -
�R

k�Rk �

Pak sta�� si uv
domit	 �e pro


i - ����i��dx� � � � � � dxi�� � dxi�� � � � � � dxn



��

plat�

1��
i� - ����i�� det
��1�� � � � �1i���1i��� � � � �1n�

��u�� � � � � un���
du� � � � � � dun�� - k�Rk �Ni du� � � � � � dun���

tedy pro v�echny hladk� funkce f na M s kompaktn�m nosi�em plat�Z
M

f
i -
Z
M

f �Ni dS�

Symbolicky tedy

Ni dS - ����i��dx� � � � � � dxi�� � dxi�� � � � � � dxn - �d�S�i�

P��klady� �lohy a cvi�en�

���	� Objem rovnob��nost�nu�
Jsou�li vi -

Pn
j�� v

j
i ej vektory v R

n � i - �� � � � � n	 ozna�me V %- �vji � matici jejich koe�cient� v��i
kanonick� b�zi a gij %- hvi� vji prvky Grammovy matice G� Doka�te	 �e

p
detG - j detV j�

co� je objem rovnob
�nost
nu ur�en�ho vektory vi� i - �� � � � � n�

����� Integr
l prvn�ho druhu�
�a� Vypo�t
te d�lku kru�nice a plochu sf�ry	 tj� integr�lyZ

S�
dS a

Z
S�

dS �

Vypo�t
te integr�l prvn�ho druhu z funkce f p�es varietu M �
�b�

f�x� y� z� -
p
x� 0 y� 0 ��

M je �roubov� plocha �helikoid�	 zadan� parametrizac�

1 %

�����
x - r cos�

y - r sin�

z - �

r � ��� R�� R � �� � � ��� $���
�c�

f�x� y� z� - x� � y� 0 z	�

M je ku�elov� plocha zadan� rovnic� x� 0 y� - z�� z � ��� T �� T � ��
�d�

f�x� y� z� - x 0 y 0 z�

M je v�lcov� plocha zadan� rovnic� x� 0 y� - r�� r � �� z � �a� b��

��	 Algebraick� a topologick� vlastnosti
diferenci�ln�ch forem

Algebra forem

����� Pozn
mka� V modern� diferenci�ln� geometrii hraje d�le�itou roli algebraick� formulace
mnoha z�kladn�ch vlastnost� variety M� Na prvn�m m�st
 jsou to vlastnosti algebry funkc� E��M� �po�
�adavky na regularitu �i hladkost mohou b�t r�zn�	 nap�� spojitost �i hladkost�� Samotn� varieta M
m��e b�t za ur�it�ch okolnost� zrekonstruov�na ze znalosti t�to algebry	 co� je slavn� v�sledek Gelfand�v
�viz nap�� ����� V t�to z�v
re�n� kapitole skript probereme n
kter� z�kladn� informace o vlastnostech
�gradovan�� algebry diferenci�ln�ch forem a o jejich pou�it� v topologii�



��� ALGEBRAICK� A TOPOLOGICK� VLASTNOSTI DIFERENCI�LN�CH FOREM ��

����� Algebra E��M�� Algebra E��M� - �kEk�M� m�	 jako re�ln� vektorov� prostor	 nekone��
nou dimenzi� Zaj�mav
j�� je uva�ovat ji jako modul nad algebrou A - E��M�� V jednoduch�m p��pad
	
nap�� pro M - Rn � je algebra E��M� voln� modul dimenze $n nad A s b�z� fdxJg� Je�li M kompaktn�	
pak je E��M� kone�n
 generovan� modul nad A �sta�� pou��t libovoln� kone�n� pokryt� mapami a od�
pov�daj�c� rozklad jednotky�� Je u�ite�n� si uv
domit	 �e tedy na kompaktn� variet
 lze ka�dou formu

 � Ek�M� napsat ve tvaru kone�n�ho sou�tu 
 -

P
j fjdgj� � � � � � dgjk � kde fj � gji � E��M�� Pro

obecnou varietu je mo�n� dok�zat podobn� tvrzen� pomoc� rozkladu jednotky	 kter� v�ak ji� bude jen
lok�ln
 kone�n�� P�esn
ji	 pomoc� libovoln�ho lok�ln
 kone�n�ho atlasu a p��slu�n�ho rozkladu jednotky
uk��eme	 je�li pot�eba	 �e ka�dou formu 
 � Ek�M� lze napsat jako sou�et 
 -

P
� 
�� kde sou�et p�es

� je lok�ln
 kone�n�	 t�j� pro ka�d� bod m �M existuje okol� U�m� takov�	 �e U�m� � supp�
�� 	- � jen
pro kone�n
 mnoho index� �� Ka�dou formu 
� pak je mo�n� pomoc� sou�adnic rozlo�it do kanonick�ho
tvaru�

Z�kladn� algebraickou vlastnost� E��M� je jej� gradace E��M� - �kEk�M� a to	 �e je tzv� gradovan

komutativn�	 t�j� �e plat�


 � � - ����kl� � 

pro v�echny 
 � Ek�M�� � � E l�M�� Tuto vlastnost je mo�n� tak� formulovat pomoc� Z��gradace�
Ozna�me E��M�� resp� E��M� podprostor v�ech forem sud�ho	 resp� lich�ho stupn
	 pak E��M� -
E��M�� E��M� a je�li 
 � Ea�M�� � � Eb�M�� a� b � f��g� pak


 � � - ab� � 
�
Tato vlastnost algebry E��M� je z�ejm
 d�sledkem t��e vlastnosti vn
j�� algebry 4��V � libovoln�ho
vektorov�ho prostoru V� To v�e p�irozen
 pat�� do teorie superprostor� a superalgeber	 kter� se pod
vlivem teoretick� fyziky rychle rozv�j� v posledn�ch desetilet�ch	 v�c informac� lze nal�zt nap�� v ����

P�ipome�me si �viz pozn�mku !����	 �e mno�ina X �M� vektorov�ch pol� se d� charakterizovat jako
mno�ina v�ech derivac� �t�j� line�rn�ch zobrazen� s Leibnizovou vlastnost�� algebry A� Ka�d� diferenci�ln�
forma 
 � Ek�M� je k�line�rn� antisymetrick� zobrazen� vektorov�ch pol� do sebe �viz pozn� 
�$�� V �e�i
multiline�rn�ch zobrazen� modul� nad algebrou A lze de�nici vn
j��ho sou�inu 
 � �� 
 � Ek�M�� � �
E l�M� alternativn
 popsat pomoc�


 � ��X�� � � � � Xk�l� -
�
k l 

X
�	Sk�l

sgn�
�X����� � � � � X��k����X��k��� � � � � � X��k�l���

Je u�ite�n� si uv
domit n�sleduj�c� popis v�cen�sobn�ho sou�inu ��forem jako multiline�rn�ho zobra�
zen��

����� V�ta� Jsou�li ��� � � � � �k � E��M�� pak pro libovoln� pole X�� � � � � Xk � X �M� plat�

��� � � � � � �k��X�� � � � � Xk� - det��i�Xj��
k
i�j���

D�kaz� Sta�� pou��t indukci vzhledem ke k� Pro k - $ je tvrzen� okam�it� d�sledek de�nice vn
j��ho
sou�inu� P�epokl�dejme	 �e je tvrzen� pravdiv� pro sou�in k � � forem stupn
 �� Pak

������� � � � � �k���X�� � � � � Xk� -

- ����k � �� �
X
�	Sk

sgn����X�������� � � � � � �k��X����� � � � � X��k�� -

- ����k � �� �
X
�	Sk

sgn����X�����
X

�	Sk��

sgn ����X������ � � � �k�X���k�� -

- ���k �
X
��	Sk

sgn�����X������ � � � �k�X���k�� -

- det��i�Xj��ki�j���

Gradovan� derivace na algeb�e forem

����� Pozn
mka� De Rham�v diferenci�l d m� dv
 vlastnosti	 kter� jsou charakteristick� a kter�
se vyskytuj� i u dal��ch line�rn�ch oper�tor� z prostoru diferenci�ln�ch forem E��M� do sebe� Prvn� z nich
je vzorec pro derivaci sou�inu dvou forem	 kter� �a� na ev� zm
nu znam�nka� je Leibnizova vlastnost



��

derivace sou�inu� Druh� je fakt	 �e zvy�uje stupe� formy o jedni�ku� To je inspirac� pro n�sleduj�c�
de�nici�

����� De�nice� Nech2 j je cel� ��slo a nech2 D % E��M� � E��M� je line�rn� zobrazen�� Ozna�me
E l�M� - f�g pro l � Z� l 	� f�� � � � � ng� ,ekneme	 �e D je gradovan
 derivace stupn� j pokud plat�%

�� D
�Ek�M�

� � Ek�j�M�� k - �� � � � � n�
$� Pro v�echny 
 � Ek�M�� � � E��M� plat�

D�
 � �� - D�
� � � 0 ����jk
 �D����

����� Pozn
mka� De Rham�v diferenci�l d je tedy gradovan� derivace stupn
 �� V�imn
te si	 �e
gradovan� derivace stupn
 j men�� ne� �� jsou nutn
 trivi�ln�� Takov�to zobrazen� by nutn
 ka�d� funkci
a ��form
 p�i�adilo formu z�porn�ho stupn
	 to jest nulu	 a z vlastnosti $� by ihned plynulo	 �e obraz
libovoln� formy je nula� Za chv�li si uk��eme dal�� p��klady gradovan�ch derivac��

����� De�nice� Nech2 X je hladk� vektorov� pole na M� Pak de�nujeme line�rn� zobrazen� �X %
Ek�M� � Ek���M� p�edpisem

��X �
���X�� � � � � Xk��� - 
�X�X�� � � � � Xk����

kde X�� � � � � Xk�� � X �M��
 � Ek�M�� Zobrazen� �X se naz�v� kontrakce vzhledem k vektorov�mu
poli X�

���	� P��klad� Pro rozlo�itelnou formu 
 - �� � � � �� �k � Ek�M� a pro ka�d� X� � X �M� plat�

�X�
 -
kX
l��

����l���l�X���� � � � � � b�l � � � � � �k�
kde st���ka nad �l znamen�	 �e tento faktor v sou�inu chyb�� Toto tvrzen� ihned plyne z de�nice kontrakce
a z rozvoje determinantu matice ��i�Xj��ki�j�� podle prvn�ho sloupce�

����� V�ta� Nech� X je libovoln� vektorov� pole na M� Pak kontrakce �X je gradovan� derivace
stupn� �� na E��M��

D�kaz� Sta�� z�ejm
 ov
�it jenom druhou vlastnost z de�nice� Zobrazen� �X je line�rn�	 sta�� tedy
ov
�it vlastnost

�X �
 � �� - �X�
� � � 0 �����k
 � �X ���

pro rozlo�iteln� formy� P�edpokl�dejme tedy	 �e 
 - ���� � ���k � Ek�M�� � - �k���� � ���k�l � E l�M��
Pak

��X��
 � ����X�� � � � � Xk�l� - det��i�Xj��
k�l
i�j���

Nyn� sta�� rozvinout determinant podle prvn�ho sloupce a pou��t popis kontrakce rozlo�iteln� formy
v p�edchoz�m p��kladu�

����
� Pozn
mka� Jak je obvykl� pro derivace	 slo�en� dvou derivac� �prvn�ho ��du� ji� nen�
derivace �prvn�ho ��du�� U vektorov�ch pol� jsme vid
li	 �e ale komut�tor dvou vektorov�ch pol� je op
t
vektorov� pole �viz !��$�� Podobn
 je tomu s gradovan�mi derivacemi� Jejich slo�en� nen� gradovan�
derivace� uk��eme si v�ak nyn�	 �e vhodn� gradovan� komut�tor dvou gradovan�ch derivac� je op
t
gradovan� derivace� To je tak� systematick� zp�sob	 jak konstruovat nov� gradovan� derivace pomoc� ji�
zn�m�ch gradovan�ch derivac��
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������ V�ta� Nech� D� je gradovan� derivace stupn� j� a D� je gradovan� derivace stupn� j�� Pak
jejich gradovan� komut�tor �D�� D�� de�novan� pomoc� vzorce

�D�� D�� %- D� D� � ����j�j�D� D�

je gradovan� derivace stupn� j� 0 j��

D�kaz� Nech2 
 � Ek�M�� � � E l�M�� Pak

�D�� D���
 � �� -

-D��D��
� � � 0 ����j�k
 �D����� � ����j�j�D��D��
� � � 0 ����j�k
 �D����� -

-D� D��
� � � 0 ����j��k�j��D��
� �D���� 0

0 ����j�kD��
� �D�� 0 �����j��j��k
 �D� D���� 0

0 ����j�j����D� D��
� � � 0 ����j��k�j��D��
� �D���� 0

0 ����j�kD��
� �D�� 0 �����j��j��k
 �D� D����� -

-�D�� D���
� � � 0 �����j��j��k
 � �D�� D������

������ De�nice� Nech2 X je vektorov� pole na M� Pak Lieova derivace LX na prostoru dife�
renci�ln�ch forem E��M� je de�nov�na jako gradovan� komut�tor de Rhamova diferenci�lu a kontrakce
vzhledem k vektorov�mu poli X %

LX %- �d� �X � - d � �X 0 �X � d� �$��

Lieova derivace je tedy gradovan� derivace na E��M� stupn
 ��

������ P��klad� Ihned z de�nice je mo�n� spo��tat	 jak vypad� Lieova derivace funkce �i ��formy�
Je�li X vektorov� pole a f funkce na M� pak

LX�f� - �X �df� - df�X� - Xf�

Je�li 
 - df exaktn� ��forma	 pak

LX�df� - d��X �df�� - d�Xf��

Leibnizovo pravidlo umo��uje redukovat v�po�et Lieovy derivace forem vy���ch stup�� postupn
 a�
na v��e uveden� dva p��pady�

������ Pozn
mka� Tradi�n� geometrick� de�nice Lieovy derivace je jin�	 je zalo�en� na pojmu
jednoparamterick� grupy transformac�	 generovan� p��slu�n�m vektorov�m polem� Pokud je pou�ita tato
geometrick� de�nice	 pak je v��e uveden� vztah $� pro Lieovu derivaci ekvivalentn� de�nic� �p��slu�n�
vztah se obvykle naz�v� Cartan�v vzorec�� Podrobn
j�� koment�� ke geometrick� de�nici Lieovy derivace
�obecn�ch� tenzorov�ch pol� je mo�no nal�zt n��e�

P�irozen� ot�zka je	 jestli nen� mo�n� pomoc� gradovan�ch komut�tor� Lieovy derivace s kontrakcemi
zkonstruovat dal�� gradovan� derivace� N
co o tom ��k� n�sleduj�c� tvrzen��

������ V�ta� Jsou�li X�Y dv� vektorov� pole na M� pak

�LX � �Y � - � X�Y !� �LX � d� - �� �LX � LY � - L X�Y !� ��X � �Y � - ��

D�kaz� Lev� i prav� strany p��slu�n�ch rovnost� jsou gradovan� derivace	 sta�� tedy �d�ky Leibnizov

vlastnosti� ov
�it tyto rovnosti pro funkce a exaktn� ��formy�

V prvn�m vztahu jsou ob
 strany derivace stupn
 ��� Pro funkce jsou tedy ob
 strany rovn� nule
a je�li 
 - df� pak

�LX � �Y ��df� - LX�df�Y ��� �Y �LX�df�� - X�Y f�� �d�Xf���Y � -

- �X�Y ��f� - � X�Y !�df��

Druh� vztah plyne z toho	 �e

LX � d - d � �X � d - d � LX �
Proto�e LX a d komutuj�	 sta�� t�et� vztah ov
�it pouze pro funkce	 kde plyne ihned z de�nice�



��

Posledn� tvrzen� je d�sledkem toho	 �e ��X � �Y � je gradovan� derivace stupn
 �$� kter� je nutn

trivi�ln��

N�sleduj�c� v
ta popisuje zp�sob	 jak vypo��tat hodnotu Lieovy derivace	 resp� de Rhamova diferen�
ci�lu jako multiline�rn�ho zobrazen�	 t�j� hodnoty na zvolen� k�tici vektorov�ch pol�� Tyto formule jsou
velmi u�ite�n� a �asto se pou��vaj� p�i glob�ln�ch v�po�tech� Jejich v�hodou je	 �e �na rozd�l od obvykl�
de�nice de Rhamova diferenci�lu� nepou��vaj� lok�ln� sou�adnice� Glob�ln� formule pro d
� uveden� v n��
sleduj�c� v
t
 je p�edobraz a inspirace formule pro diferenci�l komplexu	 kter�m se de�nuje homologie
Lieov�ch algeber a zaslou�� si zvl��tn� pozornost�

������ V�ta� Pro vektorov� pole X�X�� � � � � Xk � X �M� a formu 
 � Ek�M� plat�

�LX
� �X�� � � � � Xk� -

- LX �
�X�� � � � � Xk���
kX
i��


�X�� � � � � Xi��� �X�Xi�� Xi��� � � � � Xk��

a

�d
��X�� � � �� Xk� -
kX
i��

����iXi�
�X�� � � � � bXi� � � � � Xk�� 0

0
X

��i�j�k

����i�j
��Xi� Xj �� X�� � � � � bXi� � � � � bXj � � � � � Xk��

D�kaz� Prvn� tvrzen� se d� p�eformulovat ve tvaru

�Xk
� � � �X�LX -

LX�Xk
� � � �X� �

kX
i��

�Xk
� � � �Xi�� � X�Xi!�Xi�� � � � �X� �

To ale snadno plyne indukc� s pou�it�m vztahu �LX � �Y � - � X�Y !�
Druh� tvrzen� dok��eme indukc� podle stupn
 formy 
� Je�li 
 - f funkce	 pak se tvrzen� redukuje

na samoz�ejm� vztah df�X� - Xf� P�edpokl�dejme tedy platnost tvrzen� pro formy	 jejich� stupe� je
men�� ne� k� Nech2 
 � Ek�M�� Pak �s pou�it�m induk�n�ho p�edpokladu pro �k � ���formu �X��
��

�d
��X�� � � � � Xk� - �Xk
� � � ��X��d
�� -

-�Xk
� � � ��X� �LX�
 � d��X� �
��� -

-LX��Xk
� � � �X� �
��

kX
i��

�Xk
� � � �Xi�� � X��Xi!�Xi�� � � � �X��
��

�
kX
i��

����i��Xi�
�X�� X�� � � � � :Xi� � � � � Xk���

�
X

��i�j�k

����i�j
�X�� �Xi� Xj �� X�� � � � � :Xi� � � � � :Xj � � � � � Xk� -

-X��
�X�� � � � � Xk�� 0
kX
i��

����iXi�
�X�� X�� � � � � :Xi� � � � � Xk�� 0

0
X

��i�j�k

����i�j
��Xi� Xj �� X�� X�� � � � � :Xi� � � � � :Xj � � � � � Xk��

������ Pozn
mka� Geometrick
 interpretace Lieovy derivace�
D�le�it� pojem v anal�ze na variet�ch je jednoparametrick� grupa difeomor�sm�� Nech2 pro ka�d�

t � R existuje difeomor�smus 1t % M �M tak	 �e

1s � 1t - 1s�t� s� t� s 0 t � R�
Pak f1tg nazveme jednoparametrickou grupou difeomor�sm�� J� odpov�d� vektorov� pole X dan�
vztahem

Xm�f� -
d�f �1t�m��

dt
����
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K�ivky �m�t� %- 1t�m� jsou pak tzv� integr
ln� k�ivky vektorov�ho pole X� �P�ipome�me	 �e integr�ln�
k�ivka �m�t� vektorov�ho pole X proch�zej�c� bodem m �M je �e�en� soustavy oby�ejn�ch diferenci�ln�ch
rovnic d�m

dt
�t� - X��m�t�� spl�uj�c� po��te�n� podm�nku �m��� - m�� Za ur�it�ch p�edpoklad� �nap��

pro kompaktn� variety� je mo�no dok�zat pro dan� vektorov� pole X existenci jednoparametrick� grupy
difeomor�sm� generovan� �v uveden�m smyslu� vektorov�m polem X� Pro obecnou varietu je t�eba
zav�st pon
kud obecn
j�� pojem lok�ln� jednoparametrick� grupy difeomor�sm�	 pro kterou je p��slu�n�
difeomor�smus 1t de�nov�n pro dost mal� t� co� sta�� pro de�nici odpov�daj�c�ho vektorov�ho pole X
ur�en�ho touto lok�ln� jednoparametrickou grupou� Pak je mo�n� dok�zat �viz nap�� �����	 �e pro ka�d�
vektorov� pole na M lze naj�t p��lu�nou lok�ln� jednoparametrickou grupu transformac�	 kter� generuje
toto vektorov� pole�

Existence �lok�ln�� jednoparametrick� grupy difeomor�sm� umo��uje de�novat Lieovu derivaci obec�
n
 pro libovoln� tenzorov� pole �kovariantn�	 kontravariantn� �i sm��en��� My se zde omez�me jen na
pole kovariantn�	 �ostatn� p��pady je mo�n� naj�t nap�� v knize ����� a uk��eme	 �e pro takto de�novanou
geometrickou Lieovu derivaci plat� Cartan�v vzorec $� �kter� jsme v��e pou�ili p�i de�nici Lieovy derivace
diferenci�ln�ch forem��

����	� De�nice� Nech2 X je hladk� vektorov� pole na M a nech2 existuje jednoparametrick�
grupa difeomor�sm� 1t generovan� vektorov�m polem X� Pak pro ka�d� �hladk�� tenzorov� pole T na
M typu

��
s

�
de�nujeme tenzorov� pole LXT t�ho� typu p�edpisem

�LXT ��m� - lim
t��

�1�
tT ��m�� T �m�

t
-

d

dt

����
t��

��1�
t �T ���m�� �

Je z�ejm�	 �e pro danou formu 
 � Ek�M� je rovn
� LX
 � Ek�M��

������ V�ta� Nech� X je hladk� vektorov� pole na M a nech� existuje jednoparametrick� grupa
transformac� 1t generovan� vektorov�m polem X� Pak pro ka	dou formu 
 plat�

LX�
� - LX�
��

D�kaz� Nejd��ve uk��eme	 �e LX je gradovan� derivace stupn
 �� Jsou�li 
� � libovoln� formy	 pak
plat�

LX �
 � ���m� -
d

dt

����
t��

��1�
t �
���m� � �1�

t �����m�� - �LX �
� � � ��m� 0 �
 � LX�����m��

�Pro od�vodn
n� druh� rovnosti by	 striktn
 vzato	 bylo t�eba vyhodnotit v�echny formy na p��slu�n�m
mno�stv� vektorov�ch pol� a pak pou��t vlastnost derivace sou�inu funkc��� P�en��en� diferenci�ln�ch forem
komutuje s vn
j��m diferenci�lem� Z de�nice Lieovy derivace LX plyne tedy ihned	 �e i ona komutuje
s vn
j��m diferenci�lem� Zb�v� tedy ov
�it tvrzen� pro p��pad forem stupn
 �� t�j� pro funkce%

LX �f� -
d

dt

����
t��

�1�
t �f�� - Xf - LX�f��

De Rhamovy kohomologick� grupy� homotopick	 invariance�

Z hlediska algebraick� topologie a nekomutativn� geometrie hraje d�le�itou roli tzv� de Rham�v
komplex� Jeho de�nice je identick� s de�nic� zm�n
nou v kapitole o diferenci�ln�ch form�ch na Rn �viz
&�!��

P�ipome�me si	 �e de Rham�v diferenci�l d zobrazuje Ek�M� do Ek���M� a �e d � d - �� Pak pro
k - �� � � � � n de�nujeme k�tou de Rhamovu kohomologickou grupu

Hk
DR�M� %- f
 � Ek�M�� d
 - �g�f
 - d� � � � Ek���M�g�

Grupovou operac� budeme rozum
t s��t�n� t��d uzav�en�ch forem indukovan� s��t�n�m uzav�en�ch
forem� Uv
domte si	 �e tato operace je dob�e de�nov�na � sou�et dvou exaktn�ch forem je exaktn��

De Rhamovy grupy popisuj� topologick� vlastnosti variety M� Tento fakt �zce souvis� s homotopickou
invarianc� de Rhamov�ch grup� T�m se mysl� jejich n�sleduj�c� velmi d�le�it� vlastnost�



��

����
� V�ta �o homotopii�� Je�li F % M � N hladk� zobrazen�� pak zobrazen� F � % Ek�N� �
Ek�M� indukuje zobrazen� F � % Hk

DR�N� � Hk
DR�M��

Jsou�li zobrazen� F�G % M � N 
hladce
 homotopick�� tj� pokud existuje hladk� zobrazen�

h % h�� �i 
M � N

takov�� 	e
h���m� - F �m�� h���m� - G�m�� m �M�

pak pro v�echny k plat�
F � - G� % Hk

DR�N� � Hk
DR�M��

D��ve ne� probereme d�kaz uveden� v
ty	 je t�eba zav�st n
kolik pojm��

������ De�nice�
Nech2 M je varieta	 pak sou�in h�� �i
M je varieta s krajem� Je�li F hladk� funkce na h�� �i
M� pak

F lze integrovat podle prom
nn� t � h�� �i� P�esn
ji �e�eno	 ka�d� funkci F � E��h�� �i 
M�� p�i�ad�me
funkci f�x� -

R �
� F dt � E��M� p�edpisem

f�x� -
Z �

�
F �t� x�dt�

Ozna�me �
�t

kanonick� vektorov� pole na h�� �i 
M� Budeme de�novat oper�tor

L % 
 � Ep�h�� �i 
M� �� Ep���M�

p�edpisem

�L
��X�� � � � � Xp� -
Z �

�

�

�

�t
�X�� � � � � Xp�dt�

Je z�ejm�	 �e L
 je antisymetrick� multiline�rn� zobrazen� vektorov�ch pol� na M� t�j� �p � ���forma na
M�

������ P��klad� V lok�ln�ch sou�adnic�ch se oper�tor L snadno pop��e� P�edpokl�dejme	 �e M -
Rn � Pak se forma 
 d� napsat ve tvaru


 -
X

jIj�p��

�I�t� x�dt � dxI 0
X
jJj�p

�J �t� x�dxJ �

a


�
�

�t
�X�� � � � � Xp� -

X
I

�I�t� x�dxI �X�� � � � � Xp�� L
 -
X
I

�
Z �

�
�I�t� x�dt�dxI �

������ V�ta� Ozna�me symbolem si� i - �� �� zobrazen� variety M do h�� �i 
M dan� p�edpisem

s��x� - ��� x�� s��x� - ��� x��

Pak pro libovolnou formu 
 � Ep�h�� �i 
M� plat�

L�d
� 0 d�L
� - s��
 � s��
�

D�kaz� V�echny oper�tory pou��van� v dokazovan�m vztahu �oper�tory L� d� s�i � jsou line�rn�� Po�
kud rozlo��me formu 
 pomoc� rozkladu jednotky na lok�ln
 kone�n� sou�et

P
� 
�� pak L
 -

P
� L
�

je tak� lok�ln
 kone�n� sou�et a tot�� plat� i pro ostatn� oper�tory� Je tedy mo�n� p�edpokl�dat	 �e 

m� nosi� v h�� �i 
 U� kde U �M je n
jak� sou�adnicov� okol��

V p��slu�n�ch lok�ln�ch sou�adnic�ch �x�� � � � � xn� sta�� uva�ovat dva p��pady%
�� 
 - �dxJ � jJ j - p�
$� 
 - �dt � dxI � jI j - p� ��
V prvn�m p��pad
 je L
 - � �nebo2 
 neobsahuje diferenci�l dt� a

L�d
� -

�Z �

�

�
d�

dt

�
dt

�
� dxJ - s��
 � s��
�

V druh�m p��pad
 forma 
 obsahuje diferenci�l dt� tedy z�ejm
 s�i
 - �� i - �� �� �nebo2 s�i �dt� - ���
Podle de�nice oper�toru L dostaneme

d�L
� - d�
Z �

�
��t� x�dt� � dxI -

X
i

�
Z �

�

��

�xi
dt� � dxi � dxI
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a

L�d
� - L�
X
i

��

�xi
dxi � dt � dxJ � - �

X
i

�
Z �

�

��

�xi
dt�dxi � dxJ �

������ D�kaz v�ty o homotopii� Nejd��ve si rozmysl�me	 �e indukovan� zobrazen� F je dob�e
de�novan�� Vzhledem k tomu	 �e d komutuje s F �� je pro ka�dou uzav�enou formu 
 forma F ��
� tak�
uzav�en� a de�nuje t��du �F ��
��� kter� je obrazem t��dy �
�� Pokud se dv
 formy 
� � li�� o exaktn�
formu	 t�j� pokud existuje �� 
 � � - d�� pak F ��
�� F ���� - F ��d�� - d�F ������

Je�li h homotopie mezi zobrazen�mi F�G a je�li 
 uzav�en� forma	 pak

G�
 � F �
 - s��h
�
 � s��h

�
 - d�L�h�
���

Tedy G�
 a F �
 ur�uj� tent�� prvek de Rhamovy kohomologick� grupy�

,ekneme	 �e varieta M je jednodu�e souvisl�	 pokud je IdM homotopick� s konstantn�m zobrazen�m
na M� �Zkuste porovnat s de�nic� jednodu�e souvisl� oblasti / � R� � kterou pravd
podobn
 zn�te
z komplexn� anal�zy�� Jednoduch�m d�sledkem homotopick� invariance je pak fakt	 �e pro jednodu�e
souvisl� variety jsou de Rhamovy grupy trivi�ln�� Speci�ln�m p��padem je pak tzv� Poincar�ho lemma�

������ V�ta�
�
 Je�li hladk� zobrazen� F variety M do variety N homotopick� s konstantn�m zobrazen�m� pak je zob�
razen�

F � % Hk
DR�N� � Hk

DR�M�

trivi�ln� pro ka	d� k � ��
�
 Poincar�ho lemma Nech� M je varieta� Pak je lok�ln� ka	d� uzav�en� forma exaktn�� t�j� pro ka	d�
bod m �M existuje okol� U bodu m takov�� 	e Hk

DR�U� - � pro ka	d� k - �� � � � � n�
P�ipome�me si	 �e ve cvi�en� &����f� byla pops�na pro p��pad M - Rn explicitn� konstrukce formy

�� pro kterou d� - 
�

D�kaz� Prvn� ��st v
ty plyne z toho	 �e je�li G konstantn� zobrazen�	 pak ihned z de�nice p�en��en�
diferenci�ln�ch forem plyne	 �e G��
� - � pro ka�dou formu 
 kladn�ho stupn
�

Druh� ��st je d�sledkem faktu	 �e pro ka�d� bod m �M lze naj�t mapu �U��� tak	 �e m � U a ��U�
je konvexn� mno�ina v Rn � Tedy na U je identita homotopick� s konstatn�m zobrazen�m� Tedy zobrazen�
Id� je trivi�ln�� Ale zobrazen� Id� indukovan� identick�m zobrazen�m na Ek�M� je identick� zobrazen� na
Hk
DR�M��

P��klady� �lohy a cvi�en�

������ Kohomologick� grupy�
P��klady n
kter�ch kohomologick�ch grup%

H�
DR�R� � - � H�

DR�R� � f�g� - �

H�
DR�R� � - � H�

DR�R� � f�g� � Z

H�
DR�R� � - � H�

DR�R� � f�g� - �

H�
DR�R� � f�g� - � H�

DR�R� � R� - �

H�
DR�R� � f�g� - � H�

DR�R� � R� � Z

H�
DR�R� � f�g� � Z H�

DR�R� � R� - �

H�
DR�R� � f�g� - � H�

DR�R� � R� - �

Vztah Hk
DR�/� - �	 znamen�	 �e ka�d� uzav�en� k�forma na / je exaktn�� Ve cvi�en� &���e� je uveden

p��klad z�stupce z netrivi�ln� t��dy v H�
DR�R� � f�g�� Pokuste se naj�t z�stupce z dal��ch netrivi�ln�ch

grup�
Mnoho dal��ch p��klad� lze naj�t v ����



�	



Kapitola IV

�e�en� �loh a n�vody ke cvi�en�m



Vn�j�� algebra R
n

��	 Kanonick� b�ze vn
j��ch mocnin 4k�Rn �%

n $ & *
k - � � � �

� e�� e� e�� e�� e� e�� e�� e�� e	

$ e�� e��� e��� e�� e��� e��� e�	� e��� e�	� e�	

& e��� e���� e��	� e��	� e��	

* e���	

��� Je�li w -
Pn

i�� wiei	 je

w � v� � � � � � vn�� -

�
nX
i��

aiwi

�
e� � � � � � en - h�v�� � � � � vn���� wie� � � � � � en

a z�rove�
w � v� � � � � � vn�� - det�w� v�� � � � � vn���e� � � � � � en�

���
�b Pro k � n jsou ob
 strany v�roku z�ejm
 spln
ny� Bu" tedy k � n� Jsou�li vektory
v�� � � � � vk � V line�rn
 z�visl�	 lze ps�t nap�� vk -

Pk��
i�� �ivi� �i � R� Potom v� � � � � � vk - v� �

� � � � vk�� �
�Pk��

i�� �ivi

�
- �� Naopak	 dle $�&�iv� je

� - v� � � � � � vk -
X
jJj�k

detVJ � eJ

a tedy	 jeliko� prvky eJ � jJ j - k	 tvo�� b�zi 4k�V �	 jsou v�echny k 
 k�determinanty detVJ - �� Z toho
plyne	 �e hodnost matice W je men�� ne� k a vektory v�� � � � � vk jsou line�rn
 z�visl��

���
�d Inkluze LO�v�� � � � � vk� � Ker
 je z�ejm�� Opa�n� inkluze plyne z �b� takto% v � KerV -�
v � v� � � � �� vk - �	 tedy vektory v� v�� � � � � vk jsou line�rn
 z�visl�� Jeliko� v�ak v�� � � � � vk jsou line�rn

nez�visl�	 je v � LO�v�� � � � � vk��

���
�e Implikace ��� je trivi�ln�� Opa�nou implikaci dok��eme takto% podle �d� existuj� dv
 b�ze
v�� � � � � vk a v��� � � � � v

�
k prostoru Ker
 - Ker
� tak	 �e 
 - v� � � � �� vk a 
� - v�� � � � �� v�k� Odtud plyne

dle �a�	 �e 
 - detA 
�	 p�i�em� detA 	- ��
�����a Sta�� zvolit b�zi v�� � � � � vk prostoru Ker
� takovou	 �e v�� � � � � vj je b�ze Ker
�	 a polo�it


 - vj�� � � � � � vk�
�����b Ozna�me l - dim�Ker
� � Ker
��� Zvolme b�ze v�� � � � � vj v Ker
� a w�� � � � � wk v Ker
�

tak	 �e vi - wi pro i - �� � � � � l� Potom 
� � v� � � � � � vj a 
� � w� � � � � � wk� Odtud z�ejm
 l � � ��

� � 
� - �� D�le	 je�li l - �	 je z�ejm
 v�� � � � � vj � w�� � � � � wk b�ze Ker�
� � 
���

�����c Bu" 
 -
Pn

i������i��aie� � � � � � ei�� � ei�� � � � � � en � 4n���V �� Pro libovoln� vektor
v -

Pn
i�� viei je v � 
 - �

Pn
i�� viai� e� � � � � � en� Tedy mno�ina L %- fv � V �

Pn
i�� viai - �g je

line�rn� prostor dimenze n � � a existuje v n
m b�ze w�� � � � � wn��� Polo��me�li 
� - w� � � � � � wn�� -Pn
i������i��a�ie� � � � �� ei�� � ei�� � � � �� en	 je podle $�
 �w�� � � � � wn��� - �a��� � � � � a

�
n� vektor kolm� na

L	 a tedy �� 	- � takov�	 �e �a�� � � � � an� - ��a��� � � � � a
�
n�	 a tedy i 
 - �
��

�����d Polo�me nap��klad 
 - e� � e� 0 e� � e	 � 4��R	 �� Pokud by tento $�vektor byl rozlo�iteln�	
jeho j�dro by podle $����d� m
lo dimenzi $� Je�li vektor tvaru v -

P
�iei v j�d�e 
	 je � - v � 
 -

��e��	 0 ��e��	 0 ��e��� 0 �	e	�� a tedy �i - � pro v�echna i	 co� znamen� Ker
 - �� Pro n � * a
k - $� � � � � n� $ polo�me analogicky 
 - �e� � e� 0 e� � e	� � e
 � � � � � ek�� � 4k�Rn �� Potom obdobn

dostaneme dim Ker
 - k � $	 co� u rozlo�iteln�ho k�vektoru nastat nem��e�

�����e N�vod pro p��pad n - *% Prvky kanonick� b�ze ei lze p�e��slovat tak	 �e koe�cient u e� � e�

je nenulov�� Potom lze ps�t 
 - ���e� 0��e� 0�	e	�� ���e� 0��e� 0�	e	� 0
� - v��v� 0
�	 kde 
� u�
neobsahuje e� a e�	 tedy 
� - �e� � e	� Na z�klad
 tohoto postupu se tvrzen� dok��e pro vy��� n indukc��

�����f 

�� ��ad 0 bc�e���	

�� �ad� bc�e���	

�� �e� 0 e	� � e� � �e� 0 e	�
�� �e� 0 e�� � �e� 0 e�� � �e� 0 e	� � �e	 0 e
� � �e
 0 e��

�����g Takov� k�vektor existuje pr�v
 tehdy	 kdy� $ � k � n�$ a k je sud�� Potom lze ps�t nap��

 - e�� � � ��ek 0ek��� � � ��e�k a plat� 
�
 - $e�� � � ��e�k� Ka�d� k�vektor s po�adovanou vlastnost�



��

mus� b�t nerozlo�iteln�	 ale ne ka�d� nerozlo�iteln� k�vektor �by2 pro k spl�uj�c� v��e uveden� podm�nky�
m� tuto vlastnost�

�����a Bu" � - e��� Jeliko� �� � 4��R� �	 existuj� re�ln� ��sla a� b� c takov�	 �e �� - ae� 0 be� 0 ce��
Z de�nice Hodgeova oper�toru dost�v�me e�� � � - hae� 0 be� 0 ce�� �ie��� pro v�echny vektory � � R� �
Dosazen�m � - e�� e� dost�v�me b - c - � a pro � - e� vztah e��� - ae���	 tedy a - �� Pro dal�� b�zov�
vektory 4��R� � postupujeme obdobn
 a dost�v�me%

�e�� - e�� �e�� - �e�� �e�� - e��

pro obecn� $�vektor tedy%

��c�e�� 0 c�e�� 0 c�e��� - c�e� � c�e� 0 c�e��

�����b Podle �a� a zn�m�ch vztah� pro vektorov� sou�in v R� plat� z�ejm
 rovnost u
v - ��u�v�
pro v�echny u� v � fe�� e�� e�g a d�ky linearit
 pro v�echny dvojice vektor� z R� �

V obecn�m p��pad
 je pro ka�d� vektor v � Rn
h�u�� � � � � un���� vi� - det�v� u�� � � � � un���� - v � u� � � � � � un�� -

- ����n��u� � � � � � un�� � v - ����n��h��u� � � � � � un���� vi�

Diferenci	ln� formy na R
n

�����a 

k - � % 
 - a � C��R� �� d
 -
�a

�x�
dx� 0

�a

�x�
dx��

k - � % 
 - a� dx� 0 a� dx��

d
 -
�a�

�x�
dx� � dx� 0

�a�

�x�
dx� � dx� 0

�a�

�x�
dx� � dx� 0

�a�

�x�
dx� � dx� -

-

�
�a�

�x�
� �a�

�x�

�
dx� � dx��

k - $ % 
 - a�� dx� � dx��

d
 -
�a��

�x�
dx� � dx� � dx� 0

�a��

�x�
dx� � dx� � dx� - ��

Samoz�ejm
 vztah 
 � E��R� � � d
 - � plyne t�� z toho	 �e d
 � E��R� � - ��
�����b 

k - � % 
 - a � C��R� �� d
 -
�a

�x�
dx� 0

�a

�x�
dx� 0

�a

�x�
dx��

k - � % 
 - a� dx� 0 a� dx� 0 a� dx��

d
 -
�a�

�x�
dx� � dx� 0

�a�

�x�
dx� � dx� 0

�a�

�x�
dx� � dx� 0

�a�

�x�
dx� � dx� 0

0
�a�

�x�
dx� � dx� 0

�a�

�x�
dx� � dx� -

-

�
�a�

�x�
� �a�

�x�

�
dx� � dx� 0

�
�a�

�x�
� �a�

�x�

�
dx� � dx� 0

0

�
�a�

�x�
� �a�

�x�

�
dx� � dx��

k - $ % 
 - a�� dx� � dx� 0 a�� dx� � dx� 0 a�� dx� � dx��

d
 -

�
�a��

�x�
0
�a��

�x�
0
�a��

�x�

�
dx� � dx� � dx��

k - & % 
 - a��� dx� � dx� � dx�� d
 - ��

Pozn�mka% Jeliko� jsme v de�nici diferenci�ln�ch forem p�ipustili jen prvky tvaru aI dxI 	 kde I je
uspo��dan� vzestupn
	 nen� symbol a�� dx� � dx� striktn
 vzato de�nov�n	 znamen� v�ak a�� dx� � dx�	
kde a�� - �a��� Tato konvence byla zvolena z d�vod� z�ejm� symetrie z�pisu�

�����c 

�� d
 - x dy � dz � z dx � dy
�� d
 - yexy dx � dy � z eyz dy � dz



��

�� d
 - �$x� z� dx � dy � dz
�� d
 - �x�cos�xy� 0 sin�xz�� dx � dy � dz

�����d 

df � df -
nX

i�j��

�f

�xi

�f

�xj
dxi � dxj -

nX
i�j���i�j

�f

�xi

�f

�xj
� dxi � dxj 0 dxj � dxi� - �

�����e Hled�me�li formu 
 ve tvaru 
 -
Pn

i������i��ai dx�� � � �� dxi�� � dxi�� � � � �� dxn	 vyjde
z po�adovan�ho vztahu nutn� a posta�uj�c� podm�nka ai - xi 0 ci	 kde ci jsou konstanty�

����

�� 1��
� - �u 0 v � $� du � dv�
�� 1��
� - �$u��v � u�� !u�v� du � dv�
�� 1��
� - �$v cos $u� * sinuv 0 $u cos $v� du � dv�
�� 1��
� - ��

�����a d�
 � d
� - d
 � d
 0 
 � d d
 - �	 nebo2 forma d
 je lich�ho stupn
 �viz$���g��
�����b Je�li 
 - 
 � 
	 je d
 - d
 � 
 0 
 � d
	 nebo2 
 je forma sud�ho stupn
� D�le plat�

d
 � 
 - 
 � d
 pro libovolnou formu 
 a tedy d� �
�
� - 
 � d
�

�����c d�
 � �� - d
 � � � 
 � d� - �
�����d Je�li d� - 
 a d� - � 	 pak d�� � d�� - d� � d� � � � d d� - 
 � � �
�����e Uzav�enost se ov
�� snadno v�po�tem� Kdyby forma 
 byla exaktn�	 existovala by funkce

f � C��R� � f�g� takov�	 �e

�f

�x
- � y

x� 0 y�
�
�f

�y
-

x

x� 0 y�
�

Integrov�n�m dost�v�me z prvn� rovnice f�x� y� - � arctg�x
y
�0c��x� a z druh� f�x� y� - arctg� y

x
�0c��y�	

tedy funkce f mus� b�t �a� na aditivn� konstantu� rovna f�x� y� - arctg� y
x

�� Tuto funkci v�ak nelze spojit

de�novat v cel�m R

� � f��� ��g	 tedy forma 
 nen� exaktn� �jako�to forma na R� � f��� ��g��
�����f De�nujme line�rn� oper�tory Ak a L z Ek�/� do sebe vztahy

Ak�
IdxI � - �
Z �

�
tk��
I�tx�dt�dxI �

L�
IdxI� - �k
�x� 0
nX
�

xi
�
I
�xi

�dxI �

De�nujme line�rn� oper�tor � % Ek�/� � Ek���/� vztahem

��
IdxI � - 
I

kX
j��

����jxijdxi� � � � � � dxij�� � dxij�� � � � � � dxik �

Uka�te postupn
	 �e � - Ak�� � ��
�� Ak � L - Id� Ak � d - d � Ak�� a L - � � d 0 d � �� Z toho ji�
okam�it
 plyne	 �e d
 - � implikuje 
 - d��


et�zce

��	�a K v�po�tu
R
c

 je nejprve nutno zn�t ���
� � p�enos formy 
 pomoc� zobrazen� de�nuj�c�ho

singul�rn� krychli c� Zapisujeme�li symbolicky ��� dx� - dx a podobn
 pro ostatn� prom
nn�	 dost�v�me
dx - cos�d�	 dy - � sin� d�	 dz - � sin�d� 0 cos� d� a ���
� - �sin� 0 cos�� d� � d�� Po�ad�
prom
nn�ch �� � je zad�no	 dost�v�me tedyZ

c


 -
Z
h���� i

�

�sin� 0 cos�� d� � d� -
Z �

�

�

Z �
�

�
�sin� 0 cos�� d� d� - ��

��	�b ��
�
 �

��	�c ��



��

��	�d Jednotliv� st
ny �ty�st
nu jsou parametrizov�ny nap�� takto%

c� %

�����
x - �

y - s��� t�

z - t

c� %

�����
x - s��� t�

y - �

z - t

c� %

�����
x - s��� t�

y - t

z - �

c	 %

�����
x - �� s��� t�

y - s��� t�

z - t

�de�ni�n� obory pro s i t jsou v�dy h�� �i�� P�i volb
 po�ad� prom
nn�ch s� t dost�v�me orientaci prvn�
st
ny sm
rem dovnit�	 je toti�

���

�s
- ��� �� t� ���

���

�t
- ����s� �� a

���

�s

 ���

�t
- ��� t� �� ���

co� je vektor sm
�uj�c� dovnit� �ty�st
nu� Je tedy nutno br�t prvn� st
nu se znam�nkem �� Celkov

dost�v�me c - �c� 0 c� � c� 0 c	 a Z

c


 - �
Z
c�


 0
Z
c�


 -
�
!
�

Stokesova v�ta

����a Ze vztah� d
 - �x dx � dy	 dx - ds 0 dt� dy - ds� dt� dz - t ds 0 s dt	 vypo��t�meZ
c

d
 - �
Z
h���i�

�s 0 t�� ds 0 dt� � � ds� dt� - $
Z �

�

Z �

�
�s 0 t� ds dt - $�

�Zvolili jsme s jako prvn� a t jako druhou prom
nnou�� Pro v�po�et druh� strany mus�me ur�it okraj c�
T�m bude �et
zec �c - �cs�� 0 cs�� 0 ct�� � ct��	 kde jednodimenionz�ln� krychle cs��� ct�� vzniknou �pro
� - �� �� dosazen�m s - � resp� t - � �v souladu s volbou s jako prvn� a t jako druh� prom
nn��� Je
tedy%

cs�� %

�����
x - t

y - �t
z - �

cs�� %

�����
x - � 0 t

y - �� t

z - t

ct�� %

�����
x - s

y - s

z - �

ct�� %

�����
x - s 0 �

y - s� �

z - s

�de�ni�n� obory pro s i t jsou v�dy h�� �i�� Nyn�Z
�c


 - �
Z
cs��


 0
Z
cs��


 0
Z
ct��


 �
Z
ct��


 -

- �
Z �

�
�t� dt 0

Z �

�
��� t�� dt 0

Z �

�
s� ds �

Z �

�
�s� � �� ds - $�

����b Ze vztah� d
 - y dx � dy 0 w dz � dw	 dx - $r dr � $s ds� dy - $r dr 0 $s ds� dz -
dr � ds� dw - dr 0 ds	 vypo��t�meZ

c

d
 -
Z
h���i�

�r� 0 s���$r dr � $s ds� � �$r dr 0 $s ds� 0

0 �r 0 s�� dr � ds� � � dr 0 ds� - $
Z �

�

Z �

�
�*rs�r� 0 s�� 0 r 0 s� dr ds - *�

Okrajem c je �et
zec �c - �cr�� 0 cr�� 0 cs�� � cs��	 kde

cr�� %

���������
x - �s�

y - s�

z - �s
w - s

cr�� %

���������
x - �� s�

y - � 0 s�

z - �� s

w - � 0 s

cs�� %

���������
x - r�

y - r�

z - r

w - r

cs�� %

���������
x - r� � �

y - r� 0 �

z - r � �

w - r 0 �



��

�de�ni�n� obory pro r i s jsou v�dy h�� �i�� Nyn�Z
�c


 - �
Z �

�
��$s
 � s�� ds 0

Z �

�
�$s��� s	� 0 ��� s��� ds 0

0
Z �

�
�$r
 0 r�� dr �

Z �

�
�$r�r	 � �� 0 �r� � ��� dr - *�

����c Snadno vypo�teme d
 - dz � dw � � dx� dy� a
R
c
d
 - � �

� pro orientaci zvolenou po�ad�m
prom
nn�ch r� s� t� T�to orientaci odpov�d� vyj�d�en� okraje �c - �cr�� 0 cr�� 0 cs�� � cs�� � ct�� 0 ct���
Obvykl�m zp�sobem vyj�d��me tyto �et
zce a dost�v�me

R
�c

 - � �

� �

P�ehled multiline	rn� algebry

����
�v� � v���u�� u�� - v��u��v��u��� v��u��v��u���

�v� � v� � v���u�� u�� u�� -v��u��v��u��v��u��� v��u��v��u��v��u�� 0

0v��u��v��u��v��u��� v��u��v��u��v��u�� 0

0v��u��v��u��v��u��� v��u��v��u��v��u��

Variety a zobrazen�

�����b P�echodov� zobrazen� � - f� � f��
� % R �� R je funkce ��x� - x�	 co� z�ejm
 nen�

difeomor�smus ���� nem� v bod
 � kone�nou derivaci�� Ov�em zvol�me�li homeomor�smus � % �R� f�� ��
�R� f� � de�novan� jako ��x� - x

�
� 	 je zobrazen� � - f� � � � f��

� % R �� R rovno identit
	 co� je
difeomor�smus � dan� diferencovateln� struktury jsou tedy ekvivalentn��

�����a Atlas variety se bude skl�dat z jedin� mapy �1�U��1���	 jedin� mo�n� p�echodov� zobrazen�
je 1�� � 1 - idU 	 tedy difeomor�smus� Pro jinou parametrizaci 6 % V �� Rn � V � Rk otev�en�	 je
p�echodov� zobrazen� 6�� �1 % U �� V hladk�� �	 mapy dan� 1 a 6 jsou tedy kompatibiln��

Pro� je v�ak 6�� � 1 hladk�. Na prvn� pohled by sta�ilo ��ci	 �e 6�� je hladk�	 nebo2 6 je hladk�	
regul�rn� a prost�� Ov�em 6�� je de�nov�no na plo�e M� a hladkost takov�hoto zobrazen� ani nen�
de�nov�na� 6 je regul�rn�	 tedy podle de�nice je hodnost jeho Jacobiho matice v�ude na V maxim�ln��
Lze tedy v ka�d�m bod
 v � V vybrat indexy i�� � � � � ik takov�	 �e

�6i� � � � � �6ik

�v�� � � � � vk
�v� 	- ��

Ozna�me � % Rn � Rk projekci x � Rn na sou�adnice xi� � � � � � xik � Rk � Potom � �6 m� nenulov�
determinant Jakobi�nu v bod
 v � V a podle v
ty o inverzn�m zobrazen� existuje �� �6��� na n
jak�m
okol� bodu ��6�v��� Pak ale 6�� �1 - �� �6��� � �� �1� je hladk� zobrazen� v bod
 1���6�u���

�����b Zobrazen� 1�x� - �x�6�x�� % U �� Rk�n je z�ejm
 hladk�	 prost� a regul�rn�	 tedy podle
+����a� je 1�U� k�dimenzion�ln� podvarieta v Rk�n �

�����c Dle v
ty o implicitn�ch funkc�ch	 zn�m� z diferenci�ln�ho po�tu funkc� v�ce prom
nn�ch	
existuje pro ka�d� x � M jeho otev�en� okol� U�x� v Rn�k a hladk� funkce gx % Rk �� Rn takov�	 �e
M �U�x� je grafem zobrazen� gx restringovan�ho na n
jakou otev�enou mno�inu /x v Rk � Pokryjeme M
�spo�etn
 mnoha� mno�inami U�x�	 ty pak spolu se zobrazen�mi g��

x tvo�� atlas� P�echodov� funkce jsou
toti� tvaru g��

y � gx	 co� jsou difeomor�smy�
�����d Nech2 �U�� f��� je atlas na variet
 M a �V
 � g
�
 atlas na variet
 N � Pak se d� p��mo�a�e

uk�zat	 �e �U� 
 V
 � h�
��
 	 kde zobrazen� h�
 jsou de�nov�na p�edpisem

h�
�x� y� - �f��x�� g
�y���

tvo�� atlas na M 
N �
�����e Pou�ijeme jednoduch� topologick� konstrukce nehausdor)ovsk�ho prostoru� Bu" p libovoln�

bod	 kter� nen�le�� do R a polo�me M - R � fpg� De�nujeme atlas na M sest�vaj�c� ze dvou map takto%

U� - R� f��x� - x pro v�echna x � R�
U� - R � f�g � fpg� f��x� - x pro v�echna x � R � f�g�

f��p� - ��



��

Obr�zek ��� Mapy pro kru�nici S�

Obr�zek ��� Stereogra�ck� projekce kru�nice S� na p��mku R�

Potom jedin� p�echodov� zobrazen� je identita na mno�in
 R � f�g	 co� je difeomor�smus	 tedy prostor
M s touto strukturou spl�uje axiomy variety	 ale nen� Hausdor)�v �body � a p nelze odd
lit disjunktn�mi
okol�mi��

�����a Uva�ujme zobrazen� F % Rn �� R	 F �x�� � � � � xn� - x�
� 0 � � � 0 x�

n� Potom Sn�� - fx �
Rn �F �x� - �g� Podle +����c� sta�� uk�zet	 �e pro v�echny body x � Sn�� m� zobrazen� F maxim�ln�
hodnost	 tedy �� Dost�v�me gradF - �$x�� � � � � $xn� - � pr�v
 tehdy	 kdy� x - �� Pro body sf�ry je tedy
gradF 	- � a sf�ra Sn�� je tedy podvarieta dimenze n� � v Rn �

Pro kru�nici S� � R� lze volit mapy nap��klad takto% bu" g�t� - �cos t� sin t� a g� - gj��� $��� g� -
gj���� ��� Potom f�U� - S��f�g� g��

� �� �U� - S��f��g� g��
� �g tvo�� atlas �viz obr� $*�	 nebo2 p�echodov�

funkce � - g��
� � g� je zobrazen�

��x� - x pro x � ��� ��

��x� - x� $� pro x � ��� $���

co� je difeomor�smus na ka�d� komponent
 sv�ho de�ni�n�ho oboru�
Pro sf�ru Sk lze u��t i tzv� stereogra�ck� projekce� Pro �severn� p;l� S - ��� � � � � �� �� i �ji�n� p;l�

J - ��� � � � � ����� sf�ry sestroj�me zobrazen� �S 	 �J 	 kter� ka�d�mu bodu sf�ry �vyjma p;lu samotn�ho�
p�i�ad� pr�se��k p��mky proch�zej�c� p;lem a dan�m bodem s nadrovinou Rk 	 prolo�enou �rovn�kem�
sf�ry �viz obr� $�	 $'��



��

Obr�zek �	� Stereogra�ck� projekce sf�ry S� na rovinu R�

Nap�� projekci �S lze vyj�d�it jako

�x�� � � � � xk��� �� �
x�

�� xk��
� � � � �

xk
�� xk��

��

Z�sk�v�me tak atlas slo�en� ze dvou map � p�echodov� funkce jsou difeomor�smy	 nebo2 mapy jsou
line�rn� lomen� zobrazen� v ka�d� slo�ce	 de�novan� na cel� sf��e bez p;lu�

�����b Zvolme parametrizaci toru takto n�sleduj�c�m zp�sobem% bu"

x - �R 0 r cos t� cos s

y - r sin t

z - �R 0 r cos t� sin s

parametrick� vyj�d�en� funkce f na R� a polo�me f� %- restrikce f na mno�inu Q� - ��� $��
��� $��� Roz�
myslete si	 �e zobrazen� f� je na Q� prost� a �e jeho obrazem je torus bez dvou kru�nic	 kter� se prot�naj�
v jednom bod
	 �f��Q��� f��

� � je tedy mapa� Obdobn�m zp�sobem de�nujeme Q� %- � ��
� �

��
� �
 � ��

� �
��
� �

Q� %- � 	�
� �

���
� � 
 � 	�

� �
���
� � a f� - f jQ� � f� - f jQ� � Mno�iny f��Q��	 f��Q��	 f��Q�� pokr�vaj� torus

�m�n
 map k jeho pokryt� nesta�� � a nyn� ji� snadno nahl�dneme	 �e mapy �f��Q��� f��
� �	 �f��Q��� f��

� �	
�f��Q��� f��

� � tvo�� atlas na T �	 nebo2 p�echodov� funkce jsou vyj�d�eny takto% nap��

��� - f��
� � f� % Q� � ���� $��
 f$�

&
g � f$�

&
g 
 ��� $��� �

� Q� � ��
$�
&
�

!�
&

�
 f$�g � f$�g 
 �
$�
&
�

!�
&

��

je de�novan� na komponent�ch sv�ho de�ni�n�ho oboru tak	 jak je nazna�eno na obr�zku $+
Na ka�d� komponent
 se jedn� o prost� line�rn� zobrazen�	 kter� je v�dy difeomor�smus	 tedy p�e�

chodov� funkce je rovn
� difeomor�smus�
�����d Symbol �x� bude ozna�ovat prvek RPn jako�to t��du ekvivalence � p��slu�nou prvku x� Tedy

�x� - �y� pr�v
 tehdy kdy� �� 	- �� y - �x� De�nujme mapy%

Vi %- f�x�� � � � � xn����xi 	- �g� i - �� � � � � n 0 ��

fi % Vi � R
n

�x�� � � � � xi��� �� xi��� � � � � xn��� �� �x�� � � � � xi��� xi��� � � � � xn���

Zobrazen� fi je tedy de�nov�no pomoc� toho reprezentanta t��dy �x�	 pro n
j� je xi - �� Z�ejm
 je
RP

n -
Sn��
i�� Vi a fi je prost� zobrazen� Vi na Rn � P�echodov� funkce jsou pak ur�eny takto% pro i � j	

�x� � Vi � Vj pi�me

�x� - �x�� � � � � xi��� �� xi��� � � � � xn��� - �
x�

xj
� � � � �

xi��

xj
�

�
xj
�
xi��

xj
� � � � � �� � � � �

xn��

xj
��



��

�s� t�

�s� t�

�s� t�

�s� t�

�s� t 0 $��

�s 0 $�� t�

�s 0 $�� t 0 $��

�

�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
���

��
�

�

��
�

$�

��
�

� $���
�

id �

Obr�zek �
� P�echodov� funkce pro torus

Je tedy

fi��x�� - �x�� � � � � xi��� xi��� � � � � xn���

fj��x�� - �
x�

xj
� � � � �

xi��

xj
�

�
xj
�
xi��

xj
� � � � �

xn��

xj
��

Je z�ejm


fi�Vi � Vj� - R
n � fuj�� - �g�

fj�Vi � Vj� - R
n � fui - �g�

P�echodov� funkce �ji - fj � f��
i je tedy de�nov�na jako

�ji�u�� � � � � ui��� ui� � � � � un� - �
u�

uj��
� � � � �

ui��

uj��
�

�
uj��

�
ui
uj��

� � � � �
un
uj��

��

Pro n�zornost uva�ujme p��pad n - $� M�me zde nap��klad pro i - �� j - $%

�x� - ��� y� z� - �
�
y
� ��

z

y
��

fi��x�� - �y� z�

fj��x�� - �
�
y
�
z

y
�

a tedy

����u�� u�� - �
�
u�
�
u�

u�
��

Zobrazen� ��� je de�nov�no na R� �fu� - �g	 na t�to mno�in
 je prost� a ka�d� z jeho slo�ek je hladk�	
tedy ��� je hladk� a ���

�� z�ejm
 tak�	 je to tedy difeomor�smus� Tuto �vahu lze zopakovat pro ostatn�
kombinace i � j a analogick� tvrzen� lze dok�zat stejn�m zp�sobem v p��pad
 RPn pro obecn� n � N�

�����e Popi�me si prvky � � Gr��� jako � - LO�v�� v��	 kde v�� v� � R� jsou line�rn
 nez�visl��
De�nujme pak mapy

Vij %- f� � Gr����x � � -� xi 	- � � xj 	- �g
De�nujme zobrazen� fij % Vij � R� nap�� pro i - $� j - & takto% V�� - f� � Gr���� ��� �� �� �� �g a tedy

�� � Gr��� � x�� �x�� �� �� � �

� x�� �x�� �� �� � ��

Klademe tedy

f�� % V�� � R
�

� �� �x�� x��



�	

Obdobn�m zp�sobem de�nujeme mapy pro indexy �$ a �&� P�echodov� funkce pak jsou de�nov�ny takto%
bu" nap�� � - �$� � - $&

V� � V
 - f� � ��� �� �� �� �<��� �� �� �� �g�
Pak lze ps�t

� - LO���� �� z��� ��� �� z��� - LO��x�� �� ��� �x�� �� ����

kde nav�c z� 	- � a x� 	- �� Proto�e se jedn� o dva r�zn� z�pisy t��e nadroviny v R� 	 dost�v�me snadn�m
v�po�tem

x� -
�
z�

x� - �z�

z�

Potom

f����� - �z�� z��

f����� - �x�� x�� - ��z�

z�
�

�
z�

�

Je tedy z�ejm


�
��z�� z�� - f���f��
�� �z�� z��� - ��z�

z�
�

�
z�

��

co� je z�ejm
 difeomor�smus mno�iny R� � fu� - �g na R� � fu� - �g�
Pro obecnou varietu Grk�n zavedeme mapy obdobn�m zp�sobem% polo�me pro ka�dou k�prvkovou

podmno�inu K mno�iny f�� � � � � ng
VK %- f� � Grk�n�x � � -� �i � K�xi 	- �g

Bu" nyn� K - fi� � � � � � ikg zvolena pevn
 a uva�ujme l � f�� � � � � kg� Rozmyslete si	 �e pro ka�d�
� � VK existuje pr�v
 jedna �n� k��tice ��sel

X l - �xlj� � � � � � x
l
jn�k

� � Rn�k

tak	 �e
�xlj� � � � � � �� � � � � �� � � � � �� � � � � x

l
jn�k

� � �

�na k m�stech indexovan�ch mno�inou K jsou nuly �s v�jimkou il�t�ho m�sta	 kde je jedni�ka�	 zbyl�ch
n � k m�st je obsazeno ��sly xlj� � � � � � x

l
jn�k

�� Tuto �vahu u�in�me pro v�echna l � f�� � � � � kg a nakonec
klademe

fK��� %- �X�� � � � � Xk� � R�n�k�k �

�����f 
GLnR% jeliko� funkce det % MnR �� R je spojit�	 je mno�ina fA � MnR� det A - �g uzav�en�	

GLnR je tedy otev�en� v Rn
�

a podle +����a� je to tedy varieta dimenze n��
SLnR% sta�� dok�zat	 �e zobrazen� det % MnR �� R je regul�rn� na SLnR - det�����	 potom podle

+����c� je SLnR varieta dimenze n� � ��
Determinant je �neline�rn�� funkce n� prom
nn�ch a jeho diferenci�l je line�rn� zobrazen� D det %

Rn
� �� R	 jeho� ij�t� slo�ka m� tvar

�D det�ij -
d

dt

����
t��

det�A 0 tXij��

kde Xij je matice s jedni�kou na m�st
 ij a s nulami jinde� Rozvineme�li determinant uvnit� tohoto v�razu
podle j�t�ho sloupce	 dostaneme

�D det�ij -
d

dt

����
t��

�det�A� 0 t det 8Aij� - det 8Aij �

kde 8Aij je submatice vznikl� vynech�n�m i�t�ho ��dku a j�t�ho sloupce z matice A� Jeliko� v�ak detA - �	
existuje index ij takov�	 �e submatice 8Aij m� nenulov� determinant	 tedy alespo� jedna slo�ka zobrazen�
D det je nenulov�	 tedy toto zobrazen� m� maxim�ln� hodnost ��

OnR% Ztoto�n
me prostor v�ech symetrick�ch matic n
 n

SymnR - fA �MnR�At - Ag



�


s prostorem R�n��
� �� Uva�ujme zobrazen�

F % MnR �� SymnR

A �� AtA�

Potom OnR - F���E�� Sta�� dok�zat	 �e zobrazen� F je regul�rn� na OnR	 potom podle +����c� je OnR

varieta dimenze n� � �n��
�

�
-
�
n
�

�
�

Diferenci�l zobrazen� F je line�rn� zobrazen�

DF % Rn
� �� R�n��

� �

X �� d

dt

����
t��

F �A 0 tX��

Sta�� a je t�eba dok�zat	 �e pro A � OnR je DF zobrazen� na R�n��
� � � SymnR� Vyj�d�eme tedy

DF �X� -
d

dt

����
t��

F �A 0 tX� -
d

dt

����
t��

�A 0 tX�t�A 0 tX� -

-
d

dt

����
t��

�AtA 0 AttX 0 tXtA 0 t�XtX� - AtX 0 XtA�

Je tedy t�eba dok�zat	 �e pro ka�dou matici A � OnR a ka�dou matici B � SymnR existuje matice
X takov�	 �e

B - AtX 0 XtA�

Jeliko� je matice B symetrick�	 lze ps�t B - C0Ct	 kde koe�cienty matice C jsou d�ny pomoc� koe�cient�
matice B takto%

cij - bij � i � j

cij -
�
$
bij � i - j

cij - �� i � j�

Potom AtX - C pr�v
 tehdy kdy� XtA - Ct	 matice X je tedy d�na rovnic� AtX - C� Jeliko� A je
regul�rn� matice	 m� tato soustava pr�v
 jedno �e�en� X - �At���C� Zobrazen� DF je tedy surjektivn�	
tzn� m� maxim�ln� hodnost�

SOnR% Pro ka�dou matici A � OnR plat� detA - ��� Ov�em determinant je spojit� funkce	 Lie�
ova grupa OnR m� tedy dv
 komponenty dan� hodnotami �� tohoto determinantu� Ka�d� z kompo�
nent je v�ak sama o sob
 varietou stejn� dimenze �je to otev�en� podmno�ina variety�� SOnR - fA �
OnR� det A - �g je tedy varieta a Lieova podgrupa	 jej� dopln
k fA � OnR� det A - ��g je v�ak pouze
podvarieta	 ale nikoli podgrupa � nen� uzav�en� na n�soben��

Dok�zat	 �e v�echny uveden� p��klady jsou z�rove� Lieov�mi grupami	 je snadn�� Sta�� toti� dok�zat
hladkost grupov�ch operac� n�soben� a inverzn� matice v GLnR	 jejich hladkost pro podgrupy je pak
rovn
� zaru�ena� Hladkost n�soben� je z�ejm�	 hladkost inverze lze odvodit z Cramerova pravidla �prvky
inverzn� matice jsou vyj�d�eny jako pod�ly subdeterminant� a determinantu cel� matice��

Te�n� a kote�n� prostor

	��� Bu" �U��� mapa na M 	 m � M a hm % TmM � Rn zobrazen�	 kter� te�n�mu vektoru �
�xi

p�i�ad� vektor ei kanonick� b�ze Rn � Lze ztoto�nit

�m	UTmM � U 
 R
n �

De�nujme mapu 8� % U 
 Rn � Rn 
 Rn pomoc� 8� - ��� hm�� pro n
jak� bod m � U � Potom
p�echodov� funkce pro U�U � takov�	 �e m � U � U � je

8�� � 8��� - ��� � ���� h�m � h��
m ��

Jej� prvn� slo�ka je p�echodov� funkce pro M 	 tedy difeomor�smus	 druh� slo�ka je �zm
na sou�adnic�
x�i - x�i�x�� � � � � xn�� Plat� ov�em

�

�xi
-

nX
k��

�x�k
�xi

�

�x�k
�

tedy i toto zobrazen� je difeomor�mus�
TM je tedy varieta dimenze $n�



��

	��	 Je�li X hladk� vektorov� pole	 je podle de�nice

�X�g���m� - �X�m���g� -
nX
i��

�i�m�
�g

�xi
�m�

pro ka�dou mapu �U��� na M 	 p�i�em� funkce �i jsou na U hladk�� Funkce �g
�xi

jsou ov�em tak� hladk�
�pro g hladkou� a tedy i X�g� je hladk��

Na druhou stranu	 v dan� map
 �U��� de�nujeme funkce gk�m� %- xk	 k - �� � � � � n	 potom

X�gk� -
nX
i��

�i�m�
�xk
�xi

- �k�

tedy funkce �k jsou hladk� na U �

Integrace forem

�
����a Podle pozn�mky ���
 po��t�me integr�l p�es �et
zec	 kter� parametrizuje sf�ru S� s v�jim�
kou podmno�iny dimenze �� Za takov� �et
zec m��eme volit sf�rick� sou�adnice%

1 %

�����
x - cos� cos �

y - cos� sin �

z - sin�

� � ���
� �

�
� �� � � ��� $��� Potom 1� - �� sin� cos ��� sin� sin �� cos��� 1� - �� cos� sin �� cos� cos �� ���

Tedy p�i ozna�en� dx - 1� dx atd� dost�v�me p�enos

dx - � sin� cos � d�� cos� sin � d�

dy - � sin� sin � d� 0 cos� cos � d�

dz - cos�d�

1�
 - �sin� cos�d� � d�

Zvolen� po�ad� prom
nn�ch �� � ur�uje sm
r norm�ly% zvolme nap�� bod ��� �� v parametrick� mno�in
	
v tomto bod
 je 1���� �� - ��� �� �� a 1���� �� - ������ ��� Tedy

1���� ��
 1���� �� - ��� �� ���

co� je norm�la sm
�uj�c� v bod
 1��� �� - ���� �� �� dovnit�� Pro zvolen� po�ad� prom
nn�ch je tedy
nutno br�t v�sledn� integr�l s opa�n�m znam�nkem� Je tedyZ

S�
dx � dy - �

Z
���

� �
�
� ��������

1�
 -
Z ��

�

Z �
�

��
�

sin� cos�d�d� - ��

�
����b Zde m��eme volit modi�kovan� sf�rick� sou�adnice%

1 %

�����
x - a cos� cos �

y - b cos� sin �

z - c sin�

� � ��� �� �� � � �o� $��� V�sledek% �ab�
�
����c Zde m��eme volit parametrizaci%

1 %

�����
x -

p
t� 0 �

y - t cosu

z - t sinu

t � ��� ��� u � ��� $��� V�sledek% ��
	 �

�
����d Zde m��eme volit parametrizaci%

1 %

�����
x - r cos�

y - r sin�

z - �
�r

�

r � ��� ��� � � ��� �� �� V�sledek% �
� �



��

�
����a Podle Stokesovy v
ty je
R
S�

 -

R
B� d
	 kde B� zna�� jednotkovou kouli v R�	 jej�� okrajem

je pr�v
 S�� Pro 
 - dx � dy je v�ak d
 - ��
�
����b Podle Stokesovy v
ty je

R

 
 -

R
�
 � pro n
kterou formu � 	 pro ni� d� - 
� P��eme�li

� - f�y� dx0g�x� dy	 dost�v�me ze vztahu d� - 
 soustavu diferenci�ln�ch rovnic	 kterou �e�� nap��klad
f�y� - � �

�y
�	 g�x� - �

�x
��

Okraj / lze zapsat jako �et
zec �/ - d� 0 d� 0 d� 0 d	 � c	 kde

d� - *��� t� t�

d� - *��t� �� t�

d� - *�t� ���t�
d	 - *�t� t� ��

c - e��it

p�i�em� v�dy t � h�� �i� Potom Z
�


� -
!
&
� �

$
�

�
����c Uv
domte si	 �e kraj v�lcov� plochy je �et
zec �M - ca � cb	 kde cx je kru�nice�����
x - cos�

y - sin�

z - x

� � ��� $��� x - a� b� �Viz pravidlo lev� ruky !�$'�� Potom
R
M

d
 -
R
�M


 - ��b� a��
�
����d Kraj M je �et
zec c� 0 c� � c�	 kde jednotliv� s��tance dostaneme postupn
 dosazen�m

� - �
	 � � - �

� � � - �� Potom
R
M

d
 -
R
�M


 - � �
	 �

�
����e Bu"
��t� %- �cos t� sin t�� t � h�� $�i

k�ivka parametrizuj�c� jednotkovou kru�nici� PotomZ
�


 -
Z
�

x

x� 0 y�
dy �

Z
�

y

x� 0 y�
dx -

Z ��

�
cos� t 0 sin� t dt - $��

Pokud by v�ak existovala f takov�	 �e df - 
	 m
li bychom dle Stokesovy v
tyZ
�


 -
Z
�

df -
Z
��

f - f���� f��� - ��

co� je spor�
�
����f M��eme ps�t nap��


 -
nX
i��

����i�� xi
rn

dx� � � � � � dxi�� � dxi�� � � � � � dxn � En���Rn � f��� � � � � ��g��

kde

r - �
nX
i��

x�
i �

�
� �

U�ijeme�li vztahu
�rn

�xi
- nrn�� �r

�xi
- xinr

n���

dost�v�me

d
 -
nX
i��

����i��
rn � xi

�rn

�xi

r�n
dxi � dx� � � � � � dxi�� � dxi�� � � � � � dxn -

-
nX
i��

����i�� r
n � x�

inr
n��

r�n
����i�� dx� � � � � � dxn - ��

Pro n - & je speci�ln



 -
�

�x� 0 y� 0 z��
�
�

�x dy dz � y dx dz 0 z dx dy��



��

Kdyby forma 
 byla exaktn�	 existovala by forma � � En���Rn�f��� � � � � �g� takov�	 �e d� - 
� Ozna��me�
li S� a S� horn� a doln� polosf�ru jednotkov� sf�ry S�	 je podle Stokesovy v
tyZ

S�

 -

Z
S�


 0
Z
S�


 -
Z
�S�

� 0
Z
�S�

��

Zvol�me�li orientaci polosf�r S� a S� v obou p��padech ven	 je jejich spole�n� hranice �rovn�k� �S� resp�
�S� orientov�na opa�n
	 symbolicky �S� - ��S�� Je tedyZ

�S�

� 0
Z
�S�

� - ��

Uk��eme v�ak	 �e Z
S�

 	- ��

Parametrizujme sf�ru S� sf�rick�mi sou�adnicemi takto% Zobrazen�

1 % / �� S�

de�novan� na mno�in

/ - ���

$
�
�

$
�
 ��� $��

jako

x - cosu cos v

y - cosu sin v

z - sinu

je prost� regul�rn� zobrazen� / na S� �bez jednoho poledn�ku a p;l��� d1 lze potom vyj�d�it jako

dx - � sinu cos v du � cosu sin v dv

dy - � sinu sin v du 0 cosu cos v dv

dz - cosu du �

P�enos diferenci�ln� formy 
 na / pomoc� zobrazen� 1 je pak

1�
 - �cosu cos v �� cos� u cos v� 0 cosu sin v �� cos� u sin v� 0

0 sinu �� sinu cosu cos� v � sinu cosu sin� v�� du � dv -

- ��cos� u 0 sin� u� cosu du � dv - � cosu du � dv�

co� umo��uje spo��tat integr�lZ
S�

 -

Z �
�

��
�

Z ��

�
1�
 -

Z �
�

��
�

�Z ��

�
� cosu dv

�
du - �$�

Z �
�

��
�

cosu du - �*��

Integrace funkc� na Riemannov�ch variet	ch

���	 Je z�ejm
 V � V T - G a z v
ty o n�soben� determinant� plyne �det V �� - detG�
�����a Pro kru�nici vol�me parametrizaci � % x - cos�	 y - sin�	 � � ��� $��	 potom k��k - � a

tedy dS - d� a Z
S�

dS -
Z ��

�
� d� - $��

Pro sf�ru vol�me stejnou parametrizaci jako v p��kladu ����$�a� Dost�v�me tedy

E - h1��1�i - cos� � 0 sin� � - �

F - h1��1�i - �

G - h1��1�i - cos� �

Odtud dS -
p
EG� F � d� d� - cos�d�d� aZ

S�
dS -

Z �
�

��
�

Z ��

�
cos�d�d� - *��



��

�����b P�i zadan� parametrizaci 1 je 1r - �cos�� sin�� �� a
1� - ��r sin�� r cos�� ��� Tedy

E - h1r�1ri - cos� � 0 sin� � - �

F - h1r�1�i - �r cos� sin� 0 r sin� cos� - �

G - h1��1�i - r� sin� � 0 r� cos� � 0 � - r� 0 �

Odtud dS -
p
EG� F � dr d� -

p
r� 0 � dr d� aZ

M

f dS -
Z ��

�

Z R

�
�r� 0 �� dr d� - $�

�
R�

&
0 R

�
�

�����c Vol�me nap�� parametrizaci x - t cos�	 y - t sin�	 z - t	 t � ��� T �	 � � ��� $��� Potom
E - $	 F - �	 G - t� a Z

M

f dS -

p
$�T �

&
�

�����d Vol�me nap�� parametrizaci x - r cos�	 y - r sin�	 z - t	 t � �a� b�	 � � ��� $��� Potom
E - r�	 F - �	 G - � a Z

M

f dS - �r�b� � a���



��
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