
Cvičeńı z Kalkulu 3
Zimńı semestr 2023-2024

1. cvičeńı
1. Rozhodněte, zda následuj́ıćı množiny jsou otevřené, respektive uzavřené.

(i) { 1
n : n ∈ N} ∪ {0}

(ii) { 1
n : n ∈ N}

(iii) {(x, y) ∈ R2 : x ≥ 0, y ≥ 0, x+ y ≤ 2}
(iv) {(x, y) ∈ R2 : x > 0, y ≥ 0, x+ y ≤ 2}
(v) {2n : n ∈ N}
(vi) {(x, y) ∈ R2 : x = y, x ≥ 1}
(vii) {(x, y) ∈ R2 : x > 0, y > 0, x+ y < 2}

2. Dokažte, že (X, ρ) je metrický prostor.
(i) X libovolná množina, ρ(x, y) = 1 pro x ̸= y, ρ(x, x) = 0
(ii) X = C([a, b]), množina všech spojitých funkćı na intervalu [a, b],

ρ(f, g) = supx∈[a,b] |f(x)− g(x)|
3. Rozhodněte, zda následuj́ıćı funkce definuj́ı metriku na R.

(i) ρ(x, y) = |x2 − y2|
(ii) ρ(x, y) = |x3 − y3|
(iii) ρ(x, y) = (x− y)2

(iv) ρ(x, y) = max{|x− y|, 1}
(v) ρ(x, y) = |x− y|+ |x2 − y2|

Výsledky: 1. (i) uzavřená, neńı otevřená; (ii) neńı otevřená ani uzavřená; (iii) uzavřená, neńı
otevřená; (iv) neńı otevřená ani uzavřená; (v) uzavřená, neńı otevřená; (iv) uzavřená, neńı
otevřená; (vii) otevřená, neńı uzavřená.
3. (i) ne; (ii) ano; (iii) ne; (iv) ne; (v) ano.

2. cvičeńı
1. Muśı pro množiny A, B v metrickém prostoru platit A ∩B = A ∩B?
2. Na R× R definujme funkci

ρ(x, y) =


1, |x− y| ∈ R \Q,
1
2 , |x− y| ∈ Q \ {0},
0, x = y.

Dokažte, že ρ je metrika na R. Charakterizujte všechny otevřené, uzavřené a kompaktńı množiny
v této metrice.
3. Dokažte, že posloupnost fn(x) = xn, x ∈ [0, 1], nemá limitu v (C([0, 1]), ρsup).
4. Uvažujme R s diskrétńı metrikou

ρ(x, y) =

{
1, x ̸= y,

0, x = y.

Charakterizujte všechny otevřené, uzavřené a kompaktńı množiny v této metrice.
5. Rozhodněte, zda spojitý obraz uzavřené množiny muśı být uzavřená množina.
6. Rozhodněte, zda spojitý obraz otevřené množiny muśı být otevřená množina.

Výsledky: 1. ne; 2. a 4. všechny podmnožiny R jsou otevřené i uzavřené; kompaktńı množiny
jsou ty, které maj́ı konečný počet prvk̊u; 5. ne; 6. ne.

3. cvičeńı
1. Necht’ 1 ≤ p ≤ ∞. Najděte všechna γ ∈ R, pro která funkce f(x) = xγ , x ∈ (0, 1), patř́ı do
prostoru Lp(0, 1).
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2. Najděte funkci f na R, která je esenciálně omezená, ale neńı omezená.
3. Necht’ 1 < p < q < ∞. Dokažte, že L∞(0, 1) ⊆ Lq(0, 1) ⊆ Lp(0, 1) ⊆ L1(0, 1).
4. Najděte f ∈ L1(0, 1) \ L2(0, 1).
5. Necht’ 1 ≤ p ≤ ∞. Najděte všechna α ∈ R, pro která posloupnost an = nα, n ∈ N, patř́ı do
prostoru ℓp.
6. Dokažte, že ℓ1 ⊆ ℓ2.
7. Spočtěte ∥f∥∞, kde

f(x) =


0, x ∈ R \ [0, 2],
1, x ∈ [0, 1) ∪ (1, 2],

2, x = 1.

8. Najděte f ∈ L3(0, 1) \ L4(0, 1).
9. Najděte f ∈ ℓ4 \ ℓ3.
10. Najděte f ∈ L3(R) \ L4(R).
11. Najděte f ∈ L4(R) \ L3(R).
12. Najděte f ∈ L1(0, 1) takovou, že f /∈ Lp(0, 1) pro žádné p > 1.

Výsledky: 1. γ > −1/p, je-li 1 ≤ p < ∞; γ ≥ 0, je-li p = ∞; 5. α < −1/p, je-li 1 ≤ p < ∞; α ≤ 0,
je-li p = ∞; 7. 1.

4. cvičeńı
1. Rozhodněte, pro která p ∈ [1,∞] následuj́ıćı posloupnosti konverguj́ı v ℓp.

(i) {1, 1, . . . , 1, 0, . . . , 0, . . . }, (n-krát);
(ii) { 1

n ,
1
n , . . . ,

1
n , 0, . . . , 0, . . . }, (n-krát);

(iii) {1, 2, 3, . . . , n, 0, . . . , 0, . . . };
(iv) { 1√

n
, 1√

n
, . . . , 1√

n
, 0, . . . , 0, . . . }, (n-krát).

2. Dokažte, že operace ⟨{ak}, {bk}⟩ =
∑∞

k=1 akbk definuje skalárńı součin na prostoru ℓ2. Poté s
použit́ım Věty 16 z přednášky dokažte, že ℓ2 je Hilbert̊uv prostor.
3. Necht’ ℓ20 je prostor všech komplexńıch posloupnost́ı, které maj́ı konečně mnoho nenulových

prvk̊u. Na tomto prostoru uvažujme skalárńı součin ⟨{ak}, {bk}⟩ =
∑∞

k=1 akbk. Dokažte, že ℓ20 s
t́ımto skalárńım součinem neńı Hilbert̊uv prostor.
4. Necht’ je v Hilbertově prostoru L2(−1, 1) dána funkce f(x) = x. Popǐste f⊥ a nalezněte
nějakou nenulovou funkci g, která patř́ı do f⊥.
5. Necht’ je v Hilbertově prostoru L2(−1, 1) dán podprostor Y = {f ∈ L2(−1, 1) : f je lichá funkce}.
Nalezněte Y ⊥.

Výsledky: 1. (i) nekonverguje pro žádné p ∈ [1,∞]; (ii) p ∈ (1,∞]; (iii) nekonverguje pro žádné
p ∈ [1,∞]; (iv) p ∈ (2,∞].

4. f⊥ = {g ∈ L2(−1, 1) :
∫ 1
−1 xg(x) dx = 0}; např. g = 1.

5. Y ⊥ = {g ∈ L2(−1, 1) : g je sudá funkce}.

5. cvičeńı
1. V následuj́ıćıch př́ıkladech je dán Hilbert̊uv prostor H, jeho uzavřený podprostor Y a bod
x0 ∈ H. Najděte nějakou ortonormálńı bázi Y a určete nejbližš́ı bod v Y k bodu x0.

(i) H = L2([−1, 1]), Y je podprostor tvořený polynomy stupně nejvýše 2, x0(t) = sin t;
(ii) H = ℓ2, Y je lineárńı obal množiny {(2−n)∞n=1, (3

−n)∞n=1}, x0 = (1, 0, 0, . . . );
(iii) H = L2([−1, 1]), Y je podprostor tvořený polynomy stupně nejvýše 1, x0(t) = cos t;
(iv) H = L2([0, 1], t dt), Y je lineárńı obal množiny {1, t2}, x0(t) = t;
(v) H = L2((0,∞), e−t dt), Y je lineárńı obal množiny {1, e−2t}, x0(t) = e−3t.



3

Výsledky: 1. (i) ON báze je např́ıklad { 1√
2
,
√
3√
2
t,

√
45√
8
(t2− 1

3)}; nejbližš́ı bod je 3(sin 1−cos 1)t; (ii)

ON báze je např́ıklad {(
√
3 ·2−n)∞n=1, (

√
200(3−n− 3

5 ·2
−n))∞n=1}; nejbližš́ı bod je (−5

2 ·2
−n+ 20

3 ·
3−n)∞n=1; (iii) ON báze je např́ıklad { 1√

2
,
√
3√
2
t}; nejbližš́ı bod je sin 1; (iv) ON báze je např́ıklad

{
√
2,
√
24(t2− 1

2)}; nejbližš́ı bod je 4
5 t

2+ 4
15 ; (v) ON báze je např́ıklad {1,

√
45
2 (e−2t− 1

3)}; nejbližš́ı
bod je 1

4 + 45
48(e

−2t − 1
3).

6. cvičeńı
1. Najděte reálnou Fourierovu řadu 2π-periodické funkce f , která je na intervalu [−π, π) zadána
následuj́ıćım předpisem.

(i) f(x) = cos 2x+ sin 3x;
(ii) f(x) = x;
(iii)

f(x) =

{
0, x ∈ [−π, 0),

3, x ∈ [0, π);

(iv)

f(x) =

{
0, x ∈ [−π, 0),

x, x ∈ [0, π);

(v) f(x) = 1 + sin 2x+ cos 4x;
(vi) f(x) = π2 − x2.

Výsledky: 1. (i) cos 2x + sin 3x; (ii) −2
∑∞

n=1
(−1)n

n sinnx; (iii) 3
2 +

∑∞
k=0

6
(2k+1)π sin(2k + 1)x;

(iv) π
4 +

∑∞
n=1

1
πn2 ((−1)n − 1) cosnx −

∑∞
n=1

(−1)n

n sinnx; (v) 1 + sin 2x + cos 4x; (vi) 2π2

3 +

4
∑∞

n=1
(−1)n+1

n2 cosnx.

7. cvičeńı
1. Je následuj́ıćı zobrazeńı norma na L1([0, 1]) (chápeme-li L1([0, 1]) jako prostor tř́ıd ekvivalence
vzhledem k rovnosti s.v.)?

(i) ∥f∥ =
∫ 1
0 |f(t)| dt;

(ii) ∥f∥ =
∫ 1

2
0 |f(t)| dt;

(iii) ∥f∥ =
(∫ 1

0 |f(t)|2 dt
) 1

2
.

2. Je následuj́ıćı zobrazeńı norma na prostoru X = {p : p je polynom na [0, 1]}?
(i) ∥p∥ = sup{|p(t)| : t ∈ [0, 1]};
(ii) ∥p∥ =

∫ 1
0 p(t) dt;

(iii) ∥p∥ = |p(0)|.
3. Spočtěte normu funkcionálu φ na prostoru X a zjistěte, zda φ své normy nabývá.

(i) X = ℓ∞, φ({xn}∞n=1) =
∑∞

n=1 2
−nxn;

(ii) X = C([0, 1]), φ(f) =
∫ 1
0 (t−

1
2)f(t) dt;

(iii) X = L∞([0, 1]), φ(f) =
∫ 1
0 (t−

1
2)f(t) dt;

(iv) X = ℓ1, φ({xn}∞n=1) =
∑∞

n=1 xn;

(v) X = ℓ1, φ({xn}∞n=1) =
∑∞

n=1(1−
1
n)x2n;

(vi) X = C([0, 1]), φ(f) = f(0);
(vii) X = C([0, 1]), φ(f) = f(0)− f(1);

(viii) X = C([0, 1]), φ(f) =
∫ 1
0 tf(t) dt;

(ix) X = L1([0, 1]), φ(f) =
∫ 1

2
0 f(t) dt.
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Výsledky: 1. (i) ano; (ii) ne; (iii) ne.
2. (i) ano; (ii) ne; (iii) ne.
3. (i) 1, nabývá se; (ii) 1/4, nenabývá se; (iii) 1/4, nabývá se; (iv) 1, nabývá se; (v) 1, nenabývá
se; (vi) 1, nabývá se; (vii) 2, nabývá se; (viii) 1/2, nabývá se; (ix) 1, nabývá se.

8. cvičeńı
1. V př́ıkladech ńıže dokažte, že T : X → Y je omezené lineárńı zobrazeńı, spočtěte jeho normu
a rozhodněte, zda T své normy nabývá. Dále odpovězte na následuj́ıćı otázky:

• Je zobrazeńı T prosté? Pokud ne, určete jeho jádro.
• Je zobrazeńı T na?

(i) X = Y = ℓ2, T ({xn}∞n=1) = {xn
n }∞n=1;

(ii) X = ℓ1, Y = ℓ∞, T ({xn}∞n=1) = {x1 + · · ·+ xn}∞n=1;
(iii) X = Y = Lp([0, 1]), p ∈ [1,∞], Tf = fχ[0,1/2];

(iv) X = Y = ℓ2, T ({xn}∞n=1) = (x2, x3, x4, . . . );
(v) X = Y = C([0, 1]), Tf(t) = f(1− t);
(vi) X = Y = Lp([0, 1]), p ∈ [1,∞], Tf(t) = (t− 1

2)f(t).

Výsledky: 1. (i) ∥T∥ = 1, nabývá se, T je prosté, neńı na; (ii) ∥T∥ = 1, nabývá se, T je prosté,
neńı na; (iii) ∥T∥ = 1, nabývá se, T neńı prosté, kerT = {f ∈ Lp([0, 1]) : f = 0 s.v. na [0, 1/2]},
T neńı na; (iv) ∥T∥ = 1, nabývá se, T neńı prosté, kerT = {{xn}∞n=1 : xk = 0 pro k ≥ 2}, T
je na; (v) ∥T∥ = 1, nabývá se, T je prosté a na; (vi) ∥T∥ = 1/2, nenabývá se pro p ∈ [1,∞),
nabývá se pro p = ∞, T je prosté, neńı na.

9. cvičeńı
1. Spočtěte Fourierovu transformaci následuj́ıćıch funkćı.

(i) f(x) = xχ(−1,1)(x);
(ii) f(x) = xχ(− 1

4
, 1
4
)(x);

(iii) f(x) = (x− 1)χ(0,2)(x);
(iv) f(x) = x sinxχ(−1,1)(x);

(v) f(x) = χ(0,1)(x), odtud pak odvod’te pomoćı vlastnost́ı Fourierovy transformace Fourie-
rovu transformaci funkce g(x) = χ(4,6)(x);

(vi) f(x) = (1− |x|)χ(−1,1)(x);

(vii) f(x) = e−|x|;

(viii) f(x) = cosxe−|x|.

Výsledky: 1. (i) f̂(t) = i
√

2
π (

cos t
t − sin t

t2
), t ̸= 0, f̂(0) = 0; (ii) f̂(t) = 1

16 · i
√

2
π

( cos t
4

t
4

− sin t
4

t2

16

)
,

t ̸= 0, f̂(0) = 0; (iii) f̂(t) = i
√

2
πe

−it( cos tt − sin t
t2

), t ̸= 0, f̂(0) = 0; (iv) f̂(t) = 1√
2π
( cos(t−1)

t−1 −
sin(t−1)
(t−1)2

− cos(t+1)
t+1 + sin(t+1)

(t+1)2
), t /∈ {−1, 1}, f̂(−1) = f̂(1) = 1√

2π
( sin 2

4 − cos 2
2 ); (v) f̂(t) = 1√

2π
1−e−it

it ,

ĝ(t) = 1√
2π

e−4it−e−6it

it ; (vi) f̂(t) =
√

2
π
1−cos t

t2
, t ̸= 0, f̂(0) = 1√

2π
; (vii) f̂(t) =

√
2
π

1
1+t2

; (viii)

f̂(t) =
√

2
π
t2+2
t4+4

.

10. cvičeńı
1. Najděte reálnou a imaginárńı část následuj́ıćıch komplexńıch č́ısel.

(i) 1
i ;

(ii) 1+i
1−i .

2. Najděte všechny hodnoty komplexńıch odmocnin (tj. všechna řešeńı rovnice zn = a, pokud je
v zadáńı uvedeno n

√
a).

(i) 3
√
1;



5

(ii)
√
i− 1.

3. V jakých bodech maj́ı následuj́ıćı funkce derivaci podle komplexńı proměnné?
(i) f(z) = |z|;
(ii) f(z) = |z|2 + i Im(z2);
(iii) f(z) = |z|2;
(iv) f(z) = z;
(v) f(z) = |(Re z)2 − (Im z)2|+ 2i|Re z · Im z|.

4. Necht’ f je holomorfńı funkce na C, která nabývá pouze reálných hodnot. Dokažte, že f je
konstantńı.
5. Necht’ f je holomorfńı funkce na C taková, že f je holomorfńı. Dokažte, že f je konstantńı.

Výsledky: 1. (výsledek ve tvaru Re z, Im z) (i) 0,−1; (ii) 0, 1.

2. (i) 1, −1
2 + i

√
3
2 , −1

2 − i
√
3
2 ; (ii) 4

√
2(cos 3

8π + i sin 3
8π),

4
√
2(cos 11

8 π + i sin 11
8 π).

3. (i) nikde; (ii) v bodech, kde Im z = 0; (iii) v bodě 0; (iv) nikde; (v) v bodech, kde 0 < Im z <
Re z, nebo Re z < Im z < 0, nebo 0 < −Re z < Im z, nebo Im z < −Re z < 0.

11. cvičeńı
1. Spočtěte

∫
γ f , kde

(i) f(z) = Im z, γ(t) = eit, 0 ≤ t ≤ π;
(ii) f(z) = Re z, γ je orientovaný interval [0, 1 + i].

2. Spočtěte
∫
γ f , kde f(z) = 1

z(z2−1)
a γ je kladně orientovaná kružnice o poloměru 1

2 a středu

(i) 0; (ii) 1; (iii) 2.
3. Spočtěte

∫
γ f , kde f(z) = 1

z2(z2−1)
a γ je kladně orientovaná kružnice o poloměru 1

2 a středu

(i) 0; (ii) 1; (iii) 2.
4. Spočtěte

∫
γ f , kde γ je kladně orientovaná kružnice o středu 0 a poloměru 2 a (i) f(z) = ez

z2−1
;

(ii) f(z) = ez−z
z2−1

; (iii) f(z) = sin(z+i)
z2+1

.

Výsledky: 1. (i) −π
2 ; (ii)

1+i
2 .

2. (i) −2πi; (ii) πi; (iii) 0.
3. (i) 0; (ii) πi; (iii) 0.
4. (i) πi(e− 1

e ); (ii) πi(e−
1
e − 2); (iii) πi

2 (e
2 − e−2).

12. cvičeńı
1. Najděte a klasifikujte izolované singularity následuj́ıćıch funkćı:

(i) f(z) = z+1
z2+3z+2

;

(ii) f(z) = z
ez+1 ;

(iii) f(z) = sin z
z ;

(iv) f(z) = sin z
z3

;
(v) f(z) = sin( π

z2
);

(vi) f(z) = z2−1
z3−3z+2

;

(vii) f(z) = cos e
1
z .

Výsledky: 1. (i) v bodě −1 odstranitelná singularita, v bodě −2 pól násobnosti 1; (ii) pól
násobnosti 1 v bodech (2k + 1)πi, k ∈ Z; (iii) v bodě 0 odstranitelná singularita; (iv) v bodě
0 pól násobnosti 2; (v) v bodě 0 podstatná singularita; (vi) pól násobnosti 1 v bodech −2 a 1;
(vii) v bodě 0 podstatná singularita.

13. cvičeńı
1. Najděte póly následuj́ıćıch funkćı a spočtěte př́ıslušná rezidua.

(i) f(z) =
(

z−1
z+3i

)3
;
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(ii) f(z) = z2

(z2+1)2
;

(iii) f(z) = sin 2z
(z+1)3

.

2. Spočtěte následuj́ıćı integrály.

(i)
∫ 2π
0

dx
1+sin2 x

;

(ii)
∫∞
0

x2+1
x4+1

dx;

(iii)
∫ 2π
0

dx
3+cosx ;

(iv)
∫ 2π
0

cos 2x
5−4 cosx dx;

(v)
∫ 2π
0

cos4 x
1+sin2 x

dx;

(vi)
∫∞
0

dx
(x2+4)(x2+9)

;

(vii)
∫∞
0

x2

(x2+1)3
dx;

(viii)
∫∞
−∞

x
(x2+4x+13)2

dx.

Výsledky: 1. (i) pól násobnosti 3 v bodě −3i, reziduum −3(1 + 3i); (ii) pól násobnosti 2 v bodě
i, reziduum −i/4; pól násobnosti 2 v bodě −i, reziduum i/4; (iii) pól násobnosti 3 v bodě −1,
reziduum 2 sin 2.
2. (i)

√
2π; (ii) π√

2
; (iii) π√

2
; (iv) π

6 ; (v) (4
√
2− 5)π; (vi) π

60 ; (vii)
π
16 ; (viii) −

π
27 .


