
Od unimodálńıch posloupnost́ı
k narozeninovému paradoxu

Antońın Slav́ık, Praha

Abstrakt. Konečná posloupnost reálných č́ısel se nazývá unimodálńı, pokud ji lze rozdělit

na neklesaj́ıćı a nerostoućı úsek. V textu se zaměř́ıme předevš́ım na kombinatorické posloup-

nosti tvořené kombinačńımi č́ısly nebo Stirlingovými č́ısly prvńıho a druhého druhu. Kromě

unimodality se budeme věnovat též př́ıbuznému pojmu logaritmické konkávnosti. Ukážeme,

jak tato témata souvisej́ı s klasickými Newtonovými a Maclaurinovými nerovnostmi, které

v závěru využijeme k řešeńı obecné verze narozeninového paradoxu.

1. Maxima v řádćıch Pascalova trojúhelńıku

V tabulce 1 vid́ıme několik prvńıch řádk̊u známého Pascalova trojúhelńıku, který je
sestaven z kombinačńıch č́ısel

(
n
k

)
, n ∈ N0, k ∈ {0, . . . , n}. Zkuśıme-li v každém řádku

naj́ıt maximálńı hodnotu, dospějeme k následuj́ıćımu pravidlu: Obsahuje-li řádek lichý
počet č́ısel (tj. n je sudé), pak maximálńı hodnota se nacháźı přesně uprostřed, zat́ımco
řádky se sudým počtem č́ısel (kde n je liché) maj́ı uprostřed dvojici maxim.

n
(
n
0

) (
n
1

) (
n
2

) (
n
3

) (
n
4

) (
n
5

) (
n
6

)
0 1
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1
5 1 5 10 10 5 1
6 1 6 15 20 15 6 1

Tabulka 1 Pascal̊uv trojúhelńık

K ověřeńı pravidla stač́ı porovnat pod́ıly sousedńıch dvou kombinačńıch č́ısel s jed-
ničkou. Zjist́ıme, že plat́ı

(
n
k

)(
n

k−1

) =
n···(n−k+1)

k!
n···(n−k+2)

(k−1)!

=
n− k + 1

k


> 1 pro k < n+1

2 ,

= 1 pro k = n+1
2 ,

< 1 pro k > n+1
2 .
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Pro n sudé je podmı́nka k < n+1
2 ekvivalentńı s nerovnost́ı k ≤ n

2 a podmı́nka k = n+1
2

neńı nikdy splněna. To znamená, že(
n

0

)
< · · · <

(
n

n/2

)
> · · · >

(
n

n

)
.

Pro n liché plat́ı k < n+1
2 právě tehdy, když k ≤ n−1

2 = bn/2c; odtud plyne, že(
n

0

)
< · · · <

(
n

bn/2c

)
=

(
n

dn/2e

)
> · · · >

(
n

n

)
.

2. Unimodálńı a logaritmicky konkávńı posloupnosti

Řádky Pascalova trojúhelńıku představuj́ı typický př́ıklad tzv. unimodálńı posloup-
nosti; jedná se o posloupnosti tvořené nejprve neklesaj́ıćım a poté nerostoućım úsekem.

Definice 1. Posloupnost reálných č́ısel {ak}nk=0 se nazývá unimodálńı, pokud existuje
j ∈ {0, . . . , n} takové, že plat́ı a0 ≤ a1 ≤ · · · ≤ aj ≥ aj+1 ≥ · · · ≥ an.1

Speciálně je tedy každá monotónńı posloupnost unimodálńı. Z předchoźı části dále
v́ıme, že pro každé n ∈ N0 je posloupnost č́ısel

(
n
0

)
,
(
n
1

)
, . . . ,

(
n
n

)
unimodálńı. Pokud

n je sudé, pak index j v předchoźı definici je roven n/2, zat́ımco pro n liché můžeme
volit j = bn/2c nebo j = dn/2e.

Zavedeme ještě následuj́ıćı d̊uležitý pojem.

Definice 2. Posloupnost reálných č́ısel {ak}nk=0 se nazývá logaritmicky konkávńı, po-
kud pro každé k ∈ {1, . . . , n− 1} plat́ı ak−1ak+1 ≤ a2

k.

Všimněme si, že pokud je posloupnost {ak}nk=0 kladná, můžeme logaritmováńım
dospět k ekvivalentńı podmı́nce

log ak−1 + log ak+1

2
≤ log ak, k ∈ {1, . . . , n− 1}.

Tu lze geometricky interpretovat tak, že bod [k, log ak] lež́ı nad úsečkou spojuj́ıćı body
[k − 1, log ak−1] a [k + 1, log ak+1], př́ıpadně na této úsečce; viz obrázek 1. Kladná
posloupnost {ak}nk=0 je tedy logaritmicky konkávńı právě tehdy, když lomená čára
spojuj́ıćı body [k, log ak], k ∈ {0, . . . , n}, je grafem konkávńı funkce.

Důležitým př́ıkladem logaritmicky konkávńıch posloupnost́ı jsou opět řádky Pas-
calova trojúhelńıku. Pro každé n ∈ N0 totiž plat́ı(

n
k−1

)(
n

k+1

)(
n
k

)2 =

n···(n−k+2)
(k−1)!

n···(n−k)
(k+1)!(

n···(n−k+1)
k!

)2 =
k

k + 1

n− k
n− k + 1

< 1, k ∈ {1, . . . , n− 1},

tj. posloupnost č́ısel
(
n
0

)
,
(
n
1

)
, . . . ,

(
n
n

)
je logaritmicky konkávńı.

Pro naše účely jsou logaritmicky konkávńı posloupnosti d̊uležité zejména s ohledem
na následuj́ıćı tvrzeńı.

1Pokud jsou všechy nerovnosti ostré, pak má posloupnost právě jedno maximum a nazývá se
silně nebo též ryze unimodálńı. Z pohledu informatiky je zaj́ımavé, že maximum takové posloupnosti
lze naj́ıt metodou p̊uleńı intervalu v čase O(logn) [7, str. 242], zat́ımco k nalezeńı maxima obecné
unimodálńı posloupnosti může být v nejhorš́ım př́ıpadě nutné proj́ıt všechny jej́ı členy.
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Obr. 1. Geometrický význam logaritmické konkávnosti.

Věta 3. Každá kladná logaritmicky konkávńı posloupnost je unimodálńı.

D̊ukaz. Je-li {ak}nk=0 kladná a logaritmicky konkávńı, pak z definice plyne, že pro
každé k ∈ {1, . . . , n− 1} plat́ı

ak+1

ak
≤ ak
ak−1

.

To znamená, že pod́ıly sousedńıch člen̊u posloupnosti {ak}nk=0 tvoř́ı nerostoućı posloup-
nost. Pokud jsou všechny tyto pod́ıly větš́ı nebo rovny 1, posloupnost {ak}nk=0 je nekle-
saj́ıćı, a tedy unimodálńı. V opačném př́ıpadě existuje nejmenš́ı j ∈ {0, . . . , n− 1} ta-
kové, že aj+1/aj < 1. Odtud plyne, že plat́ı a0 ≤ a1 ≤ · · · ≤ aj > aj+1 > · · · > an.

Dále uvid́ıme, že ověřeńı logaritmické konkávnosti může být v řadě př́ıpad̊u jed-
nodušš́ı než d̊ukaz unimodality; předchoźı věta proto představuje užitečnou postačuj́ıćı
podmı́nku pro unimodalitu. Nejedná se ovšem o podmı́nku nutnou; např. kladná po-
sloupnost (2, 3, 5) je unimodálńı, ale neńı logaritmicky konkávńı.

Dokážeme ještě následuj́ıćı pomocné tvrzeńı, které využijeme později.

Lemma 4. Necht’ {ak}nk=0 je nezáporná logaritmicky konkávńı posloupnost. Jsou-li
nav́ıc členy a1, . . . , an−2 kladné, pak plat́ı

ak−2ak+1 ≤ ak−1ak, k ∈ {2, . . . , n− 1}.

D̊ukaz. Podle předpokladu pro každé k ∈ {2, . . . , n− 1} máme ak−1 6= 0, a tedy

ak−2ak+1 =
ak−2ak+1ak−1

ak−1
≤ ak−2a

2
k

ak−1
≤
a2
k−1ak

ak−1
= ak−1ak.

3. Stirlingova č́ısla

Daľśımi zaj́ımavými př́ıklady unimodálńıch posloupnost́ı jsou řádky trojúhelńık̊u sesta-
vených z tzv. Stirlingových č́ısel prvńıho a druhého druhu. Tato č́ısla maj́ı jednoduchou
kombinatorickou interpretaci a hraj́ı d̊uležitou roli v řadě úloh z diskrétńı matematiky.
Jsou pojmenována po skotském matematikovi Jamesi Stirlingovi (1692–1770), který je
popsal ve své knize Methodus Differentialis z roku 1730 (viz např. [2]). V následuj́ıćım
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textu stručně připomeneme kombinatorické definice Stirlingových č́ısel, podrobněǰśı
informace lze naj́ıt např. v [5].

Pro každé n ∈ N0 a k ∈ N0 definujeme Stirlingovo č́ıslo druhého druhu
{
n
k

}
jako

počet možnost́ı, jak rozdělit prvky n-prvkové množiny do k neprázdných podmnožin.
Plat́ı např́ıklad

{
4
3

}
= 6, nebot’ čtyři r̊uzné prvky lze do tř́ı podmnožin rozdělit

(
4
2

)
= 6

zp̊usoby (vyb́ıráme dva prvky, které budou ve stejné podmnožině; zbývaj́ıćı dva prvky
budou tvořit jednoprvkové podmnožiny).

V tabulce 2 uvád́ıme některé daľśı hodnoty
{
n
k

}
; omezujeme se pouze na př́ıpad,

kdy 0 ≤ k ≤ n, nebot’ pro každé k > n zřejmě plat́ı
{
n
k

}
= 0.

n
{
n
0

} {
n
1

} {
n
2

} {
n
3

} {
n
4

} {
n
5

} {
n
6

}
0 1
1 0 1
2 0 1 1
3 0 1 3 1
4 0 1 7 6 1
5 0 1 15 25 10 1
6 0 1 31 90 65 15 1

Tabulka 2 Stirlingova č́ısla druhého druhu

Pomoćı principu inkluze a exkluze lze dokázat (viz např. [6, str. 206]) obecný vzorec{
n

k

}
=

1

k!

k∑
j=0

(−1)j
(
k

j

)
(k − j)n. (1)

Stirlingova č́ısla druhého druhu lze poč́ıtat i pomoćı následuj́ıćıho rekurentńıho
vztahu, který připomı́ná známé pravidlo pro sestavováńı Pascalova trojúhelńıku:{

n

k

}
=

{
n− 1

k − 1

}
+ k

{
n− 1

k

}
, n, k ≥ 1 (2)

Skutečně, vezmeme-li např. n-prvkovou množinu {1, . . . , n}, pak člen
{
n−1
k−1

}
na

pravé straně vztahu je počet všech možnost́ı, kde jedna z podmnožin obsahuje jediný
prvek n a zbývaj́ıćıch n−1 č́ısel je rozděleno do k−1 podmnožin, zat́ımco člen k

{
n−1
k

}
odpov́ıdá rozděleńı č́ısel 1, . . . , n−1 do k podmnožin a následnému zařazeńı č́ısla n do
některé z existuj́ıćıch podmnožin.

Na rozd́ıl od Pascalova trojúhelńıku nejsou řádky tabulky 2 symetrické, jsou však
unimodálńı. Dokázat tuto skutečnost je složitěǰśı, než tomu bylo u kombinačńıch č́ısel.
Mı́sto explicitńıho vzorce (1) je výhodněǰśı použ́ıt rekurentńı vztah (2) a dokazovat
logaritmickou konkávnost.2

2Důkaz je převzat z [6, str. 265]. Př́ımý d̊ukaz unimodality Stirlingových č́ısel bez použit́ı logarit-
mické konkávnosti lze naj́ıt v [4].
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Věta 5. Pro každé n ∈ N0 je posloupnost
{
n
0

}
,
{
n
1

}
, . . . ,

{
n
n

}
logaritmicky konkávńı.

D̊ukaz. Větu dokážeme indukćı podle n. Pro n = 0 a n = 1 tvrzeńı plat́ı, nebot’ každá
posloupnost délky 1 nebo 2 je logaritmicky konkávńı. Předpokládejme dále, že tvrzeńı
plat́ı pro n− 1. Potom je i posloupnost{

n− 1

0

}
,

{
n− 1

1

}
, . . . ,

{
n− 1

n− 1

}
,

{
n− 1

n

}
(3)

logaritmicky konkávńı, protože
{
n−1
n

}
= 0 a přidáńı nulového členu na konec nezáporné

posloupnosti neporuš́ı logaritmickou konkávnost.
Zvolme libovolné k ∈ {1, . . . , n− 1} a dokažme, že{

n

k − 1

}{
n

k + 1

}
≤
{
n

k

}2

.

Pro k = 1 nerovnost plat́ı, nebot’ levá strana je nulová. Pro k ∈ {2, . . . , n − 1} vy-
jdeme z rekurentńıho vztahu (2), źıskaný součin roznásob́ıme a odhadneme s využit́ım
logaritmické konkávnosti posloupnosti (3) a lemmatu 4:{

n

k − 1

}{
n

k + 1

}
=

({
n− 1

k − 2

}
+ (k − 1)

{
n− 1

k − 1

})({
n− 1

k

}
+ (k + 1)

{
n− 1

k + 1

})
=

{
n− 1

k − 2

}{
n− 1

k

}
+ (k2 − 1)

{
n− 1

k − 1

}{
n− 1

k + 1

}
+ (k − 1)

{
n− 1

k − 1

}{
n− 1

k

}
+(k + 1)

{
n− 1

k − 2

}{
n− 1

k + 1

}
≤
{
n− 1

k − 1

}2

+ (k2 − 1)

{
n− 1

k

}2

+(k − 1)

{
n− 1

k − 1

}{
n− 1

k

}
+ (k + 1)

{
n− 1

k − 1

}{
n− 1

k

}
<

{
n− 1

k − 1

}2

+ k2

{
n− 1

k

}2

+2k

{
n− 1

k − 1

}{
n− 1

k

}
=

({
n− 1

k − 1

}
+ k

{
n− 1

k

})2

=

{
n

k

}2

.

Důsledek 6. Pro každé n ∈ N0 je posloupnost
{
n
0

}
,
{
n
1

}
, . . . ,

{
n
n

}
unimodálńı.

D̊ukaz. Z předchoźı věty plyne, že posloupnost
{
n
1

}
, . . . ,

{
n
n

}
je logaritmicky konkávńı.

Protože je kladná, je podle věty 3 též unimodálńı. Vlož́ıme-li na jej́ı začátek č́ıslo{
n
0

}
= 0, unimodalita z̊ustane zachována.

Obrat’me nyńı pozornost ke Stirlingovým č́ısl̊um prvńıho druhu. Připomeňme, že
každou permutaci libovolné konečné množiny lze rozložit na disjunktńı cykly. Pro
každé n ∈ N0 a k ∈ N0 definujeme č́ıslo

[
n
k

]
jako počet permutaćı n-prvkové množiny

tvořených právě k cykly. Plat́ı např.
[

4
3

]
= 6, nebot’ existuje šest permutaćı množiny

{1, 2, 3, 4} tvořených třemi cykly:

((1, 2), (3), (4)) ((1, 3), (2), (4)) ((1), (2, 3), (4))
((1, 4), (2), (3)) ((1), (2, 4), (3)) ((1), (2), (3, 4))

V tabulce 3 jsou zaneseny některé daľśı hodnoty
[
n
k

]
; opět se omezujeme pouze na

př́ıpad, kdy 0 ≤ k ≤ n, jelikož pro každé k > n plat́ı
[
n
k

]
= 0.
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n
[
n
0

] [
n
1

] [
n
2

] [
n
3

] [
n
4

] [
n
5

] [
n
6

]
0 1
1 0 1
2 0 1 1
3 0 2 3 1
4 0 6 11 6 1
5 0 24 50 35 10 1
6 0 120 274 225 85 15 1

Tabulka 3 Stirlingova č́ısla prvńıho druhu

Stirlingova č́ısla prvńıho druhu lze poč́ıtat pomoćı rekurentńıho vzorce:[n
k

]
=

[
n− 1

k − 1

]
+ (n− 1)

[
n− 1

k

]
, n, k ≥ 1 (4)

Člen
[
n−1
k−1

]
na pravé straně vztahu lze interpretovat jako počet všech permutaćı

množiny {1, . . . , n}, kde č́ıslo n tvoř́ı samostatný cyklus a zbývaj́ıćıch n − 1 č́ısel je
rozděleno do k−1 cykl̊u, zat́ımco člen (n−1)

[
n−1
k

]
odpov́ıdá rozděleńı č́ısel 1, . . . , n−1

do k cykl̊u a následnému zařazeńı č́ısla n do některého z existuj́ıćıch cykl̊u.
Posloupnosti č́ısel v řádćıch tabulky 3 jsou unimodálńı a logaritmicky konkávńı; to

je obsahem následuj́ıćı věty. Jej́ı d̊ukaz přenecháváme čtenáři, provede se s využit́ım
vztahu (4) velmi podobně jako d̊ukaz věty 5 a d̊usledku 6 (viz též [6, str. 278]).

Věta 7. Pro každé n ∈ N0 je posloupnost
[
n
0

]
,
[
n
1

]
, . . . ,

[
n
n

]
logaritmicky konkávńı

a unimodálńı.

Dále si ukážeme ještě jiný zp̊usob, jak k tomuto výsledku dospět.3

4. Souvislost s polynomy

Užitečným nástrojem pro zkoumáńı posloupnost́ı jsou generuj́ıćı (vytvořuj́ıćı) funkce
(viz např. [5, 14, 16]). Je-li dána reálná posloupnost {ak}∞k=0, pak jej́ı generuj́ıćı
funkce je mocninná řada A(x) =

∑∞
k=0 akx

k. V tomto textu se omezujeme pouze
na konečné posloupnosti {ak}nk=0; generuj́ıćı funkćı takové posloupnosti je polynom
P (x) =

∑n
k=0 akx

k. Naš́ım ćılem je dokázat překvapivý a elegantńı výsledek: Má-li
polynom P pouze reálné kořeny, pak posloupnost jeho koeficient̊u je logaritmicky
konkávńı. K d̊ukazu budeme potřebovat následuj́ıćı pomocné tvrzeńı.4

Lemma 8. Má-li reálný polynom pouze reálné kořeny, pak i jeho derivace má pouze
reálné kořeny.

D̊ukaz. Necht’ P je reálný polynom stupně n, který má pouze reálné kořeny x1, . . . , xl
s násobnostmi m1, . . . ,ml, kde

∑l
i=1mi = n. Stač́ı dokázat, že polynom P ′ má n− 1

reálných kořen̊u (každý kořen poč́ıtáme tolikrát, kolik je jeho násobnost).

3Kombinačńı č́ısla i oba druhy Stirlingových č́ısel tvoř́ı trojúhelńıky, kde č́ısla v řádku n lze poč́ıtat
jako lineárńı kombinace dvou sousedńıch č́ısel z řádku n − 1. Obecné trojúhelńıky tohoto typu jsou
studovány v [10], kde je odvozena postačuj́ıćı podmı́nka pro logaritmickou konkávnost jejich řádk̊u.

4Důkaz lemmatu 8 je převzat z [16, str. 146] a d̊ukaz věty 9 z [15, str. 146].
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Každý kořen xi, jehož násobnost je mi > 1, je (mi − 1)-násobným kořenem po-
lynomu P ′ (toto známé tvrzeńı z algebry se snadno dokáže pomoćı rozkladu P na

kořenové činitele). Odtud plyne, že P ′ má aspoň
∑l

i=1(mi − 1) = n − l reálných
kořen̊u. Zbývaj́ıćıch l − 1 kořen̊u źıskáme z Rolleovy věty: Bez újmy na obecnosti
můžeme předpokládat, že x1 < · · · < xl. Pak pro každé i ∈ {1, . . . , l − 1} plat́ı
P (xi) = 0 = P (xi+1), a tedy existuje ξi ∈ (xi, xi+1) splňuj́ıćı P ′(ξi) = 0.

Věta 9. Má-li reálný polynom P (x) =
∑n

i=0 aix
i pouze reálné kořeny, pak posloup-

nosti {ak}nk=0 a {ak/
(
n
k

)
}nk=0 jsou logaritmicky konkávńı.

D̊ukaz. Zvolme libovolné k ∈ {1, . . . , n − 1}. Zderivujeme-li (k − 1)-krát polynom P ,
obdrž́ıme polynom

Q(x) = (k − 1)!ak−1 + k!akx+
(k + 1)!

2
ak+1x

2 + · · ·+ n!

(n− k + 1)!
anx

n−k+1,

který má podle předchoźıho lemmatu pouze reálné kořeny.
Uvažujme nyńı polynom R, který vznikne z polynomu Q, jestliže zaṕı̌seme koefici-

enty v obráceném pořad́ı:5

R(x) = (k − 1)!ak−1x
n−k+1 + k!akx

n−k +
(k + 1)!

2
ak+1x

n−k−1 + · · ·+ n!

(n− k + 1)!
an

Povšimněme si, že pro každé x 6= 0 plat́ı R(x) = xn−k+1Q(1/x). Odtud plyne, že
R má také pouze reálné kořeny. (Je-li R(x) = 0, pak bud’ x = 0, nebo x 6= 0
a xn−k+1Q(1/x) = 0. Ve druhém př́ıpadě plat́ı Q(1/x) = 0, tj. 1/x je kořen poly-
nomu Q a x muśı být reálné.) Zderivujeme-li (n− k− 1)-krát polynom R, dostaneme
kvadratický polynom

S(x) = (k − 1)!ak−1
(n− k + 1)!

2
x2 + k!ak(n− k)!x+

(k + 1)!

2
(n− k − 1)!ak+1.

Ten má podle lemmatu 8 pouze reálné kořeny, proto jeho diskriminant muśı být
nezáporný:

0 ≤ (k!ak(n− k)!)2 − (k − 1)!ak−1(n− k + 1)!(k + 1)!(n− k − 1)!ak+1 (5)

Po úpravě źıskáme nerovnost

ak−1ak+1 ≤
a2
kk!2(n− k)!2

(k − 1)!(n− k + 1)!(k + 1)!(n− k − 1)!
= a2

k

k

k + 1

n− k
n− k + 1

< a2
k,

ze které je zřejmé, že posloupnost {ak}nk=0 je logaritmicky konkávńı.6 Nerovnost (5)
lze ovšem upravit také do tvaru

ak−1(k − 1)!(n− k + 1)!

n!

ak+1(k + 1)!(n− k − 1)!

n!
≤ a2

kk!2(n− k)!2

n!2
,

jej́ımž d̊usledkem je logaritmická konkávnost posloupnosti {ak/
(
n
k

)
}nk=0.

5V angličtině se takový polynom označuje jako reciprocal polynomial. Česká terminologie je zde
poněkud zaváděj́ıćı, nebot’ reciprokým polynomem se obvykle rozumı́ polynom, jehož koeficienty tvoř́ı
palindromickou posloupnost; anglicky se takové polynomy nazývaj́ı self-reciprocal nebo palindromic.

6Protože je předchoźı nerovnost ostrá, jedná se dokonce o tzv. ryze logaritmicky konkávńı posloup-
nost. Z d̊ukazu věty 3 je zřejmé, že takové posloupnosti mohou mı́t nejvýše dvě maxima.

7



Chceme-li dokázat logaritmickou konkávnost jisté posloupnosti {ak}nk=0, pak podle
věty 9 stač́ı ověřit, že polynom P (x) =

∑n
i=0 aix

i má pouze reálné kořeny. Zd̊urazněme,
že se jedná o postačuj́ıćı, nikoliv však nutnou podmı́nku; např. posloupnost (1, 1, 1) je
logaritmicky konkávńı, ale polynom x2 + x+ 1 nemá reálné kořeny.

Vezmeme-li posloupnost kombinačńıch č́ısel ak =
(
n
k

)
, k ∈ {0, . . . , n}, pak z bino-

mické věty plyne

P (x) =

n∑
k=0

(
n

k

)
xk = (x+ 1)n

a tento polynom má pouze reálný n-násobný kořen x = −1. T́ım jsme jiným zp̊usobem
dokázali, že řádky Pascalova trojúhelńıku jsou logaritmicky konkávńı.

Pro Stirlingova č́ısla prvńıho druhu obdrž́ıme polynom

P (x) =
n∑

k=0

[n
k

]
xk.

Pomoćı matematické indukce a vztahu (4) se snadno ověř́ı (viz např. [5, str. 263]), že

n∑
k=0

[n
k

]
xk = x(x+ 1) · · · (x+ n− 1).

Polynom na pravé straně má pouze reálné kořeny 0,−1, . . . ,−(n− 1), z čehož plyne,
že posloupnost

[
n
0

]
,
[
n
1

]
, . . . ,

[
n
n

]
je logaritmicky konkávńı.

Použit́ım věty 9 lze dokázat i logaritmickou konkávnost Stirlingových č́ısel druhého
druhu; stač́ı ověřit, že polynom

P (x) =

n∑
k=0

{
n

k

}
xk

má pouze reálné kořeny. To je poněkud pracněǰśı než v předchoźıch dvou př́ıpadech;
detaily lze naj́ıt v [16, str. 147].

5. Newtonovy a Maclaurinovy nerovnosti

Bezprostředńım d̊usledkem věty 9 jsou tzv. Newtonovy nerovnosti, z nichž dále plynou
tzv. Maclaurinovy nerovnosti. Jedná se o klasické a užitečné výsledky, jejichž historie
sahá do 18. stolet́ı a je úzce spjata s teoríı algebraických rovnic.

Věta 10. Necht’ x1, . . . , xn jsou reálná č́ısla. Označme E0 = 1,

Ek =
1(
n
k

) ∑
1≤i1<i2<···<ik≤n

xi1 · · ·xik , k ∈ {1, . . . , n}.

Pak plat́ı Newtonovy nerovnosti

E2
k ≥ Ek−1Ek+1, k ∈ {1, . . . , n− 1}. (6)

Jsou-li nav́ıc x1, . . . , xn kladná, pak plat́ı Maclaurinovy nerovnosti

E1 ≥ E1/2
2 ≥ E1/3

3 ≥ · · · ≥ E1/(n−1)
n−1 ≥ E1/n

n . (7)
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D̊ukaz. Pro polynom P (x) = (x−x1) · · · (x−xn), který má pouze reálné kořeny, plat́ı

P (x) = A0x
n −A1x

n−1 +A2x
n−2 − · · ·+ (−1)nAn, (8)

kde A0 = 1 a

Ak =
∑

1≤i1<i2<···<ik≤n

xi1 · · ·xik =

(
n

k

)
Ek, k ∈ {1, . . . , n}.

Podle druhé části věty 9 je posloupnost

(−1)nAn(
n
0

) ,
(−1)n−1An−1(

n
1

) , . . . ,
−A1(

n
n−1

) , A0(
n
n

)
logaritmicky konkávńı. Tato posloupnost je však totožná s posloupnost́ı

(−1)nAn(
n
n

) ,
(−1)n−1An−1(

n
n−1

) , . . . ,
−A1(

n
1

) , A0(
n
0

) .
Použit́ım logaritmické konkávnosti obdrž́ıme vztahy(

(−1)kAk(
n
k

) )2

≥ (−1)k−1Ak−1(
n

k−1

) (−1)k+1Ak+1(
n

k+1

) , k ∈ {1, . . . , n− 1},

neboli po úpravě (
Ak(
n
k

))2

≥ Ak−1Ak+1(
n

k−1

)(
n

k+1

) , k ∈ {1, . . . , n− 1}. (9)

T́ım jsou dokázány Newtonovy nerovnosti (6), které ř́ıkaj́ı, že posloupnost {Ek}nk=0 je
logaritmicky konkávńı.

Dále budeme předpokládat, že č́ısla x1, . . . , xn jsou kladná (a tedy E0, . . . , En jsou
také kladná), a odvod́ıme Maclaurinovy nerovnosti.7 Vı́me, že lomená čára spojuj́ıćı
body [k, logEk], k ∈ {0, . . . , n}, je grafem konkávńı funkce. Č́ısla

Lk =
logEk

k
, k ∈ {1, . . . , n},

představuj́ı směrnice úseček spojuj́ıćıch body [k, logEk] s bodem [0, 0] = [0, logE0].
Z konkávnosti plyne (viz obrázek 2), že tyto směrnice tvoř́ı nerostoućı posloupnost:

L1 ≥ L2 ≥ · · · ≥ Ln−1 ≥ Ln

Použit́ım exponenciálńı funkce ihned źıskáme vztahy (7).

7Tato část d̊ukazu je převzata z knihy [13]; tam lze naj́ıt i jiný d̊ukaz Newtonových nerovnost́ı,
který nevyuž́ıvá větu 9.
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Obr. 2. Směrnice úseček spojuj́ıćıch body [k, logEk] s počátkem tvoř́ı nerostoućı posloupnost.

Pro zaj́ımavost poznamenejme, že Isaac Newton v knize Arithematica universalis
z roku 1707 zformuloval pravidlo umožňuj́ıćı odhadnout počet komplexńıch kořen̊u
libovolného polynomu. Nerovnosti (9) z jeho pohledu představovaly nutnou podmı́nku
pro to, aby všechny kořeny polynomu (8), tj. č́ısla x1, . . . , xn, byly reálné (srov. [15]).
O d̊ukaz Newtonova pravidla týkaj́ıćıho se počtu komplexńıch kořen̊u se pokusil Colin
Maclaurin a dospěl přitom k nerovnostem (7), které dnes nesou jeho jméno.8

Pokud ve vztahu (7) ponecháme pouze krajńı členy, obdrž́ıme známou nerovnost
mezi aritmetickým a geometrickým pr̊uměrem č́ısel x1, . . . , xn:

x1 + · · ·+ xn
n

≥ n
√
x1 · · ·xn

6. Narozeninový paradox

Jedna ze zaj́ımavých aplikaćı Maclaurinových nerovnost́ı souviśı s tzv. narozeninovým
paradoxem, což je následuj́ıćı klasická úloha:

Jaká je pravděpodobnost, že ve skupině k náhodně vybraných lid́ı maj́ı nějaké dvě
osoby narozeniny ve stejný den? Jak velké muśı být č́ıslo k, aby hledaná pravděpodob-
nost činila aspoň 50 %?

Jednodušš́ı je vypoč́ıtat pravděpodobnost opačného jevu, tj. pravděpodobnost, že
žádńı dva lidé ve skupině k osob nemaj́ı narozeniny ve stejný den; označ́ıme ji P (k)
a bude nás zaj́ımat, kdy plat́ı P (k) < 1/2. Vezmeme-li v úvahu i přestupné roky, pak
existuje celkem n = 366 r̊uzných dat narozenin.

Při řešeńı úlohy se obvykle předpokládá, že všechna data narozenin jsou stejně
pravděpodobná. V takovém př́ıpadě plat́ı

P (k) =
n(n− 1) · · · (n− k + 1)

nk
.

Postupným dosazováńım č́ısel k ∈ N lze zjistit, že podmı́nka P (k) < 1/2 je splněna
pro k ≥ 23 (viz obrázek 3). Název

”
narozeninový paradox“ souviśı se skutečnost́ı, že

požadovaný počet osob je překvapivě ńızký.

8Podrobněǰśı informace o historii Newtonových a Maclaurinových nerovnost́ı lze naj́ıt v [11].
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Obr. 3. Hodnoty pravděpodobnost́ı P (k), k ∈ {1, . . . , 50}, pokud všechna data narozenin
jsou stejně pravděpodobná.

Zkusme nyńı uvažovat obecněǰśı variantu úlohy, ve které vynecháme nepř́ılǐs rea-
listický předpoklad, že všechna data narozenin jsou stejně pravděpodobná.9

Protože existuje celkem n r̊uzných dat narozenin, můžeme je oč́ıslovat přirozenými
č́ısly 1, . . . , n. Necht’ xj znač́ı pravděpodobnost, že náhodně zvolená osoba má naroze-
niny v j-tý den, j ∈ {1, . . . , n}. Pak plat́ı

P (k) =
∑

i1,i2,...,ik∈{1,...,n}
navzájem r̊uzná

xi1 · · ·xik = k!
∑

1≤i1<i2<···<ik≤n

xi1 · · ·xik .

I když neznáme hodnoty x1, . . . , xn, můžeme pomoćı Maclaurinových nerovnost́ı
źıskat následuj́ıćı horńı odhad pro pravděpodobnost P (k):

P (k) = k!

(
n

k

) ∑
1≤i1<i2<···<ik≤n

xi1 · · ·xik(
n
k

) = k!

(
n

k

)
Ek ≤ k!

(
n

k

)
Ek

1 =

= k!

(
n

k

)(
x1 + · · ·+ xn

n

)k

= k!

(
n

k

)
1

nk
=
n(n− 1) · · · (n− k + 1)

nk

Pravděpodobnost, že žádné dvě osoby ve skupině nemaj́ı narozeniny ve stejný den,
se tedy oproti předchoźı variantě úlohy nezvýšila. To znamená, že pro k ≥ 23 opět
máme aspoň padesátiprocentńı pravděpodobnost nalezeńı dvou osob s narozeninami
ve stejný den.10

7. Závěr

V kombinatorice i v jiných matematických discipĺınách se můžeme setkat s mnoha
daľśımi zaj́ımavými př́ıklady unimodálńıch nebo logaritmicky konkávńıch posloupnost́ı.
Zmiňme např́ıklad tzv. Eulerova č́ısla (srov. [1, 5, 9]): Pro n ∈ N a k ∈ {0, . . . , n− 1}

9Z údaj̊u Českého statistického úřadu lze vypoč́ıtat, že v letech 2000–2014 se v České republice
narodilo v červenci pr̊uměrně 9 578 dět́ı, zat́ımco v prosinci pr̊uměrně jen 8 274 dět́ı.

10Tento d̊ukaz založený na použit́ı Maclaurinových nerovnost́ı je převzat z [8]; jiný př́ıstup k řešeńı
úlohy lze naj́ıt v [3].
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definujeme
〈
n
k

〉
jako počet permutaćı π : {1, . . . , n} → {1, . . . , n} s právě k poklesy,

tj. permutaćı π splňuj́ıćıch podmı́nku

|{i ∈ {1, . . . , n− 1}; π(i+ 1) < π(i)}| = k.

Pro každé n ∈ N je posloupnost
〈
n
0

〉
,
〈
n
1

〉
, . . . ,

〈
n

n−1

〉
logaritmicky konkávńı a uni-

modálńı. Toto tvrzeńı lze dokázat kombinatoricky (viz [1, str. 17]); jinou možnost́ı je

ověřit, že polynom
∑n−1

k=0

〈
n
k

〉
xk má pouze reálné kořeny (viz [1, str. 24]).

Čtenář̊um se zájmem o hlubš́ı studium unimodálńıch a logaritmicky konkávńıch
posloupnost́ı doporučujeme přehledový článek [12], jehož součást́ı je i obsáhlý seznam
literatury.
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[7] Kleinberg, J., Tardos, É.: Algorithm Design. Pearson, 2005.

[8] McConnell, T. R.: An inequality related to the birthday problem. Technical Report,
Department of Mathematics, University of Syracuse, 2001.

[9] Petersen, T. K.: Eulerian Numbers. Birkhäuser/Springer, New York, 2015.
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