
ÚLOHY O STŘELCÍCH

Antońın Slav́ık

Šachové úlohy jsou tradičńı součást́ı rekreačńı matematiky. Většinou
jde o úlohy inspirované šachem, k jejichž řešeńı však nejsou zapotřeb́ı
žádné šachové dovednosti – stač́ı znát zp̊usob, jakým se pohybuj́ı jednot-
livé šachové figury. K nejznáměǰśım problémům patř́ı (kromě procházek
po šachovnici) úlohy týkaj́ıćı se rozmı́stěńı maximálńıho počtu neo-
hrožuj́ıćıch se figur a dále úlohy zaměřené na rozmı́stěńı minimálńıho
počtu figur tak, aby ohrožovaly všechna pole šachovnice. Úloha 69-B-I-6
matematické olympiády zńı:

Figurka střelce ohrožuje na šachovnici libovolné pole diagonály, na
ńı̌z střelec stoj́ı. Pokud ovšem na některém poli diagonály stoj́ı věž,
střelec už pole za ńı neohrožuje. Určete nejvěťśı možný počet střelc̊u,
které m̊užeme spolu se čtyřmi věžemi umı́stit na šachovnici 8 × 8 tak,
aby se střelci navzájem neohrožovali.

V tomto textu se zaměř́ıme na př́ıbuzné úlohy souvisej́ıćı s figurou
střelce; jde o klasické úlohy převzaté z [Ch1], [Ch2], [JJ], [Wa]. V těchto
zdroj́ıch čtenář najde též úlohy věnované daľśım figurám. Jak je zmı́něno
v zadáńı soutěžńı úlohy, střelec se v jednom tahu může posunout o libo-
volný počet poĺı, a to v úhlopř́ıčném směru. Barvy figur obvykle nehraj́ı
v matematických úlohách žádnou roli, proto budeme v obrázćıch všechny
střelce znázorňovat černou barvou bez ohledu na to, zda stoj́ı na černém
nebo b́ılém poli.

1 Maximálńı počet neohrožuj́ıćıch se střelc̊u

Úloha 1.1. Dokažte, že maximálńı počet střelc̊u, které lze rozmı́stit na
šachovnici 8 × 8 tak, aby se navzájem neohrožovali, je 14.

Řešeńı. Šachovnici lze rozdělit na 15 navzájem rovnoběžných úhlopř́ıček
tak, jak ukazuje obr. 1.

Na každé z úhlopř́ıček může stát nejvýše jeden střelec. Jelikož pole
v levém dolńım a v pravém horńım rohu lež́ı na jedné úhlopř́ıčce, může
být střelcem obsazeno nejvýše jedno z nich. Vid́ıme, že střelc̊u nemůže
být v́ıce než 14. Obr. 2 ukazuje jeden možný zp̊usob, jak tohoto počtu
dosáhnout.
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Obrázek 1: Šachovnice rozdělená na 15 úhlopř́ıček vyznačených stř́ıdavě
šrafovaně a barevně
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Obrázek 2: Rozmı́stěńı 14 neohrožuj́ıćıch se střelc̊u

Úloha 1.2. Dokažte, že pokud je na šachovnici 8× 8 rozmı́stěno 14 ne-
ohrožuj́ıćıch se střelc̊u, pak všichni stoj́ı na okraji šachovnice.

Řešeńı. Každému poli šachovnice přǐrad́ıme celé č́ıslo udávaj́ıćı počet
střelc̊u, kteř́ı toto pole ohrožuj́ı. (Dohodněme se přitom, že každý střelec
ohrožuje pole, na kterém stoj́ı.) Každé z těchto č́ısel je kladné – pokud
by některé pole nebylo ohroženo žádným střelcem, mohli bychom na
toto pole umı́stit daľśı figuru, což by bylo ve sporu s předchoźı úlohou.
Zároveň je zřejmé, že žádné pole neńı ohroženo v́ıce než dvěma střelci.

Poĺı, na kterých stoj́ı střelec, je 14 a maj́ı č́ıslo 1. Všechna rohová pole
maj́ı také č́ıslo 1 a aspoň dvě z nich nejsou obsazena střelcem. Celkem
tedy máme aspoň 16 poĺı s č́ıslem 1 a nejvýše 48 poĺı s č́ıslem 2. Pro
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součet S všech č́ısel na šachovnici tedy plat́ı

S ≤ 1 · 16 + 2 · 48 = 112. (1.1)

Všimněme si, že střelec stoj́ıćı na libovolném krajńım poli šachovnice
ohrožuje právě 8 poĺı. Naopak střelec stoj́ıćı jinde než na krajńım poli
ohrožuje aspoň 10 poĺı. Označ́ıme-li ṕısmenem a počet střelc̊u stoj́ıćıch
mimo okraj šachovnice, pak z předchoźıch pozorováńı plyne

S ≥ a · 10 + (14 − a) · 8 = 2a + 112. (1.2)

Obě nerovnosti (1.1) a (1.2) mohou platit současně jen tehdy, když
a = 0, tj. když všech 14 střelc̊u stoj́ı na okraji šachovnice.

Úloha 1.3. Dokažte, že počet zp̊usob̊u, jak na šachovnici 8×8 rozmı́stit
14 střelc̊u tak, aby se navzájem neohrožovali, je 256.

Řešeńı. Z předchoźı úlohy v́ıme, že všech 14 střelc̊u muśı stát na okraji
šachovnice. Zaměř́ıme se na jej́ı horńı řádek. Na prvńım (resp. po-
sledńım) poli tohoto řádku stoj́ı střelec právě tehdy, když posledńı
(resp. prvńı) pole dolńıho řádku je volné.

Uvažujme dále některé ze šesti poĺı horńıho řádku, které neńı na
okraji; necht’ jde o k-té pole zleva. Toto pole je součást́ı dvou úhlopř́ıček,
jejichž zbývaj́ıćı koncová pole lež́ı na levém a pravém okraji šachovnice,
viz obr. 3. Tato dvě pole lež́ı na daľśıch úhlopř́ıčkách, které se prot́ınaj́ı
v dolńım řádku šachovnice, a to na k-tém poli zprava, viz opět obr. 3.
Je-li na šachovnici rozmı́stěn maximálńı počet neohrožuj́ıćıch se střelc̊u,
znamená to, že ze čtyř zmı́něných poĺı jsou obsazena bud’ pole u horńıho
a dolńıho okraje, nebo pole u levého a pravého okraje.

Vid́ıme, že informace o pozićıch střelc̊u v horńım řádku již jedno-
značně určuje rozmı́stěńı všech ostatńıch střelc̊u. Počet možnost́ı, jak
obsadit či neobsadit pole v horńım řádku, je 28 = 256.

2 Pokrýváńı šachovnice střelci

Budeme ř́ıkat, že daná skupina střelc̊u pokrývá jistou množinu poĺı na
šachovnici, pokud každé uvažované pole bud’ obsahuje střelce, nebo je
některým střelcem ohroženo.

Úloha 2.1. Dokažte, že nejmenš́ı počet střelc̊u, kterými lze pokrýt
šachovnici 8 × 8, je 8.
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Obrázek 3: Př́ıtomnost či nepř́ıtomnost střelce na vyznačeném poli
v horńım řádku jednoznačně určuje obsazenost vyznačených poĺı
u zbývaj́ıćıch tř́ı okraj̊u šachovnice

Řešeńı. Každý střelec stoj́ıćı na b́ılém (resp. černém) poli ohrožuje
pouze b́ılá (resp. černá pole). Potřebujeme tedy zjistit, kolika střelci
lze pokrýt pole každé ze dvou barev.

Představme si, že celou šachovnici otoč́ıme o 45 stupň̊u. Střelci se
pak z našeho pohledu pohybuj́ı vodorovně či svisle. Uprostřed otočené
šachovnice se nacháźı obrazec složený z černých poĺı tvořený čtyřmi
řádky a pěti sloupci, viz obr. 4 vlevo. K pokryt́ı tohoto obrazce jistě
potřebujeme aspoň 4 střelce stoj́ıćı na černých poĺıch.

Podobně k pokryt́ı všech b́ılých poĺı potřebujeme daľśı 4 střelce.
8 střelc̊u již stač́ı k pokryt́ı celé šachovnice, viz obr. 4 vpravo.

Úloha 2.2. Dokažte, že počet zp̊usob̊u, jak pokrýt šachovnici 8 × 8 po-
moćı 8 střelc̊u, je 11 664.

Řešeńı. Ukážeme, že počet zp̊usob̊u, jak pokrýt černá pole pomoćı
4 střelc̊u, je 108. Dı́ky symetrii je stejný i počet zp̊usob̊u, jak pokrýt
b́ılá pole, a výsledný počet pokryt́ı celé šachovnice je 1082 = 11 664.

Stejně jako v řešeńı předchoźı úlohy využijeme toho, že po otočeńı
šachovnice o 45 stupň̊u se střelci pohybuj́ı vodorovně či svisle.

Uvažujme pouze černá pole na otočené šachovnici. Prostředńı čtyři
řádky v tomto obrazci jsou pokryty 4 střelci jen tehdy, když každý z nich
obsahuje jednu figuru (v opačném př́ıpadě existuje řádek a sloupec neob-
sahuj́ıćı střelce, a tedy jejich společné pole neńı pokryto žádnou figurou).
Podobně plat́ı, že prostředńı tři sloupce jsou pokryty 4 střelci jen tehdy,
když každý z nich obsahuje aspoň jednu figuru. Pokud naopak každý
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Obrázek 4: Otočená šachovnice s vyznačeným obrazcem o rozměrech
4 × 5 (vlevo); pokryt́ı šachovnice 8 střelci (vpravo)

ze zmı́něných tř́ı sloupc̊u a čtyř řádk̊u obsahuje jednu figuru, pak jsou
pokryta všechna černá pole.

Nyńı je zřejmé, že při pokryt́ı černých poĺı 4 střelci vždy nastane
jedna z následuj́ıćıch možnost́ı:

• Všechny 4 figury jsou v prostředńıch třech sloupćıch (a zároveň
v prostředńıch čtyřech řádćıch). V jistém sloupci tedy stoj́ı 2 figury.
Počet rozmı́stěńı tohoto druhu je 3 ·

(
4
2

)
· 2 = 36.

• V prostředńıch třech sloupćıch jsou 3 figury a čtvrtá stoj́ı jinde
(přičemž všechny 4 figury jsou v prostředńıch čtyřech řádćıch).
Počet poĺı mimo prostředńı tři sloupce, na která lze umı́stit jed-
noho střelce, je 12. Počet rozmı́stěńı všech čtyř figur je tedy
12 · 3! = 72.

Ukázali jsme, že celkový počet zp̊usob̊u, jak pokrýt černá pole 4 střelci,
je 36 + 72 = 108.

3 Závěr

Matematické úlohy o šachových figurách lze řešit nejen na klasické
šachovnici o rozměrech 8×8, ale též obecněji na čtvercových šachovnićıch
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n × n (či dokonce obdélńıkových šachovnićıch m × n). Čtenář se může
pokusit zobecnit úlohy z tohoto textu a odpovědět na následuj́ıćı otázky:

• Jaký maximálńı počet střelc̊u lze rozmı́stit na šachovnici n×n tak,
aby se navzájem neohrožovali? Kolika zp̊usoby toho lze dosáhnout?

• Jakým nejmenš́ım počtem střelc̊u lze pokrýt šachovnici n × n?
Kolika zp̊usoby to lze udělat?

Př́ıslušná řešeńı lze dohledat v [Ch1], [Ch2], [JJ], [Wa].
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