ULOHY O STRELCICH

ANTONIN SLAVIK

Sachové tlohy jsou tradiéni soucésti rekreaéni matematiky. Vétsinou
jde o tlohy inspirované Sachem, k jejichz feseni vSak nejsou zapotiebi
zadné sachové dovednosti — staci znat zpusob, jakym se pohybuji jednot-
livé sachové figury. K nejzndméjsim problémum patii (kromé prochézek
po Sachovnici) ulohy tykajici se rozmisténi maximalniho poétu neo-
hrozujicich se figur a déle ulohy zamérené na rozmisténi minimdalniho
poctu figur tak, aby ohrozovaly vSechna pole Sachovnice. Uloha 69-B-1-6
matematické olympiddy zni:

Figurka strelce ohroZuje ma Sachovnici libovolné pole diagondly, na
niz strelec stoji. Pokud ovsem ma nékterém poli diagondly stoji veéz,
strelec uz pole za ni neohrozuje. Urcete nejuétsi mozZny pocet strelcu,
které muzeme spolu se ctyrmi véZemi umistit na Sachovnici 8 X 8 tak,
aby se strelci navzdjem neohroZovali.

V tomto textu se zaméfime na pifbuzné ilohy souvisejici s figurou
strelce; jde o klasické tlohy prevzaté z [Chl], [Ch2], [JJ], [Wal. V téchto
zdrojich ¢tenaf najde téz tlohy vénované dalsim figuram. Jak je zminéno
v zadani soutézni tlohy, stielec se v jednom tahu muze posunout o libo-
volny pocet poli, a to v ithlopticném sméru. Barvy figur obvykle nehraji
v matematickych tlohach zadnou roli, proto budeme v obrazcich vSechny
stielce znazornovat ¢ernou barvou bez ohledu na to, zda stoji na ¢erném
nebo bilém poli.

1 Maximalni pocet neohrozujicich se strelcti

Uloha 1.1. Dokazte, e maximdlni pocet stielcu, které lze rozmistit na
Sachovnict 8 x 8 tak, aby se navzdjem neohroZovali, je 14.

Resend. Sachovnici 1ze rozdélit na 15 navzajem rovnobéznych thlopFicek
tak, jak ukazuje obr. 1.

Na kazdé z uhlopticek muze stat nejvyse jeden stielec. Jelikoz pole
v levém dolnim a v pravém hornim rohu lezi na jedné thlopiicce, muze
byt stielcem obsazeno nejvyse jedno z nich. Vidime, ze stielci nemuze
byt vice nez 14. Obr. 2 ukazuje jeden mozny zpusob, jak tohoto poctu
dosahnout. O
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Obrézek 1: Sachovnice rozdélens na 15 thlopficek vyznacenych stiidave
Srafované a barevné

Obrézek 2: Rozmisténi 14 neohrozujicich se stielct

Uloha 1.2. Dokazte, Ze pokud je na Sachovnici 8 X 8 rozmisténo 14 ne-
ohrozujicich se strelcu, pak vsichni stoji na okraji Sachovnice.

Resend. Kazdému poli achovnice pfifadime celé ¢islo udavajici pocet
stielen, ktefi toto pole ohrozuji. (Dohodnéme se pritom, ze kazdy stielec
ohrozuje pole, na kterém stoji.) Kazdé z téchto ¢isel je kladné — pokud
by nékteré pole nebylo ohrozeno zadnym stielcem, mohli bychom na
toto pole umistit dalsi figuru, coz by bylo ve sporu s piredchozi 1lohou.
Zaroven je ziejmé, ze zadné pole neni ohrozeno vice nez dvéma stielci.

Poli, na kterych stoji stielec, je 14 a maji ¢islo 1. VSechna rohova pole
maji také ¢islo 1 a aspon dvé z nich nejsou obsazena stielcem. Celkem
tedy mame asponn 16 poli s ¢islem 1 a nejvysSe 48 poli s ¢islem 2. Pro



soucet S vSech ¢isel na Sachovnici tedy plati
S<1-164+2-48 =112. (1.1)

Vsimnéme si, ze stielec stojici na libovolném krajnim poli sachovnice
ohrozuje pravé 8 poli. Naopak stielec stojici jinde nez na krajnim poli
ohrozuje aspon 10 poli. Oznaéime-li pismenem a pocet stielcii stojicich
mimo okraj Sachovnice, pak z pfedchozich pozorovani plyne

S>a-10+ (14 —a) -8 = 2a + 112. (1.2)

Obeé nerovnosti (|1.1)) a (1.2) mohou platit soucasné jen tehdy, kdyz
a =0, tj. kdyz vSech 14 stfelcu stoji na okraji Sachovnice. O

Uloha 1.3. Dokazte, Ze pocet zpusobu, jak na Sachovnici 8 X 8 rozmistit
14 strelcu tak, aby se navzdjem neohroZovali, je 256.

Resend. 7 predchozi dlohy vime, ze vech 14 stielcti musi stdt na okraji
Sachovnice. Zaméiime se na jeji horni fddek. Na prvnim (resp. po-
slednim) poli tohoto fadku stoji stielec pravé tehdy, kdyz posledni
(resp. prvni) pole dolniho fadku je volné.

Uvazujme déle nékteré ze Sesti poli horniho fadku, které neni na
okraji; necht jde o k-té pole zleva. Toto pole je souédsti dvou thlopiicek,
jejichz zbyvajici koncova pole lezi na levém a pravém okraji Sachovnice,
viz obr. 3. Tato dvé pole lezi na dalsich dhloptickach, které se protinaji
v dolnim Tfadku Sachovnice, a to na k-tém poli zprava, viz opét obr. 3.
Je-li na Sachovnici rozmistén maximalni pocet neohrozujicich se stielcu,
znamena to, Ze ze ¢tyf zminénych poli jsou obsazena bud’ pole u horniho
a dolniho okraje, nebo pole u levého a pravého okraje.

Vidime, Ze informace o pozicich stielcii v hornim fdadku jiz jedno-
znatné urcuje rozmisténi vSech ostatnich stfelci. Pocet moznosti, jak
obsadit ¢ neobsadit pole v hornim fadku, je 28 = 256. 0

2 Pokryvani sachovnice strelci

Budeme fikat, ze danéd skupina stielct pokryvé jistou mnozinu poli na
sachovnici, pokud kazdé uvazované pole bud obsahuje stielce, nebo je
nékterym stielcem ohrozeno.

Uloha 2.1. Dokazte, Ze nejmensi pocet strelcu, kterymi lze pokrijt
Sachouvnici 8 X 8, je 8.



Obrézek 3: Piitomnost ¢i nepfitomnost stfelce na vyznaceném poli
v hornim fadku jednozna¢né urcuje obsazenost vyznaenych poli
u zbyvajicich t¥i okraja Sachovnice

Resent. Kazdy stielec stojici na bilém (resp. ¢erném) poli ohrozuje
pouze bild (resp. ¢ernd pole). Potiebujeme tedy zjistit, kolika stielci
1ze pokryt pole kazdé ze dvou barev.

Piedstavme si, ze celou Ssachovnici oto¢ime o 45 stupnu. Stielci se
pak z naSeho pohledu pohybuji vodorovné ¢i svisle. Uprostied otocené
Sachovnice se nachéazi obrazec slozeny z ¢ernych poli tvofeny ¢tyimi
tfadky a péti sloupci, viz obr. 4 vlevo. K pokryti tohoto obrazce jisté
potfebujeme aspon 4 stielce stojici na cernych polich.

Podobné k pokryti vSech bilych poli potiebujeme dalsi 4 stielce.
8 stielcu jiz staci k pokryti celé sachovnice, viz obr. 4 vpravo. O

Uloha 2.2. Dokaste, Ze pocet zpiisobii, jak pokryt Sachovnici 8 X 8 po-
moci 8 strelct, je 11 664.

Reseni. Ukdzeme, Ze pocet zpisobi, jak pokryt Gernd pole pomoci
4 strelcu, je 108. Diky symetrii je stejny i pocet zpusobu, jak pokryt
bila pole, a vysledny pocet pokryti celé sachovnice je 1082 = 11 664.
Stejné jako v feSeni predchozi tdlohy vyuzijeme toho, ze po otoceni
Sachovnice o 45 stupnu se stielci pohybuji vodorovné ¢&i svisle.
Uvazujme pouze ¢ernd pole na otoc¢ené Sachovnici. Prostfedni ¢étyfii
radky v tomto obrazci jsou pokryty 4 stielci jen tehdy, kdyz kazdy z nich
obsahuje jednu figuru (v opa¢ném piipadé existuje radek a sloupec neob-
sahujici sttelce, a tedy jejich spole¢né pole neni pokryto zadnou figurou).
Podobné plati, ze prostiedni tii sloupce jsou pokryty 4 stielci jen tehdy,
kdyz kazdy z nich obsahuje aspon jednu figuru. Pokud naopak kazdy
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Obrazek 4: Otocend Sachovnice s vyznacenym obrazcem o rozmérech
4 x 5 (vlevo); pokryti sachovnice 8 stielci (vpravo)

ze zminénych tii sloupcu a ¢tyt fadka obsahuje jednu figuru, pak jsou
pokryta vSechna ¢erna pole.

Nyni je zfejmé, ze pii pokryti ¢ernych poli 4 stielci vzdy nastane
jedna z néasledujicich moznosti:

e Vsechny 4 figury jsou v prostfednich tiech sloupcich (a zaroven
v prostiednich ¢tyfech fadcich). V jistém sloupci tedy stoji 2 figury.
Pocet rozmisténi tohoto druhu je 3 - (;1) -2 = 36.

e V prostiednich tfech sloupcich jsou 3 figury a ¢tvrtd stoji jinde
(pficemz vSechny 4 figury jsou v prostiednich ¢tyfech Fadcich).
Pocet poli mimo prostiedni tii sloupce, na kterd lze umistit jed-
noho strelce, je 12. Pocet rozmisténi vSech ¢tyr figur je tedy

123! =T72.
Ukézali jsme, ze celkovy pocet zpusobu, jak pokryt ¢ernd pole 4 stielci,
je 36 + 72 = 108. O
3 Zaver

Matematické tlohy o Sachovych figurich lze feSit nejen na klasické
Sachovnici o rozmérech 8x 8, ale téZ obecnéji na ¢tvercovych Sachovnicich



n x n (¢i dokonce obdélnikovych sachovnicich m x n). Ctenaf se miize
pokusit zobecnit tlohy z tohoto textu a odpovédét na nasledujici otazky:

e Jaky maximalni pocet stielct lze rozmistit na Sachovnici n x n tak,
aby se navzajem neohrozovali? Kolika zptsoby toho lze dosdhnout?

e Jakym nejmensSim poctem stielcu lze pokryt Sachovnici n x n?
Kolika zpusoby to lze udélat?

Piislusnd feseni lze dohledat v [Chl], [Ch2], [JJ], [Wa].
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