Ulohy o kloboucich

Matus Proner, Antonin Slavik

Abstrakt. Clanek piinasi vybeér nékterych tloh, ve kterych trpaslici hadaji barvy svych klo-
boukt a snazi se za pomoci matematiky najit optimélni strategii.

V poslednich 20 letech jsou v rekrea¢ni matematice velmi popularni dlohy, ve kte-
rych se jisty pocet osob snazi uhodnout, jaké barvy maji klobouky na jejich hlavach.
Uloha méa mnoho variant liicich se napf. po¢tem barev a osob, skute¢nosti, zda osoby
hédaji najednou nebo postupné, zda se vidi v8ichni navzijem a zda maji piipadné
k dispozici nékteré dodatecné informace. Nékdy je nasim tkolem najit strategii, ktera
zarudi, ze asponn jedna osoba uhodne barvu svého klobouku. Jindy usilujeme o ma-
ximalni pocet spravnych tipil nebo se snazime maximalizovat pravdépodobnost, Ze
v8ichni budou tipovat spravné. Nékteré tlohy vyzaduji jen logické uvazovani, v jinych
pripadech je feSeni zaloZeno na vyuziti jednoduchych i pokrocilejsich matematickych
nastroji. V ¢lanku predkladame vybér nékolika dloh o kloboucich. Jisté neni tieba
zduraziovat, ze ¢tenarl by se mél nad kazdou tilohou nejprve samostatné zamyslet.

Text je inspirovan diplomovou praci [I], kterou sepsal prvni autor pod vedenim
druhého autora, uvidime vsak i nékteré novéjsi dlohy a vysledky. Stejné jako v praci
[11] jsou vSechna zadani formulovana jako ulohy o trpaslicich, kterym ¢arodéj ndhodné
pridéluje klobouky. V ¢eské literature se vyskytuji i dalsi odborna pojednani o trpas-
licich, viz napf. [3].

Ve vsSech tulohach predpokladédme, Ze trpaslici se mohou pfedem dohodnout na
vhodné strategii. Poté, co jim ¢arodéj rozdéli klobouky, uz mezi sebou nesmi nijak ko-
munikovat a smi pouze hadat barvy svych klobouki. Teprve kdyz vSichni oznami svij
tip, dozvédi se, kdo z nich hadal spravné. Zajimaji nas jen deterministické strategie,
pro které plati, Ze po rozdéleni klobouku trpaslikiim strategie jednoznacné urcuje, jak
budou trpaslici tipovat — nemohou naptiklad hézet kostkou nebo pouzivat generatory
nahodnych ¢isel (v literatuie lze ovSem najit i tlohy pFipoustéjici nedeterministické
strategie, viz napt. [13, uloha 78]).

1. Trpaslici a modularni aritmetika

Nasledujici problém je patrné nejzndméjsi ilohou o hadani barev klobouku. Lze jej
najit napt. ve zdrojich [8,[14]. V ¢lanku [8] je uvedeno, Ze iloha patii k matematickému
folkloru, je pomérné stara a neni snadné vypatrat, kdo je jejim autorem.
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Uloha 1.1. V zdstupu stoji 10 trpasliki. Kazdému z nich carodéj na hlavu ndhodné
vycaruje cerny nebo bily klobouk. Ukolem kazZdého trpaslika je uhodnout, jakou barvu
md klobouk na jeho hlave, pFicemz se 7idi ndsledujicimi pravidly:

o Vsichni trpaslici se sméji divat pouze dopTedu a vidi barvy vSech klobouku pted
sebou.

e Trpaslici hdadaji postupné; zacind ten, ktery stoji na konci zdstupu.
Najdéte strategii, kterd trpaslikim zarucéi mazimdlng pocet sprdavnijch tipi.

Od¢islujme trpasliky ¢isly 1,...,10 tak, jak stoji v zastupu za sebou — trpaslik 1 je
vepiedu, jako prvni hada trpaslik 10 stojici vzadu. Z barev kloboukt, které vidi pred
sebou, nedokaze ziskat zddnou informaci o barvé svého klobouku. Pokud bude tipovat
nahodné, uspéje s pravdépodobnosti % Mohlo by se zdat, ze trpaslici 1,...,9 jsou ve
zcela stejné situaci. Pokud budou v8ichni tipovat nahodné, pak stfedni hodnota poctu
spravnych tipti bude 5, neni v8ak zarucen ani jeden spravny tip.

Ve skute¢nosti existuje mnohem vyhodnéjsi strategie. Je zaloZena na tom, Ze tr-
paslik 10 muze svj tip vyuzit k tomu, aby svym kolegim poskytl informaci o tom, co
vidi pfed sebou. Miuze jim napiiklad prozradit, zda vidi sudy nebo lichy pocet bilych
kloboukti, a to nésledujicim zptsobem: Pokud vidi sudy pocet bilych klobouki, pak
tipuje ,,Cerna“, v opa¢ném piipadé tipuje ,,bila“. Nyni je na fadé trpaslik 9, ktery jiz
maé informaci o parité celkového poc¢tu bilych kloboukt na pozicich 1, ..., 9. Z parity
poctu bilych klobouki, které vidi pied sebou, pak snadno uréi barvu svého klobouku.
Dalsi trpaslici postupuji podobné: Trpaslik na pozici k£ vidi barvy kloboukd na pozi-
cich 1,...,k —1 a zné barvy klobouki na pozicich k+1,...,9, slySel totiz tipy kolegti
stojicich za nim a vi, Ze tipovali spravné. Z informace o parité celkového po¢tu bilych
kloboukti pak spravné urc¢i barvu svého kloboukuEI

Popsana strategie zarucuje trpaslikiim miniméalné 9 spravnych tipt. UkéZzeme, jak
ji preformulovat mirné odlisnym, ale ekvivalentnim zpisobem, ktery bude vyhodnéjsi
pii feSeni obecnéjsi verze tlohy.

Ztotoznime ¢ernou barvu s ¢islem 0 a bilou barvu s ¢islem 1. Déle necht z; € {0,1}
znadi barvu i-tého klobouku. Podle vySe popsané strategie pak trpaslik 10 ohlasi barvu

(Z?:l xz) mod 2, kde @ mod b znaci zbytek z a pti déleni b. Kazdy dalsi trpaslik, jehoz
¢islo je k € {1,...,9}, pak vypo¢ita barvu xj svého klobouku ze vztahu

9 k—1 9
<Z xi> mod 2 = Z T; +x + Z T; mod 2.
i=1 i=1 i=k+1

informace od trpaslika 10 vidi pfed sebou slysel za sebou

Uloha 1.2. Modifikujme zaddni predchozi tilohy tak, Ze misto cerngch a bilyjch klo-
boukit mdme klobouky n barev (pFicem?z trpaslici védi, o jaké barvy jde). Najdéte stra-
tegii zarucugici mazximdlni pocet sprdvnijch tipd.

1Poznamenejme, Ze trpaslik si nemusi pamatovat barvy viech klobouk, které se nachézeji za nim.
Staci znat pocet bilych kloboukd, resp. jejich paritu.
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Snadno zobecnime feSeni predchozi ulohy. Ztotoznime barvy s €isly 0,...,n — 1.
Necht z; € {0,...,n — 1} opét znali barvu i-tého klobouku. Strategie bude nyni

fungovat tak, ze trpaslik 10 ohlasi tip (Z?:l xl> mod n. Kazdy dalsi trpaslik s ¢islem
ke {1,...,9} pak vypocita barvu xj svého klobouku ze vztahu

9 k—1 9
(Z xz> modn = Z T; +xp + Z T; mod n.
i=1 i=1

i=k+1

informace od trpaslika 10 vidi pfed sebou slysel za sebou

Tato strategie opét zarucuje minimalné 9 spravnych tipa.
Ctenaf si snadno rozmysli, Ze pokud bychom méli zastup tvofeny ¢ trpasliky, pak
pfimocaré zobecnéni popsané strategie zaru¢i minimélné ¢ — 1 spravnych tipi.
Nasledujici tiloha je odlisné tim, Ze vSichni trpaslici museji tipovat soucasné a stadi,
kdyz aspon jeden spravné uhodne barvu svého klobouku.

Uloha 1.3. Proti sobé sedi dva trpaslici. Kazdému z nich ¢arodéj na hlavu ndhodné vy-
caruje cerny nebo bily klobouk. Trpaslici pak soucasné hddaji, jaké barvy maji klobouky
na jejich hlavdch. Najdéte strategii, kterd zaructi asporni jeden sprdavny tip.

7Zda se, ze kdyz trpaslici museji hadat soucasné, pak jim nezbyvé, nez tipovat na-
hodné. V tom piipadé se snadno miuze stat, ze ani jeden neuhodne spréavnou barvu.
Stac¢i vSak, kdyz se misto toho dohodnou nasledujicim zptasobem: Trpaslik 1 bude ha-
dat stejnou barvu, jakou vidi u svého kolegy, zatimco trpaslik 2 bude hadat opa¢nou
barvu, nez jakou vidi u svého kolegy. Jak tispésna je tato strategie? Pokud maji klo-
bouky stejné barvy (nezélezi na tom, zda jsou ¢erné nebo bilé), pak trpaslik 1 spravné
uhodne barvu svého klobouku a trpaslik 2 se zmyli. Pokud maji naopak klobouky roz-
dilné barvy, pak uspéje trpaslik 2. Strategie tedy zarucuje vzdy presné jeden spravny
tip.

Ztotoznime-li opét ¢ernou barvu s ¢islem 0 a bilou barvu s ¢islem 1 a pouzijeme
oznaceni x; € {0,1} pro barvu i-tého klobouku, pak popsana strategie znamena, Ze
trpaslik 1 sazi na to, Ze plati (z1 + x2) mod 2 = 0, zatimco trpaslik 2 predpoklada, Ze
(z1 + x2) mod 2 = 1. Pfi pouziti této formulace dokdZeme snadno vyfesit nasledujici
obecnéjsi ulohu.

Uloha 1.4. Kolem kulatého stolu sedi 10 trpasliki. Kazdému z nich carodej na hlavu
vycaruje klobouk, piicemz ndhodné voli z 10 riznijch barev (trpaslici védi, o jaké barvy
jde). Trpaslici pak soucasné hddaji, jaké barvy maji klobouky na jejich hlavdich. Najdéte
strategii, kterd zaruci aspoti jeden sprdvny tip.

Jako obvykle ztotoznime barvy s ¢isly 0,...,9 a z; € {0,...,9} bude znadit barvu

i-tého klobouku. Dale ozna¢me s = (21121 a:l) mod 10. Tuto hodnotu trpaslici neznayji,

védi vSak, Ze jde o ¢islo z mnoZiny {0,...,9}. Trpaslik s &slem ¢ € {1,...,10} bude
predpokladat, Ze plati s = i — 1. Z barev, které vidi kolem sebe, a z pfedpoklddané
hodnoty s dopocte barvu svého klobouku x; a ohlési ji jako svij tip. Tento tip bude
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spravny, pravé kdyz trpaslik pouzil spravnou hodnotu s. K tomu dojde u pravé jednoho
trpaslika, strategie tedy zarucuje vzdy pravé jeden spravny tip.
Uvedme jesté jiné zobecnéni tlohy které lze najit v [14].

Uloha 1.5. Kolem kulatého stolu sedi 2n trpasliki. Kazdému z nich ¢arodéj na hlavu
ndhodné vycaruje cerny nebo bily klobouk. Trpaslici pak soucasné hddaji, jaké barvy
maji klobouky na jejich hlavdch. Najdéte strategii zarucugjici maximdlni pocet spravngch
tipi.

Pokud se trpaslici sparuji do dvojic a kazda dvojice pouZije strategii popsanou
v FeSeni tlohy [T.3] pak pocet spravnych tipi bude vzdy n. Neexistuje zadna determi-
nistickd strategie, ktera by zarudila vySsi pocet spravnych tipt. Pro kazdou strategii
totiz plati, Ze podet konfiguraci (tj. rozdéleni barev), kdy trpaslik tipuje spravng, se
shoduje s po¢tem konfiguraci, kdy tipuje Spatné (trpaslik se ¥idi jen tim, co vidi kolem
sebe, a zména barvy jeho klobouku nemé zadny vliv na jeho tip). Pro kazdou strate-
gii tudiz plati, Ze stfedni hodnota po¢tu spravnych tipt (pfi¢em?Z primérujeme pies
v8echny konfigurace) je n. To znamen4, Ze pokud né&jaka strategie dava pro néjakou
konfiguraci vice neZz n spravnych tipt, pak pro jinou konfiguraci musi davat méné nez
n spravnych tipt.

2. Trpaslici a permutace

Nasledujici tlohu lze najit napf. ve zdrojich [8] [10, [13]. Jde o variantu tlohy ve
které mame zaruceno, ze klobouky maji navzajem riizné barvy.

Uloha 2.1. V zdstupu stoji 10 trpasliki. C’amdéj md pripraveno 11 kloboukid riznijch
barev (trpaslici vedi, o jaké barvy jde) a kazdému trpaslikovi ndhodné piidéli jeden
z mich. Ukolem kazdého trpaslika je uhodnout, jakou barvu md klobouk na jeho hlave,
piicemz se Tidi ndsledujicimi pravidly:

o Vsichni trpaslici se sméji divat pouze doptedu a vidi barvy vsech klobouku pied
sebou.

o Trpaslici hadaji postupné; zacind ten, ktery stoji na konci zdstupu.

Najdéte strategii, kterd mazimalizuje pravdépodobnost, Ze wvsichni trpaslici uhodnou
barvu svého klobouku.

Pokud vsichni trpaslici uhodnou barvu svého klobouku, budeme zkracené rikat,
ze trpaslici vyhraji. Posledni trpaslik pfed sebou vidi 9 rtznych barev a vi, Ze jeho
klobouk mé nékterou ze zbyvajicich 2 barev. Nemé v8ak Zadnou informaci, ktera by
mu napovédéla, o kterou barvu jde. Je tedy zfejmé, Ze zadna strategie nemuze zarudit
pravdépodobnost vyhry vySsi nez % Ukazeme, Ze existuje strategie s pravdépodobnosti
vyhry %

Tentokrat jednotlivé barvy ztotoZnime s &isly 1,...,11. Dale si predstavime, ze
Garodgj vezme posledni nevyuzity klobouk a polozi jej za posledniho trpaslika (neni
podstatné, zda to opravdu udéla — jde jen o myslenkovy experiment). Mame tedy
v fadé za sebou celkem 11 klobouku, které mizeme chépat jako permutaci mnoziny
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{1,...,11}. Tato permutace je bud sudé, nebo licha; ob& moznosti nastavaji s prav-
dépodobnosti % (pro kazdé n plati, ze sudych permutaci n-prvkové mnoziny je stejné
jako lichych). Trpaslici se dopfedu dohodnou, na kterou z obou moZnosti vsadi, a této
dohodé pak prizptsobi své tipovani.

Reknéme, ze trpaslici vsadi na to, ze permutace bude suda. Posledni trpaslik tedy
pfi rozhodovani mezi dvéma permutacemi (které se lisi jen transpozici) vybere tu, ktera
je sudé. Predposledni trpaslik vidi barvy pied sebou a divéruje tomu, ze kolega stojici
za nim spravné tipoval barvu svého klobouku. Opét se tedy rozhoduje mezi dvéma
moznostmi, které odpovidaji sudé, resp. liché permutaci kloboukii. Trpaslik vybere
prvni moznost a hadani pokracuje podobnym zptisobem dale. Pokud je permutace
suda, coZ nastava s pravdépodobnosti %, pak trpaslici vyhraji, v opa¢ném pfipadé
posledni trpaslik tipuje chybné a trpaslici prohraji.

Je zajimavé si uvédomit, ze i kdyz je permutace liché, vSichni trpaslici kromé
posledniho stale tipuji spravné. Domnivaji se totiz, ze barvy jejich kloboukl tvoii
permutaci, ktera se od permutace odpovidajici skutecnosti lidi jen transpozici na po-
slednich dvou mistech, a podle toho hadaji barvy svych klobouki. Popsana strategie
tedy zaroven maximalizuje zaru¢eny pocet spravnych tipt, ktery je 9.

Pokud by nasim cilem bylo pouze maximalizovat zaruceny pocet spravnych tip,
mohli bychom pouzit strategii popsanou v feSeni ulohy Tanya Khovanova si
v ¢lanku [8] v8imé4, Ze tato strategie by ovSem selhala, pokud by ¢arodéj zpfisnil
pravidla a pozadoval, aby kazdy trpaslik tipoval jinou barvu nez jeho pfedchtdci
(podle [8] jsou autory této varianty Konstantin Knop a Alexander Shapovalov). Mize
se totiz snadno stat, ze néktery z prvnich deviti trpaslikii bude mit na hlavé kloubouk
barvy s, kterou jiz ohlasil desaty trpaslik (napf. pro identickou permutaci vychazi
s=(0+1+---+9)mod 1l = 45mod 11 = 1). Naproti tomu strategie zalozena na
sudych a lichych permutacich funguje i pro modifikovanou tlohu.

3. Trpaslici a nezavislé mnoziny

Je ziejmé, Ze feSeni tulohy [2.1] lze snadno zobecnit pro ¢ trpasliki a ¢ 4+ 1 rtznoba-
revnych klobouki. Co se zméni v pfipadé, kdy méame ¢ trpasliki a ¢t + k kloboukt?
Tato varianta je rozebrana v ¢lanku [10]. Posledni trpaslik se rozhoduje mezi k + 1
barvami, které nevidi pfed sebou. Zadna deterministické strategie tedy nemtize mit
vyssi pravdépodobnost tspéchu nez %H Je moZné této pravdépodobnosti skuteéné
dosahnout?

Uvazujme pro ilustraci pifipad £ = 2 a ¢t = 2. Trpaslici mohou naptiklad vsadit
na to, ze barvy jejich kloboukt odpovidaji nékteré z usporadanych dvojic obsazenych
vV mnozin

A=1{(1,2),(2,3),(3,4), (4 D} (1)

Pokud tedy napt. druhy trpaslik pfed sebou vidi barvu 1, bude tipovat, Ze jeho klobouk
mé barvu 2. Jaka je GspéSnost této strategie? Existuje celkem 4 -3 = 12 zpisobu, jak
muze ¢arodéj pridélit klobouky dvéma trpaslikim. Ti zvitézi pravé tehdy, kdyz ¢arodéj

zvoli nékterou ze dvojic obsaZenych v mnoziné A, coz nastane s pravdépodobnosti
4 _ 1

12~ 3°

2Vzapéti vysvétlime, jak jsme k této mnozing dospéli.
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Pro k = 2 a t = 3 existuje podobna strategie — trpaslici mohou vsadit na to, ze
barvy jejich klobouki odpovidaji nékteré z usporadanych trojic z mnoziny

B=1{(1,2,5),(1,3,4),(1,4,3),(1,5,2),(2,1,3),(2,3,1),(2,4,5), (2,5,4),
(3,1,5),(3,2,4),(3,4,2),(3,5,1),(4,1,2),(4,2,1), (4, 3,5), (4,5, 3),
(5,1,4),(5,2,3),(5,3,2),(5,4,1)}.

Tti klobouky muze ¢arodéj vybrat 5-4-3 = 60 zptisoby a mnozina B obsahuje 20 trojic,
pravdépodobnost vyhry je tedy % = %

Jak byla ziskdna mnozina B? Je tvofena uspofadanymi trojicemi navzajem riznych
¢isel z {1,2,3,4,5}, z nichz kazdé dvé se museji lisit aspoil na dvou pozicich. Kdyby se
co slysel a vidi, nebude schopen rozhodnout, kterou z obou trojic méa zvolit. Mnozina B
by tedy méla byt co nejvétsi mnozina usporfadanych trojic navzajem rtznych Cisel
z {1,2,3,4,5}, kde se kazdé dvé trojice lisi aspon na dvou pozicich.

Vse se zpiehledni, kdyz problém pfeformulujeme v feéi teorie grafti. Necht Gy
je graf, jehoZz vrcholy jsou vSechny uspofadané t-tice navzajem ruznych ¢isel z mnoziny
{1,...,t + k} (jde tedy o v8echny mozné konfigurace barev kloboukd na hlavach tr-
pasliki). PFitom dva vrcholy jsou spojeny hranou pravé tehdy, kdyZ se piislusné t-tice
lisf pouze na jedné pozici.

Nas ovSem zajimaji mnoziny t-tic, z nichz kazdé dvé se 1isf asponi na dvou pozicich,
tj. zadné dvé nejsou v Gyqp i spojeny hranou. Hledame tedy maximalni nezavislou
mnozinu v tomto grafuﬁ Nase tivahy shrnuje nésledujici véta.

Véta 3.1. Pro tlohu s t trpasliky a t + k riznobarevnymi klobouky existuje deter-
manistickd strategie s pravépodobnosti vghry k%rl, pravé kdyZ v grafu Giipp existuje
nezdvisld mnozina o velikosti (t + k) --- (k+2).

Diikaz. Uvazujme libovolnou deterministickou strategii. Necht X je mnozina vSech
konfiguraci, pro které trpaslici pfi pouziti dané strategie vyhraji. Pak X je nezavisla
mnozina v grafu G4 i, jinak by strategie neurcovala jednoznacné tipy viech trpasliki.
Celkovy pocet konfiguraci je (t+ k&) -- (k+ 1). Pokud pravdépodobnost vyhry je %ﬂ,
pak [X|= 5t +k)---(k+1)=(t+ k) (k+2)

Necht naopak X je nezavisla mnozina v Gyt k. Trpaslici pak mohou vsadit na to,
ze konfigurace barev jejich kloboukt lezi v X. Je-li to pravda, pak kazdy trpaslik vi,
jak ma tipovat, a trpaslici vyhraji. V ostatnich pripadech se mohou zachovat libovolné.
Pravdépodobnost vyhry je tedy nejméné

X
(t+k)--(k+1)

Pokud specialnég plati | X| = (t+ k&) - - - (k+2), pak pravdépodobnost vyhry je nejméné
k%rl. 7 tvahy na zac¢atku oddilu vsak vime, Ze vySsi byt nemuze. O

3Je-li G = (V, E) libovolny graf, pak mnozina S C V se nazyva nezavisla, pokud Z&adné dva vrcholy
z S nejsou spojeny hranou.
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Obr. 1. Graf G4,2 pro ulohu se 2 trpasliky a 4 barvami

Obrazek|I| znézoriiuje graf Gy o pro ulohu se 2 trpasliky a 4 barvami, tj. t = k = 2.
Vidime, Ze mnozina A uvedena ve vztahu (1), kterou jsme vyuzili p¥i popisu strategie
s pravépodobnosti vyhry , skutecné predstavuje nezavislou mnozinu velikosti 4 v grafu
G4 2 (existuji v ném ovﬁem i jiné nezévislé mnoziny stejné velikosti, které bychom mohli
pouZit).

Ctenaf si snadno promysli, ze vSechny grafy Gotk,k pro k € N maji podobnou
strukturu a obsahuji nap¥. nezavislou mnozinu {(1,2),...,(k — 1, k), (k, 1)} velikosti
k. Pro t = 2 trpasliky a jakékoliv k € N tedy existuje optimalni strategie s pravdépo-
dobnosti vyhry %ﬂ

Uloze se 3 trpasliky a 5 barvami, tj. piipadu t = 3 a k = 2, odpovida graf Gj 3,
ktery ma 5-4-3 = 60 vrcholt. Obrazek je nepiehledny, proto jej neuvadime. S pouZzitim
vhodného pocita¢ového programu vSak velmi rychle najdeme nezavislou mnozinu obsa-
hujici 20 vrchola (naptiklad Wolfram Mathematica méa pro hledani nezavislych mnozin
zabudovany pfikaz FindIndependentVertexSet). Timto zptisobem byla nalezena vyse
uvedeni mnozina B.

Dale je zajimavé si uvédomit, jakou strukturu ma graf G:i i1, ktery odpovida
tloze[20]s ¢ trpasliky a t+1 rtznobarevnymi klobouky. Vime, Ze jeho vrcholy jsou uspo-
fadané t-tice navzajem riznych &isel z mnoziny {1,...,t + 1}, pfi¢emz hranami jsou
spojeny t-tice lisici se pouze na jedné pozici. Pokud bychom na konec kazdé t-tice do-
plnili chybé&jici prvek mnoziny {1,...,t+ 1}, dostaneme pravé vSechny permutace této
mnoziny. Hranami budou spojeny pravé ty permutace, které se lisi na dvou pozicich,
neboli permutace lisici se transpozici. Vidime, Ze jde o bipartitni graf: V jedné ¢asti
jsou vSechny sudé permutace a ve druhé vSechny liché, pricemz kazda hrana spojuje su-
dou a lichou permutaci. Tento graf ma dvé maximéalni nezavislé mnoziny tvorené vsemi
sudymi, resp. v8emi lichymi permutacemi; jejich pocty jsou (t +1)!/2 = (¢ +1)---3.
Pro k = 1 se tedy naSe strategie redukuje na strategii zaloZenou na sudych a lichych
permutacich, kterou jsme popsali v feSeni dlohy
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Obecné bohuzel neni pravda, Ze by pro kazdou dvojici ¢,k € N graf Gy, obsa-
hoval nezéavislou mnozinu o velikosti (¢t 4+ k) --- (k 4+ 2). Nemuseji tedy existovat ani
strategie pro ¢ trpasliki a ¢ + k raznobarevnych klobouku s pravdépodobnosti vyhry
k%_l. V ¢lanku [I0] je napf. dokdzéno, Ze pro k = 2 takova strategie existuje préavé
tehdy, kdyz t < 6. Ve stejném zdroji jsou odvozeny i dalsi zajimavé vysledky pro
k > 2. Pro nékteré dvojice ¢,k € N vSak doposud neni zndmo, jaka je velikost maxi-
malni nezavislé mnoziny a jak vypada optimalni strategie v piipadé, kdy neexistuje
strategie s pravdépodobnosti vyhry k%‘_l

4. Trpaslici a Hammingovy kédy

V tomto oddile se zaméfime na tlohy, ve kterych nemuseji hadat vSichni trpaslici.
Vyklad je inspirovan ¢lankem [I] a knihou [9].

Uloha 4.1. U stolu sedi tFi trpaslici. Kazdému z nich ¢arodéj na hlavu ndhodné vyca-
ruje cerny nebo bily klobouk. Trpaslici pak soucasné hddaji, jaké barvy maji klobouky
na jejich hlavdch, maji vsak i moznost micet. Najdéte strategii, kterd maximalizuje
pravdépodobnost, Ze aspon jeden trpaslik uhodne barvu svého klobouku a nikdo netipuje
chybné.

Abychom si usnadnili vyjadfovani, budeme ¥ikat, Ze trpaslici vyhraji, pokud aspon
jeden trpaslik uhodne a nikdo netipuje chybné.

Nabizi se jednoduché strategie: Jeden trpaslik bude tipovat nahodné, zbyvajici dva
budou mléet. Pravdépodobnost, Ze trpaslici vyhraji, je % Existuje v8ak vyhodné&jsi
strategie. Trpaslici si uvédomi, ze pravdépodobnost, ze vSechny klobouky maji stejnou
barvu, je relativné nizka. Pokud tedy trpaslik vidi dvé stejné barvy, pak bude tipovat
opacnou barvu, jinak bude mléet. P¥i pouziti této strategie mohou nastat dva piipady:

e Vsechny klobouky maji stejnou barvu, tudiz v8ichni trpaslici haddaji Spatné a pro-
hraji.

e Vsechny klobouky nemaji stejnou barvu. Trpaslik s mensinovou barvou bude
hadat spravné, ostatni trpaslici budou mléet a vyhraji.

Pravdépodobnost vyhry je tedy g = %. Dokazeme, Ze neexistuje zadna jina strategie
s vyssi pravdépodobnosti vyhry. Soucasné tlohu zobecnime pro ¢ trpaslika.

Véta 4.2. Kolem kulatého stolu sedi t trpasliki. KaZdému z nich carodéj na hlavu
ndhodné vycaruje cerny nebo bily klobouk. Trpaslici soucasné hddaji, jaké barvy maji
klobouky na jejich hlavdch, maji v§ak i moznost micet. Pak pro jakoukoliv determinis-

. g P M . - o t

tickou strategii plati, Ze pravdépodobnost vyhry je mensi nebo rovna .

Diikaz. Ztotoznime-li ¢ernou barvu s &islem 0 a bilou barvu s ¢islem 1, pak barvy
t klobouktd miizeme chépat jako posloupnost délky t tvofenou nulami a jednickami;
zkracené budeme hovofit o konfiguracich. Pro kazdou deterministickou strategii mi-
zeme sestavit tabulku, kde v prvnim sloupci budou v8echny mozné konfigurace, dalsi
sloupce tikaji, jak pfi dané konfiguraci tipuji jednotlivi trpaslici, a posledni sloupec
udévé, zda trpaslici vyhraji, nebo prohraji. Tabulka by mohla vypadat naptiklad takto:
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Konfigurace | Trpaslik 1 | Trpaslik 2 | Trpaslik 3 | Vysledek
000 spravné mléi spravné vyhra
001 chybné spravné spravné prohra
010 mléi mléi chybné prohra

Nyni si uvédomme, Ze celkovy pocet spravnych tipt v celé tabulce se vzdy shoduje
s celkovym poc¢tem chybnych tipti. Pokud totiz trpaslik pro néjakou konfiguraci tipuje
spravné, pak pro konfiguraci, ve které mé opacnou barvu klobouku, tipuje chybné
(strategie je deterministicka a trpaslik se rozhoduje pouze na zikladé barev, které vidi
kolem sebe).

Vzhledem k rovnosti celkovych poc¢ti spravnych a chybnych tipt plati, Ze na kazdy
fadek obsahujici aspon jeden chybny tip (a nejvyse ¢ chybnych tipti) bude piipadat
nejvyse t fadka s aspon jednim spravnym a zadnym chybnym tipem (a nejvyse ¢ — 1
piipadii, kdy trpaslik mléf). Odtud jiz plyne, Ze pravdépodobnost vyhry nepfevysi
hodnotu H%l

Poznamenejme, Ze pocet vyher v poslednim sloupci tabulky bude maximalni, pokud
jsou chybné tipy koncentrovany v co nejmensim poctu fadki a vSechny ostatni fadky
obsahuji asponi jeden spravny tip. O

Z predchozi véty plyne, Ze strategie pouzita v tloze [4.1] pro piipad t = 3 je skute¢né
optimélni, nebot vede k vyhte s pravdépodobnosti t% = %. Obecné v8ak zatim nevime,
zda pro kazdé t € N existuje strategie s pravdépodobnosti vyhry 154%1 Pro takovou

strategii musi platit

pocet prohravajicich konfiguraci

= pravdépodobnost prohry = 57 ,

t+1

odkud plyne, ze pocet prohréavajicich konfiguraci je t% JelikoZ tento pocet musi byt
celé ¢islo, mize takova situace nastat jediné tehdy, kdyz t + 1 je mocnina dvojky,
tj. plati ¢ = 2™ — 1 pro né&jaké n € N. Ukazeme, Ze tato podminka je nejen nutné, ale
i postacujici.

Véta 4.3. Pro kazdé t ve tvaru 2™ — 1 existuje deterministickd strategie pro tulohu
st trpasliky s pravdépodobnosti vijhry H%

Ditkaz véty je zaloZen na tzv. Hammingovych kédech. Zavedme nejprve potiebné
pojmy a znafeni. Obarveni ¢ kloboukii (konfigurace) budeme i nadale reprezentovat
jako posloupnosti délky t tvofené nulami a jednickami, tedy jako prvky mnoziny

ZEZZQX---XZQ, kdeZQZ{(Ll}
—_——
t-krat

Pro kazdé dvé posloupnosti z,y € Z% definujeme jejich Hammingovu vzdalenost pred-
pisem

d(z,y) = pocet pozic, na kterych se x a y lisi.
Plati tedy napt. d(010,111) = 2. Snadno si rozmyslime, Ze Hammingova vzdalenost je
metrika na Z5.
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Jednotkovou kouli se stfedem z € Z4 budeme rozumét mnozinu B(z) = {y € Z} :
d(x,y) < 1} tvofenou vSemi posloupnostmi y, které se od x lisi nejvyse na jedné pozici.
Jednotkova koule tedy obsahuje pravé ¢ + 1 prvki.

Definice 4.4. Hammingiv kéd v Z% je mnoZina {x1,...,zx} C Z%, pro kterou plati,
%e B(x1),...,B(xy) jsou disjunktni koule spliujici B(xq1) U --- U B(xy) = Z5.

Napiiklad dvojice {000,111} piedstavuje Hammingtv kod v Z3; piislusné dvé dis-
junktni koule jsou znazornény na obrazku [2|

101

Obr. 2. Mno#ina Z3 odpovida vrcholtm trojrozmérné krychle, které jsou pokryty dvéma
jednotkovymi koulemi se stfedy 000 a 111; kazd4 z nich m4 4 prvky

Pokud {z1,...,zr} je Hammingtav koéd, pak plati k = ti—tl, protoZe Z% obsahuje
2t prvki a kazda jednotkova koule mé ¢ + 1 prvka. Odtud je ziejmé, ze Hammingiiv
kéd muze existovat jen tehdy, kdyz t = 2™ — 1 pro néjaké n € N.

Dale si v8imnéme, Zze pokud ¢ # j, pak d(z;,xz;) > 3. Kdyby totiz platilo
d(z;,xj) = 2, existoval by prvek z € Z takovy, ze d(z;,z) = 1 a d(z,z;) = 1,
tj. z € B(xz;)NB(x;), coz je spor s disjunktnosti kouli. Stejné tak je zfejmé, ze nemiize
platit ani d(z;, ;) = 1.

Nyni miZzeme pristoupit k popisu strategie pro ilohu s t trpasliky za predpokladu,
7e mame k dispozici Hammingiv kod H = {z1,...,25} C Zé.

Piipomeiime, ze kazdy trpaslik vidi barvy kloboukii v8ech svych kolegi a nezné
pouze barvu svého klobouku. Rozhoduje se tedy mezi dvéma konfiguracemi, které se
lisi pouze na jedné pozici a maji Hammingovu vzdalenost 1. Strategie je nésledujici:
Pokud jedna z konfiguraci je sou¢asti H (obé byt nemohou), pak trpaslik zvoli opa¢nou
konfiguraci, jinak bude mlcet.

Ctenaf si miize rozmyslet, Ze pro t = 3 a H = {000,111} se tato strategie shoduje
s dfive popsanou strategii s pravdépodobnosti vyhry % (viz TeSeni ulohy . Jaka je
jeji tisp&snost v obecném pifpadé? Necht z € Z% je skutetna konfigurace popisujici
barvy kloboukii. Mohou nastat dvé moZznosti:

e ¢ € H. Kazdy trpaslik se rozhoduje mezi z a dalsi konfiguraci y € B(z), zvoli y,
tudiz tipuje chybné a trpaslici prohraji.

e r ¢ H, ale x € B(x;) pro n&jaké i € {1,...,k}. Trpaslik, ktery se rozhoduje
mezi T a x;, zvoli x a tipuje spravné. VSichni ostatni trpaslici se rozhoduji mezi
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x a dalsi konfiguraci, kterd nepatii do H, tedy mléi. V tomto pripadé trpaslici
vyhraji.
Tento rozbor ukazuje, ze
2t
pravdépodobnost prohry = P(x € H) = E
2t t+1°
a tedy pravdépodobnost vyhry je H%,
7e prot = 2" —1, kde n € N, existuje Hammingiv kod v Z§. Nasledujici véta ukazuje,
jak jej zkonstruovat.

coz jsme chtéli dokazat. Zbyva vSak jesté ukazat,

Véta 4.5. Necht t = 2" — 1, kde n € N. Pak mnozina H wvSech posloupnosti
x1...74 € ZY splitugicich

0 0 0 1 0
r1 D To® | |z DD Ty = )
0 1 1 1 0
1 0 1 1 0
kde ve sloupcich jsou dvojkové zdpisy cisel 1,...,t a operace @ je sc¢itani vektori po

slozkdch modulo 2, tvori Hammingiv kéd v Z5.

Necht naptiklad n =2 a t = 2" — 1 = 3. Pak rovnost

(1) (§) =22 () == )

plati pouze pro zixex3 = 000 a x1z9x5 = 111, tj. H = {000,111} je Hammingtv kod
v Z3.

Proc¢ funguje popsana konstrukce Hammingova kédu v obecném piipadé? Pro kaz-
dou posloupnost x1 . ..xz; € Z% vektor

0 0 0 1
21| |z lazsd---D || 2

0 1 1 1

1 0 1 1

predstavuje dvojkovy zépis jistého ¢isla s € {0, ..., t}.

Podle definice H plati x;1 ...z € H, pravé kdyz s = 0. Pokud naopak s # 0, pak
z1...x¢ ¢ H a existuje pravé jeden vektor y;...y; € H takovy, Ze
d(xy - 24,91 ...y:) = 1; jde o vektor lisici se od x;...x: na s-té pozici. Ve vyse
uvedeném sou¢tu totiz zména xs zplsobi pri¢teni nebo odecteni vektoru s dvojkovym
zapisem ¢isla s, ¢imZ se soucet vynuluje (a zadny jiny vektor tuto vlastnost nema).

To znamend, Ze kazda posloupnost x1...x; ¢ H lezi v pravé jedné jednotkové
kouli, jejimZz stfedem je prvek mnoziny H. Ovéfili jsme, ze H je Hamminguav kod.

Tento oddil zakonéime nékolika poznamkami. Hammingovy kédy jsou samoopravné
kody vyuzivané v telekomunikacich a informatice; objevil je Richard W. Hamming
v roce 1950, kdyz se zabyval opravami chyb pfi ¢teni dérnych Stitku.
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Ulohapochézi od Todda Eberta, objevila se v ponékud odlisné formulaci v jeho
doktorské disertaci [4] obhajené v roce 1998. Ulohu nésledné zpopularizovala Sara
Robinson, kterd o problému napsala ¢lanek do The New York Times [12]. Souvislost
s Hammingovymi koédy pro ¢ = 2™ — 1 objevil Elwyn Berlekamp, kdyZz se o problému
dozvédél od Petera Winklera. Jaka je situace pro jiné hodnoty t7 Optimalni strategie
pro t = 2™ vypada tak, Ze vybrany trpaslik vZdy ml¢i a ostatni se ¥idi strategii pro
2™ — 1 trpasliki. Pro jiné hodnoty ¢ > 10 neni zndmo, jaka je optimélni strategie. Pro
velka t vSak existuji strategie s pravdépodobnosti vyhry blizké k t_%l Dalsi podrobnosti
lze najit v ¢lanku [I]. Tam se lze do€ist také o varianté alohy s klobouky vice barev
a varianté, kde trpaslici nesmi mlcet a pozaduje se, aby nadpolovi¢ni vétSina tipovala
Spravné.

5. Trpaslici a teorie graft

éarodéj miize zkouSet riizné zptsoby, jak trpaslikim znepiijemnit zivot. Pokud jsou
nuceni tipovat v8ichni najednou, nemohou si navzajem zprostiedkovat informace o tom,
co vidi. V tlohéch, kde trpaslici stoji v zéstupu, zase predstavuje dalsi komplikaci
skutecnost, ze se nevidi v8ichni navzajem. Co kdyz ¢arodéj vyzkousi obé omezujici
podminky souc¢asné?

Uloha 5.1. Kolem skdly stoji t trpasliki. Kazdému z nich ¢arodéj na hlavu ndhodné
vycaruje cerny nebo bily klobouk. Ukolem kaZdého trpaslika je uhodnout, jakou barvu
md klobouk na jeho hlave, pricemZ trpaslici hddaji soucasné, kaZdy se smi divat jen

dopiedu a vidi pouze svého nejblizZsiho souseda ve sméru pohybu hodinovych rucicek.
Najdéte strategii, kterd trpaslikum zaruct aspori jeden sprdvny tip.

Od¢islujeme trpasliky ¢isly 1,...,t tak, jak stoji za sebou ve sméru pohybu hodino-
vych rudicek; mizeme zacit u libovolného trpaslika.

Strategie muze vypadat néasledovné: Trpaslik 1 bude vzdy tipovat stejnou barvu,
jako ma klobouk na hlavé souseda, kterého vidi. Kazdy dalsi trpaslik bude tipovat
opacnou barvu, nez ma klobouk na hlavé souseda, kterého vidi.

Pro¢ tato strategie funguje? Predpokladejme, Ze vSichni trpaslici tipuji chybné.
Pak trpaslik 1 méa jinou barvu nez trpaslik 2, trpaslik ¢ ma stejnou barvu jako trpaslik
i+ 1 pro kazdé i € {2,...,t — 1} a trpaslik ¢ m4 stejnou barvu jako trpaslik 1, coZ je
Spor.

Kdyby trpaslici nestéali v kruhu, ale v zastupu, pak jim zadné deterministicka stra-
tegie nezaru¢i ani jeden spravny tip. DokdZeme rovnou obecnéjsi tvrzeni. Uvazujme
orientovany graf GG, jehoz vrcholy jsou trpaslici a hrana z x do y znamena, Ze trpaslik
x vidi trpaslika y (miZeme si napf. pfedstavit, Ze trpaslici jsou v lese a ve vyhledu jim
brani stromy).

Véta 5.2. Pokud trpaslici hdadaji soucasné, pak deterministickd strategie zarucujici
aspori jeden sprdvny tip existuje prdvé tehdy, kdyz graf viditelnosti G obsahuje orien-
tovany cyklus.

Driikaz. Pokud G obsahuje cyklus, mohou trpaslici v tomto cyklu pouzit strategii z fe-
Seni tlohy [5.1] ktera jim zarudi aspoii jeden spravny tip; ostatni trpaslici mohou tipovat
libovolné.
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Necht naopak G je acyklicky. Ukdzeme, Ze pro jakoukoliv strategii existuje konfi-
gurace barev, pii které ani jeden trpaslik netipuje spravné. Z teorie grafi je znamo, Ze
vrcholy acyklického grafu G muzeme oznadit ¢isly 1, ..., ¢ tak, aby kazd4 hrana vedla
z vrcholu s mensim &islem do vrcholu s vétsim ¢islem (jednd se o tzv. topologické
uspofadani grafu).

Trpaslik t nevidi zadného jiného trpaslika, strategie tedy musi pevné predepiso-
vat, jakou barvu bude hadat (nezavisle na konfiguraci barev). Pfifadime mu klobouk
opacné barvy. Dale pokracujeme indukci. Pfedpokladejme, Ze trpaslici i, . .., ¢ jiz maji
pridélené klobouky. Trpaslik ¢ — 1 nevidi klobouky trpaslika 1,...,¢—1, strategie tedy
musi jednoznac¢né urcovat, jakou barvu bude tipovat, pouze na zakladé barev klobouku
trpasliki 4, . . ., t. P¥ifadime mu opét klobouk opa¢né barvy, nez jakou pfedpovida zvo-
lené strategie. Postupné tak dojdeme az k trpaslikovi 1. Tim jsme nasli konfiguraci,
pro kterou vS8ichni tipuji nespravné. O

Pokud se trpaslici mohou otacet, pak pro kazdou dvojici trpaslika plati, ze kdyz
x vidi y, pak také y vidi z. V takové situaci lze pracovat s neorientovanym grafem G,
pri¢emz trpaslici opét predstavuji vrcholy a hrany udévaji, ktefi trpaslici na sebe
navzajem vidi.

Uloha 5.3. Pokud trpaslici hddaji soucasné a graf viditelnosti G je neorientovani,
jakyj je mazimdlni pocet zarucené sprdvnych tipd?

Sta¢i najit maximélni parovani v grafu G, tj. co nejvétsi mnozinu hran, z nichz
zddné dv& nemaji spole¢ny vrchol. Pro kazdé dva sparované trpasliky pak pouzijeme
strategii z feSeni dlohy kteréd zarudi, ze v kazdém paru bude pravé jeden trpaslik
hédat spravné. Zbyva jesté dokéizat, ze zadna deterministicka strategie neni vyhodnéjsi.
Dtikaz neni zcela elementarni a opird se o Tutteovu-Bergeho vétu, které charakterizuje
maximalni parovani. Detaily lze najit nap¥. v ¢lanku [2] nebo v knize [6], ze kterych
jsme v tomto oddile ¢erpali. V téchto zdrojich jsou uvedeny i dalsi pékné vysledky pro
tlohy, kde trpaslici hadaji soucasné a informace o viditelnosti je popséna grafem.

6. Trpaslici a axiom vybéru

V ¢lanku [5] a v knize [6] je uvazovan i pripad, kdy trpaslikii je nekoneéné (spocetné
nebo nespodetné) mnoho. Pfedpokladejme, Ze ¢arodéj jim pridéli Gerné a bilé klobouky.
Kazdy trpaslik vidi vSechny ostatni, trpaslici hadaji sou¢asné, nikdo nesmi mlcet.

Snadno vymyslime strategii, kterd zaru¢i nekoneény pocet spravnych tipa: Pokud
trpaslik vidi nekoneény pocet ¢ernych kloboukt, had& ¢ernou, jinak bilou. Pokud je
¢ernych kloboukti nekone¢né mnoho, pak vsichni trpaslici s ¢ernym kloboukem ha-
daji spravné. V opa¢ném pripadé musi byt nekoneéné mnoho bilych klobouki, v&ichni
trpaslici tipuji bilou a v8ichni s bilym kloboukem tedy hadaji spravné. U této strate-
gie oviem miZe snadno dojit k tomu, Ze i chybnych tipt je nekone¢né mnoho (dojde
k tomu, kdyz bilych i ¢ernych klobouki je nekoneéné mnoho).

Yuval Gabai a Michael O’Connor vSak dokazali existenci jiné strategie, které zaruéi,
Ze pocet chybnych tipu je vZdy koneény. Dvé konfigurace barev klobouku na hlavach
trpaslika prohlasime za ekvivalentni, pokud mnozina trpasliki, ktefi maji v obou kon-
figuracich odlisné barvy, je kone¢néa. Tato relace je skutecéné ekvivalenci — je reflexivni,
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symetrické a tranzitivni. MnoZina v8ech moznych konfiguraci se tedy rozpada na tiidy
ekvivalentnich konfiguraci. Trpaslici vyberou z kazdé t¥idy ekvivalence po jedné kon-
figuraci a sestavi tak mnoZinu konfiguraci A — k tomu je zapotiebi axiom vybéru.
Strategie je pak jednoducha: Kazdy trpaslik z toho, co vidi kolem sebe, pozna, v jaké
t¥idé ekvivalence lezi konfigurace vybrana ¢arodéjem. Najde konfiguraci z A, ktera
lezi ve stejné t¥idé, a tipuje barvu svého klobouku podle této konfigurace. Z definice
ekvivalentnich konfiguraci je pak zaruceno, ze pocet chybnych tipit bude koneény.

Poznamenejme, ze pouziti axiomu vybéru nebo podobného tvrzeni se nelze vy-
hnout, viz [B]. Existuje i strategie, pro kterou plati, Ze bud vSichni hadaji spravné,
nebo se v8ichni myli. Detaily 1ze dohledat ve vySe citovanych zdrojich, pfipadné v ba-
kalarské praci [7].

Podékovani. Autori dekuji RNDr. Vladimiru Sviglerovi, Ph.D., za mnostvi cen-
nych pfipominek k textu.
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