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PÝTHAGOREJSKÉ TROJÚHELNÍKY

A JINÉ ÚLOHY

Antońın Slav́ık

Úloha 71-B-I-1 matematické olympiády je pěknou ukázkou problému,
kdy se za otázkou z geometrie skrývá algebraická úloha:

Pravoúhlý trojúhelńık má celoč́ıselné délky stran a obvod 11 990.
Nav́ıc v́ıme, že jedna jeho odvěsna má prvoč́ıselnou délku. Určete ji.

Hledáńı pravoúhlých trojúhelńık̊u s celoč́ıselnými délkami stran fas-
cinovalo matematiky již ve starověku (viz např. [Be], [Ma]); jedná se
o tzv. pýthagorejské trojúhelńıky.

1 Pýthagorejské trojice

Označ́ıme-li délky odvěsen pýthagorejského trojúhelńıku ṕısmeny a, b
a délku přepony ṕısmenem c, pak plat́ı a2 + b2 = c2. Trojice přirozených
č́ısel (a, b, c) s touto vlastnost́ı se nazývaj́ı pýthagorejské, přičemž
nejznáměǰśım př́ıkladem je (3, 4, 5). Z každé pýthagorejské trojice (a, b, c)
lze źıskat nekonečně mnoho daľśıch trojic ve tvaru (k · a, k · b, k · c),
kde k ∈ N. Takové trojice ovšem nejsou zvlášt’ zaj́ımavé a k nale-
zeńı všech pýthagorejských trojic stač́ı zkoumat př́ıpady, kdy č́ısla a,
b, c jsou nesoudělná, tj. nemaj́ı společného dělitele větš́ıho než 1. Tyto
pýthagorejské trojice se nazývaj́ı primitivńı a na hledáńı takové trojice
vede úloha 71-B-I-1.

Je zřejmé, že v žádné primitivńı pýthagorejské trojici nemohou být
obě č́ısla a, b sudá. Nemohou však být ani obě lichá, jinak by č́ıslo na
pravé straně rovnosti a2 + b2 = c2 bylo dělitelné 4, zat́ımco levá strana
by při děleńı 4 dávala zbytek 2. Bez újmy na obecnosti tedy můžeme
předpokládat, že a je sudé a b je liché. Č́ıslo c2 = a2+b2 je pak liché, tud́ıž
i c je liché a obvod pravoúhlého trojúhelńıka a + b + c je sudé č́ıslo, což
je v souladu se zadáńım úlohy, kde máme požadavek a+ b+ c = 11 990.

Označ́ıme-li a = 2t, dostáváme podmı́nku

(2t)2 + b2 = c2,

neboli po úpravě

t2 =
c + b

2
· c− b

2
.
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Na pravé straně máme součin dvou přirozených č́ısel, která jsou ne-
soudělná (ověřeńı tohoto faktu přenecháváme čtenáři). S ohledem na
tvar levé strany se tedy muśı jednat o druhé mocniny jistých přirozených
č́ısel m, n:

c + b

2
= m2,

c− b

2
= n2.

Z předchoźıch rovnost́ı plynou vztahy

c = m2 + n2, b = m2 − n2, a = 2mn, (1.1)

které byly známy již ve starověku. Ukázali jsme, že každou primitivńı
pýthagorejskou trojici lze vyjádřit v tomto tvaru.

Obráceně, pokud za m, n dosad́ıme libovolná přirozená č́ısla splňuj́ıćı
m > n, je snadné ověřit, že takto źıskané hodnoty a, b, c skutečně splňuj́ı
a2 + b2 = c2 (nemuśı se ovšem nutně jednat o primitivńı pýthagorejskou
trojici).

Vztahy (1.1) představuj́ı jednu možnou, nikoliv však nejkratš́ı cestu
k řešeńı soutěžńı úlohy. Je zaj́ımavé, že i bez informace o tom, že jedna
z odvěsen má prvoč́ıselnou délku, je hledaný pýthagorejský trojúhelńık
určen jednoznačně. Informace o prvoč́ıselnosti se však při hledáńı řešeńı
dá s výhodou využ́ıt.

K problematice pýthagorejských trojic a trojúhelńık̊u existuje velké
množstv́ı zdroj̊u. Výše uvedené úvahy vedoućı ke vztah̊um (1.1) lze naj́ıt
např. v [Ma]. Daľśı zaj́ımavé informace jsou uvedeny v [Ře], [Sl], [Wi1].

2 Daľśı úlohy

Pod́ıvejme se na některé daľśı úlohy týkaj́ıćı se obrazc̊u s celoč́ıselnými
délkami stran.

Úloha 2.1. 1 Popǐste všechny pravoúhlé trojúhelńıky s celoč́ıselnými
délkami stran, jejichž obvod má stejnou hodnotu jako obsah.

Řešeńı. Použijeme obvyklé značeńı, kdy a, b jsou délky odvěsen a c je
délka přepony. Plat́ı tedy

a2 + b2 = c2.

Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že a ≤ b. Aby měly obvod
a obsah stejnou hodnotu, muśı platit

1

2
ab = a + b + c.

1Úloha je převzata z [KVW], problém 95.
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Kombinaćı předchoźıch dvou rovnost́ı a postupnými úpravami źıskáváme:

a2 + b2 =

(
1

2
ab− a− b

)2

a2 + b2 =
1

4
a2b2 − a2b− ab2 + a2 + 2ab + b2

0 =
1

4
a2b2 − a2b− ab2 + 2ab

0 = ab− 4a− 4b + 8

8 = (a− 4)(b− 4)

Na pravé straně je součin dvou celých č́ısel, která jsou děliteli 8. Jde tedy
o č́ısla z množiny {−8,−4,−2,−1, 1, 2, 4, 8, }. S ohledem na předpoklad
a ≤ b připadaj́ı v úvahu následuj́ıćı možnosti:

• a− 4 = 1, b− 4 = 8, tj. a = 5, b = 12. Pak c =
√

52 + 122 = 13.

• a− 4 = 2, b− 4 = 4, tj. a = 6, b = 8. Pak c =
√

62 + 82 = 10.

• a− 4 = −8, b− 4 = −1, tj. a = −4, b = 3, což nevyhovuje zadáńı,
protože a muśı být kladné.

• a − 4 = −4, b − 4 = −2, tj. a = 0, b = 2, což nevyhovuje zadáńı,
protože a muśı být kladné.

Úloha má právě dvě řešeńı, pravoúhlé trojúhelńıky o stranách délek 5,
12, 13, resp. 6, 8, 10.

Následuj́ıćı jednodušš́ı variantu úlohy 2.1, kde mı́sto troúhelńık̊u
uvažujeme obdélńıky, přenecháváme čtenáři jako cvičeńı.

Cvičeńı 2.2. Popǐste všechny obdélńıky s celoč́ıselnými délkami stran,
jejichž obvod má stejnou hodnotu jako obsah.

Pracněǰśı je následuj́ıćı varianta úlohy, kdy se z roviny přesouváme
do prostoru.

Úloha 2.3. 2 Popǐste všechny kvádry s celoč́ıselnými délkami stran, je-
jichž objem má stejnou hodnotu jako povrch.

Řešeńı. Necht’ strany kvádru maj́ı délky a, b, c ∈ N; bez újmy na obec-
nosti lze předpokládat a ≤ b ≤ c. Zaj́ımá nás, kdy plat́ı

abc = 2ab + 2ac + 2bc.

2Úloha i předchoźı cvičeńı jsou převzaty ze [Si], problém 66.
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Vid́ıme, že abc > 2bc, tedy a > 2. Dále můžeme psát

abc =
abc

3
+

abc

3
+

abc

3
.

Kdyby platilo c < 6, pak také a, b < 6, a dostali bychom

abc < 2ab + 2ac + 2bc,

což je spor. Vid́ıme tedy, že c ≥ 6. Kdyby platilo a > 6, pak také b, c > 6,
a dostali bychom

abc > 2ab + 2ac + 2bc,

což je spor. Vid́ıme tedy, že a ∈ {3, 4, 5, 6}. Dále pokračujeme rozborem
těchto čtyř př́ıpad̊u. Pokud a = 3, pak řeš́ıme následuj́ıćı rovnici:

3bc = 6b + 6c + 2bc

bc− 6b− 6c = 0

(b− 6)(c− 6) = 36

Protože b ≤ c a c ≥ 6, muśı být na levé straně součin dvou přirozených
č́ısel, kde prvńı činitel nepřevyšuje druhý. Je celkem 5 možnost́ı, jak
t́ımto zp̊usobem vyjádřit č́ıslo 36:

36 = 1 · 36 = 2 · 18 = 3 · 12 = 4 · 9 = 6 · 6.

Dostáváme tak následuj́ıćı trojice (a, b, c):

(3, 7, 42), (3, 8, 24), (3, 9, 18), (3, 10, 15), (3, 12, 12)

Podobným zp̊usobem se rozeberou př́ıpady a ∈ {4, 5, 6}; tento úkol již
přenecháme čtenáři a prozrad́ıme jen, že úloha má celkem 10 řešeńı.

3 Hérónovské trojúhelńıky

Kromě pýthagorejských trojúhelńık̊u existuje daľśı zaj́ımavý typ troj-
úhelńık̊u, tzv. hérónovské trojúhelńıky. Jedná se o trojúhelńıky s celo-
č́ıselnými délkami stran, jejichž obsah je rovněž celoč́ıselný. Každý
pýthagorejský trojúhelńık je zřejmě hérónovský, nebot’ jeho obsah
je ab/2 a v́ıme, že jedno z č́ısel a, b je sudé.

Př́ıkladem hérónovského trojúhelńıku, který neńı pýthagorejský, je
rovnoramenný trojúhelńık se stranami o délkách 5, 5, 6; jeho obsah
je podle Hérónova vzorce roven√

8 · (8− 5) · (8− 5) · (8− 6) = 12.
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Ze dvou pýthagorejských trojúhelńık̊u, které maj́ı shodnou odvěsnu
o délce a a jsou popsány trojicemi (a, b1, c1) a (a, b2, c2), lze složit
hérónovský trojúhelńık: Shodné odvěsny přilož́ıme k sobě tak, abychom
dostali trojúhelńık o stranách (c1, c2, b1 + b2). Jeho obsah je součtem
obsah̊u výchoźıch trojúhelńık̊u, tj.

1

2
ab1 +

1

2
ab2 =

1

2
a(b1 + b2).

To je celé č́ıslo, nebot’ v́ıme, že bud’ a je sudé, nebo b1 a b2 jsou sudá.
Popsaným zp̊usobem vznikne např. výše zmı́něný trojúhelńık (5, 5, 6)

ze dvou pýthagorejských trojúhelńık̊u (4, 3, 5). Naopak hérónovský
trojúhelńık (5, 29, 30) nelze źıskat složeńım dvou pýthagorejských troj-
úhelńık̊u, nebot’ ani jedna z jeho výšek neńı celoč́ıselná.

Hérónovské trojúhelńıky maj́ı celou řadu pozoruhodných vlastnost́ı.
Jedna z nich, jej́ıž d̊ukaz přenecháváme čtenáři jako cvičeńı, snadno
plyne z Hérónova vzorce.

Cvičeńı 3.1. Dokažte, že obvod každého héronovského trojúhelńıku je
sudé č́ıslo.

Daľśı vlastnosti hérónovských trojúhelńık̊u včetně jejich vztahu
k pýthagorejským trojúhelńık̊um jsou popsány např. v [Do], [Sl], [Wi2].
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