Funkcionalni rovnice kdysi a dnes

Antonin Slavik, Jiri Vesely

Abstrakt. Clanek je vénovan historii a moznostem vyuziti funkcionalnich rovnic. Obsahuje té7
podrobny seznam literatury pro zdjemce o dalsi studium této problematiky.

1. Na tivod

Zatimco poznatky v nékterych védach velmi rychle stdrnou a ¢asto ztraceji platnost,
v matematice se spiSe vrsi, obcas zapominaji, ale dokdzana tvrzeni zustavaji pravdiva.
Zkoumani vyvoje matematickych disciplin je ¢asto velmi slozité. O funkcionalnich rov-
nicich jiz existuje nékolik obsahlych monografii, ale v obecném povédomi nejsou prilis
rozsitené. Pritom je i na relativné elementarni irovni mnoho lid{ uziva, vzdyt v defini-
cich funkei sudych, lichych ¢i periodickych s periodou p > 0 se vyskytuji funkciondlni
rovnice

f@)=f(=2),  fl@)=—f(=2), [fl@)=fl@+p), zecR.

Neni snad treba zdtraznovat, ze je mnozina vsech reseni kazdé takové rovnice opravdu
hodné velika.

Bylo by patrné na misté zacit tim, ze bychom pojem funkcionalni rovnice definovali,
ale tomu se vyhneme — neni to jednoduchd zélezitost, zdjemce muze nahlédnout napt.
do [23], str. 25. Je vhodné si uvédomit, ze centrdlni roli hraje pojem funkce, ktery
se vyvijel postupné po radu staleti. Mtzeme napt. prohlasit, ze bez néj neni vlastné
o ¢em mluvit a ze tento pojem byl dostatecné presné popsan teprve v 19. stoleti
PETEREM G. L. DIRICHLETEM (1805-1859). Stejné tak je mozné tvrdit, Ze jeho koreny
sahaji k poc¢atkim naseho letopoctu ¢i jesté podstatné dal. Nebudeme se proto snazit
o vysokou presnost a spokojime se s ponékud vidgnim obecnym chapanim uzivanych
pojmu a s typickymi priklady, které zdaleka nevycerpavaji vyvoj celé problematiky.
V tomto duchu za¢neme pouze nepresnym vysvétlenim: funkcionalni rovnice je rovnice
pro jednu & vice neznamych funkei. ReSenim jsou funkce, které spliiuji danou rovnici
pro vsechny hodnoty proménnych z predepsaného defini¢niho oboru. O funkcionélnich
rovnicich existuje fada praci a monografii, napt. [1], [4], [20], [22], [23], [24], [33], [34],
[36], [37], [44], pisi se o nich i u nds kvalifikacni prace, napf. [21], [31], [40].

2. Historické poznamky

Zacneme ve 13. stoleti, i kdyz nékteri autori poukazuji na podstatné starsi pocatky
této problematiky. Roku 1202 vysla préce Liber Abaci LEONARDA z P1sy (1180-1240),
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ktery je znaméjsi pod jménem FIBONACCI. V ni se objevuje posloupnost Fibonacciho
Cisel
{F.}02,={1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, ...},

kterou popisujeme pomoci rekurentni rovnice
Foiyo=Fo1+F,, neN F=F=1

Explicitni vyjadieni Fibonacciho ¢isel objevil metodou generujicich (vytvoiujicich)
funkei ABRAHAM DE MOIVRE (1667-1754), viz napt. [43], str. 55. Vzorec

(1+v5)"—(1-5)"
F, = , mneN,
27\/5
byvé nazgvan po JACQUESOVI P.-M. BINETOVI (1786-1856), ktery jej znovuobjevil
v 19. stoleti. Definujeme-li f(n) = F,, lze vztah f(n +2) = f(n+ 1) + f(n) interpre-
tovat jako funkciondlni rovnici na N a posloupnost Fibonacciho ¢éisel {F,} jako jedno
7z jejich Teseni.

Postupme proudem historie dale. NICOLE ORESME (asi 1320-1382), vSestranné
talentovany a vzdélany c¢lovék, je mezi matematiky pravdépodobné nejznaméjsi jako
autor dukazu divergence harmonické rady, ktery nalezl asi kolem roku 1350. Jeho
vSestrannost a zivotn{ osudy jsou podrobné popsdny v [7] ¢i v [13], my se budeme
vénovat jeho piinosu ke vzniku teorie funkciondlnich rovnic. Vychdzime pritom z [3],
i kdyz dalsi prameny, jako napf. [34] nebo [46], popisuji tuto latku podrobnéji. Je tfeba
ptripomenout, ze v origindle je vSe vyjadreno slovné v terminech, které jsou naprosto
odlisné od nyni uzivanych. Linearita ¢i 1épe linearni funkce f je popsana tak, ze pro
kazdé tri body z, y, z, pro které je x < y < z, plati

f@) = fly)  x—y

f) = fz)  y—=z

Toto vyjddieni! sice ,nefunguje“ pro konstantni funkei f, coz viak snadno odstranime

dpravou na tvar
f@) = fly) _ fy) - fz)

-y y—z
Dalsi upravou pak dostaneme obvykly ,smérnicovy“ tvar
fz) — fy
fw) = s+ 120 oy wem

=Y
O dalsi pokrok se zaslouzili matematici a ¢lenové jezuitského radu GREGORIUS
A SANCTO VINCENTIO (1584-1667) a ALPHONSE A. DE SARASA (1618-1667)2, ktei{
dospéli k poznatku, Ze prirozeny logaritmus vyhovuje na intervalu (1, co) funkciondln{
rovnici

flzy) = f(x) + fy) (L)

ILatinsky Oresmiiv slovn{ popis i s anglickym prekladem je uveden dosti podrobné v [2].

2A. de Sarasa byl Gregoriovym zédkem. Gregorius pobyval v letech 1626-1632 v Praze jako kaplan
Ferdinanda II. Mimochodem, z ¢etby Gregoriova obsahlého spisu, ktery vysel roku 1647 v Antverpéch,
éerpal podnéty i GOTTFRIED W. LEIBNIZ (1646-1716).
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Pfitom definovali (pfirozeny) logaritmus jako obsah plochy pod grafem funkce y = 1/,
tj. v dnesnim oznaceni vztahem
/ *ode
Inz = —.
1 t

Podrobnéjsi vyklad nalezne ¢tendf napf. v hezké knize [14].
Pii feSen{ problému rozsiteni funkce faktorial na interval (0, co) nalezl LEONHARD
EULER (1707-1783) de facto jedno feseni funkciondlni rovnice

f(:B + 1) = :Ef(.’L'), U (07 OO)’ (G)

kterym je funkce I' spliiujici I'(n) = (n — 1)! pro vSechna n € N. Viz zndmy text [5],
jeho anglicky preklad [6] nebo piehledové historické ¢lanky [11], [42]. Euler vyjadril
funkci I' nejprve ve formé nekonec¢ného soucinu a posléze dospél i k jejimu integralnimu
vyjadreni, které dnes zapisujeme ve tvaru

I(x) :/ t* et dt.
0

Vyznamnym pramenem pro Eulerovy price je Eulertv archiv [41], relevantni prace [15]
je z roku 1755.

AucusTIN L. Cauchy (1789-1857) je autorem proslulé u¢ebnice analyzy Cours
d’analyse 9] (viz téz anglicky preklad [8]), kterd vznikla na zakladé jeho predndsek
na pafizské Ecole Polytechnique a ovlivnila daldi generace matematiki. Kapitola 5
nazvana Urceni spojitych funkci jedné promenné, které splnuji jisté podminky je zcela
vénovana funkciondlnim rovnicim. Cauchy zde vysetfoval rovnici

f($+y):f(w)+f(y)’ z, Yy ER, (A)

jejiz Tfeseni se nazyvaji aditivni funkce. Na intervalu (0, co) zkoumal rovnici (L), jejimiz
fesenimi jsou logaritmické funkce. Zabyval se také rovnici

f(w+y)=f(:v)f(y), z,y €R, (E)
jejimiz fesenimi jsou exponencidlni funkce, a rovnici
f(:cy) = f(l')f(y), z,y €R, (M)

jejimiz FeSenimi jsou multiplikativnd funkce. Rovnice (A), (L), (E) a (M) se ¢asto na-
zyvaji Cauchyho rovnice. Resil téz rovnici

flety) +fle—y) =2f(x)f(y), = yeR, (®)

kterd byva nazyvana d’Alembertovou rovnici nebo Poissonovou rovnici nebo také kosi-
novou rovnict; dospél k nf jiz difve JEAN D’ ALEMBERT (1717-1783) pfi studiu skladan{
sil. Oznadeni rovnic pismeny a terminologie je prevzata z [20].

Cauchy se zabyval pouze spojitymi resenimi téchto rovnic a popsal obecny tvar
jejich feseni, ktery odvodil na trovni pfesnosti své doby. Jsou to® pro (A) vsechny

3Zde In a exp znaéi pfirozeny logaritmus a exponencialu o zdkladu e.
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funkce f tvaru f(x) = cx, ¢ € R, pro (E) funkce f(x) = exp(cz), c € R, a f =0,
pro (L) vsechny funkce f(z) = cln z, ¢ € R, a pro (M) vSechny funkce tvaru f(x) =
=z¢ ce Rax e (0, 00). Netrividlnimi spojitymi feSenimi rovnice (C) jsou funkce
f(z) = cos(cx) a f(x) = cosh(cx). Znalosti o funkciondlnich rovnicich Cauchy nésledné
vyuzil v dalsich kapitoldch napt. k odvozeni binomické fady pro (1+2)*, u € R, a k na-
lezeni rozvoje exponencialni funkce. K funkcionalnim rovnicim se vratil v kapitole 8
nazvané O imagindrnich funkcich a proménngch, kde hledal jejich reseni v komplexnim
oboru.

Pro nase potieby tyto zatim uvedené ukdzky postaci; poznamenejme, ze v [34],
kapitola 2 je uveden spolu s uzivanymi jmény seznam dobre zndmych funkcionalnich
rovnic, ktery mé celkem 23 polozek.* Pro blizsi sezndmeni s historii funkcionalnich
rovnic doporucujeme napr. text [12] nebo [44].

3. Priklady

Metody Teseni funkcionalnich rovnic jsou velmi rozmanité, a tak neni divu, ze existuje
rada publikaci, které jsou pifimo zaméreny na toto téma. Jejich spektrum zahrnuje
priklady z ruznych matematickych soutézi, instruktazni texty s timto zamérenim, az
po obsahlé knihy, které popisuji prislusné teoretické zédzemi. V nich ¢tenar nalezne
radu odkazu. Také nahled na internet poskytne vice nez dost takto zamérenych textu.
Pfipometime pteklad populdrni knizky [10] ¢ ptivodni texty [30], [36], [37]. Posledni
dveé jsou obsahlymi monografiemi.

Pro ilustraci uvedme priklad feseni jedné funkcionalni rovnice substitu¢ni metodou
([34], str.21): Najdéte vSechny funkce f: R — R, pro néz plati

22f(x)+ fl—z) =22 —2* xR
Reseni: Nahradime x vyrazem 1 — z, ¢imz dostaneme
1 —2)’f(1—2)+ f(z) =2(1 —z) - (1 - 2)*.

Zéaroven viak plati f(1 —x) = 22 — 2* — 22 f(x). Dosazenim do ptedchoz{ rovnice se
zbavime ¢lenu f(1 — z) a po algebraickych tpravich ziskdme

fl@)(1—a®+22° —a) = 1—-22% 4+ 22% — 22° + 20 =
= (1—:102—1—2953—:104) —x2(1—$2+2$3—x4),

odkud po déleni polynomem 1 — 2 + 223 — 2* obdrzime®

flz)=1—22

Ukéazka zdaleka nepostihuje rozmanitost problémi, které jsou s touto problematikou
spojeny. Zduraznili jsme, ze se Cauchy zabyval spojitymi fesenimi vysetfovanych rov-

4Jsou mezi nimi i Pexiderovy rovnice, o kterych se zminime déle.

5Déleni je korektni jen pro € R\ {z1, z2}, kde z1,2 = %(1 +1/5) jsou reélné koteny uvedeného
polynomu. Z funkciondlni{ rovnice vyplyvd, ze hodnotami f v bodech R\ {z1, z2} jsou jednoznacéné
uréeny i hodnoty v bodech x1, x2. Nenf tézké ovéiit, ze f(x) = 1 — 22 je fesenim funkcionalni rovnice
na R, a toto FeSeni je urceno jednoznacné.
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nic. Jista regularita je totiz velmi podstatna. Uvedeme dalsi jednoduchy priklad: Na-
sledujici ¢tyti funkce

f=0, f=1, f(x)=sgna a f(z)=|sgnx|

jsou FeSenimi rovnice (M) na R, ale posledni dvé nejsou spojité v bodé 0, takze tvoii-li
podminku regularity spojitost, tyto funkce feSenimi nejsou.

Resen{ zavisi podstatné i na oboru, na kterém s funkcemi pracujeme. Zkusme rov-
nici (E) TeSit nejprve na R. Ziejmym FeSenim je funkce f = 0. Pokud v néjakém bodé o
je f(o) =0, je také f(z) = f((x — 0) + 0) = f(x — 0) f(0) = 0 pro vSechna = € R, cili
f = 0. Pokud v néjakém bodé p je f(p) # 0, plyne z predchozi tvahy f(x) # 0 pro
vsechna x € R. Z rovnosti

= 2) = (1) 20 wen

plyne, ze kazdé feseni (E) je kladné vSude na R, nebo je f = 0.

Pokud budeme pracovat s (E) pouze na intervalu (0, 0o), bude vysledek stejny, ale
jeho odvozeni se trochu zkomplikuje. Je-li v néjakém bodé o opét f(o) = 0, je také
f(x) = f((x —0) +0) = f(xz—0)f(0o) = 0, tentokrét vSak jen pro vSechna x > o. Je-li
r € (0,0), f(r) # 0, pak zvolme n € R tak, aby platilo nr > o. Potom je

Flar) = @) f((n=0r) = (F0)* f((n = 2)r) = ... = (F()",

takze f(nr) # 0, coz je spor, nebot nr > o. Zbytek dostaneme stejnou tvahou jako
v predchozim pripadé.

Kdybychom rovnici (E) uvazovali na intervalu [0, oo), pak snadno ovéifme, ze
funkce g definovand predpisem g(0) = 1, g(z) = 0 pro x € (0, 00) je fesenim (E) na
[0, 00). Naproti tomu pro feseni na R nebo na (0, o) plati (viz napt. [30]): ReSenimi
(E) jsou pravé vSechny funkce f tvaru

f=0 a f(z)=expp(x),

kde ¢ je feSenim (A). Jak ukazuji nasledujici dva odstavce, bez podminky regularity
muze byt takovych feseni velmi mnoho.

Podminka spojitosti Teseni je velmi silnd. Postupné se ukazovalo, Ze rovnice (A)
mé jedind Feseni ve tvaru f(z) = cx za daleko slabsich predpokladt o f, sta¢i napt.
monotonie f nebo jeji omezenost shora ¢i zdola na libovolném intervalu (a, b) C R;
viz [43], str. 153. To jiz védél roku 1880 GASTON DARBOUX (1842-1917). Pomérné
dlouho se vSak nevédélo, zda to jsou uz vSechna FeSeni rovnice (A).

S tim souvisi fakt, ze teprve kolem roku 1870 byla vybudovana teorie realnych
&isel,® kterd se pozdé&ji stala klicem k feseni tohoto problému. V roce 1905 GEORG
HAMEL (1877-1954)7 ukézal v [16], Ze existuji i nespojita Feseni rovnice (A). K tomu
pouzil bazi R nad télesem racionalnich ¢isel Q, kterou dnes nazyvame Hamelova baze
(viz [35]). Takto vytvorend feseni (A) jsou vSak velmi ,divoké“ funkce, nebot jejich graf

6Zaslouzili se o to RICHARD DEDEKIND (1831-1916), GEORG CANTOR (1845-1918) a dalgi.
7V letech 1905-1912 byl profesorem na Némecké technice v Brné.
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je husty v R?; tyto funkce nejsou dokonce ani lebesgueovsky méfitelné. Poznamenejme,
ze v roce 1920 nezavisle na sobé dokézali STEFAN BANACH (1892-1945) a WACEAW
SIERPINSKI (1882-1969), Ze kazdd méfitelnd aditivni funkee je uz tvaru f(z) = cz.

Jiz jsme zminili, Ze nespojitd Feseni rovnice (A), kterd se nékdy nazyvaji Hamelovy
funkee, jsou velmi iregularni. Mnozina vSech jejich feSeni A se tak rozpadd na systém
velmi jednoduchych (linedrnich) funkei a systém slozitych Hamelovych funkci. Tyto
funkce nejsou méritelné, a jsou-li napt. shora omezené na M C R, pak ma M nulovou
Lebesgueovu miru.

Dénsky inzenyr a matematik JOHAN L. W. V. JENSEN (1859-1925) studoval funk-
ciondalni rovnici

f@)+ 1) _ f<x +y>
2 B 2 /)
ktera dnes nese jeho jméno. Ta se d& jednoduchym trikem prevést na rovnici (A), a tak
dokézat, ze kazdé jeji spojité Teseni je tvaru f(z) = cx+d, kde ¢, d € R. Obecné fesen{
je tvaru f(z) = p(x) +d, kded € R a p € A.

I v dalsich pripadech se nase poznani postupné rozsitovalo. Tak napr. funkce T,
kterd je FeSenim (G) na intervalu (0, 00), je charakterizovana ndsledujicimi tFemi vlast-
nostmi: (a) je fesenim (G) na intervalu (0, c0), (b) f(1) = 1 a (c) funkce je logaritmicky
konvexni, tj. In f je konvexni funkce na (0, 00). Toto krasné tvrzeni je z préce [27]. Po-
znamenejme jesté, ze podminky jako spojitost, diferencovatelnost ¢i konvexita na inter-
valu (0, 00) k jednoznacnosti nestaci, coz podtrhuje eleganci Eulerova fesen{ problému.
Pomoci (G) se funkce T' snadno rozsiii z intervalu (0, co), na kterém je definovdna po-
moci integralu, na celou redlnou osu (v bodech —n, n € Ny, mé singularity). Zahy byla
funkce rozsitena na celou Gaussovu rovinu C, pricemz v bodech —n, n € Ny, ma jedno-
duché pély. Plati velmi hezka charakterizacni véta, kterou dokazal roku 1939 HELMUT
WIELANDT (1910-2001): Jedinou funkei f holomorfni na mnoziné {z € C: Re z > 0}
takovou, zZe (a) f je zde FeSenim rovnice f(z 4+ 1) = zf(2), (b) f(1) =1 a (¢) f je
omezend na pasu {z € C: 1 < Re z < 2}, je funkce I'.

4. Pouziti funkcionalnich rovnic a nerovnic

Funkcionélni rovnice nejsou pouze predmétem teoretickych zkoumdéni, vyskytuji se
v mnoha aplikacich, napt. v socidlnich védach, v ekonomii, kombinatorice, teorii infor-
mace apod. Je zajimavé, ze napr. i spojité funkce, které nemaji v zddném bodé deri-
vaci a které objevili KARL WEIERSTRASS (1815-1897) roku 1872 nebo TELII TAKAGI
(1875-1960) roku 1903, se daji popsat funkcionalnimi rovnicemi. BliZe se o tom ¢tendr
mize doc¢ist v obsdhlé monografii [20].

Jak jiz bylo feCeno, pro svoji rozmanitost a nestandardni metody uzivané pii Te-
Seni, jsou funkciondlni rovnice ¢asto soucdsti iloh v ruznych matematickych soutézich.
Vsimnéme si jesté jednoho aspektu. Funkciondlni rovnice a pripadné nerovnice jsou
pomérné snadno srozumitelné a pojmové nenarocné.

Napt. konvexni funkci na intervalu (a, b) C R lze zavést jako funkci f, kde pro
kazdé tii body z, y, z € (a, b), © < y < z, plati

f) = f@) _ f(2) - fy)

y—= B Z=Y
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(je vhodné si uvédomit geometrickou interpretaci pomoci smérnic secen). Upravou
ziskame

F) £ f@) =Y 4 1) 2=

)
z €T Z—X

a polozime-li nyni o = (z — y)/(z — x), dostaneme odtud nerovnost
fy) = floz+(1-a)z) af(@)+ (1 -a)f(2),

coz déva vzhledem k moznosti volby y € (z, z) klasickou podminku z definice kon-
vexity funkce f. Studentiim, kteri znaji pojem konvexniho rovinného utvaru, je vhodné
prozradit souvislost definice s konvexitou ,nadgrafu® funkce f; viz napt. [43], oddil 7.2.

Poznamenejme, ze volba a = 1/2 dava definici tzv. (1/2)-konvexnich funkci. Za-
timco konvexni funkce jsou spojité, existuji i nespojité (1/2)-konvexni funkce. Jind
volba « vede k definici funkci, které se zpravidla nazyvaji m-konvexni funkce a které
se studuji v raznych souvislostech i v soucasné dobé.

Je zajimavé si vsimnout, jak postupné stoupala c¢etnost matematickych praci vy-
uzivajicich funkciondlni rovnice v referativnich c¢asopisech Zentralblatt fiir Mathema-
tik a Mathematical Reviews. To lze snadno ovérit pomoci odpovidajicich databazi:
2bMATH evidoval za rok 1950 necelé dvé desitky praci, v roce 1970 osmnactkrat vice,
v roce 2000 stodvacetkrat vice a v roce 2020 dokonce témér dveéstékrat vice. Tyto
udaje jsou sice ¢astecné poplatné stoupajici celkové produkei v matematice, ale i tak
je to uctyhodny nartst. Analogicky, v ¢islech absolutné mensich, coz je ovlivnéno zé-
bérem casopist, stoupla v odpovidajicich letech produkce dle databdze MathSciNet
asi 12krét, 28krat a 26krat (ale o 10 let difve to bylo 42krét!).

I v ¢eskych zemich se nasly jiz na prelomu 19. a 20. stoleti podobné publikace,
ale spiSe ojedinéle. V roce 1893 uverejnil MATYAS LERCH (1860-1922) vice nez pa-
desatistrankovou praci o funkci I', ale bez podstatného pouziti funkciondlnich rovnic.
JAN V. PEXIDER (1874-1914) roku 1900 v préci [32] zobecnil Cauchyho rovnice, které
pak 1spésné Fesil; napf. modifikovand verze rovnice (A) je tvaru

fle+y) =g(@)+hy), = yeR,
kde f, g, h jsou neznamé funkce. Spojita reseni rovnice jsou tvaru
fl®)=cx+a+b, g(x)=cr+a, h(x)=cr+b, a,bceR.

Tyto modifikované funkciondlni rovnice se dnes nazyvaji Pexiderovy; viz [29]. Musime
v8ak zminit jesté jednu prehledovou praci ANTONINA SYKORY (1847-1907), viz [39],
plné vénovanou funkciondlnim rovnicim, pricemz toto oznaceni se uvadi jako alterna-
tivni k terminu ,ikonova rovnice“ v nazvu ¢lanku. Pozdéji se v néjaké formeé zaby-
valo funkciondlnimi rovnicemi u nés vice autort, viz pozndmky a literatura v [30];
za vSechny uvedme FRANTISKA NEUMANA (*¥1937) a neddvno zesnulého JAROSLAVA
SMITALA (1942-2022).

5. Zavedeni goniometrickych funkci
Funkcionalni rovnice 1ze vyuzit k zavedeni elementérnich funkei. Jiné cesty vedou pres

mocninné fady, diferencialni rovnice apod. Funkcionalni rovnice nevyzaduji hlubsi ma-
tematické znalosti a poskytnou pomérné snadno nezbytné poznatky k procvicovani
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Obr. 1. Souctové (vlevo) a rozdilové (vpravo) vzorce pro sinus a kosinus:
sin(z +y) =sinx-cosy+cosx-siny, cos(r+y) =cosz-cosy Fsinz- siny

pocetni techniky. Tak napf. Cauchyho rovnice (E) a (L) lze vyuzit k zavedeni expo-
nencialy a logaritmu.

Goniometrické funkce se na stredni skole zavadéji nejprve pomoci délek stran v pra-
vouhlém trojuhelniku. Souctové, resp. rozdilové vzorce pro sinus a kosinus lze vyvodit
z obrazku 1 za predpokladu, ze thly z, y a 2 + y, resp. x — y, jsou ostré (viz [28]). Po-
dobnymi obrazky lze zduvodnit platnost souctovych a rozdilovych vzorcu i v pripadé,
kdy nékteré ze zminénych thlu jsou tupé (viz [25]). K dikazu vzorca pro libovolna
readlna cisla x, y pak vyjdeme z definice goniometrickych funkci pomoci jednotkové
kruznice a vyuzijeme nékteré vlastnosti, které z definice snadno vyplyvaji. Cely po-
stup je elementarni, ale pomérné pracny (viz [26]).

Goniometrické funkce tedy predstavuji feseni soustavy funkcionalnich rovnic

c(z —y) = c(x)e(y) + s(x)s(y), x,y€R,
sz —y) = s(x)e(y) —c(x)s(y), = yeR
K tomu, aby bylo feseni urceno jednoznac¢né, potrebujeme jesté dalsi podminku. Pro

pramérné stredoskolaky je obtiznéjsi, nebot s pojmem limity se setkaji az pozdéji. Je
to podminka

tim 2 g (: lim 22 =5(0) :s’(O)).

z—0 T z—0 x—0
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Obr. 2.  Geometrické zndzornéni nerovnosti % sin x < %:c < % tg x

Podminku mtzeme studenttim priblizit obrazkem 2. Porovname-li obsahy trojihel-
niki ABC a ABD s obsahem kruhové vysece ABC, vidime, ze plati

Délime-li vyrazem % sin = a prejdeme k prevracenym hodnotam, obdrzime nerovnosti

sin
1= > cos T,
x
ze kterych limitnim prechodem pro z — 0 dostdvame lim, .o *5* = 1; pouzivime

pfitom tvrzeni zndmé jako ,véta o dvou policajtech“.®

Miize byt piekvapujici, Ze podminka lim, o 222 = 1 zaruéi nejen to, ze funkce
s = sin a ¢ = cos jsou jedina Teseni vyse uvedené soustavy rovnic, ale i jejich dife-
rencovatelnost vsech radi. Uvedme jesté jednu podstatné jednodussi podminku, ktera
vylou¢i napr. trivialni feseni soustavy rovnic tvaru s = ¢ = 0:

obé funkce s i ¢ jsou nekonstantni a spojité.

Vv

Cesta k existenci a jednoznac¢nosti feSeni funkcemi sin a cos je ndro¢na a presahuje
moznosti stredoskolské matematiky. Je vsak dilezité si uvédomit, ze stredoskolské defi-
nice goniometrickych funkei pomoci jednotkové kruznice nejsou zcela exaktni. Vystizné
to komentuje VOJTECH JARNIK (1897-1970) ve své ucebnici diferencidlniho poétu [17]:
Zpusob, jakym jsme zavedli sinus a kosinus, predpokldadd znalost pojmu ,,délka oblouku
(a to libovolného oblouku) kruznice“. Pojem délky oblouku krivé cédry je vsak dosti
sloZity limitnd pojem, kterym jste se ve skole nezabyvali tak dikladne, abychom mohli
tyto znalosti ze skoly vzit za spolehlivy zdklad (totéZ plati o obvodu celé kruznice, ktery
vdm wve skole slouZil k definici ¢isla 7); pojmem délky oblouku krivé édry se budeme
zabyvat az pozdeji. Mohl bych ovsem se zavedenim goniometrickiyjch funkci pockat az

8Ve skutec¢nosti jsme mléky predpokladali x > 0 a vypocéitali jsme pouze lim, o+ % =1, avsak
sin x

x

limita zleva ma stejnou hodnotu, protoze je suda funkce.
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do té doby (a uSetrit si tim tuto pozndmku), ale tim bych ctendre zbavil na dlouhou
dobu moznosti pracovat s témito funkcemi, které maji mnoho jednoduchich vlastnosti
a poskytuji vhodnou ldtku ke cvicend.

Jarnik voli postup, ktery je zcela korektni a zaroven didakticky: Vybere ¢tyri vlast-
nosti goniometrickych funkci, které oznaci za zdkladni. Jde o souctové vzorce, sudost

kosinu, lichost sinu, podminku lim,_¢ L;) = 1 a skutecnost, Ze sinus je rostouci na
intervalu [0, Z], pficemz s(5) = 1 (to je pro néj definice ¢isla 7). V dalsim textu pak

odvozuje vsechna tvrzeni o goniometrickych funkcich pouze pomoci ¢tyi zakladnich
vlastnosti. Teprve po vykladu Taylorovych rad ukéze, ze existuje praveé jedna dvojice
funkei, které maji zminéné ¢tyti zakladni vlastnosti.

Pouziti rozdilovych vzorcti namisto souc¢tovych ma tu vyhodu, ze kromé dodatecné
podminky lim, .o % = 1 jiz nepotrebujeme dalsi podminky tykajici se sudosti, resp.
lichosti goniometrickych funkci — odvodime je nasledujicim postupem. Z prvni rovnice
dostaneme rovnost

c(y — ) = c(y)e(z) + s(y)s(z) = c(z —y),

z niz po dosazen{ y = 0 plyne ¢(z) = ¢(—z), z € R. Funkce ¢ je proto suda.
Podobné snadno odvodime rovnost

s(y —x) = s(y)e(x) — c(y)s(z) = —s(x — y),

ze které analogicky vyplyne, ze funkce s je licha.
Z rovnosti s(0) = —s(0) plyne s(0) = 0. Odtud a z jiz odvozenych rovnosti dosta-
neme souctové vzorce c¢(x +y) = ..., s(x +y) = ... a specidlné vzorce

c(2z) = A(z) — s*(x), s(2z) =2s(2)c(x), =z €R.

Uzijme nyni dodatecnou podminku, ze které vyplyva, ze funkce s neni konstantni.
Existuje tedy y € R tak, ze s(y) # 0. Déle plati s(x) = s(z 4+ 0) = s(z)c(0) + c(x)s(0),
odkud vyplyvéa uzitim s(0) = 0 rovnost ¢(0) = 1.

Déle snadno obdrzime

1=1c(0) =c(x —2) = A(z) + s*(x), xR

odtud vyplyvaji pro viechna z € R odhady |c(z)| < 1, |s(z)] = 1, takZe funkce s a c
jsou omezené na R. Ctenai snadno nahlédne, ze odvozeni dalich vzorci stiedogkolské
latky o goniometrickych funkcich je veelku rutinni zélezitosti.

Pokud méame k dispozici zdklady diferencialniho poctu, lze vyuzit podminky s li-
mitou a ukdzat, Ze funkce s a ¢ majf vSude v R vlastni derivaci. Snadno ukizeme (viz
opét [43]), Ze pro libovolné zvolené x € R plati

s(z 4+ h) — s(x) s(x)e(h) + e(x)s(h) — s(x)

o'(x) = Jimy h = po ) -
s(@)elh) — 1) + c(x)s(h) e - 1) (1)
= h = s(a) fim === +e() Jim == =
= —s(o) fim | (S2) /)] +ele) 1= —s(a) 104 o) = clo),
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tj. () = c(z) pro z € R.2 Podobné se dokdZe rovnost ¢/(z) = —s(x), z € R.
7 odvozenych vzorcu vyplyva, ze funkce ¢ a s maji vlastni derivace vsech radu.
Nejmensi kladné ¢islo, v némz funkce ¢ nabyva hodnoty 0, oznac¢ime w; d4 se ukazat,
7e funkce s roste na (0, w) a s(w) = 1.
Dale plati

oz —w) = c(x)e(w) + s(x)s(w) = s(x),

a tak postupné dostaneme

(o+w)=—s(@),  sz+w)=cl),
clx 4 2w) = —s(x + w) = —c(x), c(x 4+ 4w) = —c(z + 2w) = (),
s(x + 2w) = c(z + w) = —s(x), s(x 4 4w) = —s(x + 2w) = s(x).
Vidime, ze funkce ¢ a s jsou periodické s nejmensi kladnou periodou 4w; polozime
7 = 2w. Toto muZe byt pro nds definice ¢isla w. Plati ¢(w) = 0 = ¢(3w), a proto
se funkce ¢ anuluje pravé ve vSech bodech mnoziny {(2k + 1)w: k € Z}. Podobné
dostaneme popis mnoziny vSech nulovych bodu funkce s; je to mnozina {2kw: k € Z}.
I kdyz jsme odvodili fadu vlastnosti funkci s a ¢, stdle nam chybi dukaz jejich
existence a jednoznacnosti. Ten lze provést napr. pomoci jejich rozvoju v mocninnou
radu, pomoci elementarni teorie diferencialnich rovnic apod. V prvnim pripadé z hod-
not derivaci v bodé 0 nejprve odvodime znamé Taylorovy fady a pomoci Lagrangeova
tvaru zbytku dokazeme, ze se ve vsech bodech shoduji s funkcemi ¢ a s:

{E2 {E4 {EG T 1'3 1'5 1'7

c(x):lfngI*awL..., 5(17):—-7—-+—*—-+...
Tim je dokdzana jednoznacnost feSeni nasi soustavy funkcionélnich rovnic s podminkou
lim, 9 % = 1. Nakonec zbyva ovérit, ze funkce s a ¢ definované vyse uvedenymi
fadami skuteéné predstavuji Feseni soustavy (viz [17, kapitola XII]). Teprve potom je
miizeme oznacit za sinus a kosinus.

Cest k zavedeni goniometrickych funkci pomoci funkcionalnich rovnic je vice, lze
vyuzit napt. kosinovou rovnici (C) nebo rovnici pro sinus

sin(z + y) sin(z — y) = sin® z — sin? y, z,y € R.

Jisty prehled moZnosti poddva napf. prace [19], historicky vyvoj goniometrickych
funkei je popsén napt. v [38].

6. Zaveér
Funkcionélni rovnice jsou dodnes predmétem aktivniho vyzkumu. Hraji zdsadni roli

v analytické teorii ¢isel, uplatnuji se napt. pri studiu Riemannovy (-funkce a tzv.
L-funkci, to je vSak jiz téma na samostatny ¢lanek (podrobnéji viz [18], [45]).

9P tpravich jsme uzili rovnosti c(h) = c2(h/2) — s2(h/2) a 1 = c2(h/2) + s%(h/2).

34 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 67 (2022), ¢. 1



Literatura

[
2]

8]

AczEL, J.: Lectures on functional equations and their applications. Academic Press, 1966.

AczEL, J.: On history, applications and theory of functional equations. In: J. Aczél (ed.):
Lectures on functional equations and their applications, Academic Press, 1966, 3—12.

AczEL, J. (ed.): Functional equations: history, applications and theory. D. Reidel, 1984.

AcziL, J., DHOMBRES, J.G.: Functional equations in several variables. With appli-
cations to mathematics, information theory and to the natural and social sciences.
Cambridge University Press, 1989.

ARTIN, E.: Finfiihrung in die Theorie der Gammafunktion. B. G. Teubner Verlag, 1931.
ARTIN, E.: The gamma function. Holt, Rinehart and Winston, 1964.

BECVAR, J.: Nicolas Oresme — francouzsky ucenec. In: M. Beévaiova a kol.: Matematika,
ve stiedovéké Evropé, Pozdni stfedovék a renesance, Ceska technika — nakladatelstvi
CVUT, 2018, 263-296.

BRADLEY, R. E., SANDIFER, C. E.: Cauchy’s Cours d’analyse. An annotated translation.
Springer, 2009.

Caucny, A.L.: Cours d’analyse de I’Ecole royale polytechnique, 1re partie. Analyse
algébrique. Imprimerie royale, 1821.

Davipov, L.: Funkciondlni rovnice. Mlada fronta, 1984.

Davis, P. J.: Leonhard Euler’s integral: A historical profile of the gamma function. Amer.
Math. Monthly 66 (1959), 849-869.

DHOMBRES, J. G.: On the historical role of functional equations. In: J. Aczél (ed.): Lectu-
res on functional equations and their applications, Academic Press, 1966, 17-31.

DURAND, D. B.: Nicole Oresme and the mediaeval origins of modern science. Speculum
16 (1941), 167-185.

Epwarps, C. H.: The historical development of the calculus. Springer, 1979.

EULER, L.: Institutiones calculi differentialis cum eius usu in analysi finitorum ac
doctrina serierum. Academiae Imperialis Scientiarum Petropolitanae, 1755.

HAMEL, G.: Fine Basis aller Zahlen und die unstetigen Lésungen der Funktionalglei-
chung: f(z +vy) = f(z) + f(y). Math. Ann. 60 (1905), 459-462.

JARNIK, V.: Diferencidlni pocet I. Academia, 1974.

KALA, V.: Abelova cena v roce 2018 udélena za Langlandsiv program. PMFA 63 (2018),
78-90.

KANNAPAN, P.: Trigonometric identities and functional equations. Math. Gaz. 88 (2004),
249-257.

KANNAPAN, P.: Functional equations and inequalities with applications. Springer, 2009.

KONOPECKY, F.: Funkciondlni rovnice. Bakalaiskd prace. Univerzita Karlova v Praze,
2008.

KuczMa, M.: A survey of the theory of functional equations. Publ. Fac. Electrotech.
Univ. Belgrade, Sér. Math. Phys. 130 (1964), 1-64.

Kuczma, M.: Functional equations in a single variable. Panistwowe Wydawnictwo Nau-
kowe, 1968.

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 67 (2022), ¢. 1 35



24]

25]

36

KuczMmA, M.: An introduction to the theory of functional equations and inequalities.
Cauchy’s equation and Jensen’s inequality. Birkhauser, 2009.

MATHEMATICS STACK EXCHANGE: Looking for an alternative proof of the angle difference
ezpansion [online], [cit. 26. 3. 2022].
Dostupné z: https://math.stackexchange.com/q/1382809

MATHEMATICS STACK EXCHANGE: Sines and cosines of the sum and difference of obtuse
angles [online], [cit. 26. 3. 2022].
Dostupné z: https://math.stackexchange.com/q/4363804

MOLLERUP, J., BOHR, H.: Lerebog i matematisk analyse II1. Jul. Gjellerups, 1922.
NELSEN, R.: Proofs without words II. Mathematical Association of America, 2000.

NETUKA, L.: Pexiderova rovnice. In: J. Be¢var (ed.): Jan Vilém Pexider (1874-1914),
Prometheus, Praha, 1997, 51-60.

NEUMAN, F.: Funkciondlni rovnice. SN'TL, 1986.

PESKOVA, L.: Funkciondlni rovnice v prikladech z matematickijch olympidd. Diplomova
prace. Univerzita Palackého v Olomouci, 2012.

PEXIDER, J.V.: Studie o funkciondlnich rovnicich. Cas. pést. math. fys. 29 (1900),
153-195.

PICARD, E: Legons sur quelques équations fonctionnelles. Gauthier—Villars, 1950.

Rassias, J. M., a kol.: Functional equations and inequalities. Solutions and stability
results. World Scientific, 2017.

SLEZIAK, M.: Hamel basis and additive functions [online], [cit. 26. 3. 2022]. Dostupné z:
http://thales.doa.fmph.uniba.sk/sleziak/texty/rozne/pozn/tm/hamel .pdf

SMALL, CH. G.: Functional equations and how to solve them. Springer, 2007.
SMITAL, J.: On functions and functional equations. A. Hilger, 1988.

SMYKALOVA, R.: Goniometrické funkce v elementdrni matematice. Akademické nakla-
datelstvi CERM, 2015.

SYKORA, A.: O rovnicich tkonovych. Cas. pést. math. fys. 33 (1904), 181-198.

SATNY, P.: Elementdrni metody vesend funkciondlnich rovnic. Disertacni prace. Masary-
kova univerzita v Brné, 2018.

The Euler Archive. A digital library dedicated to the work and life of Leonhard Euler
[online], [cit. 26. 3. 2022]. Dostupné z: http://eulerarchive.maa.org/

VESELY, J.: Pozndmky k historii funkce gama. In: J. Beévai, E. Fuchs (ed.): Clovek—
uméni-matematika, Sbornik prednéasek z letnich skol Historie matematiky, Prometheus,
1996, 49-71.

VESELY, J.: Zdklady matematické analijzy I. Matfyzpress, 2004.

VESELY, J.: Pozndmky k historii funkciondlnich rovnic. In: J. Be¢var, M. Bec¢varova

vvvvv

Prometheus, 2010, 29-50.

WIKIPEDIA: Functional equation (L-function) [online], [cit. 26. 3. 2022]. Dostupné z:
https://en.wikipedia.org/wiki/Functional_equation_(L-function)

YOUSCHKEVITCH, A.P.: The concept of function up to the middle of the 19th century.
Arch. Hist. Exact Sci. 16 (1976), 37-85.

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 67 (2022), ¢. 1


https://math.stackexchange.com/q/1382809
https://math.stackexchange.com/q/4363804
http://thales.doa.fmph.uniba.sk/sleziak/texty/rozne/pozn/tm/hamel.pdf
http://eulerarchive.maa.org/
https://en.wikipedia.org/wiki/Functional_equation_(L-function)

