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Kapitola 1

Fourierovy rady

1.1 Motivacni tvahy

Nasim cilem je studium periodickych funkci na realné ose. Budeme uvazovat funkce s redlnymi i kom-
plexnimi hodnotami. V nésledujicich tivahéch se zamérime na 2m-periodické funkce, pro které je teorie
nejjednodussi. Pozdéji si rozmyslime, co se zméni v piipadé funkei s jinou periodou (viz ¢ast 1.8).

Nejjednodussimi priklady 27-periodickych funkci na redlné ose jsou

e konstantni funkce,
e funkce x +— sin(nz), kde n € N,

e funkce x — cos(nz), kde n € N.

Samoziejmeé i kazd4 linedrni kombinace vysSe uvedenych funkci je 27-periodicka; takové linedrni kombinace
se nazyvaji realné trigonometrické polynomy.

Definice 1.1.1. Redlny trigonometricky polynom je kazda funkce tvaru
k
= ?0 Z: ap, cos(nz) + by sin(nz)), z €R, (1.1.1)

kde ag, an, by, jsou redlna ¢isla a k je prirozené ¢islo, tzv. stupen trigonometrického polynomu.

Misto clenu %, ktery ve vztahu (1.1.1) pfedstavuje konstantni funkci, by bylo mozné psat pouze ag. Pozdéji

uvidime (viz poznamku 1.1.9), proc¢ je vyhodnéjsi pracovat s konstantou 4.

Existuji kromé trigonometrickych polynomu i jiné spojité 2m-periodické redlné funkce? Ano, staci vzit
libovolnou 27-periodickou funkei, kterd v ngjakém bodé nemé derivaci (s ohledem na periodicitu pak nem4
derivaci v nekone¢né mnoha bodech). Jako piiklad poslouzi napi. ,pilovitd“ funkce, kterou ziskdme jako
2m-periodické rozsifeni funkce z +— |z|, x € [—7, 7], na celou redlnou osu, viz obr. 1.1. Tato funkce nemd
derivaci v bodech nm, n € Z, a tudiz ji nelze vyjadfit trigonometrickym polynomem, ktery mé derivaci
vSude na R.

Plati vsak nésledujici véta, ktera rika, ze spojité 2m-periodické funkce lze s libovolnou pfesnosti aproximovat
trigonometrickymi polynomy.

Veéta 1.1.2. Je-li f : R — R spojitda 2m-periodickd funkce a € > 0, pak existuje redlny trigonometricky
polynom t takovy, Ze pro kazdé x € R plati | f(z) — t(z)| < e.

5
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TE

Obréazek 1.1: Pilovitéd funkce

Diukaz této véty prozatim odlozime a provedeme jej v ¢dsti 1.4 (viz vétu 1.4.6).

Chceme-li zkoumat i komplexni periodické funkce, mohli bychom uvazovat trigonometrické polynomy
(1.1.1) s komplexnimi koeficienty ag, a,, b, — dostali bychom funkce, jejichz redlné i imagindrni ¢dsti
jsou redlné trigonometrické polynomy. Misto toho lze ekvivalentné pracovat s komplexni exponencidlou:
Piipomenime, Ze pro kazdé z € C plati

x _n 1 2 3
N2 L LE
e*z%nﬁ”l'* t

=

Mocninna fada na pravé strané ma nekoneény polomér konvergence a lze ji derivovat ¢len po ¢lenu, ¢imz
stejné jako v redlném oboru ziskdme vztah (e*)’ = e®. Dulezity je vztah mezi komplexni exponencidlou
a goniometrickymi funkcemi: Pro kazdé = € R mame

(2) | (2 , ()”

T __ e =
RST 2! T
2?2t R S
:(1—2!—&-4!—~-~>+1(1!—3!—1—5!—~--):cosa?+1smx
a dale . o
e " = cos(—x) +isin(—z) = cosx — isinx = €.

Sectenim, resp. odec¢tenim piedchozich dvou vztahu ziskdme
elil) _|_ e—lI ell‘ _ e—lfL‘

= — iny = ———. 1.1.2
cosw 5 , sinz 5 ( )

Budeme potiebovat jeSte dvé vlastnosti komplexni exponencidly: Pro kazdé =z € R plati

‘eiz| — |COSJC+iSin1'| = \/mzl

a ze vztahu e = cosx + isinz je ziejmé, Ze x — e'* je 2m-periodicks funkce na R. Obecnéji, pro kazdé
n € Z je funkce x — e™* 2m-periodickd. Linedrni kombinace takovych funkci se nazyvaji komplexnimi
trigonometrickymi polynomy.

Definice 1.1.3. Komplexni trigonometricky polynom je kazda funkce tvaru

k
= Z cne™, xER, (1.1.3)

n=—k

kde ¢,, jsou komplexni ¢isla a k je ptirozené ¢islo, tzv. stupen trigonometrického polynomu.

S vyuzitim vztahu (1.1.2) lze kazdy redlny trigonometricky polynom ptevést do tvaru komplexniho trigo-
nometrického polynomu. Plati

inx —inx ine _ ,—inz . —ib . n ib
ay, cos(nx)+by, sin(nz) = ane te +bne ¢ =" <an21n> +e (M) , (1.1.4)

2 2i 2
tudiz

k k . k
ag ap inz [ On —1bp ing  On 1 10p
5 Z ap, cos(nz) + by, sin(nz)) = ) + Z e (2 ) + nz_:le ( ) Z cne™

n=1 n=1 n=—k
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kde co = 4 a pro kazdé n € {1,...,k} plati

a, — ib, a, +ib,
Cn = 5 Cn = 9
Jsou-li naopak dana libovolna komplexni ¢isla c_y, . . ., ¢, muzeme z piedchozich vztaht vyjadiit ag, a,, by,.
Dostaneme ag = 2¢o a pro kazdé n € {1,...,k}

ap = Cpn+Cp, by =ilc, —c_p),

coz jsou obecné komplexni ¢isla. Tato uvaha ukazuje, ze kazdy komplexni trigonometricky polynom (1.1.3)
lze vyjadiit ve tvaru (1.1.1), pokud pfipustime i komplexni koeficienty ag, a,, by,.

Nasledujici tvrzeni predstavuje komplexni verzi véty 1.1.2.

Véta 1.1.4. Je-li f: R — C spojitd 2m-periodickd funkce a € > 0, pak existuje komplexnd trigonometricky
polynom t takovy, Ze pro kazdé x € R plati |f(z) — t(z)| < e.

Pro dukaz staci rozlozit f na redlnou a imagindrni ¢ast a pouzit vétu 1.1.2. V ¢éasti 1.4 vSak dokazeme
piimo komplexni verzi (viz vétu 1.4.6).

Kazdou komplexni spojitou 27-periodickou funkeci tedy 1ze s libovolnou presnosti aproximovat komplexnimi
trigonometrickymi polynomy. D4 se ocekavat, ze pti zvySovani pfesnosti, tj. snizovani €, budeme potiebovat
vysSSi stupen polynomu, tj. vyssi k. Pokud bychom pfipustili ,trigonometrické polynomy nekoneéného
stupné®, tj. fady tvaru Y oo c¢,e™®, byli bychom schopni timto zptsobem vyjddrit libovolnou spojitou

2m-periodickou funkci? To je jedna z hlavnich otazek, které se budeme vénovat.

Definice 1.1.5. Komplexni trigonometrickd rada je kazda fada tvaru

oo

> ™, zeR, (1.1.5)

n—=—oo

kde ¢;, jsou komplexni ¢isla.

Misto zépisu (1.1.5) lze pouzivat i tvar 3, , ¢,e™*. Soucet nekonecné fady (1.1.5) je definovén jako limita
jejich ¢aste¢nych soudtu, tj.
') k

E cpe™ = lim cpe™.
k—o00
n=—o0o n=—=k

V definici 1.1.5 se ovSem nepozaduje, aby tada (1.1.5) byla konvergentni — otdzkou konvergence se teprve
budeme zabyvat.

Pokud bychom védéli, ze funkci f : R — C lze rozvinout do trigonometrické fady, kterd je dokonce
stejnomérné konvergentni, pak néasledujici véta udava zpusob, jak vypocitat piislusné koeficienty.

Véta 1.1.6. Necht pro spojitou 2m-periodickou funkci f : R — C plati f(xz) = Y o0 c,€™®, pricems
tato Tada je stejnomérné konvergentni na R. Pak

1 T :
Cn = —/ f(x)e™™™*dz, ne€Z. (1.1.6)
2 J_,

Dukaz. Volme libovolné n € Z. Podle predpokladu plati

1 N f( ) —inx d 1 /7r S imz —inx d 1 /W S imz —inx d
— x)e r=— Cm€ e r=— E cme e T.
2 J_, 2m - 2r J_,

—T \m=— m=-—o00
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. C e e . k i . . S -
Ze skutecnosti, ze Castecné soucty > =~ cpne™® konverguji pro k — oo stejnomérné k f(x), vyplyva,!
. . k —ing o S ing nfes o PR
ze soucty >, __, cmePe " konverguji stejnomérné k f(xz)e”™*. Muzeme proto pouzit vétu o zaméné
poradi sumy a Riemannova integrélu a dostaneme

1
7 f( ) —inx dz = Z Cm/ 1(m njz dx. (1'1'7)
T -

m=—0oo

imax

Pro m = n plati |”_ elm=—n)z qp — J7_1dz = 2, zatimco pro m # n vychdzf

T i(m—n)z 1™
/ el(mfn)x dr = |:€:| =0,
o ilm—n)|__

kde posledni rovnost plyne z 27r-periodicity funkce z — €/~ To znamena, ze nekoneény soucet v (1.1.7)
se redukuje na jediného s¢itance a plati
1
o | f( Ye " dx = c,. O

Véta 1.1.6 se na prvni pohled nezdd byt piili§ uziteénd, nebot zatim nevime, za jakych okolnosti lze
2m-periodickou spojitou funkci f : R — C rozvinout do trigonometrické fady. Nabizi se vsak nésledujici
postup: Je-li ddna funkece f, vypocteme koeficienty ¢,, podle vzorce (1.1.6) a sestavime z nich trigonome-

trickou fadu Zfz_ o cne'™. Pokud je tento napad spravny, mohla by trigonometricks fada konvergovat

k funkci f. Nagim cilem je zjistit, pro jaké funkce tento postup funguje.
Vsimnéme si, ze k vypoctu ¢, neni nezbytné nutné, aby f byla spojita a 2m-periodicka. Stac¢i, kdyz integrél
ve vzorci (1.1.6) existuje a ma kone¢nou hodnotu. Pro n = 0 dostdvdme

1

co = 7 g f(z)dzx

a staci pozadovat, aby f : [—m, 7] — C byla méfitelnd funkce, jejiz Lebesguetv integral ffﬂ f konverguje?,
neboli [™_|f| < co. S témito podminkami vystacime i pro n # 0: Pouzijeme odhad |f(z)e=™"*| < |f(x)|
a dostdvame . .

[ w@eaes [ i) <o

—T —Tr
tedy integral [ f(x)e™"* dz v definici ¢, konverguje.
Piipomenime, ze pokud p € [1, 00), pak mnozina v8ech méfitelnych funkei f : [a, b] — C, pro néz Lebesguetv
integral fab |f]P konverguje, se zna¢i symbolem L?(]a, b]).

Uk4zali jsme, ze podminka f € L*([—m,7]) je nutnd i postacujici k tomu, aby definice koeficientii ¢, byla
korektni. Tyto koeficienty se nazyvaji Fourierovymi koeficienty a ptislusnd trigonometrickd rada se nazyva
Fourierovou fadou.

Definice 1.1.7. Pro libovolnou funkci f € L!([—n,7]) se éisla

/ flx e in® dr, ne€Z,
27r

nazyvaji komplexnimi Fourierovymi koeficienty funkce f. Komplexni trigonometricka fada

i f(n)e™®, zeR,

n=—oo

se nazyva komplexni Fourierovou radou funkce f.

1Jde o specidlni pifpad obecného tvrzeni: Pokud posloupnost funkci {fx}2, konverguje na intervalu I stejnomérné
k funkci f a g je omezend funkce na I, pak {frg}?>, konverguje stejnomérné k fg, nebot |fi(z)g(x) — f(z)g(z)| = |g(z)| -
| (2) — f(@)].

2Méfitelnost a integral komplexni funkce redlné proménné je definovan pomoci rozkladu na redlnou a imaginirni ¢ast:
Funkce f = f1 4 ifa2 je méfitelna, pokud fi, f2 jsou méfitelné. Definujeme [y f = [y f1 +1i [y f2, pokud integrély na pravé
strané konverguji.
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Resfme tedy nésledujici problém: Za jakych okolnosti plati, ze Fourierova fada funkce f € L'([—m,7])
konverguje a jeji soucet je roven funkci f?

Poznamka 1.1.8. Neni tézké si rozmyslet, ze pokud f je redlna funkce, pak ¢asteéné soucty jeji Fourierovy
fady jsou redlné: Pro kazdé x € [—m,n| plati f(x) = f(z). Z definice Fourierovych koeficienti pak pro

kazdé n € Z plyne f(n) = f(—n). Rovnost

k k
si(@)= Y f)e™t =Y f=n)e™ " = si(a)
n=—Fk n=—Fk
dokazuje, ze si(x) je redlné cislo.
Poznamka 1.1.9. Misto komplexnich trigonometrickych fad ve tvaru > oo ¢,e™® bychom mohli ekvi-

valentné pracovat s redlnymi trigonometrickymi radami ve tvaru

ao

D) + Z(an cos(nx) + by sin(nx)). (1.1.8)

n=1
K objasnéni vztahu mezi obéma tvary sta¢i zopakovat tvahy, které jsme provedli u trigonometrickych
polynomu. Ze vztahu (1.1.4) plyne, ze kazdou fadu tvaru (1.1.8) lze vyjadiit i ve tvaru >~ ¢,e™®, kde
ag a, — ib, a, +ib,
=, C_ = —_—,
2 " 2

Pokud naopak z téchto vztahu vyjadiime ag, a, a b,, dostaneme

n € N.

ap =2¢o, Gp=Cp+C_p, by=ilcp,—c_p), nEN,

a timto zptsobem lze pievést fadu Y oo ¢,e™ na fadu tvaru (1.1.8) s obecné komplexnimi koeficienty
ag, Qn, bn
Pokud nepracujeme s obecnou trigonometrickou fadou, ale s Fourierovou fadou funkce f : [-7, 7] — C,

pak se koeficienty c,, shoduji s Fourierovymi koeficienty a dostaneme

ag = 2¢o = 2f(0) = L f(z)dz,

T
ap = Cn+c_n = f(n)+ f(—n) = % ! f(@) (e + ™) dz = % ' f(z)cos(nx)dz, neN,
b =i(cn —c—p) = M = % i f(x)@ da = % i f(z)sin(nx)dz, neN.

—T —Tr

t¥ vzorcu tedy staci uvazovat nésledujici dva:

ap = 1 f(z) cos(nx)dz, n € Ny, (1.1.9)
™ —T
1 ™

by = — f(z)sin(nx)dz, neN. (1.1.10)
T

—T

To je i duvod, proc¢ je zvykem uvadét konstantni ¢len v redlnych trigonometrickych polynomech a fadach ve

tvaru % misto ag; ve druhém pifpadé by se totiz koeficient ag pocital podle odlisného vzorce i f:r f(z)dz.

Je-li funkce f redlna, pak ze vztahu pro a,, b, je ziejmé, Ze jde o redlnd ¢isla; nazyvaji se redingmi
Fourierovymi koeficienty funkce f a fada (1.1.8) se nazyva redinou Fourierovou tadou funkce f. S timto
tvarem pracoval francouzsky matematik Joseph Fourier (1768-1830), ktery pfi studiu tlohy o vedeni tepla
odvodil vztahy (1.1.9), (1.1.10). Dospél k nim podobnym (avsak podstatné méné rigoréznim) zpusobem
jako v dukazu véty 1.1.6. Pfi teoretickych dvahdch, jako je napf. vySetfovani konvergence Fourierovych
fad, je ovéem pohodlnéjsi pracovat s komplexnim tvarem.?

3Z4jemctim o historii Fourierovych fad lze doporuéit pékny ¢lanek J. Vesely: Jedno fourierovské vijroci, ktery je dostupny
na webu https://dml.cz/handle/10338.dmlcz/141368.
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1.2 Konvergence Fourierovych rad

Dokazeme dvé pomocna tvrzeni, kterda vzapéti vyuzijeme k vysetieni konvergence Fourierovych rad.

O funkei f : [a,b] — R fekneme, Ze je po édstech spojitd, pokud je spojitd na [a,b] s vyjimkou koneéné
mnoha bodtl, ve kterych mé kone¢né jednostranné limity. Kazd4 po ¢astech spojitd funkce je omezend.*
O komplexni funkei f : [a,b] — C fekneme, Ze je po ¢astech spojitd, pokud jeji redlnd a imagindrni slozka
jsou po ¢astech spojité funkce.

Véta 1.2.1 (Riemannovo-Lebesgueovo lemma). Je-li f : [a,b] — C po édstech spojitd, pak plati:

(1) limy 400 f; f(z)sin(wz)dz = 0.
(i) limy,_ 400 f; f(x) cos(wz) dx = 0.
(idi) Nimy s to0 [1 f(2)e" dz = 0.

Diikaz. Tvrzeni (iii) plyne z tvrzeni (i), (ii) a ze vztahu e“* = cos(wz) + isin(wz). Tvrzeni (i), (i) staéi
dokazat pro realné funkce f, pro komplexni funkce pak plynou z rozkladu na redlnou a imaginarni ¢ést.
Navic stac¢i uvazovat limity pro w — oo, verze pro w — —oo pak snadno plynou ze sudosti kosinu a lichosti
sinu.

Podivejme se na dvojndsobek integralu z dokazovaného tvrzeni (i):

b

2 / " () sin(wa) dz = / T @) sin(wr) do + / F(x) sin(ws) o+

+7/w

b—m/w b
+ / f(z) sin(wz) dx + /b f(z)sin(wz) dz.

—7/w

Treti s¢itanec prepiSeme pomoci substituce nasledujicim zpusobem:

b—7/w b
/ f(z) sin(wz) dx = /+ ) flz = m/w)sin(w(x — m/w))dz =
b

_ /ab (@ — 7 Jw) sin(ws — 1) dz = —/ (@ — 7 /w) sin(wa) da.

47w atm/w

Po dosazeni zpét do predchoziho vztahu dostdvame

b a+m/w
2/ f(z) sin(wz) dz = / f(x) sin(wz) dz+
a a/b b
+ / (f(z) — f(z — 7/w)) sin(wz) do + / f(z) sin(wz) da.
at+7/w b—m/w
Funkee f je omezend, tudiz existuje M > 0 takové, ze |f(z)| < M pro vSechna x € [a, b]. Odtud s vyuzitim
odhadu |sin(wz)| < 1 a predchozi rovnosti plyne

b
< gM i /m/w If(2) — f(z — 7/w)|dz + gM.

2 / ’ f(2) sin(wz) dz

Prvni a treti s¢itanec na pravé strané konverguji pro w — oo k nule. Vysetieme limitu druhého séitance:

b b
lim 50) = flo = mfe)lde = im [ jasnoan(@ (@) ~ fo — /)]

w—00 atm/w

4Dilikaz je téméi stejny jako pro spojité funkce, staci uvazovat posloupnost =, € [a,b] takovou, Ze limy— oo Tn = 00,
a dojit ke sporu.
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Diky Lebesgueové vété muzeme zaménit poiadi limity a integralu, nebof integrovana funkce md ma-
jorantu 2M. Ve vSech bodech z € [a,b], kde je f spojitd, tedy skoro vsude na intervalu [a,d], plati
lim, 00 | f(z) — f(x — 7/w)| = 0. Podle Lebesgueovy véty tedy dostdvame

b
lim [f(z) = f(z — m/w)|dz =0,

w—00 a+7r/w
¢imz je dokoncen dikaz tvrzeni (i). Dukaz tvrzeni (ii) je obdobny a pfenechdvdme jej ctendii. O

Poznamka 1.2.2. Riemannovo-Lebesgueovo lemma plati nejen pro po ¢astech spojité funkce, ale obecnéji
pro viechny funkce f € L'([a, b]). Diikaz je zalozen na aproximaci funkce f spojitymi funkcemi: Pro kazdé

e > 0 lze najit spojitou funkci g : [a,b] — C takovou, ze f; |f — g] < e (viz vétu 1.6.2). Napt. k dukazu
vztahu lim,, f; f(z) sin(wz) de = 0 pak staci pouzit odhad

b b b
/f(x)sin(wx)dx < /(f(x)—g(x))sin(wx)dm + / g(x) sin(wx) dz| <

<e+

/ab g(z) sin(wz) dx

/ab g(z) sin(wz) dz

b
g/ () - g(x)| dz +

a aplikovat vétu 1.2.1 na druhy sc¢itanec; podobné se dokézi i dalsi dva vztahy.

Integraly v definici komplexnich i redlnych Fourierovych koeficientu jsou specidlnimi piipady integrali,
které vystupuji v Riemannové-Lebesgueové lemmatu; staéi volit @ = —m, b = 7. Dusledkem obecné
verze lemmatu je tedy skuteénost, ze pro Fourierovy koeficienty libovolné funkce f € L([—m,x|) plati
lim,, 400 f(n) =0, resp. lim,, o a,, = 0 = lim,,_, by,. Je proto splnéna nutné (avsak nikoliv postacujic{)
podminka pro konvergenci komplexni, resp. redlné Fourierovy trady.

Zéroveii vidime, 7e ne kazd4 trigonometrickd fada je Fourierovou fadou néjaké funkce f € L!([—, 7]). Staci
vzit napf. trigonometrickou fadu > 2 €"*, kde ¢, = 1 pro viechna n € Z. Kdyby platilo ¢, = f (n)
pro né&jakou funkci f € L*([—n, 7)), méli bychom lim,, 4. ¢, = 0, coZ je spor.

V nésledujicim lemmatu popiSeme vlastnosti jisté funkce Dy, kterd se nazyvéa Dirichletovo jddro. Vzapéti
uvidime, ze pomoci této funkce lze vyjadrit ¢astecné soucty Fourierovy fady.
Lemma 1.2.3. Nechf k € Ng. Pak pro funkci

k
Dy (x) = Z e xR,

n=—k
plati vztahy
sin(k + 1)z

in £
Sll’l2

Dk(x): ) x#j'27r7 _]EZ,

1/71)()01 =L [ by
7 Jo L\T)dr = _ﬂ'_ﬂ. k\T)dx.

Diikaz. Soucet v definici funkce Dy, je soucet ¢lenii koneéné geometrické posloupnosti s kvocientem el®,
ktery je pro x # j - 2w ruzny od jedné a tudiz

k . . . .
. 1= elx(2k+l) ) elz(k+1/2) (e—lz(k+1/2) _ elx(k+1/2))
D — iz\n _ —ikz i _ o ikz i i i —
k(.l?) n;k(e ) ¢ 1 — elz € elx/2(e—1w/2 _ elw/2)
eiz(k+1/2) _ oiz(k+1/2)  _disin(k 4 3)z  sin(k + )z

e~iw/2 — gir/2 —2isin £ sin £
2 2
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Dale plati

k k
Dy(z) = Z (cos(nz) +isin(nz)) =1+ 2 Z cos(nz), (1.2.1)
n=—Fk n=1
nebot cos(—nx) = cos(nz) a sin(—nz) = — sin(nz). Dostavame tedy

i/OWDk(x)dxzi/o <1+22005nx>dx_1+ Z./ coste)de = izi:[

Ze vztahu (1.2.1) je zfejmé, ze Dy, je sudd funkce, a tedy

1/ 1 (7
— Dy(z)dx = — Dy(z)dx = 1. O
™ J)_x ™ Jo

V definici Dirichletova jadra sice vystupuji komplexni exponencidly, ze vztahu (1.2.1) je vSak vidét, ze ve
skutecnosti se jedna o realnou funkci, viz obr. 1.2. Druhd ¢ast lemmatu 1.2.3 fika, ze prumérnd hodnota
Dirichletova jadra na intervalech [—m,0] a [0, 7] je 1.

Obrazek 1.2: Dirichletovo jadro D, pron=1,...,5

K formulaci véty o konvergenci Fourierovy fady budeme potiebovat jesté néasledujici pojem: Rekneme, ze
funkce f : [a,b] = R je po édstech diferencovatelnd, pokud existuje délenf

a=ro<x1<--<xp=0b

takové, ze
e f je diferencovatelnd na (x;_1,z;) pro kazdé i € {1,...,n},
e pro kazdé i € {0,...,n — 1} existuji kone¢né limity f(z;+) a limp, o+ W,
o pro kazdé i € {1,...,n} existuj konetné limity f(z;—) a limy,_o L& @zh)

Co znamenaji tyto podminky? V bodech x; nemusi byt funkce diferencovatelna ani spojitd, méa vsak

jednostranné limity f(x;4) a f(z;—). Pokud bychom zménili funkéni hodnotu v bodé z; na f(x;+), pak

W odpovidala pravé derivaci, tj. existenci ,,te¢ny zprava“. Pokud bychom naopak

f@i—)—f(=i—h)
h

by limj 04

zménili funkéni hodnotu v bodé z; na f(x;—), pak by limy 04 odpovidala levé derivaci, tj.

existenci ,tecény zleva“. Situaci zndzornuje obr. 1.3.

Komplexni funkce f : [a,b] — C se nazyva po ¢dstech diferencovatelnd, pokud jeji redlnd a imagindrni
slozka jsou po ¢astech diferencovatelné.

Nyni jiz mame vse pripraveno k vySetfeni konvergence Fourierovy tady.
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Obrazek 1.3: Piiklad po ¢astech diferencovatelné funkce. V- bodé & = 0 neni funkce spojitd, ma vsak
jednostranné limity a ,jednostranné tecny*.

Véta 1.2.4. Necht f : R — C je 2mw-periodickd funkce, kterd je po édstech diferencovatelnd na [—m, 7).
Pak; jeji Fourierova fada F(z) =" f(n)e™ konverguje v kaZdém bodé x € R a plati

fla+) + fz—)

) = 5 ,

z e R.
Specidlné plati, Ze pokud f je spojitd v x, pak F(x) = f(x).

Diikaz. Zvolme pevné = € R. Céstecné soucty Fourierovy fady v bodé z lze vyjadiit pomoci Dirichletova
jadra z lemmatu 1.2.3:

k k
£ inz 1 —in inz
@) = 3 fen = 3 (% Ft)e tdt) eine —
n=—=k n=—=k
1
— in(z—t) _
= < Z ein(@= ) dt =~ f( YDy (x — t) dt.
n=—k
Provedeme substituci ©w = = — ¢ a vyuzijeme toho, ze f i Dy jsou 2m-periodické funkce:
1 T—T 1 T+
sp(x) = —— f(x —u)Dg(u)du = — fl@—u)Dg(u duf— f x — u)Dg(u) du.
27 T+ 27 T—T

Soucet Fourierovy fady je limitou jejich ¢asteé¢nych souctu:
k—o0 k—o0 TT

F(z) = lim si(x) = <11m 7/ f(z —u)Dy(u)du + lim —/ f(z —u)Dg(u )du> (1.2.2)

K dokonceni dukazu staci ukazat, ze limity v zavorce existuji a rovnaji se f(xz+), resp. f(z—). Zatneme
druhou limitou; podle druhé ¢asti lemmatu 1.2.3 plati

1= lim — Dy(u) du,
k—oo T 0
tudiz
) — lim — —u)D = li Dy( — lim — —
G sz;m/fx u) Dy, (u) du klf; / u) du k:n;m/fx ) Dy (u) du =

:kli_{x(}o%/o (f(z=) = f(@ —u))Dy(u )dU—kli)n;O;/ uc xiu) siz% sin(<k+;> u) du,



14 KAPITOLA 1. FOURIEROVY RADY

kde posledni rovnost plyne z prvni ¢asti lemmatu 1.2.3. Funkce

_fe)—fle—uw) u

FNETIE)
u S 5

€ (0, ],

mé kone¢nou limitu pro u — 0+; existence limity prvniho zlomku vyplyvéa ze skute¢nosti, ze f je po
castech diferencovatelnd, zatimco druhy zlomek ma limitu diky zndmému vztahu lim,_.q % = 1. Pokud
funkei g dodefinujeme v nule jejf limitou zprava, ziskdme funkei definovanou na [0, 7|, kterd je po ¢dstech
spojitd a omezena. Nyni se vratime k predchozimu vypoctu, zavedeme substituci w = k + % a pouzijeme
Riemannovo-Lebesgueovo lemma. Dostaneme

fla—) — tim ~ [ fle = w)Dy(u)du = lim 1/Oﬁg(u)sin((k+ ;) u> du =

k—oo T Jo k—oo T

coz jsme chtéli dokazat.

Zbyvé ukézat Ze prvm’ limita v (1 2. 2) existuje a md hodnotu f(x+). Postup je podobny jako v pfedchozim

xixr,

1 /0 1 /0
tim = [ fe =i du— fa+) = Jim © [ (o =) = fa) Dulu) du =
k—oo T J_L k—oo T
= hmf/ fxiu — fl@) 'uu Sin<<k+1>u> du =
k—oo T sin 5 2
1
:11m7/ fas—i—v fat) ,vvsin<(k+>v) dv =0,
k—o00 T sin 2
kde predposledni rovnost odpovida substituci v = —u a posledni krok plyne z Riemannova-Lebesgueova
lemmatu stejnym zpusobem, jako v predchozi ¢dsti dukazu. O

Jiz jsme zminili, Zze k vypoctu Fourierovych koeficienti a sestaveni Fourierovy fady nepotiebujeme 2m-pe-
riodickou funkei f : R — C; staci mit libovolnou integrovatelnou funkei f : [—m, 7] — C. Naproti tomu
Fourierova fada je vzdy definovana na R a je 2m-periodicka. Co se stane v pripadé, ze funkce f neni restrikei
2m-periodické funkce, tj. f(—m) # f(m)? Odpovéd dava nésledujici dusledek.

Dusledek 1.2.5. Necht f : [—m,w] — C je po édstech diferencovatelnd a F(z) =% " f( )ei" je jeji
Fourierova tada. Pak plati:

; _ flet)+f(z-)
(i) Pokud x € (—m, ), pak F(x) = S50

x _ _ f=mH)+f(r—)
(ii) Pokud x = £, pak F(r) = ———5-"-"—.

Diikaz. Nechf f je 2m-periodické rozsffeni funkce f z [—m,7) na R. Pak f je po éastech diferencovatelna
na [—7, 7] a ma stejnou Fourierovu fadu jako f. Podle véty 1.2.4 tedy plati

flat) + fla—)

F(z) = 5 , ek
Na intervalu (—m, ) plati f = f, a proto
F(.’E) _ f(x—l—)—&—f(x—), = (—71‘,71‘)

Pro x = +7 vyuzijeme 27-periodicitu f :

S+ fr=)  femH) + fro)  f(=mH) + f(ro)
F(ﬂ-) - 2 - 2 - 2 )

femt) + femo) _ fert) + fa) _ f=mt) + fn-) m
: :

F(—7) =
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Poznamka 1.2.6. Analogie véty 1.2.4 a dusledku 1.2.5 plati i pro redlné Fourierovy tady zavedené
v poznamce 1.1.9, nebot jde pouze o jiny tvar komplexnich Fourierovych fad.

Predpoklady véty 1.2.4 se mohou zdéat pfilis silné: V motivaéni ¢dsti 1.1 jsme uvazovali spojité funkce,
resp. funkce z L!([—m,]), zatfmco véta 1.2.4 pozaduje, aby f byla po éastech diferencovatelnd. Ukazuje
se vsak, ze samotnd spojitost nezarucuje konvergenci Fourierovy fady. Bez dikazu zminime nésledujici
vysledky:

e Existuje funkce f € L*([—m,7]), jejiz Fourierova fada diverguje ve viech bodech.

e Existuje spojitd funkce f : [—7,n] — C takovd, Ze mnozina bodu, kde Fourierova fada diverguje, je

hustd v R.°

Z hlediska teorie miry ovSem plati, ze mnozina bodu, kde Fourierova fada spojité funkce diverguje, nemuze
byt prilis velkd: Pokud f : [-m, 7] — C je spojitd, pak jeji Fourierova fada konverguje k funkci f skoro
viude na [—, 7r]. Tento hluboky vysledek dokazal® roku 1966 §védsky matematik Lennart Carleson, ktery
v roce 2006 ziskal Abelovu cenu.

1.3 Priklady a cviceni

Piiklad 1.3.1. Najdeme redlnou Fourierovu fadu funkce
f(z) =lz|, «€][-mmn],

a vySetiime jeji konvergenci.

Pocitejme redlné Fourierovy koeficienty podle vztahu (1.1.9), (1.1.10). Vyuzijeme pfitom skutecnosti, ze
f je suda.

1 [ 2 (7 2 (7
ag 7/ ‘Jildl‘:*/ |x\dx:f/ rxdx =,
v —r i 0 T 0

1 (" 2 (7 2 i " ™ si
an = 7/ || cos(nx) dz = 7/ x cos(nz)dr = = <[msm(nm)] —/ sm(nm)dx) =
L — ™ Jo m n 0 0 n

2 {COS(W)K — 2 (-)"-1), neN

™2

Koeficient ag jsme museli poéitat zvl&st, nebot pii vypoétu a, metodou per partes jsme délili éislem n.
Vypocet b, je snadny, nebot integrujeme lichou funkci:

1 us
by = f/ || sin(nz) dz = 0.
T

—Tr

Redlna Fourierova fada funkce f ma tvar

o0
= g an cos(nx) + by, sin(nx)

Z — 1) cos(nx).

w\:a

o
2

Protoze f je po ¢astech diferencovatelnd a spojitd na [—m,n], podle dusledku 1.2.5 (viz téz pozndmku
1.2.6) plat{ F(z) = f(z) pro véechna x € (—m, m). Protoze f(—n) = f(w), plati F(z) = f(z) i pro & = %,
tj. F = f na [—m, 7). Fourierova fada F je definovédna na celé redlné ose a je 2m-periodickd, tudiz jde
o 2m-periodické rozsiteni f shodujici se s pilovitou funkei z obr. 1.1.

5Toto tvrzeni znamend, ze libovolné blizko k libovolnému bodu z € R existuje bod, ve kterém Fourierova fada diverguje.
6Carleson ve skutecnosti dokézal silngjsf vysledek: Zminéné tvrzeni plati pro kazdou f € L?([—n, 7]). Americky matematik
Richard Allen Hunt v roce 1968 zobecnil Carlesonuv vysledek na vSechny funkce f € LP([—m,n]), kde p > 1.
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Vsimnéme si, ze bychom Fourierovu fadu mohli napsat v trochu jiném tvaru. Plati totiz

™2

2 0 pro n sudé,
pro n liché.

Kazdé liché n € N m4 tvar 2k + 1 pro k € Ny, tudiz

g Z cos((2k: + 1)z).

F(O) = f(0) = O7 proto
a po upravé

Poznamka 1.3.2. Zobecnénim tuvah ze zacatku predchoziho pitkladu dostdvame nésledujici pozorovani:
Pokud je f redlna a sudé, pak plati

/ f(@)cos(nx)dz, n € Ny,
b, =0, neN.
Pokud je f redlnd a licha, pak plati
=0 n € Ny,
2 (7 )
= f/ f(z)sin(nz)dz, neN.
T Jo
Priiklad 1.3.3. Najdeme realnou Fourierovu fadu funkce
fl@)=2, =z¢€[-m ]

a vySetfime jeji konvergenci.

Jelikoz f je liché, plati

anp =0, n € Np,
2 ™ 2 _ U ™
b, = 7/ zsin(nz)dr = = ([x cos(nx)] —|—/ cos(n) dx) =
™ 0 ™ n 0 0 n
_2 (—77(—1)" N {sin(;lx)]ﬂ) _ Z(_1)"+1, neN.
s n n o n

Dostavame tedy Fourierovu fadu

Protoze f je po ¢astech diferencovatelnd a spojitd na [—m, 7], podle dusledku 1.2.5 plati F(x) = f(z) pro
vSechna = € (—m, m) a déle
fem) +f(m)  —7m+4mw

= =0.
2 2

F(£n) =
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Obrazek 1.4: Fourierova fada funkee f(z) =z, © € [—7, 7]

Chovani Fourierovy fady na zbytku realné osy je zfejmé z toho, ze F' je 2m-periodickd. Jeji graf je na
obr. 1.4.
s

I tentokrat 1ze vhodnou volbou z ziskat soucet zajimavé ¢iselné fady. Dosadime x = 7:
s m T =2 nw 1 1 1
=1 (5)=F(5) = S(-nmsin () =2 (1= S+ -z 4 ).
;= 1(3) 2 ;n( )i (5 37577

Po upravé dostavame soucet tzv. Leibnizovy tady:

1 1_|_1 14_ _I
3 5 7 47

Cviceni 1.3.4. Najdéte redlnou Fourierovu fadu funkce

f(x)=2% x¢€[-mn],
a vySetiete jeji konvergenci. Vhodnou volbou z ziskejte soucty fad > - 1/n* a Y~ (—=1)""!/n?
Cviceni 1.3.5. Najdéte redlnou Fourierovu fadu funkce

flx)=sgnz, z¢€l-mmn]|,

a vysetfete jeji konvergenci.
Priiklad 1.3.6. Uvazujme opét funkci

flx)=2, z¢€l[-mn

Na rozdil od pfikladu 1.3.3 najdeme jeji komplexni Fourierovu fadu.

1. zpisob rTeSend. Pouzijeme definici komplexnich Fourierovych koeficientu ¢,, = f(n):

1 s
co = o » rdzr =0,
1 ™ . 1 —inz ™ 1 T )
Cn = — pe e dy = — [ |22 - + — e "dx | =
2 J_, 2 —in |_. inJ_,
1 - i 1 inzl™ -1 i
=5t (—776_””r — e + — [e7"*] _ﬂ) =T cos(nm) = %(—1)”, n # 0.

Koeficient ¢y jsme museli poéitat zvlast, nebot pii vypoétu ¢, jsme délili éslem n. Komplexni Fourierova

fada ma tedy tvar
—1 i o) i
F _ Z(—=1)" inx Z(=1)" in:v.
(0)= 3 (-1 + 3 (1)
n=—oo n=1
Konvergenci jiz nemusime vysSetfovat — jde jen o jiné vyjadreni redlné Fourierovy fady z prikladu 1.3.3, viz
téz obr. 1.4.
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2. zpusob TeSeni. Vyuzijeme toho, Ze jiz zname realnou Fourierovu fadu
oo

Komplexni Fourierovy koeficienty tedy muzeme ziskat z redlnych pomoci pfevodnich vztahu z pozndm-
ky 1.1.9. Dostaneme

)" sin(nx).

3\1\9

COZEZO,

an —ib,  —ib, i
n= " 5 - :7_1717 N7
c 3 3 n( ) ne

an +1b ib i i
== () = (1) N
¢ 2 2 n( ) —n( )" ne

Tedy pro kladnd i zapornd n # 0 plati ¢, = %(—1)”7 coz souhlasi s vysledkem ziskanym prvnim zpusobem.

Piiklad 1.3.7. Najdeme komplexni Fourierovu fadu funkce f : [—7, 7] — R definované predpisem

flz) = {O pro x € [—m,0],

e* proz € (0,7

Podle definice komplexnich Fourierovych koeficientu plati pro kazdé n € Z

1" L™ 0 1 [et=imz]” 1 :
e = — eTeTinT qp — — e(l—ln)w de = — € : _ i ( (1—in)7w 1) —
2 Jo 2 Jo 2r | 1—in |, 27(1—in)
1 14+in, . _ir 1 1+4+in, . n
= ( -1)= €™ (=1)" = 1).

27 1+ n2 27 1+ n2

Komplexni Fourierova fada tedy ma tvar

(o)
Z 11 .
+ln ﬂ(_l)n _ 1)e1nm.

27 1+ n2

Vysetiime jeji konvergenci pomoci dusledku 1.2.5: Funkce f je po ¢dstech diferencovatelnd. Na intervalu
(—m, ) je spojitd s vyjimkou bodu 0, plati tedy F(z) = f(x) pro x € (—m,0) U (0, 7),
FO+)+ f(0-) 1+0 1

)= 2 T2 2

Pro hodnoty v krajnich bodech dostavame

F(m) = f(—7r+)2+ flm—) _ 0+2e7r _ %

Cviceni 1.3.8. Najdéte redlnou Fourierovu fadu funkce f z ptikladu 1.3.7. Pii vypoctu a,, b, lze po-
stupovat dvéma zpusoby — pocitat je z definiénich vztahu (1.1.9), (1.1.10), nebo vyuZit ¢, z predchoziho
piikladu a prevodni vztahy z pozndmky 1.1.9. Ovéite, ze v obou pfipadech dojdete ke stejnému vysledku.

1.4 Cesarovska sc¢itatelnost rad a Fejérova véta

Je-li ddna nekoneénd fada redlnych ¢i komplexnich &fsel Y72 ax, pak jeji soucet je definovan jako limita
¢astecnych souctu
Sp=ag+ - +an, n €Ny,

za predpokladu, ze tato limita existuje.
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Napriklad fada

o0
T—141—14--=) (-1)F
k=0
diverguje, protoze s, = 1 pro suda n a s, = 0 pro lichd n. Jelikoz vSak ¢asteéné soucty pravidelné osciluji
kolem hodnoty 1/2, mohlo by se zd4t ,spravedlivé“ prohlésit tuto hodnotu za soucet fady. Tuto myslenku
vyjadiuje néasledujici definice.

Definice 1.4.1. Rekneme, ze fada ZZ’;O ay, je cesarovsky scitatelnd k souctu o, jestlize pruméry jejich
casteénych souctu konverguji k o, tj. plati
So+ -+ sy

Im —— =0

Piiklad 1.4.2. Pro vyse uvedenou fadu Y p-,(—1)¥ méme

"T'H pro n liché,

sot+ - +s,=14+404+1404+---= n 3
5 +1 pron sudé.

Odsud je vidét, ze
. so+--+s, 1
im — = —
n—o0 n + 1 27

tj. fada je cesarovsky scitatelnd k souctu 1/2.

Zminénd metoda séitan{ fad je pojmenovana na pocest italského matematika Ernesta Cesara (1859-1906)
a umoznuje pritadit soucet nékterym fadam, které jsou v obvyklém smyslu divergentni. Zaroven plati, ze
pokud > 7, ar = s, pak také

. Sot -t sn

lim ———— =5

neboli cesarovsky soudet konvergentni fady se shoduje s jejim klasickym souétem.”
Cviceni 1.4.3. Ukazte, ze pro x # k- 27, k € Z, je fada
sinx + sin(2x) + sin(3x) + - - -

cesarovsky scitatelna k souctu %cotg% (pfestoze je divergentni v klasickém smyslu).

Navod: Céstecény soucet sinx+- - - +sin(nax) je imagindrni ¢asti souétu e'* +- - - +e™*, coz je soucet koneéné
geometrické posloupnosti.

Cesarovu sé¢itaci metodu zpopularizovalo jeji vyuziti v teorii Fourierovych fad, kterému se nyni budeme
vénovat.

Vime, ze pro 2m-periodickou funkci f : R — C neni spojitost postacujici podminkou k tomu, aby Fourierova
fada konvergovala ve vSech bodech k f. Fejérova véta® tvrdi, Ze pokud misto limity édsteénych souéti
Fourierovy rady

sp(x) = Z f(k)e*= (1.4.1)
k=—n

budeme uvazovat limitu jejich prumeéru

_ so(@) + -+ sa(@)
on(z) = 2 — , (1.4.2)

"Viz napt. Theorem 1 na webu http://mathonline.wikidot.com/the-cesaro-summability-of-a-series.
8Lip6t Fejér (1880-1959) byl madarsky matematik.
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tj. pokud pouzijeme Cesarovu s¢itaci metodu, pak plati

lim o,(z) = f(x)

n—oo
pro kazdé x € R a tato konvergence je dokonce stejnomérna.
7 dukazu véty 1.2.4 vime, ze Castecné soutty Fourierovy fady lze vyjadfit ve tvaru
1 ™

=57 | _fla—wD.wau

kde D,, je Dirichletovo jadro. Pro pruméry ¢dstecnych souctu pak plati

c sy, 1 [7 D .-+ D,
onp) = SOt sa@) LT Do) E et Dalw) g (1.4.3)
n+1 27 J_, n+1
Pro zjednoduseni zapisu oznacime
D .-+ D,
Ky = 20+ Dnlw) e R,

n+1

a tuto funkci budeme nazyvat Fejérovo jddro. Nasledujici lemma shrnuje jeho vlastnosti, které budeme
potiebovat.

Lemma 1.4.4. Fejérovo jadro md ndsledujici vlastnosti:
(i) Pro kazdé n € Ny plati 5= [* K, (z)dz = 1.
(i) Je-lin € Ng ax #k-2m, k € Z, pak
1 sin 2 g
K,(z) = <2 )

n+1 sin%

2

(i1i) Pro kazdé 0 € (0,7) je posloupnost funkci {K,}32 o na mnoziné [—m, —0] U [0, 7] stejnomérné kon-
vergentni k nulové funkci.

Dikaz. Tvrzeni (i) plyne z definice Fejérova jadra a z toho, ze podle lemmatu 1.2.3 pro kazdé k € Ny plati
i f:r Dy (z) dz = 1. Ze stejného lemmatu vime, ze pro n € Ny a « # j - 2w, j € Z, plati
sin(n 4 )
Dn(.%') = ( s 932) ’
Sin b
tudiz
1 singz+sindz+---+sin(n+ 1)z

n+1 sin%

K,(z) =

K dukazu tvrzeni (ii) tedy staci ovérit, ze

13 . 1, (sin25ta)?
sin—z+sin-z+---+sin(n+ =)z = —

2 2 2 sin §
Tento kol pfenechavdame ¢tenafi — staci si vSimnout, ze leva strana je imagindrni slozkou vyrazu

ei;c/?+63ix/2+.“+ei(n+%)x7

coz je soucet konecné geometrické posloupnosti.

Pro dukaz tvrzenf (iii) si sta¢i uvédomit, ze z tvrzeni (ii) plyne odhad

0 < Kp(z) <
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T _n I .
2 2

Obrazek 1.5: Fejérovo jadro K,, pron=1,...,5

Prvni ¢dst lemmatu 1.4.4 #ikd, ze prumérnd hodnota Fejérova jddra na intervalu [—m, 7] je 1 (stejné jako
prumérnd hodnota Dirichletova jadra). Vzorec z ¢ésti (ii) jsme vyuzili v dukazu ¢asti (iii) a déle jej
nebudeme potiebovat; postaci nam skutecnost, ze Fejérovo jadro je nezdporné. Céast (iii) k4, ze velké
hodnoty K,, se koncentruji pouze v okoli 0, viz obr. 1.5.

S témito poznatky jiz neni Fejérova véta piekvapivd, nebot vidime, ze v integralu f flz —u) K, (u) du,
ktery vystupuje ve vztahu (1.4.3), hraj{ podstatnou roli pouze funkénf hodnoty f(z— u) pro u blizké k nule,
tedy hodnoty blizké k f(x).

Véta 1.4.5 (Fejérova véta). Necht f : R — C je 2m-periodickd funkce spliiugici f x)|dx < oo

a {on}32, je posloupnost funkci definovand vztahy (1.4.1)-(1.4.2). Je-li f spojitd v bode x € R, pak

lim,, o0 on(z) = f(z). Pokud je f spojitd ve vSech bodech, pak posloupnost {0,152 je stejnomérné kon-

vergentni k funkci f.

Diikaz. Necht = € R je bod, ve kterém je f spojitd. Volme libovolné € > 0. Pak existuje § > 0 takové, Ze
Fa—u) - f@)| <e uel-606)

Podle lemmatu 1.4.4 (iii) existuje ng € N takové, ze

|Kp(w)| <e, n>ng, ué€l[—m—=8U][Jn].

S vyuzitim vztahu (1.4.3) a lemmatu 1.4.4 (i) dostaneme

us

lon(z) — f(z |—’ } f@—u)K,(u)du — f(z)| =
= ;ﬂ/:;f(x—u)Kn( )du — f( / K, (u)du :—W /ﬂ(f(x—u)—f(x))Kn(u)du <
Sg 3 lf(x—U) f(@)] - [ Kn(u)] du =
1[0 1
T o _(slf(m_u)_f(g””'|Kn(7vt)|d“+27r/[—7r —6]U[s,7] [f (@ —u) = f(@)] - [Kn(u)| du.

V prvnim séitanci na pravé strané mame |f(z — u) — f(x)| < &, a proto

1 /0 -
L @) - f@) - K |du<—/ Wldu< = [ Kywdu=c.

2 _5 T J)—n
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Ve druhém séitanci mdme pro n > ng odhad | K, (u)| < &, a proto

1 e
o BT B I /[Muwaf(x — )|+ |f(@)]) du <
<5 ([ v wiasamisan) =< (5 [ vidus i)

(posledni rovnost plyne z 2w-periodicity funkce f). Dokézali jsme tedy, Ze pro n > ng plati

o) = s << (14 3 [ 1l du+ 7).

—T
Jelikoz z je pevné zvoleno a e muaze byt libovolné malé, plat{ lim,,—, o o, () = f(z).

Je-li f spojitd na R, pak diky periodicité je omezend, tj. existuje M > 0 takové, ze |f(x)| < M pro kazdé
z € R. Dostavame tedy odhad

loule) — f2)] < (1 s [ |f<u>|du+M) . nzng,

27 J_,

jehoz pravd strana nezavisi na x. Tim je dokdzéno, ze {0, }52, konverguje stejnomérné k f. O

Fejérova véta je zajimava sama o sobé, ale navic z ni plyne véta o aproximaci spojitych 2m-periodickych
funkei trigonometrickymi polynomy zminénd v ¢asti 1.1, kterou jsme zatim nedokéazali.

Veéta 1.4.6. Je-li f : R — C spojitd 2m-periodickd funkce, pak pro kaZdé € > 0 existuje komplexni
trigonometricky polynom t takovy, ze | f(z) — t(z)| < € pro kazdé x € R. Pokud je f redlnd, pak t je rediny
trigonometricky polynom.

Diikaz. Podle Fejérovy véty posloupnost {0, 152, konverguje stejnomeérné k f. Existuje tedy n € N takové,
ze |f(x) — on(x)|] < € pro kazdé z € R. Nyni staci volit ¢t = 0,, a uvédomit si, ze se jedna o komplexni
trigonometricky polynom. To plyne ze skutecnosti, Ze s, . . . , S, jsou komplexni trigonometrické polynomy,
a tedy i jejich prumér je komplexni trigonometricky polynom.

Je-li f redlnd, pak jsou redlné i ¢dstecné soucty so,...,s, (viz pozndmku 1.1.8), tudiz i jejich prumeér
t = o,. Jde tedy o komplexni trigonometricky polynom, ktery se shoduje se svou realnou casti, coz je
realny trigonometricky polynom. O

1.5 Fourierovy rady v prostorech se skalarnim souc¢inem

Fourierovy trady lze studovat v mmnohem obecnéj$im kontextu prostoru se skalarnim soucinem. Nékteré

vevs

Definice prostoru se skaldrnim sou¢inem nad obecnym télesem je znama z linearni algebry. Zde se omezime
na prostory se skaldrnim souc¢inem nad télesem R, resp. C. Pfipomenme, ze v prostoru se skalarnim
sou¢inem lze definovat velikost (normu) libovolného vektoru x predpisem

||| = V& - .
Pro kazdé dva vektory z, y plati Cauchyova-Schwarzova nerovnost

-yl < [l[lllyl

a trojuhelnikova nerovnost
o+ yll < [lzll + [yl
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Jsou-li z, y kolmé, tj. x -y = 0, pak plati Pythagorova véta

lz +yl* = ll=]1* + [ly11%,

kterou lze indukci zobecnit i na vétsi pocet navzdjem kolmych vektoru.

Nejjednodussim piikladem prostoru se skaldarnim soucinem je R™, kde definujeme

n
T-Yy= Z LiYis
i=1
resp. C™, kde definujeme
n
i=1

pricemz v obou pfipadech je norma vektoru x dana vzorcem

Budou nés zajimat i prostory nekoneéné dimenze; jednoduchym piikladem je prostor £ tvofeny vemi
komplexnimi posloupnostmi {z;}$2,, pro které plati > ;> |z;|* < oc. Skaldrni souéin dvou takovych po-
sloupnosti je definovan vzorcem

{wdZy Az, = Z%E

i=1

(Ize dokézat, ze fada na pravé strané vzdy konverguje) a norma posloupnosti z = {z;}52; € 2 se pocita
podle vztahu

oo
a2l =va-z = |> |l

i=1
Vidime, ze jde o analogie vzorcu z eukleidovského prostoru.

V dalsim textu budeme pismenem V' znacit libovolny vektorovy prostor se skaldrnim sou¢inem.

Definice 1.5.1. Mnozina M C V se nazyva ortogondlni, pokud pro kazdé dva ruzné vektory =, y € M
plati -y = 0. Pokud navic ||z|| = 1 pro kazdy vektor = € M, pak hovofime o ortonormdini mnoziné (resp.
ortonormélnim systému).

Definice 1.5.2. Ortonormalni mnozina M C V se nazyva upind, pokud neexistuje nenulovy vektor x € V'
spliujici = - y = 0 pro vSechna y € M.

K tplné ortonormélni mnoziné tedy nelze pridat dalsi vektor tak, aby vyslednd mnozina byla stéle orto-
normélni. Jiny zpusob, jak zformulovat definici, je nédsledujici: Pokud vektor x € V spliiuje - y = 0 pro
v8echna y € M, pak x = 0.

Prenechavame ¢tenaii k rozmysleni, ze pokud V je prostor konetné dimenze, pak iplné ortonormalni
mnoZiny jsou pravé vechny ortonormélni baze. Uvedme pifklad tiplné ortonormalni mnoziny v prostoru
nekonecné dimenze.

Piiklad 1.5.3. UvaZzujme prostor posloupnosti £2. Necht e; je posloupnost, jejiz i-ty ¢len je 1 a vechny
ostatni ¢leny jsou nulové. Pak M = {e; : i € N} je ortonormdlni mnozina, kterd je uplnd. Skuteéné, pokud
x € £? a pro kazdé i € N plati x - e; = 0, pak z definice skaldrniho souéinu v 2 vyplyva z; = 0 pro kazdé
i € N, ¢ili x = 0. Za zminku stoji fakt, ze M neni béze V', protoze napf. posloupnost (1, %, %, i, .)€ L2
nelze vyjadrit jako linedrni kombinaci vektoru z M.
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Piipomenime zndmou skutecnost z linedrn{ algebry: Pokud V mé kone¢nou dimenzi a M = {¢1,...,¢n}
je jeho ortonormalni baze, pak pro kazdy vektor = € V existuji koeficienty cy, ..., c, takové, ze
n
.
i=1
Nésobime-li obé strany rovnosti skalarné vektorem ¢;, kde j € {1,...,n}, pak diky ortonormalité dosta-

neme x - ¢; = ¢;. Tim paddem pro kazdy vektor x € V plati

n

i=1
Jaka je situace v prostorech nekoneéné dimenze? Pokud M = {¢; : i € N} je Gplnd ortonormélni mnozina

v prostoru V, plati vztah
oo

x = Z(m ;)i (1.5.1)

i=1
pro kazdé x € V? V prvni fadé je tieba vyjasnit vyznam symbolu na pravé strané, nebof jde o souéet
nekoneéné mnoha vektoru. Ctendie asi nepiekvapi, ze nejprve definujeme limitu posloupnosti vektoru,
a poté zavedeme soucet nekonecné fady jako limitu ¢dstecnych souctu.

Definice 1.5.4. Pokud x € V a x; € V pro kazdé i € N, pak zédpis lim,,_, o, ©,, =  znamena

lim ||z, —z||=0
n— oo

’ . o0 7 1e n v
a zapis )~ x; = x znamend lim, o >, &; = x, ¢ili

n
E Ty — X
i=1

=0.

lim
n— oo

Pro posloupnosti vektortu zavedeme jesté jeden pojem znamy z klasické analyzy.

Definice 1.5.5. Pokud z; € V pro kazdé i € N, pak fekneme, ze posloupnost {z;}5°, je cauchyovskd,
pokud pro kazdé ¢ > 0 existuje 19 € N takové, ze pro vsechna i, j > iy plati ||z; — ;|| <e.

Stejnym zpusobem jako v R se dokéze, ze kazda posloupnost vektoru, kterd ma limitu, je cauchyovska.
Obrécena implikace vSak obecné neplati.

Definice 1.5.6. Rekneme, 7e prostor V je dplng, pokud kazda cauchyovské posloupnost vektort z V mé
limitu.

Z klasické analyzy je zndmo, ze R™ a C™ jsou tiplné prostory. Prostor £? je rovnéz tplny.

Jesté nez zodpovime otdzku, zda v prostorech nekoneéné dimenze plat{ vztah (1.5.1), ukazme si geometricky
vyznam souctu Y., (z - ¢i)p;, kde M = {¢1,...,¢0n} C V je libovolnd (ne nutné iplnd) ortonormdln{
mnozina a V je prostor koneéné ¢i nekonecné dimenze. Opét jde o opakovani z linearni algebry.

Véta 1.5.7 (o nejlepsi aproximaci). Nechf M = {p1,...,pn} C V je ortonormdlni mnoZina a W je
linedrni obal M. Pak plati ndsledujici tvrzeni:

(i) Pro kazdyj vektor x € V je > i (x-@i)pi €W, 2 — > 1 (z-pi)p; € WE.

(i) Pro kazdou dvojici vektori x € V, w € W plati

n

- Z(»T “ i)

i=1

< Jlz = wl,

~ > R n
pricemz rovnost nastdvd jen pro w =Y. (x - ©;)p;.
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(iti) Pro kazdy vektor x € V plati

n
lz)® =) e - il
i=1

Diikaz. (i) Vztah Y1 | (z - ¢;)¢; € W je ziejmy z definice linedrniho obalu. Pro kazdé j € {1,...,n} diky
ortonormalité M plati

(w—Z(:v-%)%> i =api— Y ()i ) =a - — =0,
i=1 i=1

aprotox — > i (z - p;)p; € W
(ii) Pro kazdou dvojici vektorti € V, w € W plati

n n
T—w= (90 - Z(m ) %‘)%‘) + (Z(x Cpi)pi — w) .
i=1 i=1

Na pravé strané mame soucet dvou kolmych vektorti, nebot prvni séitanec lezi ve W+ a druhy ve W.
Z Pythagorovy véty dostavame

2

2 2

n

T = (z 9i)p;

i=1

n

D (@ g —w

i=1

n

z— (¢ )i

i=1

lz — wl* = + >

)

piicemz rovnost nastavd, pravé kdyz w = >0 (x - ;) ;.

(iii) Pro kazdy vektor x € V plati

= (w SCE tm)%) + Z(fc “03)pi-

i=1
Na pravé strané mame opét souéet dvou kolmych vektort, nebot prvni séitanec lezi ve W+ a druhy ve W.

Pouzijeme-li dvakrat po sobé Pythagorovu vétu, dostaneme
2 2

+ >

n

T = Z(x $ i) pi

i=1

n

Z(m ") pi

i=1

n

Z(m i) pi

i=1

lz]|* =

2 n
= Z|$%|2 O
i=1

Obrazek 1.6: Geometricky vyznam véty 1.5.7

Véta 1.5.7 ma jednoduchou geometrickou interpretaci: Rikd, ze S_i (2 - ;)¢ je prvek podprostoru W,
ktery minimalizuje vzdédlenost od x, neboli kolmy pramét x do W, viz obr. 1.6. Navic délka tohoto kolmého
prumétu je mensi nebo rovna délce z. Tento vysledek platii v piipadé, kdy M m4 nekonecné mnoho prvki,
a nazyva se Besselova nerovnost.

Dausledek 1.5.8 (Besselova nerovnost). Pokud M = {y; : i € N} je ortonormdlni mnoZina v prostoru V,
pak pro kazdy vektor x € V' plati

o0
lz]> =Y Jz - il
=1

Dukaz. Staci pouzit tfeti ¢ast véty 1.5.7 a provést limitni prechod n — oo. O
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I kdyz se muze zdat, ze dosavadni vyklad nem4 nic spoletného s Fourierovymi fadami z ¢asti 1.1 az 1.4,
brzy uvidime, ze tyto fady predstavuji specidlni piipad nasledujici definice.

Definice 1.5.9. Necht M = {¢; : i € N} je ortonormalni mnoZina v prostoru V. Pak pro kazdy vektor

x € V se rada -
Z(T/ Qi)
i=1

nazyva Fourierovou Tadou x vzhledem k M a ¢isla x - ¢;, i € N, se nazyvaji Fourierovymi koeficienty
vektoru x vzhledem k M.

Drtive polozenou otazku tedy muzeme preformulovat nasledujicim zpusobem: Mame-li iplnou ortonormalni
mnozinu v prostoru nekoneéné dimenze, je kazdy vektor souétem své Fourierovy fady? Odpovéd dava
nasledujici véta.

Véta 1.5.10. Necht V je plny prostor a M = {p; : i € N} C V je ortonormdlni mnozina. Pak jsou
ndsledujici podminky ekvivalentni:

(i) Ortonormdlni mnoZina M je iplnd.

(ii) Pro kazdy vektor x € V plati x =Y = (z - ;) ;.
(iii) Pro kazdy vektor x € V plati ||z||* = >.2, |z - ¢il%.

Diikaz. Pro dukaz implikace (i)=-(ii) potfebujeme ukdzat, ze ¢dstecné soutty

k
sk=> (z-@i)ei, keN, (1.5.2)

i=1

maji limitu. Vzhledem k dplnosti V' staéi ovéfit, ze posloupnost {s;}%2, je cauchyovska. Pokud k > [, pak
plati

k
Sk — 81 = Z (@ - @i)ei,
i=l+1
a tedy podle Pythagorovy véty
k
sk —sill> = > |- il (1.5.3)
i=1+1

Z Besselovy nerovnosti (dusledek 1.5.8) plyne, ze fada Y .-, |z - ¢;|* md konecny soucet. Déle z Bolzanovy-
Cauchyovy podminky pro konvergenci nekoneénych tad dostavéame, ze pro kazdé € > 0 existuje kg € N
takové, ze pro vsechna k,l > kg spliujici & > [ plati

k
Z |z - i < €2
i=l+1
S ohledem na vztah (1.5.3) to znamend, ze ||s; — 5| < €, tj. {sk}72; je cauchyovska. Tudiz existuje limita
lim s, =yeV
k—o0
a zbyva dokézat, ze y = x. Ukazme nejprve, ze x a y maji stejné Fourierovy koeficienty. Vezméme libovolné
j € N. Z definice s; a ortonormality plyne, Ze pro vSechna k > j plati s; - ¢; = x - 5, tudiz
Y i =T =y @i — sk = (Y= Sk) @y
Z Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti ziskame odhad

v o5 — x5l < lly = sellllesll = lly = sill-
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Prava strana pro k — oo konverguje k nule, a proto y - ¢; = x - ¢;, coz jsme chtéli dokdzat. Z rovnosti
(y —x) - p; =0 pro kazdé j € N ovSem plyne y — z = 0, nebot M je tiplnd ortonormdalni mnozina.

K dikazu implikace (ii)=-(iii) opét uvazujme ¢asteéné soucty (1.5.2). Pro kazdé k € N plyne z trojihelnikové
nerovnosti odhad
izl = llselll < llz — sill-

Jelikoz prava strana podle piedpokladu konverguje pro £ — oo k nule, plati totéz i o levé strané a dostavame
Jafl = Jim s
— 00

Vypocet dokonéime pouzitim Pythagorovy véty:

k oo
2] = lim (s> = lim Y Ja-gi> =) |- o
k—o0 k—o0 P P}

Zbyvajici implikace (iii)=-(i) je trividlni: Pokud vektor x € V spliuje x - ¢; = 0 pro kazdé i € N, pak podle
tvrzeni (iii) plati ||z|| =0, a tedy = = 0. O

Treti cast pravé dokdzané véty tikd, ze pro uplné ortonormalni mnoziny pfechdzi Besselova nerovnost
v rovnost; nazyva se Parsevalova rovnost.”

1.6 Fourierovy fady v prostoru L?

Ukazeme, ze klasické Fourierovy fady studované v ¢astech 1.1 az 1.4 predstavuji specidlni ptipad Fourie-
rovych fad v prostorech se skaldrnfm soué¢inem, kde za prostor V zvolime prostor funkei L?([—m,7]).

Nejprve pripometime, ze pro kazdé p € [1,00) je norma funkce f € LP([a,b]) definovéna predpisem

b 1/17
1l = ( / |f|p> .

Pro p = 2 navic definujeme skaldrn{ sou¢in funkef f,g € L?([a, b]) pFedpisem

b
frg= / f(2)9(@) da.

Vsimnéme si, ze pro f € L*([a, b]) plati

b
17]l2 = /IfP:\/f' ,

tj. definice normy || - |2 na L?([a,b]) odpovid4 normé ziskané ze skalarnfho soucinu.

Z teorie Lebesgueova integrdlu vime, Ze prostor L?([a, b]) je iplny ve smyslu definice 1.5.6.

Zaméifme se na ptipad [a, b] = [—, 7], tj. na prostor V = L?([—m,n]). Tvrdime, Ze mnozina funkc{
M = {e" :n €7}

je ortogonalni podmnozinou V. Skuteéné, kazdé dva ruzné prvky této mmnoziny jsou kolmé, nebof jiz
v dukazu véty 1.1.6 jsme vypocitali, ze pro m,n € Z plati

T ) ™ 0 ,
/ elmzg=ine 4. — / el(mfn)m dz = { prom ;é n

2w prom =n.

—T —T

9Marc-Antoine Parseval (1755-1836) byl francouzsky matematik.
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Zaroven vidime, ze norma libovolného prvku M je v/2m, takze mnozina funkci

einr
M = neZ
{\/277 }

je ortonormalni podmnozinou V. Pouzijme oznaceni z ¢asti 1.4 a piSme

M =A{p, :n e},

ein:{:
Ve
roli — celych ¢isel je spocetné mnoho a mohli bychom tedy prvky M ocislovat pfirozenymi ¢isly, av§ak na

tkor prehlednosti.

kde ¢,, znaé¢i funkci x —

. Skute¢nost, ze jako indexy pouzivame celd ¢isla misto prirozenych, nehraje

Jak vypadaji Fourierovy koeficienty a Fourierova fada libovolné funkce f € V' vzhledem k ortonormalni
mnoziné M? Dosazenim do definice 1.5.9 mame

—inx

T e
f@n: _ﬂ—f(‘r)m

dz = V2rf(n), neZ,

tudiz

Z(f CPn)Pn = Z \/%f(n)

nez neEZ

5/1; _ Zf(n)emz

nez
Vidime, ze Fourierova fada z definice 1.5.9 se v tomto piipadé shoduje s klasickou Fourierovou fadou
zavedenou v definici 1.1.7 a Fourierovy koeficienty se lis{ jen o multiplikativni konstantu.

Jaké poznatky o klasickych Fourierovych tadach plynou z vysledku ziskanych v ¢asti 1.57 Jako specidlni
pifpad Besselovy nerovnosti z diisledku 1.5.8 dostavame, Ze pro kazdou funkci f € L?([—m,«]) plati

JRECIRERFEED SIFRENEE SELHO

- nez nez

neboli po upraveé
1 (7 R
o [ @ de =) f )

2w
- nez

Pokud bychom dokézali, ze M je tuplna ortonormalni mnozina, pak podle véty 1.5.10 prejde Besselova
nerovnost v Parsevalovu rovnost

L[ @ ar =3 1P,

2
- nez

Misto tplnosti M staéi podle véty 1.5.10 dokdzat, ze pro kazdou funkci f € L?([—n,7]) plati
ne”Z

Tuto rovnost je potieba chipat podle definice 1.5.4; neznaci tedy bodovou konvergenci Fourierovy fady
k funkci f, ale jde o platnost vztahu

— 0. (1.6.1)

lim
k—o0

k
f_ Z (f"Pn)‘Pn

n=—k

K dukazu potifebujeme nékteré poznatky z teorie Lebesgueova integralu. Z teorie miry vime, Ze méritelné
mnoziny lze zvnéjsku dobfe aproximovat otevienymi mnozinami. Néasledujici lemma iikd, Ze k aproximaci
zevniti 1ze pouzit uzaviené mnoziny.

Lemma 1.6.1. Pokud A C R"™ je méritelnd mnoZina a € > 0, pak existuje uzaviend mnozina F C A

splniugict N(A\ F) < e.
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Diikaz. Mnozina R™\ A je méfitelnd, existuje tedy oteviend mnozina G C R™ obsahujici R™ \ A takové, ze
MG\ (R™\ A)) < e. Mnozina F' = R™\ G je uzaviens, je obsazena v A a plati A\F = ANG = G\ (R"\ A),
tedy A(A\ F) < e. O

Nésledujici klicova véta fika, ze funkce z LP lze aproximovat spojitymi funkcemi.

Véta 1.6.2. Pro kaZdou funkci f € LP([a,b]) a pro kaZdé ¢ > 0 existuje spojitd funkce g : [a,b] — C
takovd, Ze ||f — g|lp, < €. Funkci g lze navic volit tak, aby platilo g(a) = g(b).

Diikaz. Platnost véty staci dokdzat pro redlnou funkci f; komplexni funkci lze rozlozit na redlnou a ima-
gindrni ¢dst a na kazdou z nich aplikovat dokdzané tvrzeni. Existenci spojité funkce g splaujici || f—g||, < €
dokézeme v péti krocich. Postupné budeme uvazovat piipady, kdy f je charakteristickd funkce uzaviené
mnoziny, charakteristickd funkce méritelné mnoziny, jednoduchd méritelnd nezdporna funkce, nezdporna
funkce z LP([a,b]) a nakonec obecnd funkce z LP([a,b]). V zdvéru pak ukdzeme, jak lze zarucit platnost
vztahu g(a) = g(b).

1) Necht F C [a,b] je neprdznd uzaviend mnoZina a f = xr je jeji charakteristickd funkce. Pro kazdé
z € R definujme vzdélenost bodu = od mnoziny F' predpisem d(z) = mingcp |z — y| (minimum existuje,
nebot jde o extrém spojité funkce na kompaktn{ mnoziné). S vyuzitim trojihelnikové nerovnosti nenf tézké
ukdzat, ze |d(x1) — d(z2)] < |x1 — 22|, a tudiz d je spojita funkce.

Uvazujme posloupnost funkci g, : R — R definovanych piedpisem

n(T) = ———, eN, eR.

9n() 1+ nd(x) " *

Tyto funkece jsou spojité a pro kazdé x € R plat{ lim,,—~ gn(x) = xr(x) = f(x); pokud totiz x € F, pak
d(z) =0 a g,(z) = 1, zatimco pro x ¢ F je d(x) > 0 a jmenovatel zlomku v definici g, (z) pro n — oo
roste nade vSechny meze.

Funkee f i g, jsou omezené, tedy |f — gn|P je omezend a podle Lebesgueovy véty plati

b b
lim / If—gnl”:/ lim |f — gul? = 0.
n—oo a a n—oo

Z definice normy v LP([a,b]) plyne lim, o || f — gnllp = 0. K danému € > 0 tedy staci najit n takové, ze
If = gullp <, a polozit g = gn.

2) Necht A C [a,b] je méFitelnd mnozina a f = x4 je jeji charakteristicka funkce. Z lemmatu 1.6.1 vime,
ze existuje uzaviend mnozina B C A takovd, A(A\ B) < (¢/2)P. Pro jeji charakteristickou funkeci pak plati

b 1/1’ b 1/P
||fxB||p—|xA\B||p—</ |><A\B|P> —(/ xA\B> — MA\B)'P < /2.

Podle piedchozi ¢dsti dukazu existuje spojitd funkce g : [a, b] — R takova, ze | x5 —g|, < £/2. V kombinaci
s predchozim odhadem tedy plati ||f — g|l, < ||f — xBllp + IxB — 9llp <.

3) Necht f je jednoduchd méfitelnd nezdpornd funkce, kterd je nulovd vné [a,b]. Pak f = Y7 | aixa,,
kde A; C [a, b] jsou méfitelné mnoziny a a; jsou nezédporns ¢isla. Bez djmy na obecnosti lze predpokladat,
ze z4dné a; neni nulové (jinak vynechdme piislusny séitanec). Pro kazdé ¢ € {1,...,n} existuje podle
predchoz{ ¢dsti ditkazu spojitd funkee g; : [a,b] — R takovd, ze ||xa, — gilly < 5. Funkee g = 371, a;g;
je spojita a plati

1f —gll, =

n n n

13
E ai(xa, —9i)|| < E aillxa; — gil, < E i =€
i=1 p =1 =1 .

4) Necht f € LP([a,b]) je nezédporni. Pak existuje neklesajici posloupnost nezdpornych jednoduchych
meéfitelnych funkei { f,,}22 ;, které jsou nulové vneé [a, b] a konverguji k f. Plati0 < f,, < f,tudiz |f—f,| < f
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maxg ,

M

min g

a b—5 b

Obrazek 1.7: Konstrukee funkce ¢ spliujici g(a) = g(b)

a|f — fulP < fP. Z Lebesgueovy véty dostavame

b b
lim/ |f—fn|p:/ lim |f — fu? =0.
n—oo a a n—oo

Z definice normy v L?([a, b]) plyne lim,_ || f — full, = 0. Najdeme n € N takové, ze ||f — full, < €/2.
Podle pfedchozi ¢asti dikazu existuje spojita funkce g : [a,b] — R takova, ze || f, — gll, < /2. Celkem

tedy platf |[f — gll, < [If = fallp + Ifa —gll, <e.

5) Necht f € LP([a,b]). Pak f = fT—f~,kde 0 < fT < |f[,0 < f~ <|f|,tj. /T, f~ jsou nezdporné funkce
z LP([a,b]). Vezmeme spojité funkce g1,g2 : [a,b] — R takové, ze ||f — g1ll, < &/2, [|If7 — g2ll, < €/2.
Funkce g = g1 — g2 je spojitd a spliiuje || f — gll, < /T = a1llp + I~ — g2, <e.

Zbyva zduvodnit, pro¢ lze funkci g volit tak, aby platilo g(a) = g(b). Podle pété ¢asti diukazu existuje
spojitd a tudiz omezend funkce g : [a,b] — R takova, ze || f — §l|, < £/2. Polozme M = max § — min g.

Hledanou funkci g zkonstruujeme tak, ze zvolime dostatetné malé 6 > 0, polozime g(z) = g§(x) pro
x € [a,b — 4] a na intervalu (b — ¢, b] definujeme g tak, aby se jednalo o linedrni funkci, kterd v bodé b
nabyva hodnoty g(a); viz obr. 1.7. Pak plati |g(x) — g(x)| < M pro vsechna z € [b — §,b], a tudiz

b 1/1’
Ig—§||p=</b 6|g—§|”> < (6MP)HP.

Pokud jsme zvolili § > 0 tak, ze (§MP)Y/P < ¢/2, pak plati ||f — gll, < If —dll, + 17— gll, < e O

Nyn{ muzeme piikro¢it k dukazu vztahu (1.6.1).
Véta 1.6.3. Necht f € L*([—m, ). Pak plati limy_o0 || f — skll, = 0, kde s = Zﬁz_k(f - On)Pn-
Dikaz. Volme libovolné € > 0. Podle véty 1.6.2 existuje spojita funkece g : [—m, 7] — C spliujici || f—gll2 < €

a g(—m) = g(m). Tuto funkci lze rozsifit na spojitou 2w-periodickou funkei g definovanou na R. Podle véty
1.1.4 (viz téz vétu 1.4.6) existuje komplexni trigonometricky polynom

m
t(z) = Z Cpe™”
n=—m
takovy, ze |g(z) — t(x)| < € pro kazdé z € R. Pro normu rozdilu g — ¢ v prostoru L?([—m, 7]) tedy plati

I t<x>|2dx>l/2 <([ 2a) P )~ o

—T —T

Trigonometricky polynom t Ize rovnéz vyjadrit ve tvaru

m
t= Z dn@na

n=—m
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kde d,, = V2me,. Pokud k > m, pak t lez{ v linedrnim obalu mnoziny {¢_g,...,¢r} a podle véty 1.5.7
o nejlepsi aproximaci plati

k
1f = skll2 = Hf_ Z (f - ¢n)en

n=—=k

<f=tlle <[If = gllz + lg = tll2 <&+ V2re = e(1 + V27).

2

Tim je dokézéno, ze limy_ o || f — sk, = 0. 0

7 véty 1.5.10 okamzité dostavame néasledujici dusledek.

Disledek 1.6.4. Mnozina M = {f}; in € Z} je plnd ortonormdini podmnozina prostoru L*([—m,7])

a pro kaZdou funkei f € L?([—n,n]) plati Parsevalova rovnost

1 )2
5 | @Pde= > 1f(n (1.6.2)
ne”Z
Poznamka 1.6.5. Mdme-li redlnou funkci f : [—7, 7] — R, pak muzeme Parsevalovu rovnost vyjédiit i po-

moci redlnych Fourierovych koeficientit ay,, by,. Pokud oznaéime ¢, = f (n), pak vime (viz pozndmku 1.1.9),
ze plati

a ayp — lbn an + 1bn
CQZEO, Cn:T, C_n:T, n € N.
Odtud plyne

1
—(a2 +1v2), neN.

2
o2 =D e = 22 4 12), Je_nf? =
4 40 n 4

Dosazenim do vztahu (1.6.2) ziskdme

L[ 2. _ap 1 = 2

5r | J@rde="0+ 52 ah + bn)
a po upravé

1 _ag Z‘” 2)

coz je varianta Parsevalovy rovnosti pro realné funkce f € L?([—x,7]).

1.7 Priklady a cviceni

Méme-li funkci f € L?([—m,n]), napfSeme pro ni Parsevalovu rovnost a vypocteme integral, ktery v nf
vystupuje, ziskdme soucet jisté Ciselné fady sestavené z druhych mocnin Fourierovych koeficienti. Timto
zpusobem lze seéist nékteré zajimavé nekoneéné rady.

Piiklad 1.7.1. Z piikladu 1.3.3 vime, ze funkce f(x) =z, x € [—m, 7], ma redlné Fourierovy koeficienty

[\

a, =0, n €Ny, bn:ﬁ(—l)"ﬂ7 n € N.

Dosazenim do realné Parsevalovy rovnosti (1.6.3) obdrzime
o0

1", 4
= de =Y —
W/xxzrﬁ

- n=1
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a po Upravé ziskdme soucet fady'’
o0 s
1 I 1 [7 1 [2? 2
E — = z?dr = — x2dx=[] = —.
—n A J_ 2w Jq 2 [ 3 ], 6

Ke stejnému vysledku bychom samoziejmé dospéli i dosazenim komplexnich Fourierovych koeficientu
z piikladu 1.3.6 do komplexni Parsevalovy rovnosti (1.6.2).

Priklad 1.7.2. Z pitkladu 1.3.1 vime, ze funkce f(x) = |z|, € [—7, 7], ma redlné Fourierovy koeficienty

—4

=, =0 k eN, = ——3
Qo =T, Qg pro A2k+1 T2k 1 1)2

pro ke Ny, b,=0proneN.

Dosazenim do redlné Parsevalovy rovnosti (1.6.3) obdrzime
[, VR 16
— r¥dr = — + —_—
71'/_7r 2 ;ﬂ2(2k+1)4
a po upraveé ziskame soucet ¢tvrtych mocnin prevracenych hodnot lichych ¢isel:
o0

ES cy £ (PPNl
—(2k+1)* 16 \ 7 Jg 2) 8|3, 32 24 32 96

Cviceni 1.7.3. Zjistéte, jakou fadu lze se¢ist pomoci Parsevalovy rovnosti pro funkci
f(x)=2?% «¢€[-mn]
(vyuzijte vysledek cviceni 1.3.4).
Cviceni 1.7.4. Zjistéte, jakou fadu lze secist pomoci Parsevalovy rovnosti pro funkci
f(z)=sgnz, z¢€l[-mmn

(vyuzijte vysledek cviceni 1.3.5).

1.8 Fourierovy fady na obecném intervalu

Doposud jsme studovali 27-periodické funkce, resp. jejich restrikce na interval [—m, 7]. Rozvijeli jsme je do
Fourierovych fad sestavenych z nejjednodussich periodickych funkei: konstantni funkce, funkei x +— sin(nx)
a x — cos(nz), kde n € N (nebo ekvivalentné « — e™*, n € Z).

Pokud bychom chtéli studovat [-periodické funkce, nabizeji se jako zakladni stavebni kameny , preskalované*

funkce - sin(2Tnxz) a x +— cos(3Tnz), kde n € N (nebo ekvivalentné x — e?mine/l n ¢ 7), které jsou

[-periodické. Ukazme, jak se zméni zakladni vysledky, které jsme odvodili v pifedchozich ¢astech textu.

Nechf je ddna funkce f € L'([a,b]), kde I = b — a. Jeji komplexni Fourierova fada m4 tvar

F(:L’): Z Cne2‘n'ina:/l’

n=—oo

pricemz komplexni Fourierovy koeficienty jsou dany vztahem

1 .
Cn = 7/ fx)e=2mine/lqy n e Z.

10Nalezeni hodnoty tohoto souétu je zndmo jako basilejsky problém, ktery roku 1734 vytesil Leonhard Euler. Jiny zpisob,
jak dospét k feSeni, byl naznacen ve cviceni 1.3.4.
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Pokud navic f € L%([a,b]), pak plati Parsevalova rovnost ve tvaru

b
1 [ 1r@Pds =3 fwP.

neEZ

Redlnd Fourierova fada redlné funkce f € L'([a,b]) m4 tvar

F(z) = % + Z (an oS (Zrnx) + b, sin (Z”w)) ,
n=1

pricemz redlné Fourierovy koeficienty se pocitaji podle vztahu
2 [ 2
ap = 7/ f(zx) cos (Zrnx> dz, n e Ny, (1.8.1)
2 [P o
b,, = 7/ f(z)sin (lna:> dz, neN (1.8.2)
a

Pro realnou funkei f € L?([a,b]) plati Parsevalova rovnost ve tvaru
Z/bf(x)Qd.I — 13 +§:(a2 —|—b2)
lJ, 2 — noons

K vysetieni konvergence komplexni i redlné Fourierovy fady lze pouzit analogie véty 1.2.4 a dusledku 1.2.5,
pfi¢emz staci nahradit interval [—m, 7] intervalem [a, b].

Ctenafi by nemélo ¢init potize rozmyslet si, jak dojit k témto vysledkiim na zékladé jednoduchych mo-
difikaci uvah z predchozich ¢asti textu. Pro uplnost jesté poznamenejme, ze ortonormélni mnozinu M
z Casti 1.6 je v obecném pripadé potieba nahradit mnozinou

ein:z:
M = neZy;,
{7 =)

ktera je ortonormdlni v L?([a, b]).

Piiklad 1.8.1. Najdeme redlnou Fourierovu fadu funkce
flx)==, z€][0,2n],

a vySetiime jeji konvergenci. Doporucujeme ¢tendri, aby srovnal vypocet s piikladem 1.3.3, kde byla stejna
funkce zadéna na intervalu [—m, 7].

Pouzijeme vztahy (1.8.1) a (1.8.2), do kterych dosadime I = 27. Skutecénost, ze f je lichd, ndm tentokrét
pfi vypoétu Fourierovych koeficientis nepomtize, nebot integrujeme pies interval [0, 27]:

1 27 1 2 27
ag 7/ xdx:{x} = 2m,
T Jo TL2],
on=2 [T costnay r = 1 ({w snlne) |7 [ sinlr) dx) ety
™ Jo ™ n 0 0 n i n 0
1
m

1 2m 1 _ 2m 2
b, = 7/ zsin(nz)dr = — ([sc COS(ME)] —|—/ cos(nz) dx) =
™ Jo ™ n 0 0 n

Dostéavame tedy Fourierovu fadu

Flz)=n+ Z %2 sin(nx).



34 KAPITOLA 1. FOURIEROVY RADY
K vysetieni konvergence pouzijeme modifikaci disledku 1.2.5 pro interval [0, 27]. Protoze f je po ¢dstech
diferencovatelnd a spojitd na [0, 27], dostdvame F(x) = f(x) pro vSechna z € (0,27) a déle

f(0)+ f(2m) 042w
2 2

F(0)=F(2r) =

Chovéani Fourierovy fady na zbytku reilné osy je ziejmé z toho, ze F je 2w-periodickd. Jeji graf je na
obr. 1.8.

-5 -4 -3 -2 -7 v 2 3 4 5

Obrézek 1.8: Fourierova fada funkee f(z) =z, z € [0, 27]

Cviceni 1.8.2. Najdéte redlnou Fourierovu fadu funkce
f(z) =cosz, x¢€[-7n/2,7/2],

g . ey . , . St . y ~ ~ o0 1
a vySetfete jeji konvergenci. Pomoci Parsevalovy rovnosti ziskejte soucet fady >, ereasyer

Ndvod: Pro vSechna a,b € R plati
1
cosa - cosb = §(cos(a +b) + cos(a — b)).
Cviceni 1.8.3. Najdéte redlnou Fourierovu fadu funkce
f(x) =z +cosx, x€][0,4n],

a vySettete jeji konvergenci.

Ndvod: Pro vsechna a,b € R plati
1
cosa - cosb = i(cos(a +b) + cos(a — b)),

1
sina - cosb = i(sin(a + b) + sin(a — b)).



Kapitola 2

Metrické prostory

2.1 Abstraktni prostory

K zékladni pojmum klasické matematické analyzy tak, jak byla studovdna do zacatku 20. stoleti, patii
zejména;:

e Posloupnosti {z,, }72; a nekonecné fady Y . | ,, kde z,, jsou redlnd nebo komplexni ¢isla. Klicovou
otazkou je konvergence takovychto posloupnosti a fad.

e Funkce f :R—> R, f:R*" - R™, f:C = C, f:C" —» C™. Klicovymi pojmy jsou limita funkce,
spojitost, derivace, integral.

Moderni matematickd analyza tyto pojmy zobecnuje a pracuje s nasledujicimi objekty:
e Posloupnosti {x,,}22 ; a nekone¢né rady Zle T, kde x, jsou prvky abstraktniho prostoru.
e Funkce f: X — Y, kde X, Y jsou abstraktni prostory.

Co pfesné znamend pojem ,abstraktni prostor“? V matematické analyze se nejcastéji setkdme se tfemi
druhy prostoru:

e Metrické prostory, tj. prostory, ve kterych umime métit vzddlenosti bodu. To umoznuje zavést pojmy
jako limita a spojitost.

e Normované linedrni (vektorové) prostory, kde umime séitat a odéitat vektory, ndsobit je skaldry, ale
t6Z métit velikosti vektoru pomoci normy. To umozinuje definovat pojmy jako soucet nekonecné rady,
derivace, integral.

e Prostory se skalarnim sou¢inem, kde navic muzeme mérit tihly mezi vektory a pouzivat Pythagorovu
vétu. Jiz vime, ze tyto prostory jsou vhodné napi. ke studiu Fourierovych fad.

Pro¢ je vyhodné pracovat s abstraktnimi prostory?

e Je mozné zavést jednotné definice zakladnich pojmii. Nemusime napf. zvlast definovat spojitost pro
funkce f: R™ = R™ a f: C" — C™, protoze se jednd o specialni piipady obecné definice spojitosti
pro zobrazeni mezi metrickymi prostory.

e Chceme rozsitit pojmy jako je limita, spojitost, soucet nekonecné fady apod. tak, aby davaly smysl
nejen v R™ a C", ale i v nekone¢nédimenzionalnich prostorech, jako jsou prostory posloupnosti
a prostory funkci.

35
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2.1.1 Definice abstraktnich prostora

Zactneme definicemi vSech t#{ druhu abstraktnich prostort.
Definice 2.1.1. Metricky prostor je libovolnd mnozina X # (), na které je definovdna funkced : X x X — R
(metrika) splnujici nésledujici pozadavky:
(i) Va,y € X d(z,y) > 0.
(ii) Ve, y e X d(z,y) =0 <= x=uy.
(i) Va,y € X d(z,y) = d(y,z).
(iv) Vo,y,z € X d(x,y) < d(z,z) + d(z,y) (trojihelnikova nerovnost pro metriku).
Definice 2.1.2. Normovany linedrni prostor (nebo téz normovany vektorovy prostor) je libovolny vek-
torovy prostor X nad R, na kterém je definovdna funkece || - || : X — R (norma) splitujici nésledujici
pozadavky:
(i) Vz € X ||z|]| > 0.

(ii) Vo € X ||z|| =0 <= =z = 0 (pouzivdme stejné oznaceni pro nulovy vektor v X a pro ¢islo nula,
vyznam je ziejmy z kontextu).

(iii) Ya € RVz € X |lazx| = |al ||z
(iv) Vo,y € X ||z + yl| < ||=|| + |ly|l (trojihelnikové nerovnost pro normu).

Definice 2.1.3. Prostor se skaldrnim soucinem je libovolny vektorovy prostor X nad R, na kterém je
definovana funkce - : X x X — R (skaldrni soucin) spliujici nésledujici pozadavky:

(i) VeeXz-z>0.

(i) VeeXz-2=0 < z=0.

(i) Ve,y e X z-y =y - z.

(iv) Va,b e RVz,y,z € X (ax+by) - z=a(zx-2) +b(y - 2).

Casto se pracuje i s vektorovymi prostory nad télesem komplexnich éisel. V definici normovaného linegrniho
prostoru pak podminka (iii) musi platit pro kazdé a € C, v definici prostoru se skaldrnim souc¢inem je
podminka (iii) nahrazena podminkou = -y = y -  a podminka (iv) musi platit pro vsechna a,b € C.

Nésledujici dvé véty ukazuji, ze kazdy normovany linedrni prostor je zaroven metricky prostor, a kazdy
prostor se skalarnim sou¢inem je téz normovany linearni prostor.

Véta 2.1.4. Je-li X normovany linedrni prostor, pak funkce d : X x X — R definovand predpisem
d(may):”x_ynv xuyer

je metrika na X.

Dikaz. Podminky (i), (ii), (iii) z definice metriky se snadno ovér{ pomoci podminek (i), (ii), (iii) z definice
normy. Trojuhelnikova nerovnost pro metriku plyne z trojihelnikové nerovnosti pro normu:

dz,y) = llz —yll = llz — 2+ z =yl < [z = 2l + [z — yll = d(z, 2) + d(2,y). O
Véta 2.1.5. Je-li X prostor se skaldrnim soucinem, pak funkce || - || : X — R definovand predpisem
||| = Vz -z, =z€X,

je norma na X.
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Diikaz. Podminky (i), (ii), (iii) z definice normy se snadno ovéif pomoci podminek (i), (ii), (iii), (iv) z defi-
nice skaldrntho sou¢inu. K ovéreni trojihelnikové nerovnosti pro normu vyuzijeme Cauchyovu-Schwarzovu
nerovnost |z - y| < ||z|| ||yll, kterd plati v kazdém prostoru se skaldrnim souc¢inem (viz predndsku z linedrn{
algebry):

lz+ylP=(@+y) @+y) =z-a+z-y+y-z+y-y <[zl +2z] |yl + [vl]> = (=] + [y])> O

2.1.2 Priklady prostori

Priklad 2.1.6. Nejjednodusimi piiklady prostoru se skaldrnim sou¢inem jsou R"™, resp. C". Skalarni souéin
dvou vektortu x = (21,...,2,) €EC" ay = (y1,...,Yyn) € C" je

n
Ty = Z:QE
i=1

Tento skaldrni sou¢in podle véty 2.1.5 urcéuje nésledujici (tzv. eukleidovskou) normu:

(pro redlné vektory lze vynechat absolutni hodnotu). Véta 2.1.4 pak udévé zpusob, jak lze zavést (tzv. eu-
kleidovskou) metriku:

d(z,y) = llz —y| =

n
Z |z — yil .
i=1

To vsak nenf jediny zpusob, jak definovat normu (a tim pddem i metriku) na R™ a C™. Dals{ moznosti jsou
napf. maximova (suprémovd) norma

[#]loo = max(fa1], .. ., [zn])

nebo souc¢tova norma
[zl = [z1] + - + |zal.

Obecnéji, pro kazdé p € [1,00) je pfedpisem

n 1/p
], = (Z Iffilp> (2.1.1)
i=1

definovdna norma na R™ nebo C". Je zfejmé, ze podminky (i), (ii), (iii) z definice normy jsou splnény.
Trojihelnikova nerovnost z podminky (iv) mé tvar

n 1/p n 1/p n 1/p
<Z|wi+yi|p> < (Z |£Ei|p> + <Zyi|p> (2.1.2)
=1 =1 =1

a jde o tzv. Minkowského nerovnost pro vektory. Z pfedndsky Matematickd analyza V vime, ze jde
o specialni piipad obecné Minkowského nerovnosti v prostorech LP.!

Eukleidovskd norma a souc¢tova norma jsou specidlnimi piipady normy (2.1.1) prop = 2 a p = 1. Maximova
norma je limitou normy (2.1.1) pro p — oo: Pro kazdé x € C™ plati

n
|zl = max(|z1 [P, ... [@alP) < D J2il” < 0 max(lea”, ... |zal?) = nfe||Z,
i=1

IDiikaz Minkowského nerovnosti, ktery nevyuziva znalosti o prostorech LP, lze najit nap¥. v uéebnicich I. Netuka: Zdklady
modernt analyzy, Matfyzpress, 2014 (tvrzeni 1.10.4) nebo J. Vesely: Zdklady matematické analyzy. Druhy dil, Matfyzpress,
2009 (lemma 12.3.10).
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a tudiz
|2lloe < llllp < P 2] co-

Levé i pravd strana maji pro p — oo limitu ||z] 0, a proto lim, o [|Z]|, = ||%]lco, ¢imZz je zdivodnéno
znaceni maximové normy.

Neni-li fe¢eno jinak, pak na R™ a C™ uvazujeme eukleidovskou normu. Chceme-li na R™ pracovat s normou
(2.1.1), pak misto R™ obvykle piseme ¢, zatimco R™ s maximovou normou se zkrdcené znaci £2°.

Priklad 2.1.7. Na posloupnosti lze nahlizet jako na vektory s nekoneé¢né mnoha slozkami. Je tedy pfirozené
pokusit se definovat normu posloupnosti predpisem

Hz:}Zall = Z |23 2. (2.1.3)

V definici normy se vsak pozaduje, aby jejimi hodnotami byla pouze redlna ¢isla, proto je nutné omezit se
na posloupnosti spliujici podminku Y77, |2;|* < co. Obecnéji, pro kazdé p € [1,00) definujeme prostor (7
jako prostor vsech posloupnosti spliujicich podminku Zfil |z;|P < oo a pifslusnd norma je pak déna
predpisem

o0 1/p
{zi} iy = (Z x#’) : (2.1.4)
i=1

Opét je ziejmé, ze podminky (i), (ii), (iii) z definice normy jsou splnény. Trojihelnikové nerovnost z pod-

minky (iv) ma tvar
oo 1/p 0o 1/p oo 1/p
(Zm +yi|p> < (Z xz‘”) + <Z|yi|p> ; (2.1.5)
i=1 i=1 i=1

coz je Minkowského nerovnost pro posloupnosti.?

Mezi véemi prostory £Z m4 diilezité misto prostor €2, na kterém je definovan skaldrni souéin
o0
e} (w2 =) o (2.1.6)
i=1

(z tohoto skaldrnfho soucinu pak pomoci véty 2.1.5 dostaneme normu (2.1.3)). Nekone¢nédimenziondlni
verzi prostoru £5° je prostor £°° tvofeny vSemi omezenymi posloupnostmi, na kterém uvazujeme suprémovou
normu

[{zi}iZ1lloo = sup |a;]. (2.1.7)
€N

Priklad 2.1.8. Vektorovy prostor tvoieny vsemi konvergentnimi posloupnostmi se znaéci c. Jeho podpro-
storem je prostor ¢y tvofeny vSemi posloupnostmi, které maji nulovou limitu. Plat{

co CecC L™

nebot kazda konvergentni posloupnost je omezena. V prostorech c a cg tedy miiZzeme pracovat se suprémovou
normou z £°°.

Priklad 2.1.9. V teorii Lebesgueova integralu hraji dulezitou roli nasledujici prostory funkci, se kterymi
jsme pracovali jiz v kapitole 1: Pro kazdé p € [1,00) definujeme

LP(X,p)={f:X — C: f je méfitelnd a / |fIP dp < o0}
b'e

27 prednasky Matematickd analyza V opét vime, Ze jde o specidln{ piipad obecné Minkowského nerovnosti v prostorech LP.
K nerovnosti (2.1.5) lze jednoduse dospét i tak, ze vyjdeme ze vztahu (2.1.2) a pfejdeme k limité pro n — oco.
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Pro kazdou f € LP(X, u) pak polozime

1/p
1l = ( /. Ifl”du> .

Funkee || - ||, splituje podminky (i), (iii), (iv) z definice normy, avsak nespliiuje podminku (ii): Z || f|l, =0
neplyne f =0, ale pouze f(x) = 0 pro skoro vSechna z € X. Zavadime proto timluvu, ze funkce rovnajici
se skoro vsude povazujeme za totozné. Prvky prostoru LP(X,u) tedy vlastné nejsou funkce, ale tiidy
ekvivalentnich funkei.

Vime, Ze v teorii Fourierovych fad je dilezity prostor L?(X,u), ktery mé& mezi prostory LP vyjimeéné
postaveni, jde totiz o prostor se skaldrnim sou¢inem

frg= /X f(2)a(@) dp.

Tomuto skaldrnimu sou¢inu odpovida norma

Iflla= VT f= /X ()2 dp.

Mira p je nejcastéji Lebesgueova mira a v tomto pifpadé pak misto LP(X, u) piseme strucné LP(X).
Pokud za p vezmeme tzv. aritmetickou miru, kterd kazdé mnoziné pfiradi pocet jejich prvka, pak integral
funkce f: {1,...,n} — R vzhledem k aritmetické mife je soucet Y ., f(¢). Prostor LP({1,...,n}, u) pak

neni nic jiného, nez prostor /£ zavedeny v piikladu 2.1.6. Podobné prostor LP(N, 1) se shoduje s prostorem
posloupnosti /P z prikladu 2.1.7.

Priklad 2.1.10. V analyze se ¢asto pracuje jesté s jinym prostorem funkei: C([a,b]) je prostor vsech
spojitych redlnych (ptipadné komplexnich) funkei definovanych na [a,b]. Na tomto prostoru uvazujeme
suprémovou normu

[flloc = sup |f(z)|

z€la,b

(ze spojitosti f plyne, ze suprémum je konecné ¢islo). Této normé pak odpovidd metrika

d(f,g9) = sup |f(z)—g(z)|,

z€Ja,b]

pomoci které méfime vzdalenost dvou spojitych funkei na [a, b].

Kazd4 spojitd funkee f : [a,b] — R je zaroven prvkem prostoru LP([a,b]), protoze integral spojité funkce
na omezeném uzavieném intervalu (ktery existuje i jako Riemannuv integrédl) je koneéné ¢islo. Plati tedy
C(la,b]) C L?([a, b)), je vsak tfeba mit na paméti, Ze v téchto prostorech pracujeme s odlisnymi normami.

Piiklad 2.1.11. Necht X je libovolnd neprdzdnd mnozina. Definujme d(z,y) =0 proz =y a d(z,y) = 1
v opaéném pifpadé. Pak d je metrika (ovéfte podminky z definice metriky) a hovofime o tzv. diskrétnim
metrickém prostoru na mnoziné X. Uvidime, Ze tento prostor ma ponékud zvlastni vlastnosti a casto se
pouziva jako protipiiklad na nejriznéjsi hypotézy o metrickych prostorech.

2.1.3 Cviceni
Cviceni 2.1.12. Pro jakd p € [1,00) plati, ze funkce f(z) = 1/x je prvkem prostoru LP([1,0))?
Cviceni 2.1.13. Pro jakd p € [1,00) plati, ze funkce f(z) = 1//x je prvkem prostoru L?((0,1))?

Cviceni 2.1.14. Pro jakd p € [1,00] plati, ze posloupnost {%}?le je prvkem prostoru ¢P7 Je prvkem
caco?
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Cviéeni 2.1.15. Necht ¢ > 1 je jisté redlné &islo. Najdéte piiklad realné posloupnosti, kterd nelezi
v prostoru ¢4, ale lezi v /P pro kazdé p > q.

Cviceni 2.1.16. Ukazte, ze pokud p € (0, 1), pak funkce

n 1/p
lzllp = (Z Iffilp)
i=1

neni norma na prostoru R", kde n > 2. (Najdéte piiklad ukazujici, Ze nékterd z podminek v definici normy
je poruSena.)

Cviceni 2.1.17. a) Dokazte, ze pokud v libovolném prostoru X se skaldrnim souc¢inem definujeme normu
predpisem ||z|| = /x - z, pak plati tzv. rovnobéznikové pravidlo

Vo,y € Xz +yl* + [l — ylI* = 2(/l«]? + [ly[l*)-
Jaks je jeho geometricka interpretace v R??
b) Pro kazdé p € [1,2) U (2, 00) najdéte vektory x,y € ¢, n > 2, které nespliuji rovnobéznikové pravidlo,
.
4+ ylls + lz = yl5 # 201zl + lyll3)-

Z toho plyne, ze v prostoru £2 s vyjimkou p = 2 nelze definovat skalarni soucin, ze kterého by byla odvozena
norma || - ||p.

2.2 Metrické prostory — zakladni pojmy

V této casti zavedeme nékteré zakladni geometrické pojmy v metrickych prostorech a ilustrujeme je na
jednoduchych piikladech. V celém textu predpokladame, ze X je metricky prostor s metrikou d.

2.2.1 Oteviené a uzaviené koule

Definice 2.2.1. Oteviend koule se stredem x € X a polomérem r > 0 je mnozina
B.(z)={ye X :d(y,z) <r}.
Uzavrend koule se stredem x € X a polomérem r > 0 je mnozina

K. (z)={ye X :dy,x) <r}.

Pokud je X normovany linedrni prostor, pak metrika je uréena normou a plati

Br(x) ={ye X: ly—zl <r}, K(z)={yeX:|y—z<r}

Zkusime prozkoumat, jak vypadaji koule v nékterych prostorech zavedenych v ¢asti 2.1.

Piiklad 2.2.2. Nechf X = R se standardn{ eukleidovskou metrikou. Pak plat{ B,.(z) = (x — r,x + 7)
aK.(z)=[z—rxz+7]

Piiklad 2.2.3. Popiseme, jak vypadaji koule v prostoru £5, tj. v R? s normou |y, = (|y1|P + |y2|?)'/?
pro p € [1,00), piipadné ||y||co = max(|y1], |y2]). Podle definice

Ko(r)={yely:lly—=ll, <r}, Brlz)={yely:lly—allp, <r}

Staci se omezit na koule se stfedem v pocdtku, ostatni ziskdme posunutim.
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Prop = 2 je K,.(0) = {y € &5 : (Jy1]? + |y2|*)'/? < r}, coz je eukleidovsky kruh se stiedem v pocatku
a polomérem r.

Prop=1je K.(0) ={y € &5 : |y1] + |y2| < r}. V prvnim kvadrantu, kde lze vynechat absolutn{ hodnoty,
nerovnost y; +y2 < r popisuje trojihelnik s vrcholy v bodech [0, 0], [r, 0], [0, 7]. Ve zbyvajicich kvadrantech
je situace symetrickd, tedy K,.(0) je ¢tverec s vrcholy v bodech [r, 0], [0,r], [-r,0], [0, —7].

Pro p = o0 je K,.(0) = {y € €5 : max(|y1|, [y2]) < r}. Pfislusnd nerovnost je splnéna, pravé kdyz |y1| < r
a zéroven |yo| < r. Vidime, ze K, (0) = [—r,r] x [—7, 7], coz je ¢tverec s vrcholy v bodech [r,r], [—r, 7],
[—r, =], [r,—7].

Obecnou situaci zndzoriiuje obr. 2.1, kde jsou vyznaceny hranice uzavienych kouli K,.(0) v zdvislosti na
volbé p. Pro p = 1 je koule nejmensi, s rostoucim p se ,nafukuje” a limitné se bliz{ ke ¢tverci [—r, r] x [—r, ],
ktery odpovida volbé p = oc.

Obrézek 2.1: X = ¢4: Tvary uzavienych kouli v zdvislosti na volbé p € [1, o]
Je ztejmé, jak se lisi oteviené koule od uzavienych: VSechny neostré nerovnosti se zméni na ostré a hranice
uz nebude souc¢asti koule.
Podobné uvahy jako v tomto piikladu lze provést i ve vyssich dimenzich, tj. pro n > 3.

Priiklad 2.2.4. Uvazujme prostor X = £ vSech redlnych omezenych posloupnosti se suprémovou normou.
Je-li ddna posloupnost z = {z;}$2, € £, jak vypadd uzaviend koule K, (z)? Podle definice

Ko(z) ={y € 0> : [ly — z[oc <r}.
Pro y = {y:}$2, z definice suprémové normy plyne

ly — z|loo = sup|y; — x;l.
ieN

Tud{Z nerovnost ||y — x||oc < 7 je splnéna prdavé tehdy, kdyz |y; — x;| < r pro kazdé i € N. Vidime,
ze uzaviend koule K,.(x) je tvofena vSemi posloupnostmi y € ¢ takovymi, Ze pro kazdé i € N plat{
yi € [x; —r,x; + r]. Geometricky to znamend, Ze graf posloupnosti y lez{ v pdsu o sifce 2r obklopujicim
graf posloupnosti x, viz obr. 2.2.

Piiklad 2.2.5. Uvazujme prostor X = C([a,b]) vSech redlnych spojitych funkei na intervalu [a,b] se
suprémovou normou. Je-li ddna funkce f € C([a,b]), jak vypadd uzaviend koule K,.(f)? Podle definice

K (f) ={9 € C([a,0]) : lg = flloe <7}
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Obrazek 2.2: X = ¢°°: Uzaviend koule o poloméru r, jejimz stfedem je Cervené znizornéns posloupnost,
je tvofena vSemi posloupnostmi obsazenymi v pasu vyznaceném modrymi tseckami o délce 2r

7 definice suprémové normy plyne

lg = fllso = sup |g(z) — f()].

z€la,b

Tudiz nerovnost ||g — f|lcc < 7 je splnéna prévé tehdy, kdyz |g(x) — f(z)| < r pro kazdé = € [a,b]. Vidime,
Ze uzaviend koule K,.(f) je tvorena vSemi funkcemi g € C([a,b]) takovymi, Ze pro kazdé = € [a,b] plati
g(z) € [f(x) —r, f(x) + r]. Geometricky to znamend, Ze graf funkce g lezi v pasu o sifce 2r obklopujicim
graf funkce f, viz obr. 2.3.
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Obrézek 2.3: X = C(]a, b]): Uzaviend koule o poloméru r, jejimz stfedem je Cervené zndzornéna funkee, je
tvofena v8emi funkcemi obsazenymi v modrém péasu o $ifce 2r

2.2.2 Oteviené a uzaviené mnoziny

Definice 2.2.6. Mnozina M C X se nazyvé oteviend, pokud pro kazdé x € M existuje r > 0 takové, ze
B,(x) C M. Mnozina M C X se nazyvé uzaviend, pokud jeji doplnék X \ M je oteviend mnozina.

Piiklad 2.2.7. Nechf X = R se standardni eukleidovskou metrikou. Pokud —oco < a < b < oo, pak
otevieny interval (a,b) je oteviend mnozina a uzavieny interval [a,b] je uzaviend mnozina. Polootevieny
interval [a, b) nenf oteviend ani uzaviend mnozina.

Poznamka 2.2.8. Z definice vyplyva, ze v libovolném metrickém prostoru X jsou prazdna mnozina i cely
prostor X oteviené mnoziny, tudiz jsou i uzaviené.
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Poznamka 2.2.9. Otevienost a uzavienost mnoziny je vzdy vazana na volbu metrického prostoru.
Napt. interval (0,1) neni uzaviend mnozina v R, ale je to uzaviend mnozina v prostoru X = (0,1).
Podobné interval [0, 1] nenf oteviend mnozina v R, ale je to oteviend mnozina v prostoru X = [0, 1].

Piiklad 2.2.10. V diskrétnim metrickém prostoru na libovolné mnoziné X je kazdd mnozina M C X
oteviend: Volime-li libovolné z € M, pak pro kazdé r € (0,1) plati B,(z) = {z} C M. Jelikoz uzaviené
mnoziny jsou dopliiky otevienych, vidime, ze kazd4d mnozina M C X je téz uzaviena.

Véta 2.2.11. Pro kazdé x € X a r > 0 plati, Ze oteviend koule B,(x) je oteviend mnoZina a uzaviend
koule K. (x) je uzaviend mnoZina.

Diikaz. Volme libovolné y € B,(z). Chceme dokdzat, ze existuje p > 0 spliujici B,(y) C Br(z). Je
piirozené volit p = r — d(y, ) (nakreslete si obrazek v R?). Pro kazdé z € B,(y) pak plati

d(z,z) < d(z,y) +d(y,z) < p+d(y,x) =,

éili B,(y) C By(z).

Déle chceme dokéazat, ze X \ K-(z) je oteviend. Volme libovolné y € X \ K, (z). Tvrdime, ze existuje p > 0
spliiujici B,(y) C X \ K,(x). Je piirozené volit p = d(y,x) — r (nakreslete si obrdzek v R?). Pro kazdé
z € B,(y) pak plati

d(y, z) + d(z,z) = d(y, r),

tudiz
d(z,xz) > d(y,z) — d(y,z) > d(y,z) —p=r.

Z d(z,x) > r plyne z € X \ K, (x), a proto B,(y) C X \ K,(x). O
Nasledujici véta 1ika, ze sjednoceni libovolné mnoha otevienych mnozin je oteviend mmnozina. Analogické
tvrzeni pro pruniky plati jen v pfipadé koneéného poctu mnozin.
Veéta 2.2.12. V kaZdém metrickém prostoru X plati ndsledujici tvrzend:

(i) Je-li I # O libovolnd indexovd mnoZina a pro kazdé i € I je M; C X oteviend mnozina, pak |J,c; M;

je otevrend.

(i) Jsou-li My,..., M, C X oteviené mnoziny, pak (;_, M; je oteviend.
Diikaz. K ovéfeni prvni c¢ésti si staci véimnout, ze pokud x € (J;.; M;, pak © € M; pro nékteré i € I.
Z definice otevienosti pak existuje 7 > 0 takové, ze B,.(x) C M; C J;c; M;.
Pro dikaz druhé ¢asti predpoklddejme, ze x € (),_, M;. Pak x € M; pro kazdé i € {1,...,n}. Z defi-
nice otevienosti pak existujf rq1,...,r, > 0 takovd, ze B, (z) C M;. Volime-li » = min(ry,...,7,), pak
B.(z) C B,,(x) C M; pro kazdé i € {1,...,n}, tudiz B,(z) C (i, M;. O
Pro uzaviené mnoziny mame nasledujici variantu pfedchozi véty.

Veéta 2.2.13. V kazdém metrickém prostoru X plati ndsledujici tvrzendi:

(i) Je-li I # O libovolnd indexovd mnozina a pro kazdé i € I je M; C X uzaviend mnoZina, pak (\;c; M;
je uzavrend.

(ii) Jsou-li My,..., M, C X uzaviené mnoZiny, pak J;_, M; je uzaviend.

Diikaz. Oznaéme N; = X \ M;; je-li M; uzaviend, pak N; je oteviend.

K dukazu prvni ¢asti si staci uvédomit, ze

(M= (X \N;) =X\ (UM).

iel el iel
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Mnozina vpravo je uzaviend, nebot podle piedchozi véty je U,er Vi oteviena.
Dukaz druhé ¢asti je podobny:

n n n

UM ={JX\N) =X\ <ﬂNi> :

i=1 i=1 i=1

MnoZina vpravo je uzaviend, nebot podle piedchozi véty je ﬂ?zl N; oteviena. O

2.2.3 Dalsi pojmy

Definice 2.2.14. Pramér neprdzdné mnozZiny M C X je definovén jako
diam M = sup{d(z,y): =,y € M}
(jde o nezdporné reéilné ¢islo nebo oo).
Priiklad 2.2.15. V prostoru X = R"” s eukleidovskou metrikou plati
diam K,.(z) = diam B,(z) = 2r,
¢ili prumeér koule je dvojndsobkem jejiho poloméru.
V kazdém metrickém prostoru X plat{ diam K,.(z) < 2r, nebot pro viechna y1,9. € K,(z) mame
d(y1,y2) < d(y1, ) + d(z,y2) < 2r.
Analogicky se dokdze, ze diam B, (z) < 2r.

Obecné vsak nemusi platit diam K,.(z) = diam B,(x): V diskrétnim metrickém prostoru obsahujicim
aspon dva body sta¢i vzit libovolny bod z a volit r = 1; pak plati diam K,(z) = diam X = 1, ale
diam B, (z) = diam {2} = 0 (prumeér oteviené koule je tedy mensi nez jeji polomeér!).

Definice 2.2.16. Mnozina M C X se nazyva omezend, pokud existuji z € X a r > 0 takové, ze
M C B,(z).

Piiklad 2.2.17. V diskrétnim metrickém prostoru je kazd4d mnoZina omezens, nebot se vejde do oteviené
koule s libovolnym stfedem a polomérem vétsim nez 1.

Poznamka 2.2.18. Rozmyslete si nasledujici pozorovani:

e V definici omezené mnoziny lze misto B, (z) ekvivalentné psit K,.(z), nebof kazd4 uzaviend koule
se vejde do oteviené koule s vétsim polomérem.

e Mnozina je omezend, pravé kdyz ma koneény prumér.

e Je-li X normovany linedrni prostor, pak v definici omezené mnoziny sta¢i uvazovat koule se sttedem
v 0, nebot kazd4 koule se vejde do dostateéné velké koule se stfedem v 0. Jinymi slovy, mnozina M
v normovaném linedrnim prostoru je omezend, pravé kdyz existuje r > 0 takové, ze pro kazdé y € M
plati ||ly|| < 7.

Definice 2.2.19. Vzddlenost bodu x € X od neprdzdné mnoziny M C X je ¢islo
d(z, M) =inf{d(x,y): y € M}.
Vzddlenost dvou neprdzdnygch mnozZin M, N C X je ¢islo
d(M,N) =inf{d(z,y) : x € M,y € N}.
Priklad 2.2.20. Je-li X = R s eukleidovskou metrikou, pak
d(0,(0,1]) =0, d([0,1],[2,3])) =1, d([0,1],(1,2))=0.

Je ziejmé, ze pokud = € M, pak d(x, M) = 0. Prvni rovnost na pfedchozim fddku ukazuje, ze obracend
implikace neplati.
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2.2.4 Cviceni

Cviceni 2.2.21. V metrickém prostoru X = R najdéte ptiklad ukazujici, ze prunik nekoneéné mnoha
otevienych mnozin nemusi byt oteviena mnozina.

Cviceni 2.2.22. V metrickém prostoru X = R najdéte piiklad ukazujici, Zze sjednoceni nekone¢né mnoha
uzavienych mnozin nemusi byt uzaviend mnozina.

Cviceni 2.2.23. Najdéte piiklad metrického prostoru a dvou jeho podmnozin, které jsou uzaviené, dis-
junktni a maji nulovou vzdalenost.

Cviceni 2.2.24. Ovérfte, ze funkce

d(a,b):’i—l

Ak a,beN,

je metrika na mnoziné N. Popiste, jak v tomto metrickém prostoru vypadaji omezené mnoziny.

Cviceni 2.2.25. V prostoru redlnych posloupnost{ ¢* s normou |[{z,}52 ]2 = /> v, 22 uvazujme

mnozinu
M = {{z,}°2, € £*: |z, <1 pro kazdé n € N}.

Je tato mnozina omezend? Jaky je jeji prumér?
2.3 Klasifikace bodi v metrickych prostorech

Dale zavedeme nékteré pojmy, které charakterizuji vztah bodu x € X k mnoziné M C X, a ilustrujeme je
na jednoduchych ptikladech. I nadale predpoklddame, ze X je metricky prostor s metrikou d.

2.3.1 Vnitini, vnéjsi a hrani¢éni body

Definice 2.3.1. Necht je ddna mnozina M C X.

Bod z € X se nazyvé vnitrnim bodem mnoziny M, pokud existuje r > 0 takové, ze B,(x) C M.

Bod z € X se nazyvéa vnéjsim bodem mnoziny M, pokud existuje r > 0 takové, ze B,(z) C X \ M.

Bod z € X je hraniénim bodem mnoziny M, pokud neni jejim vnitinim ani vnéjsim bodem.

Vnitrek mnoziny M je mnozina vSech jejich vnitinich bodu, znac¢i se M°.
e Hranice mnoziny M je mnozina vSech jejich hrani¢nich bodu, znaé¢i se OM.
e Uzdvér mnoziny M je mnozina M = M UOM.

Piiklad 2.3.2. Necht X = R se standardni eukleidovskou metrikou a M = [0,1). Vnitinimi body M jsou
vsechny body z intervalu (0,1), vngjsimi body jsou vSechny body z (—o0,0) U (1,00) a hrani¢nimi body
jsou 0 a 1. Plati tedy

M° =(0,1), OM =1{0,1}, M =]0,1].

Poznamka 2.3.3. Rozmyslete si nasledujici jednoduché tvrzent:

e Je-li x vnitini bod M, pak z € M. Je-li  vngjsi bod M, pak x ¢ M. Hrani¢n{ bod muze, ale nemus{
byt prvkem M.

e z je vngjsi bod M <= z je vnitini bod X \ M.
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e z je hranién{ bod M <= pro kazdé r > 0 m4 B,(x) neprézdny prunik s M is X \ M <= z je
hrani¢én{ bod X \ M.

Nésledujici véta predstavuje alternativni zpusoby, jak popsat uzavér a hranici libovolné mnoziny.

Véta 2.3.4. Pro kazZdou mnoZinu M C X plati ndsledujici tvrzeni:
(i) M = M° UOM.
(ii) OM = M \ M°.

(iii) OM =M N X\ M.

Diikaz. K dukazu prvniho tvrzeni potfebujeme ovérit M°UIM = M UIM. Inkluze M°UOM C MUIOM
je ziejmad, nebot M° C M. K diikazu opa¢né inkluze staci ovéiit M C M° U OM, coz plati, protoze kazdy
bod mnoziny M je bud’ jejim vnitinim, nebo hraniénim bodem.

Druhé tvrzeni plyne z prvniho a ze skutecnosti, ze M° a M jsou disjunktni.

Dokazme tieti tvrzeni: Podle prvniho tvrzeni plati 2 € M, pravé kdyz z je vnitini nebo hrani¢éni bod M.
Podobné plati, ze € X \ M, préavé kdyz = je vnitin{ nebo hrani¢ni bod X \ M. Obé moznosti, tj. z € M
a zaroven ¢ € X \ M, nastanou pravé tehdy, kdyz z je hraniéni bod M (coz je podle pozndmky 2.3.3 totéz,
jako hrani¢éni bod X \ M). O

Dalsi véta charakterizuje vztah vnitiku, uzavéru a hranice k otevienym a uzavienym mnozinam.

Véta 2.3.5. Pro kazZdou mnoZinu M C X plati ndsledujici tvrzeni:
(i) M je oteviend <= M° = M.
(ii) M° je vidy oteviend mnoZina.

(iii) M je uzaviend <= M = M.

(iv) M je vidy uzaviend mnoZina.

(v) OM je vidy uzaviend mnoZina.

Diikaz. Prvni tvrzeni je ziejmé: Definice oteviené mnoziny tikd, ze vSechny jeji body jsou vnitini.

Druhé tvrzeni: Pokud « € M°, pak podle definice vnitintho bodu existuje r > 0 takové, ze B.(x) C M.
Tvrdime, ze dokonce B,.(x) C M°. To plyne z otevienosti B, (x): Kazdy bod z B,.(x) m4 jisté okoli obsazené
v B.(z), a tedy i v M, tudiz je to vnitin{ bod M.

Tret{ tvrzen{ je disledkem nésledujicich ekvivalenci: M = M <= M C M <= O(X\M)C M <+
X \ M nem4 hrani¢ni body lezici v X \ M <= v8echny body mnoziny X \ M jsou jeji vnitini body <=
X \ M je oteviend <= M je uzaviend.

Ctvrté tvrzeni: Staci dokazat, ze X \ M je oteviend. Jelikoz M = M° U M, obsahuje mnozina X \ M
pravé vsechny vnéjsi body mnoziny M. Staéi tedy ovéfit, ze mnozina vSech vnéjsich bodu M je oteviena.
Tato mnozina se v8ak shoduje s vnitikem X \ M, ktery je podle druhého tvrzeni otevieny.

P4té tvrzeni plyne ze vztahu M = M NX \ M a ze skuteénosti, ze prinik uzavienych mnozin je uzaviens
mnozina. O

Dausledek 2.3.6. Pro kazdou mnozinu M C X plati (M°)° = M°, M =M.
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2.3.2 Izolované a hromadné body

Definice 2.3.7. Necht je ddna mnozina M C X.

e Bod x € X je izolovangm bodem mnoziny M, pokud existuje r > 0 takové, ze B.(x) " M = {z}.
e Bod z € X je hromadngm bodem mnoziny M, pokud pro kazdé r > 0 plati (B, (z) \ {z}) N M # 0.

Vyjédieno slovy: Libovolné malé okoli hromadného bodu z (ktery muze, ale nemusi pattit do M) musi
obsahovat néjaky bod z M ruzny od x. Naopak pro izolovany bod x, ktery musi lezet v M, lze najit okoli
neobsahujici zadny jiny bod z M.

Priklad 2.3.8. Necht X = R se standardn{ eukleidovskou metrikou a M = {1}U(2, 3]. Jedinym izolovanym
bodem M je 1. Hromadnymi body M jsou vSechny body z intervalu [2, 3].

Poznamka 2.3.9. Rozmyslete si nésledujici pozorovani:

e 2 € X je hromadnym bodem mnoziny M, pravé kdyz pro kazdé r > 0 obsahuje B,(z) nekoneéné
mnoho bodt z M.

e Je-lli z € X vngjsim bodem M, pak nenf izolovanym ani hromadnym bodem M.

Nésledujici véta predstavuje dalsi ekvivalentni zpusob, jak popsat uzdvér mnoziny.

Véta 2.3.10. Pro kazdou mnozinu M C X plati, Ze M vznikne z M priddnim viech hromadnyjch boddi M.

Diikaz. Ptipomenime, ze M = M UOM = M° UOM.

Pokud z € OM, pak pro kazdé r > 0 je B.(z) N M # §) (v opacném pripadé by byl z vn&jsim bodem M).
To v8ak muze nastat jen v piipadé, kdyz x € M nebo kdyz x je hromadnym bodem M.

Obrécens, pokud z je hromadny bod M, pak neni vnéjsi, tudiz plati z € M° U OM = M. O

2.3.3 Cviceni

Cviceni 2.3.11. V metrickém prostoru X = R uvazujme mnozinu M = Q. Najdéte vSechny jeji vnitini,
vnéjsi, hraniéni, izolované a hromadné body. Jak vypada vnitiek, hranice a uzavér M7

Cviceni 2.3.12. V metrickém prostoru X = R najdéte piiklad mnoziny, kterd neni omezend, ma ne-
kone¢né mnoho izolovanych bodu, aspon jeden hromadny bod a zadny vnitini bod.

Cviéeni 2.3.13. V prostoru R? s eukleidovskou metrikou uvazujme mnozinu
M = {(z,y) € R* : y = sin(1/x)}.
Najdéte vSechny vnitini, hrani¢ni, vnéjsi, izolované a hromadné body mnoziny M. Jak vypada vnitiek,
hranice a uzavér M7
Cviceni 2.3.14. Rozhodnéte, zda v kazdém metrickém prostoru X plati pro vSechna x € X a r > 0 vztah

B.(z) = K, (z).

Cviceni 2.3.15. V prostoru vSech omezenych redlnych posloupnosti /°° se suprémovou normou uvazujme
mnozinu

M ={{z,}pr, €7 z1 > z2}.
Najdéte vsechny jeji vnitini, vnéjsi a hrani¢ni body. Je M oteviena, resp. uzaviena? Jak vypadd vnitiek,
hranice a uzavéer M?

Cviéeni 2.3.16. V prostoru spojitych redlnych funkei C([0,1]) se suprémovou normou uvazujme mnozinu

M={f:[0,1] = R: f jespojitd a f(0) = f(1)}.

Najdéte vsechny jeji vnitini, vnéjsi a hrani¢ni body. Je M oteviena, resp. uzaviena? Jak vypadd vnitiek,
hranice a uzavér M?
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2.4 Limity a spojitost v metrickych prostorech

V metrickych prostorech lze studovat konvergenci posloupnosti a spojitost funkci — definice jsou té-
mér totozné jako pro redlné posloupnosti a funkce, sta¢i absolutni hodnotu nahradit obecnou metrikou.
Uvidime, ze s konvergenci izce souviseji diive zavedené pojmy hromadného bodu a uzdvéru mnoziny. Stale
predpokladame, ze X je metricky prostor s metrikou d.

2.4.1 Limity posloupnosti

Definice 2.4.1. Posloupnost bodi {z,}52; z X je konvergentnia ma limitu x € X (piSeme lim,, o0 T, =
nebo x,, — x), pokud Ve > 0 Ing € N Vn > ngy d(z,,x) < e.

Definice 2.4.2. Posloupnost bodu {x,, }22 ; z X se nazyva cauchyouvskd, pokud Ve > 0 Ing € NVm,n > ng
d(zp, xm) < e.

Poznamka 2.4.3. Rozmyslete si nésledujici jednoducha tvrzeni:
o lim, .oz, = x, pravé kdyz lim,, o d(z,,z) = 0. (V prvnim piipadé jde o limitu posloupnosti
v metrickém prostoru X, ve druhém piipadé o limitu posloupnosti redlnych ¢isel.)

e Je-li X normovany linedrni prostor, pak plati ekvivalence z, — z <= d(z,,2) > 0 <~
|zp, —z|| = 0 <= d(z,, —2,0) 50 < z, —2 — 0.

e Diivéjsi definice konvergentnich a cauchyovskych posloupnosti v prostoru se skaldrnim sou¢inem (viz
definice 1.5.4 a 1.5.5) predstavuji specidlni piipady pravé uvedenych definic.

e Limita posloupnosti v metrickém prostoru je ur¢ena jednoznacéné. (Pokud by existovaly dvé ruzné
limity, staci za e zvolit polovinu jejich vzddlenosti a dojdeme ke sporu.)

e Kazdd konvergentni posloupnost je cauchyovskd a omezend. (Dukaz je stejny jako pro posloupnosti
redlnych ¢isel.)

Podivame se, jak vypadaji konvergentni posloupnosti v nékterych konkrétnich metrickych prostorech.

Z nésledujici véty plyne (pokud volime X3 = --- = X,, =R a d;(z,y) = |x —y]|), ze v prostoru R s normou
|| - llp nebo || - [l (tj. vlastné v €2 nebo v £2°) posloupnost bodu konverguje, pravé kdyz konverguje po
slozkach.

Véta 2.4.4. Necht X1,...,X, jsou metrické prostory s metrikami dy,...,d, a X = X1 x --- x X, je
metricky prostor s metrikou

" 1/p
pp(,y) = (Z di(%lﬁ)”)

pro jisté p € [1,00), pripadné s metrikou

Poo(,y) = max{d;(x;,y;) :i=1,...,n}.

Pak posloupnost {x*}5° || kde o% = (z¥,...,2F) € X, md limitu v = (z1,...,7,) € X, prdvé kdy? pro
kazdé i € {1,...,n} plati limy o0 ¥ = z;.
Diikaz. Pro vsechna i € {1,...,n}, p € [1,00) a y,z € X plat{ nerovnosti

0 < di(i21) < poo(y:2) < pply:2) <n'Ppoc(y, 2). (2.4.1)

Pokud tedy plati limy_ o0 poo(2¥, 2) = 0 nebo limy_, o pp(xk, x) = 0, pak nutné limg_, di(xf, z;) =0 pro
vechna i € {1,...,n}.
Obrécené, pokud plati limy_,o d;i(¥,2;) = 0 pro vSechna i € {1,...,n}, pak z definice ps vyplyva

limy s 00 Poo (2%, 2) = 0 a z posledni nerovnosti v (2.4.1) té7 limy— 0 pp(2¥, 2) = 0 pro viechna p € [1, 00).
O
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Jaka je situace v prostorech posloupnosti /P a £°°7 Nésledujici véta tikd, ze pokud posloupnost posloupnosti
konverguje, pak musi konvergovat po slozkach.

Véta 2.4.5. Necht p € [1,00]. Pokud pro kazdé n € N je x™ € (P a lim,_,o 2" = x € (P, pak pro kaidé
i € N plati lim,, o0 ' = ;.
Diikaz. Pripomenime, ze lim,, oo ™ = x znamend lim,,_, ||z — z||, = 0.

Pro p = oo plyne dokazované tvrzeni z nerovnosti

|z — x| < suplaf —ai| = [l2" — 2o
€N

a pro p € [1,00) z nerovnosti

oo 1/p
|lzi* — @] < <le?—xi|”> = [lz" — [, O
i=1

Nésledujici priklad ukazuje, ze konvergence po slozkach je pouze nutnd, ale nikoliv postac¢ujici podminka
pro konvergenci v /7.

Priklad 2.4.6. Uvazujme nasledujici posloupnost posloupnosti:

z' =(1,0,0,0,0,--),

1
2
T (72a777 )7
11
3
=(1,%,5,0,0,-
€T (72a3777 )7
111
4
:1777
€ (72a374507 )7 atd

Je tato posloupnost konvergentni v prostoru £>°? Je konvergentni v prostoru ¢!?

Z véty 2.4.5 plyne, ze pokud m4 {2 }22 ; limitu v ¢2, p € [1, 0c], pak se mus{ jednat o posloupnost ziskanou
Himitovanim® po slozkach, tj.

)

x = (1,

| =

1
T 7)

Tato posloupnost vsak nenf prvkem ¢!, v tomto prostoru tedy {z"}5°; nem4 limitu. Posloupnost z je
omezend, tudiz lezi v £>°. Zbyva ovéfit, zda skutecné platf lim, o 2" = z, tj. zda lim, _ ||z — 2| = 0.
To je pravda, nebot

N |
Wl

1 1 1

) o= —— 0.
"n+1'n+2’ i n+1

[z —2"[|oc = [[(0, ..., 0
Ukézali jsme, ze v prostoru £° mé {2"}>2 ; limitu .
Vsimneme si jesté konvergence posloupnosti v prostoru spojitych funkci se suprémovou normou, kde je
situace jednoducha.
Véta 2.4.7. Posloupnost funkci {fn}52, z C([a,b]) md limitu f € C([a,b]), prdvé kdyz {fn}5>, stej-

nomérné konverquje k f.

Diikaz. Vime, ze f, — f v C([a,b]), pravé kdyz lim,_, o || fr. — f]looc = 0. Podle definice limity to nastévé,
praveé kdyz
Ve>0 dngeN VYn>ng [[fn— flleo <e.

Podle definice suprémové normy to je ekvivalentni s tvrzenim

Ve >0 dng e N Vn>ng sup |fu(z) — f(z)] <e,
z€Ja,b]
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coz nastava, praveé kdyz
Ve >0 3ng €N ¥n >ng Vx € [a,b] |fu(z) — f(z)| <e,

neboli kdyz {f,}5°; stejnomérné konverguje k f. O

Od ptikladu konvergence v konkrétnich prostorech se nyni vratime zpét k obecnému metrickému prostoru.

Nésledujici véta ukazuje souvislost mezi uzavérem mnoziny M C X a konvergentnimi posloupnostmi:
Uzavér M je tvoren vSemi body, ke kterym lze dokonvergovat pomoci posloupnosti z M.

Véta 2.4.8. Nechf M C X. Pak x € M, prdvé kdyz existuje posloupnost {x,, }°; tvorend body z M, kterd
mda limitu x.

Diikaz. Pokud = € M, pak & € M nebo x € OM. V prvnim pifpadé miizeme vzit konstantni posloupnost
T, = x, kterd ma jisté limitu x. Ve druhém piipadé z vlastnosti hraniéniho bodu plyne, ze pro kazdé n € N
koule B, (x) obsahuje aspon jeden bod z M, nazvéme jej x,. Je ziejmé, ze x,, — x.

Pokud existuje posloupnost {z,, }° ; tvofend body z M, kterd m4 limitu x, pak pro kazdé e > 0 koule B.(z)
obsahuje aspoii jeden bod této posloupnosti, ¢ili bod z M. Tudiz z nemuze byt vnéjsim bodem M a je
vnitin{ nebo hraniéni, ¢ili z € M. O

Vime, ze mnozina M je uzaviend, pravé kdyz M = M. Z predchozi véty tudiz plyne, ze mnozina je
uzaviend, pokud z ni nelze ,vykonvergovat.

Dusledek 2.4.9. Mnozina M C X je uzavrend, prdaveé kdyz pro kazdou konvergentni posloupnost bodu
z M plati, Ze jeji limita lezi v M.

Priklad 2.4.10. Vratme se ke cviceni 2.3.16, kde byl zadén prostor X = C([0,1]) a mnozina
M={f:[0,1] = R: f jespojitd a f(0) = f(1)}.

Jednim z ikolu bylo rozhodnout, zda M je uzaviena. To lze podle definice udélat ovérenim, ze doplnék M
je otevieny. Jinym Fesenim je pouzit disledek 2.4.9. Necht {f,}52; je posloupnost funkci z M, kterd ma
limitu f. Chceme ovéiit, ze f € M. Vime, ze pro kazdé n € N plati f,(0) = f,(1). Podle véty 2.4.7
konverguje {f,}22 ; stejnomérné k f, tudiz f(0) = f(1), coz znamend, ze f € M.

Piiklad 2.4.11. Vratme se ke cviceni 2.3.15, kde byl zadén prostor X = £*° a mnozina
M= {{zn}prq € 0°°: 21 > x2}.

Jednim z kol bylo najit uzdvér mnoziny M. Ukazme, jak to lze provést pomoci véty 2.4.8. Chceme
zjistit, k jakym posloupnostem lze dokonvergovat pomoci posloupnosti z M. Necht {xk},;“;l je posloupnost
posloupnosti z M, kterd ma limitu x € £°°. Vime, Ze pro kazdé k € N plati 2% > 5. Podle véty 2.4.5 pak
plati x1 = limy_, m’f > limy oo xé“ = xo. Tim jsme ukazali, ze

M C {{z, )22, €0 21 > 32}
K tomu, abychom mohli inkluzi nahradit rovnosti, musime dokézat, ze kazda posloupnost x € £°° spliujici
x1 > x9 je limitou néjaké posloupnosti posloupnosti z M. To je vSak jednoduché, staci vzit

1
2k = (1,20 — —,23,24,...), keN

k

Pak 2% — x (protoze ||#* — 2| = £ — 0) a pro kazdé k € N plati 2* € M (protoze x1 > w3 > 3 — 7).

Pomoci konvergentnich posloupnosti lze charakterizovat i hromadné body mnoziny.

Véta 2.4.12. Necht M C X. Pak xz € X je hromadny bod M, prdvé kdyz existuje posloupnost {x, 52,
tvorend body z M \ {z}, kterd md limitu x.
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Diikaz. Pokud existuje posloupnost se zminénymi vlastnostmi, pak pro kazdé € > 0 obsahuje B.(x) \ {z}
aspon jeden ¢len této posloupnosti, tudiz aspon jeden bod z M. Tim je ovéreno, ze = je hromadny bod M.

Necht z € X je hromadny bod M. Z definice hromadného bodu plyne, ze pro kazdé n € N mizeme volit
zn, € M\ {z} tak, Ze d(x,,x) < 1. Takto zkonstruovand posloupnost {z,}5; je tvorena body z M \ {z}
a z pozadavku d(z,, z) < % plyne z,, — x. O

2.4.2 Spojita zobrazeni

Definice 2.4.13. Nechf X, Y jsou metrické prostory. Zobrazeni f : X — Y je spojité v bodé zg € X,
pokud plati Ve > 0 36 > 0 d(z,z0) < § = d(f(x), f(x0)) < e.

Metriku v obou prostorech X, Y znaCime stejnym pismenem d, i kdyz muze jit o dvé ruzné metriky.
Spravnéji bychom méli psat napt. dx a dy, z kontextu vSak bude vzdy jasné, kterou metriku méme na
mysli.

Ekvivalentné lze fict, ze f : X — Y je spojité v bodé zg € X, pokud Ve > 03§ > 0 f(Bs(z0)) C Be(f(x0)).?
Naésledujici véta predstavuje Heineho podminku pro spojitost v obecném metrickém prostoru.

Véta 2.4.14. Zobrazeni f : X =Y je spojité v bodé xg € X, prdvé kdyz pro kazdou posloupnost {x,}52
spliwugict x,, — xo plati f(z,) — f(x0).

Diikaz. Necht f : X — Y je spojité v bodé zg € X a {z,}3, je posloupnost spliujici z, — xo. Volme
e > 0. Z definice spojitosti existuje 6 > 0 takové, ze pokud d(z,x¢) < 8, pak d(f(z), f(xo)) < e. Z definice
limity existuje ng € N takové, ze pro n > ng plati d(z,, o) < d, a tudiz také d(f(z,), f(zo)) < €.

Misto druhé implikace dokdZeme jeji obménu. Necht f neni spojité v zg. Pak existuje ¢ > 0 takové, Ze
pro kazdé § > 0 najdeme =z € X splaujici d(z,x0) < ¢ a d(f(x), f(xo)) > €. Tedy pro kazdé n € N
miizeme volit § = 1 a najit z,, € X splitujici d(zy, z0) < L a d(f(zn), f(x0)) > &. Tim jsme zkonstruovali

posloupnost {x,,}22 ;, kterd spliiuje x,, — zo, ale nespliuje f(x,) — f(zo). O

Budeme fikat, ze zobrazeni f : X — Y je spojité, pokud je spojité ve vSech bodech. Spojita zobrazeni lze
charakterizovat pomoci vzoru otevienych, resp. uzavienych mnozin.

Véta 2.4.15. Ndsledujici tvrzent jsou ekvivalentni:

(i) f: X =Y je spojité zobrazent.
(ii) Pro kazdou otevienou mnozinu M CY je mnozina f~1(M) oteviend.

(iii) Pro kaZdou uzavienou mnoZinu M C'Y je mnoZina f~1(M) uzaviend.

Diikaz. (i)=(ii): Nechf M C Y je oteviend. Piedpoklddejme, ze f~1(M) je neprazdnd (jinak je jisté
oteviend) a volme xg € f~1(M). Pak f(xg) € M a z definice otevienosti existuje ¢ > 0 takové, ze
B.(f(xzo)) C M. Jelikoz f je spojité v bodé xg, existuje & > 0 takové, ze f(Bs(xo)) C B:(f(xo)) C M.
Odtud plyne Bs(zg) C f~1(M).

(ii)=-(i): Volme z¢ € X a ukazme, Ze f je spojité v zo. Necht £ > 0. Jelikoz M = B.(f(z0)) je oteviena, jeji
vzor f~1(M) je podle predpokladu téz oteviend mnozina, ktera navic obsahuje zo. Z definice otevienosti
plyne existence § > 0 takového, ze Bs(zg) C f~1(M), tudiz f(Bs(zo)) C M = B.(f(z0))-

(ii) <= (iii): Vime, ze M C Y je uzaviend, pravé kdyz Y \ M je oteviend. Podobné f~*(M) C X je
uzaviend, pravé kdyz X \ f~1(M) je oteviena. Déle plati X \ f~1(M) = f~}(Y \ M), nebot na obou
strandch rovnosti jsou mnoziny obsahujici pravé vsechny body z X, které f nezobrazi do M. Ukéazali jsme
tedy, ze f~1(M) C X je uzaviena, pravé kdyz f~1(Y \ M) je oteviend. Odtud plyne ekvivalence tvrzen{
(ii) a (iii), nebot jedno ziskdme z druhého tak, Ze od kazdé mnoziny Y piejdeme k jejimu dopliiku. O

3Rozmyslete si, Ze jde pouze o jiny zapis definice. Na levé strané inkluze je koule v X, zatimco na pravé strané koule v Y.
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2.4.3 Lipschitzovska zobrazeni a kontrakce
Podivame se jesté na tii dulezité specidlni piipady spojitych zobrazeni.

Definice 2.4.16. Zobrazeni f : X — Y se nazyva izometrie, pokud pro vSechna x,y € X plati rovnost
d(f(z), f(y)) = d(z,y).

Zobrazeni f : X — Y se nazyva lipschitzovské, pokud existuje konstanta K > 0 takova, ze pro vSechna
x,y € X plati d(f(z), f(y)) < Kd(z,y). Pokud lze volit K < 1, pak f se nazyvé kontrakce.

7Z definice je ziejmé, ze kazdd izometrie a kazdd kontrakce je lipschitzovské zobrazeni. Dale plati, ze kazdé
lipschitzovské zobrazeni je spojité (v definici spojitosti staci volit 6 = ¢/K).

Priklad 2.4.17. Kazdé shodné zobrazeni v roviné (napf. posunuti nebo otoceni) je izometrie. Kazda
podobnost (napf. stejnolehlost) je lipschitzovské zobrazeni (pficemz za K volime koeficient podobnosti).
Pokud je koeficient podobnosti mensi nez 1, pak jde o kontrakci.

Nasledujici tvrzeni ukazuje, ze vzdalenost bodu od mnoziny je lipschitzovské (a tedy spojité) zobrazeni.
Véta 2.4.18. Je-li M C X neprdzdnd, pak zobrazeni f : X — R definované predpisem f(x) = d(x, M) je

lipschitzovské, pricemz lze volit K = 1.

Diikaz. Podle definice plati d(z, M) = infycrr d(z,y).
Pro vSechna z1,22 € X a y € M plati
d(z1, M) < d(z1,y) < d(z1,z2) + d(z2,7),
tudiz prechodem k infimu pies vSechna y € M dostavame
d(xy, M) < d(x1,22) + d(x2, M)

a po upravé
d(xl,M) — d((EQ,M) § d($1,$2).

Protoze body x1, 22 byly libovolné, muzZeme je zaménit a obdrzime
d(xe, M) —d(z1, M) < d(x2,21) = d(z1, T2).
7 ptechozich dvou nerovnosti plyne
|d(z1, M) — d(ze, M)| < d(x1,x2),

neboli d(f(z1), f(z2)) < d(xy1,z2). O

Piiklad 2.4.19. Ve vété 2.2.11 jsme dokdzali, ze oteviend koule B, (y) je oteviend mnoZina a uzaviens
koule K,.(y) je uzaviend mnozina. Ukazme si jiny dukaz: Volime-li M = {y}, pak véta 2.4.18 ¥iké, ze
zobrazen{ f(z) = d(x,y) je spojité. Dale plat{

B.(y)={zeX:dzy) <r}={zeX:f(z)<r}= f_l((—oon“)),
K (y)={r€ X :d(z,y) <r} ={z€ X : f(z) <r} = [ ((—o0,7]).

Jelikoz (—o0,7) je oteviend mnozina, f~1((—oo,r)) je podle véty 2.4.15 rovnéz oteviend. Podobné (—oo, r]
je uzaviend a tedy f~1((—oo,r]) je rovnéz uzaviena.
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2.4.4 Cviceni
Cviceni 2.4.20. Uvazujme nasledujici posloupnost posloupnosti:

' =(1,0,0,0,0,---),
22 =1(0,1,0,0,0,---),
23 =1(0,0,1,0,0,--)
z* =1(0,0,0,1,0,---)

)

, atd.

Je tato posloupnost konvergentn{ v prostoru ¢¢ pro néjaké p € [1, 00]?

Cviceni 2.4.21. Pro kazdé n € N uvazujme funkci f, : [0,1] — R takovou, ze f,(0) =0, f,(1/2") = 1,
fn(1/2771) = 0, na intervalech [0,1/2"] a [1/2",1/2"!] je f, linedrn{ a na [1/2"~ ! 1] je nulova. (Naértnéte
si graf.) M& posloupnost funkef {f,}52; limitu v prostoru C([0,1])? M4 limitu v prostoru L*([0, 1])?

Cviéeni 2.4.22. V prostoru X = C([0, 1]) uvazujme mnozinu
M={feX: f(1/2) >1/2}.
Jak vypadad jeji uzavér? Pouzijte vétu 2.4.8.
Cviéeni 2.4.23. V prostoru X = R? s eukleidovskou metrikou uvazujme mnoziny
My = {(z,y) € R*: (2% +°)° < (a¥ — y*)*},

My = {(z,y) € R*: (2% +4°)° = (a? — y*)*}.
Ukazte, ze M, je oteviend a M, je uzaviena. Vyuzijte vétu 2.4.15 — pokuste se vyjadrit My a M jako vzor
oteviené/uzaviené mnoziny pro vhodné spojité zobrazeni f : R? — R.

Dale ukazte, ze mnozina

M3:{(x,y)eR2:y>2}

sin(z2y3)
je oteviend. Vyuzijte skutecnost, ze sjednoceni/prunik dvou otevienych mnozin je oteviend mnozina.

Cviceni 2.4.24. Rozhodnéte, zda mnozina vsech redlnych posloupnosti, které jsou s vyjimkou koneéné
mnoha ¢lenu nulové, je uzaviend podmnozina prostoru £°°. Pouzijte dusledek 2.4.9.

2.5 U‘plné metrické prostory

2.5.1 ijlné prostory a jejich vlastnosti

Posloupnost redlnych ¢isel je konvergentni, pravé kdyz je cauchyovska. Toto kritérium je uzitecné v situaci,
kdy chceme dokézat existenci limity, ale nezname jeji hodnotu.

V casti 2.4 jsme definovali konvergentni a cauchyovské posloupnosti v metrickém prostoru. V tomto
obecném kontextu stale plati, ze kazda konvergentni posloupnost je cauchyovska. Existuji vS§ak metrické
prostory, kde cauchyovskd posloupnost nemusi mit limitu. Tim je motivovdna nasledujici definice.

Definice 2.5.1. Metricky prostor X se nazyva uplng, pokud kazda cauchyovska posloupnost prvku z X
ma limitu v X.

Uplny normovany linedrni prostor se zkracené nazyva Banachuv prostor, Gplny prostor se skaldrnim
soucinem se zkracené nazyva Hilbertuv prostor.
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S Uplnymi prostory jsme se setkali jiz v ¢asti 1.5 pii studiu Fourierovych tad; definice 1.5.6 predstavuje
specialni ptripad pfedchozi definice.

V definici 1.5.4 jsme zavedli sou¢et nekoneéné fady prvku v prostoru se skaldrnim sou¢inem, je ovsem jasné,
ze stejnou definici Ize pouzit v kazdém normovaném linearnim prostoru. Pokud je navic prostor X tuplny,
pak nutna a postacujici podminka pro konvergenci rady je cauchyovskost ¢asteénych souctu. S jeji pomoci
Ize dokézat napf. analogii zndmého tvrzeni z redlné analyzy o absolutni konvergenci: Pokud Y .o, ||z
konverguje, pak > .- x; konverguje. Dikaz je stejny jako v redlném pifpadé.*

Uved'me nékolik piikladd tplnych a netplnych prostori:

R s eukleidovskou metrikou je tplny.

(0,1) s eukleidovskou metrikou neni tplny. Napi. posloupnost {%}?le je cauchyovska (protoze jde
o konvergentn{ posloupnost redlnych ¢isel), ale neméd limitu v (0, 1).

Q s eukleidovskou metrikou nen{ tplny. Napf. posloupnost {(1 + %)"};’f:l je cauchyovskd (protoze
jde o konvergentni posloupnost redlnych ¢isel), ale nemé limitu v Q (Eulerovo éfslo je iraciondlni).

e R\ Q s eukleidovskou metrikou neni tplny. Napf. posloupnost {%}%‘;1 je cauchyovskd (protoze jde
o konvergentn{ posloupnost redlnych ¢isel), ale nemd limitu v R\ Q.

e Pro kazdé p € [1,00) je prostor LP(X, u) iplny, tj. Banachuv prostor — viz piednésku Matematickd
analyza V. Pro p = 2 dostdvame Hilbertiv prostor L?(X, ). Je-li X = N a y je aritmetickd mira,
pak LP(X, ) se redukuje na prostor posloupnosti ¢7, ktery je tim padem uplny.

e Diskrétni metricky prostor na libovolné mnoziné X je uplny. Jak vypadaji cauchyovské posloupnosti?
Volime-li v definici ¢ < 1, vidime, ze kazdd cauchyovska posloupnost musi byt od jistého indexu
konstantni, tudiz je konvergentni.

Druhy, tieti a étvrty z vyse uvedenych pifkladi predstavuji specidlni piipady nasledujici véty, nebot jde
o podprostory uplného metrického prostoru R.

Véta 2.5.2. Necht X je diplny metricky prostor a Y C X. Pak'Y je 1iplngy metricky prostor, prdavé kdyz
Y je uzavrend v X.

Diikaz. Nechf Y je uzaviend v X a {y,}5°, je cauchyovskd posloupnost v Y. Protoze jde rovnéz o cau-
chyovskou posloupnost v Gplném prostoru X, musi mit limitu v X. Jelikoz Y je uzaviend, musi tato limita
lezet v Y (viz dusledek 2.4.9).

Necht Y je 1plny metricky prostor. Podle vety 2.3.5 (iii) staci ukdzat, ze Y = Y. Ukdzeme, 7e Y C Y
(opa¢nd inkluze je ziejmd). Pokud y € Y, pak existuje posloupnost bodu {y,}2; z Y, kterd konverguje
k y (viz vétu 2.4.8). Tato posloupnost je nutné cauchyovskd. Protoze Y je tiplny prostor, musi limita y
lezet v Y. O

Zastavme se jesté u dvou dulezitych piikladu tplnych prostort.

Piiklad 2.5.3. Pro viechnan € N a p € [1,00) je n-rozmérny vektorovy prostor ¢£ dplny. Jednd se totiz
o speciédlni piipad dplného prostoru LP(X, ), kde X = {1,...,n} a u je aritmetickd mira.

Je viak mozné postupovat mnohem elementarnéji a zahrnout i piipad p = oo: Necht {xk}z"zl je cauchyovska
posloupnost bodu v £2. Pro jejich i-té slozky, kde ¢ € {1,...,n}, plat{ nerovnost

|$f _‘T“ < ||xk _xl”p? k7l S N7

ze které plyne, ze {xf};’ozl je cauchyovska posloupnost redlnych ¢isel. Protoze R je iplny prostor, exis-
tuje limy_, o ¥; oznaéme ji x; a polozme r = (z1,...,,). Ukédzali jsme, 7e posloupnost bodi {z¥}2
konverguje po slozkach k bodu x. Podle véty 2.4.4 to znamend, ze limy_ .o ¥ = 2 vzhledem k metrice

P
v prostoru 2.

4Viz napf. https://en.wikipedia. org/wiki/Absolute_convergence#Proof_that_any_absolutely_convergent_series_
in_a_Banach_space_is_convergent.
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Piiklad 2.5.4. Prostor spojitych funkcei C([a,b]) se suprémovou normou je uplny.
Necht {f,}22, je cauchyovské posloupnost funkei v C([a,b]). Pro kazdé z € [a, b] plat{ nerovnost

|fn(z) = fr ()] < an — fmlloos mymeN,

ze které plyne, ze posloupnost funkénich hodnot {f,(x)}52; je rovnéz cauchyovskd. Protoze R je tplny
prostor, existuje lim, o fn(2); ozna¢me ji f(z). Ukdzali jsme, Ze posloupnost {f,}52; bodové konver-
guje k funkci f. Potfebujeme jesté oveérit, ze f € C([a,b]), a dokdzat konvergenci posloupnosti vzhledem
k metrice v prostoru C([a, b]), kterd je podle véty 2.4.7 ekvivalentn{ se stejnomérnou konvergenci.

Z cauchyovskosti plyne, ze pro kazdé e > 0 existuje ng € N takové, ze pokud m,n > ng, pak || frn— fm|leo < €.
To znamend, ze pro kazdé x € [a,b] plati |fn(x) — fm(z)| < e. Limitnim pfechodem m — oo ziskdme
|fn(x) = f(x)] < e pro kazdé = € [a,b] a n > ng, ¢imZ je dokdzdna stejnomérnd konvergence f, = f.
Spojitost f na [a,b] vyplyvé ze skutecnosti, ze jde o stejnomérnou limitu posloupnosti spojitych funkei.

Nésledujici lemma nesouvisi s Uplnymi metrickymi prostory, potiebujeme je pouze k dukazu dalsi véty.

Lemma 2.5.5. Je-li M neprdzdnd podmnoZina metrického prostoru X, pak diam M = diam M.

Diikaz. Staci dokédzat diam M < diam M, obrdcend nerovnost je zfejma. Volme libovolné z,y € M. Podle
véty 2.4.8 existuji posloupnosti {z,, }22 ; a {y,}°2; tvofené body z M takové, ze x,, — =, y,, — y. Z definice
pruméru mnoziny plyne

d(xp,yn) < diam M, neN.

Z trojihelnikové nerovnosti dostaneme
d(z,y) < d(@,2) + d(Tn, yn) + d(Yn, y) < d(@,2,) + diam M + d(yn, y).

Limitnim pfechodem pro n — oo pak ziskdme nerovnost d(z,y) < diam M. Protoze z,y byly libovolné
prvky M, dokézali jsme nerovnost diam M < diam M. O

7 redlné analyzy je dobfe znam tzv. princip vloZenych intervali: Mame-li posloupnost omezenych uzavie-
nych intervalt [a1,b1] D [az,be] D - -, pak jejich prunik je neprézdny. Pokud navic délky intervalu kon-
verguji k nule, pak jejich prunik obsahuje pravé jeden bod. Nasledujici véta ukazuje, ze podobné tvrzeni
plat{ v kazdém tplném metrickém prostoru (a naopak v neiplném prostoru neplati).

Véta 2.5.6 (Cantorova véta). Ndsledujici turzend jsou ekvivalentni:

(i) X je dplnyg metricky prostor.

(ii) Pro kazdou nerostouci posloupnost® meprdzdnijch uzaviengich mnozin {M,}>, v X takovych, Ze
diam M,, — 0, je prinik (,—, M, jednobodovd mnoZina.

Diikaz. Pro dukaz (i)=(ii) volme z,, € M, pro kazdé n € N. Dokézeme, ze (), M, = {z}, kde z je
limita posloupnosti {x,, }>2 ;. Ukazme nejprve, ze limita existuje. Volme libovolné e > 0. Podle predpokladu
existuje ng € N takové, ze diam M,, < . Vime, zZe pro n > ng plati M,, C M,,. To znamen4, Ze pro
v8echna m,n > ng plati

d(xp, m) < diam M, < e.

Tedy {z,}52 je cauchyovskd a diky tiplnosti X m4 limitu = € X.

Ukazme, ze © € (),—; M,,. Pro kazdé n € N a kazdé i > n plat{ ; € M; C M,, tj. potinaje n-tym ¢lenem
lezi prvky {x;}5°, v M,,. Jelikoz M,, je uzaviend, je téz limita = prvkem M,,. Protoze n € N bylo libovolné,
plati @ € (N, M,.

5Posloupnost mnozin je nerostouci, pokud My D My D Mz D ---.
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Zbyvé dokazat, ze (.-, M, neobsahuje zédny jiny prvek kromé z. Necht y € () _; M,. Pak pro kazdé
n € N plati z,y € M,,, tedy
d(z,y) < diam M,

Limitnim pfechodem n — oo ziskdme d(z,y) < 0, coz nastdva jen tehdy, kdyz x = y.

Pro dikaz (ii)=(i) pfedpokladejme, ze {z,}52, je cauchyovskd, a ukazme, ze mé limitu. Polozme

M, ={xn, Tnt1, Tnt2,-.-}, neEN.

Plati My D My D M3 D ---, kazdd mnozina M, je uzaviena a neprazdnda. Ukazme, ze diam M, — 0. Pro
libovolné e > 0 existuje ng € Ny takové, ze pro vSechna m,n > ng plati d(x,,,x,) < €. Z definice pruméru
mnoziny pak plyne

diam {z, Tni1, Tnyo,...} <&, n>no.

Podle lemmatu 2.5.5 plati

diam M,, = diam {@y,, Tpi1, Tnio, ... = diam {z,, Tpi1, Tpyo, ...} <, n > ng,
¢imz je dokazéano diam M,, — 0.

Podle predpokladu existuje z € X takové, ze ()., M,, = {x}. Tvrdime, ze z, — z. Skutecné, pro
kazdé ¢ > 0 existuje ng € N takové, ze diam M, < e. JelikoZz pro n > ng mame z,,xr € M,,, plati
d(xn, ) < e O

2.5.2 Banachova véta o pevném bodu

Definice 2.5.7. Bod x € X se nazyva pevnym bodem zobrazeni f : X — X, pokud f(z) = x.

Mnoho tloh v matematice, jako napt. feSeni nejruznéjSich rovnic, lze prevést na hleddani pevného bodu
(pozdéji uvedeme nékteré piiklady). Nejzndméjsi vétou, kterd udava postacujici podminku pro existenci
a jednoznaénost pevného bodu, je Banachova véta.® Navic poskytuje i ndvod, jak pevny bod najit.

Véta 2.5.8 (Banachova véta). Je-li X dplny metricky prostor a zobrazeni f : X — X je kontrakce, pak
md prdvé jeden pevny bod x € X. Volime-li xy € X libovolné a pro kazdé n € N polozime z,, = f(xn—1),
pak x, — x.

Diikaz. Podle definice kontrakce existuje ¢islo K € [0,1) takové, ze

d(f(x), f(y)) < Kd(z,y), =x,y€ X.

Volme zy € X libovolné a pro kazdé n € N polozme z,, = f(x,—1). UkdZeme, Ze tato rekurentné zadana
posloupnost mé limitu. Pro vzdélenosti dvou po sobé jdoucich ¢lenu této posloupnosti plati

d(z1,29) = d(f(wo), f(21)) < Kd(wo, 1),
d(za,73) = d(f(z1), f(22)) < Kd(x1,22) < K?
d(xs,x4) = d(f(x2), f(23)) < Kd(x2,23) < K*

d(wo, 1),
d(x(); xl)a

d(wi,zip1) = d(f(zi1), f(20) < Kd(zi1, ) < K'd(zo,21),

K odhadnuti vzdélenosti dvou ¢lenu x,, a x,, které nemuseji jit bezprostiedné po sobé, pouzijeme troj-
thelnikovou nerovnost. Pokud m > n, pak

d(xru mm) S d(x'ru anrl) + d(anrlu mn+2) + -+ d(wmfh xm) S
< K™d(zo,21) + K" (o, 1) + -+ K™ (2o, 21) =

1 Kmn 1
ST K .
- = K@)

= K"d(zo,z1)(1 + K +---+ K™ " 1) = K"d(20, 1)

6Stefan Banach (1892-1945) byl polsky matematik.
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Vyraz na pravé strané ma pro n — oo limitu 0, z éehoz vyplyvé, ze {x,,}°2, je cauchyovskd posloupnost.
Ma tedy limitu z € X. Déle plati

? = i, men = g Flon) = (@)

kde posledni rovnost plyne ze spojitosti f. Ukézali jsme, ze z je pevnym bodem f. Pokud by existoval
dalsi pevny bod y # x, platilo by d(z,y) = d(f(z), f(y)) < Kd(z,y) < d(x,y), cozZ je spor. O

Chceme-li pouzit Banachovu vétu, musime kromé tplnosti X ovérit, ze dané zobrazeni f je kontrakce.
Vétsinou nezbyva, nez postupovat podle definice. V piipadé, kdy f je diferencovatelnd redlnd funkce jedné
redlné proménné, lze pouzit nasledujici jednoduché kritérium, které vyuzijeme v ¢asti 2.5.3.

Véta 2.5.9. Necht I C R je interval a f : I — R diferencovatelnd funkce. Oznacime-li K = sup,; | f'(z)],
pak plati:

(i) [ je lipschitzovské zobrazeni <— K < co.

(i) f je kontrakce <— K < 1.

Diikaz. Pro kazdé dva ruzné body z,y € I plati podle Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté rovnost
fl@)— fly) = f'(§)(x —y), kde € € I je bod lezici mezi z, y. Tedy

[f(@) = fWl =1 )|z =yl < Klz —y],
odkud plynou obé implikace zprava doleva.

K dukazu obracenych implikaci volme libovolné L < K. Podle definice supréma existuje = € I takové, ze
|f'(x)| > L. Z definice derivace pak vyplyvé, ze najdeme bod y € I ruzny od x takovy, Ze

'f(l‘)—f(y)

oL
r—=y

neboli |f(z) — f(y)| > L|z — y|. Pokud K = oo, muzeme L volit libovolné velké a vidime, ze f neni
lipschitzovské zobrazeni. Pokud K > 1, muzeme L volit libovolné blizko 1 a vidime, ze f neni kontrakce. [

V pripadé realné funkce f se da hledani pevného bodu metodou popsanou v Banachové vété znazornit
graficky, viz obr. 2.4. Pevny bod je prusecik grafu funkce f s piimkou y = x (¢drkované). Na ose x
volime libovolnou hodnotu z( a najdeme piislusnou funkéni hodnotu x; = f(xg). S pomoci ¢drkované ¢ary
preneseme hodnotu x; z osy y na osu x a analogicky pokracujeme déle. Ekvivalentné lze postupovat tak,
ze konstruujeme lomenou ¢aru, kde se stiidaji svislé usecky mitici ke grafu funkce s vodorovnymi tiseckami
mificimi k pifmce y = z. Pokud jsou splnény predpoklady Banachovy véty, pak posloupnost {z,}52,
konverguje k pevnému bodu f. Obrazek ukazuje, ze pokud je f v okoli pevného bodu rostouci (vlevo), pak
se k pevnému bodu pfiblizujeme z jedné strany a lomené Céra pripomind schodisté. Pokud je f klesajici
(vpravo), pak se k pevnému bodu pfiblizujeme stiidavé z obou stran a lomend ¢dra pripomind spirélu.

V nasledujicim textu si ukazeme dva klasické piiklady pouziti Banachovy véty.
2.5.3 Priblizny vypocet odmocniny

Predpoklddejme, ze je ddno redlné ¢islo a > 0 a chceme vypocitat pribliznou hodnotu +/a. Nésledujici
postup vyuzivajici pouze s¢itani a déleni byl znam jiz ve starovéké Mezopotamii:

e Zvolime libovolné ¢&islo xg > 0.

e Pro kazdé n € N polozime

N | =

Ty =

a
(-Tn—l + ) .
Tp—1
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Obrézek 2.4: Iterace xg, x1 = f(z0), x2 = f(x1), ... konverguji k pevnému bodu f
Cisla g, 1, %2, ... predstavuji stéle lepsi{ aproximace /a. Intuitivni vysvétleni je ndsledujici: Pokud

Tn—1 < va, pak a/x,_1 > v/a. Pokud naopak z,_1 > v/a, pak a/z,—1 < v/a. V obou pifpadech tedy dalsi
¢len x,, vznikd tak, ze prumérujeme &slo mensi nez v/a s ¢islem vétsim nez +/a.

Zkusme pro ilustraci po¢itat napt. v/2, piicemz vezmeme nepiflis pfesny pocéteéni odhad zy = 2. Pak
dostédvame nésledujici hodnoty (vypisujeme prvnich 50 cifer):

o = 2,0000000000000000000000000000000000000000000000000
z1 = 1,5000000000000000000000000000000000000000000000000
T2 = 1,4166666666666666666666666666666666666666666666667
r3 = 1,4142156862745098039215686274509803921568627450980
x4 = 1,4142135623746899106262955788901349101165596221157
x5 = 1,4142135623730950488016896235025302436149819257762
e = 1,4142135623730950488016887242096980785696718753772

Porovndnim se skute¢nou hodnotou
V2 = 1,4142135623730950488016887242096980785696718753769

vidime, ze zg se shoduje s v/2 na 48 platnych cifer, algoritmus je tedy velmi efektivni.

Pokusme se zdivodnit spravnost algoritmu, tj. dokdzat, Ze lim,,_, Z,, = v/a. Cleny posloupnosti pocitdme
stejné jako v Banachové vété pomoci rekurentniho vzorce

xn:f(xnfl)a TLEN7

kde

-3+

Z nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym prumérem plyne, ze pokud = > 0, pak

1

f@) =5 (@+2) 2 a2 = va

To znamend, ze vSechny ¢leny posloupnosti s vyjimkou nultého, ktery jsme volili libovolné, lezi v intervalu
[v/a,00). Nulty ¢len si miizeme odmyslet, nebot neovlivni existenci ani hodnotu lim,, o 2,,. Omezime se
tedy na metricky prostor X = [\/a, o), ktery je podle véty 2.5.2 Uplny. Z véty 2.5.9 plyne, ze zobrazeni
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f: X — X je kontrakce, nebot

f(x) =

|f'(@)] <

(%)

, € [Va,o00).

DN = N =

Tim jsme ovéfili pfedpoklady Banachovy véty, ze které plyne, ze posloupnost {x,}>2 ; konverguje k je-
dinému pevnému bodu zobrazeni f. Abychom nasli hodnotu pevného bodu, fesime rovnici z = f(z) za
predpokladu z € [\/a, c0):

1( +a>
r=—-|x+—
2 T
Zz:z+g
T
a
r=—
T
2 =a
z=+a

Vidime, Ze f m& na intervalu [v/a, 00) pevny bod z = \/a, ktery je limitou posloupnosti {z,, }22 ;.

2.5.4 Diferencidlni rovnice — Picardova véta

Klasickym piikladem pouziti Banachovy véty je odvozeni Picardovy véty — zakladni véty o existenci
a jednoznacnosti reSeni diferencidlni rovnice s pocate¢ni podminkou

()= f(t,z(t), =x(to) = zo. (2.5.1)

Picardova véta” i1ka, ze pokud je f definovana v okoli bodu (to, zo), je zde spojitd a lipschitzovskd vzhledem
ke druhé proménné,® pak m4 tloha pravé jedno feseni definované na okoli bodu ty. Jde tedy o loklni
vysledek — globalni existenci feseni napi. na celé redlné ose nelze obecné ocekavat, nebot feseni mize
v konetném case utéct do nekone¢na (,blow up“). Nésledujici formulace véty uddva informaci o délce
intervalu [tg — ¢, tg + ¢], na kterém je zarucena existence a jednoznacnost reseni.

Pro zjednodusent zdpisu se omezime na skaldrni rovnici, pfestoze véta plati i pro vektorové rovnice (tj. sou-
stavy rovnic); ¢tendf si muze samostatné promyslet, jak se v tomto piipadé zmeéni dukaz.

Véta 2.5.10 (Picardova véta). Predpoklddejme, Ze tg,xo € R, a,b > 0, f : [to—a, to+a]x[zo—b, zo+b] = R
je spojitd a existuje L > 0 takové, Ze pro vdechna t € [tg — a,to + a] a z,y € [xg — b, xg + ] plati

[f(t,2) = f(t,y)] < Llz —yl. (2:5.2)

Oznaéme M = sup{|f(t,x)| : t € [to—a,to+a],x € [xo—b, zo+b]}. Pak pro kazdé ¢ € (0,min(a,b/M,1/L))
md tloha (2.5.1) prdvé jedno Teseni na intervalu [ty — ¢, to + c|.

Diikaz. Pokud z je feSenim tlohy (2.5.1) na intervalu [to — ¢, to + ¢], pak integrovdnim z'(s) = f(s,z(s))
od ty do t a vyuzitim toho, ze fti) 2'(s)ds = z(t) — z(tg) = z(t) — o, ziskdme

x(t) = xo + t f(s,z(s))ds, te€l[to—cto+d]. (2.5.3)

Obrécené, z (2.5.3) plyne (2.5.1): Platnost vztahu x(ty) = zo je zFejmé a derivovdnim (2.5.3) podle ¢
ziskdme x'(t) = f(t,z(t)). Déle tedy budeme hledat Fesen{ integralni rovnice (2.5.3), kterd je ekvivalentni
s (2.5.1).

"Emile Picard (1856-1941) byl francouzsky matematik.
8To nastava napi. tehdy, kdyz méa v okoli (o, o) spojitou a tudiz omezenou parcidlni derivaci g—i, srov. s vétou 2.5.9.
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Resen{ musi byt spojitd funkce, jejiz graf neopusti obdélnik, na kterém je definovéna funkce f. Musi tedy
patfit do mnoziny funkei

X ={zx € C([to —c,to +¢]) : Vt € [to — ¢, to + ] |z(t) — x0| < b}.

Na X se budeme divat jako na metricky prostor se suprémovou normou. Muzeme si viimnout, ze jde vlastné
o uzavienou kouli Kj(xg) v prostoru C([tg — ¢,to + ¢]). Podle véty 2.5.2 a piikladu 2.5.4 se tudiz jednd
o uplny metricky prostor. Resen{ rovnice (2.5.3) nyni prevedeme na hleddni pevného bodu. Pro kazdou
funkci z € X definujme funkci F'(z) pfedpisem

F(x)(t):xo+/ Fls,a(s))ds, ¢ € [to— e to +d.

F je tedy zobrazeni, které funkcim pfifazuje funkce. Rovnice (2.5.3) je splnéna, praveé kdyz «(t) = F(z)(¢)
pro véechna t € [to — ¢, to + ¢|, coz nastéva, pravé kdyz x = F(z).

K dokonceni dukazu stac¢i ovérit, ze F spliiuje predpoklady Banachovy véty. Z definice konstanty M
a z pozadavku ¢ < b/M vyplyvd, ze

t
[F(z)(t) —xo| < [ |f(s,2z(s))|ds < M|t —to| < Mc<b, t€][tg—cto+c]
to
Vidime, ze F' je zobrazeni z X do X. Déle s vyuzitim podminky (2. 2) pro z,y € X plati

|F(2)(t) = F(y)(t)| = < If(S 2(s)) = f(s,y(s))[ds <

t f(s,2(s)) ds — f(s y(s))ds

to

t
S/L-Ix(S)—y(S)IdsSL-It—tol-llx—yllooSLC-Hx—yHoo, t € [to—cto +d,

to
tudiz ||F(z) — F(y)|loo < Le- || — y||oo- Protoze Le < 1, ukézali jsme, ze F' je kontrakce. O
Poznamka 2.5.11. Podle Banachovy véty muzeme pevny bod F' najit jako limitu posloupnosti, jejiz nulty

¢len yg € X volime libovolné a déle pocitame y, = F(yn—1), n € N. Zkusme timto postupem pro ilustraci
fesit rovnici 2/ (t) = x(¢), (0) = 1. Pak to = 0, 20 = 1, f(¢,z) = = a zobrazeni F je ddno pfedpisem

F(x)(t) =1 +/O x(s) ds.

Volime-li napt. yo(t) = 1, t € R, pak ze vzorce y, = F(y,—1) dostdvdme posloupnost

t
y1(t)=1—|—/ lds=1+t,
0

2

t
t
yg(t)zl—i—/(l—&—s)ds:l—i—t—i—E,
0

t 2 t2 t3
y3(t)=1+/( tet S)ds =144 5 T 3.3
0

atd. Nenf tézké uhodnout, ze y, () = > 4, a tudiz feSeni diferencidlni rovnice je limy, o0 yn(t) = €’

2.5.5 Cviceni

Cviceni 2.5.12. Ukazte, ze pokud z Cantorovy véty 2.5.6 vynechdme piredpoklad uzavienosti M, nebo
piedpoklad diam M,, — 0, pak tvrzeni neplati a prunik () —, M,, muze byt prdzdny.

Cviceni 2.5.13. Dokazte, ze prostor vSech omezenych posloupnosti £*° se suprémovou normou je uplny.
(Postupujte obdobné jako v piikladu 2.5.4).
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Cviceni 2.5.14. Necht X je prostor viech spojitych funkei na intervalu [0,1] s integralni normou

1
1711 :/0 I

Dokaite, ze X nenf tiplny — pouzijte vétu 2.5.2 a ukazte, ze X je podmnozina L'([0, 1]), kterd nenf uzavien.
(Najdéte vhodnou posloupnost spojitych funkei, kterd konverguje v L*([0, 1]) k limiteé, ktera nenf spojit4.)

Cviceni 2.5.15. Uvazujme redlnou funkci f definovanou predpisem f(z) = x+%, x € [1,00). Rozhodnéte,
zda se jednéa o lipschitzovské zobrazeni, piipadné kontrakci. M& pevny bod?

Cvigeni 2.5.16. Ukazte, ze funkce f : [v/2,00) — [v/2,00) definovand piedpisem f(x) = 2+ z je
kontrakce. Pomoci Banachovy véty o pevném bodu pak najdéte limitu posloupnosti

V2, V242, \[24+V/24+V2, ...

Cvigeni 2.5.17. Na metrickém prostoru X = C([a,b]) uvazujme zobrazeni F' : X — X definované
predpisem

FOO = [ 1 1ex, e

Najdéte vsechny pevné body F. Ukazte, ze F' je kontrakce, pravé kdyz b —a < 1.

2.6 Husté a ridké mnoziny

Pojmy ,hustd mnozina“ a ,fidkd mnozina“ predstavuji jistou charakterizaci velkych a malych mnozin
v metrickych prostorech. Uvedeme jejich definice, vlastnosti a ilustrujeme je na piikladech.

2.6.1 Definice, véty a priklady

Definice 2.6.1. Mnozina M C X se nazyva hustd, pokud M = X.

Piipomenime, ze M obsahuje pravé viechny body z X, ke kterym lze dokonvergovat pomoci posloupnosti
z M (viz vétu 2.4.8). Ekvivalentneé lze tedy fict, ze M C X je hustd, pravé kdyz pro kazdé = € X a kazdé
e > 0 existuje y € M splaujici d(z,y) < e. Vyjadieno slovy, libovolné blizko k libovolnému bodu z X lze
najit bod z M.

Uved'me jednoduché piiklady:

e Q je husta v R.

R\ Q je hustd v R.

Q" je husta v R™.

Mnozina {% : m € Z,n € No} je hustd v R iv Q.

o V diskrétnfm metrickém prostoru je kazd4d mnozina M uzaviend, tudiz M = M a jedina hustd
mnozina je cely prostor X.

Priklad 2.6.2. V kapitole 1 pfi studiu Fourierovych fad jsme pouzivali nasledujici dvé tvrzent:

e Pro kazdou f € LP([a,b]) a kazdé ¢ > 0 existuje spojita funkce g : [a,b] — R spliujici || f —g|l, <€
(viz vétu 1.6.2).
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e Pro kazdou spojitou 2m-periodickou funkci f existuje trigonometricky polynom ¢ takovy, zZe
|f(x) —t(x)| < € pro kazdé x € R (viz vétu 1.1.2).

Prvnf tvrzen{ vlastné znamend, ze C([a,b]) je hustd podmnozina LP([a, b]). Druhé tvrzeni #ikd, ze trigono-
metrické polynomy jsou husté v prostoru spojitych 2w-periodickych funkei se suprémovou normou.

Piiklad 2.6.3. Necht X je prostor posloupnosti £!. Uvazujme mnozinu M C ¢! tvofenou viemi posloup-
nostmi, které maji pouze koneény pocet nenulovych ¢lenu a tyto ¢leny jsou raciondlni ¢isla. Ukazeme, ze
M je husté.

Zvolme libovolné z = {z,,}5°, € ¢! ae > 0. Potiebujeme dokdzat, Ze existuje y € M splitujici ||z —y|; < e.
Z definice prostoru £' vime, ze Y7 | |x,| < co. Proto existuje ng € N takové, ze 07 |z, | < §. Jelikoz
raciondln{ ¢isla jsou hustd v R, muzeme pro kazdé n € {1,...,n¢} najit ¢, € Q spliujici |¢, — xn| < i
Polozime-li

y=1(q1,---+9ny,0,0,...) € M,

pak plati
o [e ] c c
n=1 n=ng+1

Definice 2.6.4. Mnozina M C X se nazyvé ridkd, pokud (M)° = 0.

e V metrickém prostoru R je kazda konetnd mnozina tidka, nekone¢nd mnozina Z je rovnéz ridka.
Mnozina {% : n € N} pfedstavuje jednoduchy piiklad ukazujici, ze fidkd mnozina muze mit hromadny
bod.

e V diskrétnim metrickém prostoru je kazda mnozina M oteviend i uzaviend, tudiz (M)° = M a jedina
fidka mnozina je prazdnd mnozina.

Jaky je vztah mezi hustymi a f{dkymi mnozinami? Je doplnék fidké mnoziny husty a naopak? Odpovéd
dava nasledujici véta.
Véta 2.6.5. Plati ndsledujici tvrzeni:

(i) M C X je ridkd, prdave kdyz X \ M je hustd.

(i) Je-li M C X ridkd, pak X \ M je hustd.
(i1i) Necht M C X je uzaviend. Pak M je vidkd, prdavé kdyz X \ M je hustd.
Diikaz. Prvni tvrzeni plyne z ndsledujicich ekvivalenci: M C X je tidkd <= M nemé vnitini body <=
X \ M nemd vngjsi body <= X \ M je husta.
Druhé tvrzeni vyplyva z prvnfho: Pokud je X \ M hust4, pak X \ M je také hustd, nebot X \ M C X \ M.

Tteti tvrzeni rovnéz vyplyva z prvniho, nebot pro uzavienou mnozinu M plati M = M. O

Ridké mnoziny se v anglictiné nazyvaji ,nowhere dense“. Nasledujici véta, kterou lze povazovat za ekviva-
lentn{ definici #{dké mnoziny, vysvétluje, pro¢ je tento nézev vystizny: Ridkd mnozina M mé tu vlastnost,
ze v kazdé kouli lze najit ,diru“ neobsahujici zadny bod z M. V dusledku to znamend, ze fidkd mnozina
nemuze byt hustd v zadné podmnoziné X s neprazdnym vnitfkem.

Véta 2.6.6. Pro libovolnou mnoZinu M C X jsou ndsledujici tvrzent ekvivalentni:
(i) M je tidkd.

(ii) Kazdd neprdzdnd oteviend koule v X obsahuje neprdzdnou otevienou kouli disjunkini s M.
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Diikaz. Pokud M je ¥idk4, pak podle véty 2.6.5 je X \ M hustd, takze libovolnd neprézdnd koule B, ()
v X mé nepréazdny primik s X \ M. Tudiz B,(x) obsahuje bod & nepatiici do M. Protoze M je uzavien4,
musi byt Z jejim vnéjsim bodem. Volime-li dostate¢né malé 7 > 0, pak Bz (Z) je obsazena v B,.(x) a je
disjunktni s M, tedy i s M.

Misto obracené implikace dokdzeme jeji obménu. Pokud M nenf tidkd, pak existuje bod = € (M)°. Je-
likoz (M)° je oteviend, existuje r > 0 takové, ze B,(z) C (M)° C M. To znamend, ze libovolné blizko
k libovolnému bodu z B,.(z) existuje bod z M. Proto B,.(x) nemuze obsahovat kouli disjunktni s M. [

Jak se chovaji husté a fidké mnoziny vzhledem ke sjednocenim a prunikim? Z definic je zfejmé, ze sjedno-
ceni hustych mnozin je hustd mnozina a prunik fidkych mnozin je fidkd mnozina. Prunik hustych mnozin
nemus{ byt husty (muze byt dokonce prazdny, napi. QN(R\Q) = 0). Jedina zajimav4 situace tedy nastava
pti sjednocovéani fidkych mnozin.

Véta 2.6.7. Jsou-li M1, My C X 7idké, pak My U My je ridkd.

Dukaz. Ovérime, ze My U My spliiuje druhé tvrzeni véty 2.6.6. Protoze M, je tidka, libovolnéd neprazdna
koule B, (z) v X obsahuje neprdzdnou kouli By, (z1) disjunktni s M;. Protoze M je Fidkd, koule By, (1)
obsahuje neprazdnou kouli B,,(z2) disjunktni s Ms. Je ziejmé, ze B,,(x2) je obsazena v B,(z) a je
disjunktni s M7 U M. O]

Z predchozi véty ihned plyne, ze sjednoceni koneé¢ného poctu fidkych mnozin je fidkd mnozina. Spocetné
sjednoceni tidkych mnozin v8ak jiz nemusi byt fidkd mnozina. Na druhou stranu ovSem plati, Zze iplny
metricky prostor nemuze byt spocetnym sjednocenim fidkych mnozin — jde o tzv. Baireovu vétu, jedno
z dilezitych tvrzeni moderni matematické analyzy.’

Priklad 2.6.8. Péknym netrividlnim piikladem fidké mnoziny na realné ose je tzv. Cantorovo diskonti-
nuum. Zacneme tim, ze polozime Cy = [0, 1]. Dalsi krok je induktivni: Mdme-li mnozinu C,,_1, pak C,
vznikne odebranim otevienych prostiednich tretin intervalu nachdazejicich se v C,,_1. Postupné tedy kon-
struujeme nekonecnou posloupnost mnozin Cy = [0,1] U [2,1], Co = [0,3] U [2,3] U [2, 2] U [&,1], atd.,
viz obr. 2.5. Cantorovo diskontinuum pak sestavéd z bodu intervalu [0, 1], které nejsou odebrany v zaddném
kroku tohoto procesu, tj. jde o mnozinu C' =\, Ch,.

03 0.013 0025 013 0113 0.123 0.25 0213 0.223 15

Obrézek 2.5: Mnoziny Cy az Cy (shora doli) z definice Cantorova diskontinua; ¢isla udavajici hranice
intervalu jsou zapsdna v trojkové soustavé

Muzeme ji popsat jesté jinym ekvivalentnim zpusobem: C' obsahuje préavé vSechna redlnd ¢isla z [0, 1],
kterd lze v trojkové soustavé zapsat bez pouziti jednicky. Skutecéné, C; vznika z Cy tak, ze vynechavame
vsechna ¢isla, kterd maji v trojkové soustavé na prvnim misté za desetinnou éarkou jednicku. (Cislo %
m4 sice v trojkové soustavé zépis 0,1, ale také 0,02, tj. 1ze je vyjadfit bez pouziti jednicky). Podobné Cy
vznika z C7 odebranim vsech ¢isel, ktera maji jednicku na druhém misté za desetinnou ¢arkou, atd.

Vsimneme si nékterych vlastnosti mnoziny C":

e C je uzavfend, nebotf je prinikem uzavienych mnoZin.

9Viz napft. I. Netuka: Zdklady moderni analijzy, Matfyzpress, 2014, sekce 3.10 a 3.20.
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e (' je nespocetna: Libovolné ¢islo z intervalu [0,1) muzeme zapsat ve dvojkové soustavé, nédsledné
v8echny jednicky nahradit dvojkami a vysledek interpretovat jako trojkovy zapis ¢isla z C. Tento
proces odpovidé prostému zobrazen{ nespocetné mnoziny [0, 1) do C, kter4 je tedy rovnéz nespocetna.

o C je t{dk4: Podle tieti ¢asti véty 2.6.5 staci ukazat, ze [0,1]\ C je hustd v [0,1]. To je pravda, nebot
libovolné blizko k libovolnému é&islu z [0, 1] existuje éislo, které nelze v trojkové soustavé zapsat bez
pouziti jednicky (staci vzit dané ¢islo a dostatecné daleko za desetinnou ¢drkou zménit vsechny cifry
na jednicky).

e C ma nulovou Lebesgueovu miru. Mira intervalu, které postupné odstraiiujeme z [0, 1], je totiz

1 1 1 > 1 T /2\" 1 1
1.2 4+2. 244 — 4... = on == ) == =1.
g Tegthgy ; 3+l 32(3) 31-2

Vidime, ze Cantorovo diskontinuum je z pohledu teorie mnozin velkou mnozinou, avsak z pohledu met-
rickych prostoru i teorie miry jde o mnozinu malou.

Podobnym zpusobem jako Cantorovo diskontinuum na pfimce vznikaji i dalsi zajimavé objekty, jako je
napf. Sierpiniského koberec v roviné (obr. 2.6) a Mengerova houba v prostoru (obr. 2.7). Opét jde o uzaviené
nespocetné fidké mnoziny nulové miry, navic to jsou jednoduché populdrni piiklady fraktdlu.

Obrazek 2.6: Konstrukce Sierpiniského koberce: Zac¢indme se ¢tvercem [0,1] x [0,1]. Rozdélime jej na
3 x 3 mensi ¢tverce, prostfedni odebereme. Se zbyvajicimi ¢tverci pak opakujeme stejnou operaci.
Viz téz https://en.wikipedia.org/wiki/Sierpinski_carpet

Obrazek 2.7: Mengerova houba je trojrozmérnou variantou Sierpiniského koberce. Obrazek prevzat z Wiki-
media Commons, https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Menger-Schwamm-farbig.png. Viz téz
https://en.wikipedia.org/wiki/Menger_sponge

Zavérem poznamenejme, ze existuji i fidké mnoziny, které maji kladnou Lebesgueovu miru. Daji se ziskat
drobnou modifikaci algoritmu pro konstrukci Cantorova diskontinua, viz napf. https://en.wikipedia.
org/wiki/Smith-Volterra-Cantor_set.


https://en.wikipedia.org/wiki/Sierpinski_carpet
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Menger-Schwamm-farbig.png
https://en.wikipedia.org/wiki/Menger_sponge
https://en.wikipedia.org/wiki/Smith-Volterra-Cantor_set
https://en.wikipedia.org/wiki/Smith-Volterra-Cantor_set
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2.6.2 Cviceni

Cviceni 2.6.9. Najdéte priklad mnoziny M, pro kterou (M)° # M°.
Cviceni 2.6.10. Ukazte, ze doplnék husté mnoziny nemusi byt fidky; muze byt husty?
Cviceni 2.6.11. Ukazte, ze spocetné sjednoceni idkych mnozin muze byt hustd mnozina.

Cviéenf 2.6.12. Ukazte, ze mnozina M z piikladu 2.6.3 je hustd nejen v ¢!, ale v /7 pro kazdé p € [1, c0).
Je hustd v £°°7
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Kapitola 3
Vysledky cviceni

1.3.4 Fourierova fada ma tvar
TL

cos(nx)

7T oo
zgg

a plati F(x) = f(z) pro x € [—71', 77]. Volbou = = 0, resp. x = , ziskdme
n+1 2 oo 1 772
727 resp. Z ﬁ = E

n=1 n=1

1.3.5 Fourierova fada ma tvar

[eS)
2
E —_— SlIl nx
™
n=1

Mg

Sm(2k + Dz

m(
k=0
a plati F(x) = f(x) pro z € (—w, ), F(£m) = 0.
1.3.8 Fourierova fada m4 tvar
Tl & 1
F(.’E) = € 277 + nz::l m (((_1)ne7r — 1) COS(TMC) + ((—1)”“6” —+ l)n Sm(nw)) .

1.4.3 Uplné fesen{ lze najit na webu https://math.stackexchange.com/questions/1728014/cesc3%
a0ro-sum-of-the-series-sin-x-sin-2x-sin-3x-ldots-fracl2-cot.

1.7.3 Z Parsevalovy rovnosti plyne

1.7.4 7 Parsevalovy rovnosti plyne

1.8.2 Fourierova fada ma tvar

2 ( 1)n+1

F( ) — + ﬂ_m COS(2’I’L£I)>

>q

a plati F(x) = f(z) pro x € [—7/2,7/2]. Z Parsevalovy rovnosti plyne
o0 1 7
§ : 2_1)2
— (4n? —1) 1
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https://math.stackexchange.com/questions/1728014/ces%c3%a0ro-sum-of-the-series-sin-x-sin-2x-sin-3x-ldots-frac12-cot
https://math.stackexchange.com/questions/1728014/ces%c3%a0ro-sum-of-the-series-sin-x-sin-2x-sin-3x-ldots-frac12-cot
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1.8.3 Fourierova fada m4a tvar

F(z )—27T—|—C05$—|—Z—Sln(n;)

a plati F(x) = f(x) pro z € (0,4n), F(0) = F(47r) =1+ 27.
2.1.12 p € (1,00).
2.1.13 p € [1,2).

2.1.14 p € (1,00]. Je prvkem c a co.
2.1.15 Napifklad {122,
2.1.16 Zvolme napi. z = (1,0,...) ay = (0,1,...), tj. prvni dva vektory kanonické baze. Pak pro p € (0,1)

1
[z +ylly =27 > 2= |zl + [yl

tj. neplati trojihelnikova nerovnost.

2.1.17 Pro ditkaz rovnobéznikového pravidla staéf rozndsobit (z+vy)-(z+y)+(z—vy)-(r—y). V R? pravidlo
k&, ze soucet obsaht ¢tvercu nad stranami rovnobézniku je roven souc¢tu obsahu ¢tverct nad ihloptickami.
K nalezeni protipiikladu pro p € [1,00) \ {2} stac¢i opét volit vektory kanonické bdze, x = (1,0,...)
ay=(0,1,...). Pak vyjde

2
lz +yll} + e =yl =207 # 4 =2(|l2[I} + lylI})-

2.2.21 Napriklad (,—,(=1/n,1/n) = {0}.
2.2.22 Napriklad [J;2,[1/n, 1] = (0,1].
2.2.23 Napiiklad X = R? s eukleidovskou metrikou, kde vezmeme osu = a hyperbolu y = 1/x.

2.2.24 Trojihelnikovéa nerovnost
1 1

a b

1 1
a c

c b

1 1 ‘

plyne z trojihelnikové nerovnosti pro absolutni hodnotu |z —y| < |z —z|+|z —y| volbou z = 1/a, y = 1/b,
z = 1/c. Ostatni vlastnosti metriky jsou zfejmé.

Z definice plyne d(a,b) < 1 pro viechna a,b € N, tedy kazd4 mnoZina je omezend, nebot se vejde do koule
s libovolnym stfedem a polomérem 1.

2.2.25 Pro kazdé k € N plati, ze posloupnost (1,...,1,0,...), kterd je tvofena k jednickami a poté samymi
nulami, je prvkem mnoziny M. Vzdélenost této posloupnosti od nulové posloupnosti, kterd je rovnéz
prvkem M, je

II(1,...,1,0,...) = (0,0,..)]|2 = [|(1,...,1,0,..)]2 = Vk.
Jelikoz v/k muze byt libovolné velké &islo, musi byt primér mnoziny M nekoneény a mnozina neni omezens.

2.3.11 Nemd vnitini, vnéjsi ani izolované body. Vsechny body z R jsou hrani¢nimi a hromadnymi body M.
Plati M° =0, OM = M = R.

2.3.12 Naptiklad {2" : n € Z}.
2.3.13 Nem4 z4dné izolované ani vnitin{ body (tj. M° = (). Déle plati

OM =M = MU{(0,y) :y € [-1,1]},

hromadné body jsou totozné s hraniénfmi, vnéjsi body jsou vsechny body z R? \ dM.

2.3.14 Obecné neplati, napi. v diskrétnim metrickém prostoru X pro libovolny bod  mdme B;(xz) = {z}
a tudiz By (z) = {z}, zatimco K;(z) = X.




69

2.3.15 Vsechny body z M jsou vnitini. Vnéjsi body jsou posloupnosti {x,};2; € £°° spliujici z; < xs.
Déle plati M° = M, M = {{z,}2, € £ : 1 > a2}, OM = {{z,}52, € £ : 1 = x2}. M je oteviend,
neni uzaviena.

2.3.16 Vsechny body z M jsou hrani¢ni, nema vnitini body. Vnéjsi body jsou vsechny funkce f € C([0,1])
spliiujici £(0) # f(1). Plati M° =0, M = OM = M. M je uzavien4, neni oteviena.

2.4.20 Neni konvergentni pro zaddné p € [1, oc].
2.4.21 V C([0,1]) neni konvergentni, v L1([0, 1]) konverguje k nulové funkci.
2.4.22 M ={feX:f(1/2) >1/2}.

2.4.23 Definujeme-li f(z,y) = (22 + y?)® — (22 — y?)?, pak My = f~1((—00,0)) a My = f~1({0}).
Definujeme-li g(z,y) = sin(z?y3) a h(x,y) = y — 2sin(z?y3), pak

Ms = (971((0,00)) NVh™H((0,00))) U (97" ((—00,0)) Nh™((~00,0))).

2.4.24 Neni uzaviend, coz plyne napi. z piikladu 2.4.6.
2.5.12 Napitklad ()77, (0,2) =0, N2, [n, 00) = 0.

2.5.13 Necht {xk},;“;l je cauchyovskd posloupnost posloupnosti v ¢>°. Pak pro vSechna i,k,l € N plati
nerovnost
2§ — ] < [|l2* = 2|,

ze které plyne, Ze posloupnost i-tych slozek {xf};“;l je rovnéz cauchyovska. Protoze R je uplny prostor,
existuje limita lim;_,, =¥; ozna¢me ji z; a polozme z = {r;}32,. Potiebujeme ovétit, ze x € £*°, a dokazat
konvergenci ¥ — x vzhledem k metrice v prostoru £°.

Pro kazdé ¢ > 0 existuje ng € N takové, ze pokud k,l > ng, pak ||z¥ — z!||o < €. To znamen4, ze pro
kazdé i € N plati |z¥ — z!| < e. Limitnfm prechodem | — oo ziskdme |z¥ — z;| < & pro kazdé i € N
a k > ng, neboli [|z¥ — 2|/ < & pro k > ng. Tim je dokézana konvergence x* — x v (*°. Z nerovnosti
[2]loo < [l — 2¥[|o + [[2¥]| 00 < 00 je vidét, ze x € £°.

2.5.14 Lze vzit napi. posloupnost funkef {f,}52;, kde f,(z) = 0 pro z € 0,3 — 5=], fu(z) = 1 pro
z € [£,1] a na intervalu [% — 5+, 3] je fn linedrni. Tato posloupnost konverguje v L([0,1]) k funkci f,
kterd md hodnotu 0 na [0, 1) a hodnotu 1 na [%,1]. V L*([0,1]) vSak ztotozitujeme funkce, které se rovnaji
skoro vSude, limitou {f,}52 je tedy ve skutecnosti tiida vSech funkci, které se shoduji s f skoro vsude;
zadnd z téchto funkci ale neni spojita.

2.5.15 Je lipschitzovské s konstantou K = 1, neni kontrakce, nema pevny bod.

2.5.16 Jde o posloupnost zg = V2 a 2, = f(x,_1) pro n € N. f je kontrakee, [v/2,00) je tiplny metricky
prostor a posloupnost {z,,}52, konverguje k jedinému pevnému bodu f na [\/ﬁ, 00), kterym je 2.

2.5.17 Plati || F(f) = F(9)|loc < (b—a)||f—g|loo- Pokud b—a < 1, pak jde o kontrakci. Pokud b—a > 1, pak

pro funkce f =1 a g =0 plati |[F(f) — F(g)|lcc = (b—a) = (b—a)||f — g||co, tudiZ se nejednd o kontrakei.
Pevnym bodem F je spojitd funkce, kterd spliiuje f(t) = f(j f. Odtud plyne f(a) =0 a f'(¢t) = f(¢) pro
t € [a,b]; jedind funkce spliujici tyto podminky je nulové funkce.

2.6.9 Napiiklad pro M = Q plati M° = 0, (M)° = R.

2.6.10 Napiiklad Qi R\ Q jsou husté.

2.6.11 Napiiklad Q je spoCetnym sjednocenim jednobodovych mnozin obsahujicich jednotliva raciondlni
cisla.
2.6.12 Necht p € [1,00). Zvolme x € (¥ a & > 0. Pak existuje ng € N takové, ze 357 |z,|P < <. Pro
kazdé n € {1,...,no} existuje ¢, € Q splaujici |g, — x,| < W Proy = (q1,--,Gny,0,0,...) € M
plati

no o0 1/p b oD 1/p
||x_y||P = (Z |xn_Qn|p+ Z |l’n|p> < (2+2> = e.
n=1
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M nenf hustd v £>°. Napiiklad vzdélenost posloupnosti x = (1,1,1,...) € £>° od kazdé posloupnosti z M
je aspon 1, tudiz « ¢ M.
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