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1.7 Př́ıklady a cvičeńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
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2.2.2 Otevřené a uzavřené množiny . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
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2.5 Úplné metrické prostory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

3



4 OBSAH
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2.6.1 Definice, věty a př́ıklady . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
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Kapitola 1

Fourierovy řady

1.1 Motivačńı úvahy

Naš́ım ćılem je studium periodických funkćı na reálné ose. Budeme uvažovat funkce s reálnými i kom-
plexńımi hodnotami. V následuj́ıćıch úvahách se zaměř́ıme na 2π-periodické funkce, pro které je teorie
nejjednodušš́ı. Později si rozmysĺıme, co se změńı v př́ıpadě funkćı s jinou periodou (viz část 1.8).

Nejjednodušš́ımi př́ıklady 2π-periodických funkćı na reálné ose jsou

• konstantńı funkce,

• funkce x 7→ sin(nx), kde n ∈ N,

• funkce x 7→ cos(nx), kde n ∈ N.

Samozřejmě i každá lineárńı kombinace výše uvedených funkćı je 2π-periodická; takové lineárńı kombinace
se nazývaj́ı reálné trigonometrické polynomy.

Definice 1.1.1. Reálný trigonometrický polynom je každá funkce tvaru

t(x) =
a0
2

+

k∑
n=1

(an cos(nx) + bn sin(nx)), x ∈ R, (1.1.1)

kde a0, an, bn jsou reálná č́ısla a k je přirozené č́ıslo, tzv. stupeň trigonometrického polynomu.

Mı́sto členu a0

2 , který ve vztahu (1.1.1) představuje konstantńı funkci, by bylo možné psát pouze a0. Později
uvid́ıme (viz poznámku 1.1.9), proč je výhodněǰśı pracovat s konstantou a0

2 .

Existuj́ı kromě trigonometrických polynomů i jiné spojité 2π-periodické reálné funkce? Ano, stač́ı vźıt
libovolnou 2π-periodickou funkci, která v nějakém bodě nemá derivaci (s ohledem na periodicitu pak nemá
derivaci v nekonečně mnoha bodech). Jako př́ıklad poslouž́ı např.

”
pilovitá“ funkce, kterou źıskáme jako

2π-periodické rozš́ı̌reńı funkce x 7→ |x|, x ∈ [−π, π], na celou reálnou osu, viz obr. 1.1. Tato funkce nemá
derivaci v bodech nπ, n ∈ Z, a tud́ıž ji nelze vyjádřit trigonometrickým polynomem, který má derivaci
všude na R.

Plat́ı však následuj́ıćı věta, která ř́ıká, že spojité 2π-periodické funkce lze s libovolnou přesnost́ı aproximovat
trigonometrickými polynomy.

Věta 1.1.2. Je-li f : R → R spojitá 2π-periodická funkce a ε > 0, pak existuje reálný trigonometrický
polynom t takový, že pro každé x ∈ R plat́ı |f(x)− t(x)| < ε.
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Obrázek 1.1: Pilovitá funkce

Důkaz této věty prozat́ım odlož́ıme a provedeme jej v části 1.4 (viz větu 1.4.6).

Chceme-li zkoumat i komplexńı periodické funkce, mohli bychom uvažovat trigonometrické polynomy
(1.1.1) s komplexńımi koeficienty a0, an, bn – dostali bychom funkce, jejichž reálné i imaginárńı části
jsou reálné trigonometrické polynomy. Mı́sto toho lze ekvivalentně pracovat s komplexńı exponenciálou:
Připomeňme, že pro každé z ∈ C plat́ı

ez =

∞∑
n=0

zn

n!
= 1 +

z1

1!
+

z2

2!
+

z3

3!
+ · · · .

Mocninná řada na pravé straně má nekonečný poloměr konvergence a lze ji derivovat člen po členu, č́ımž
stejně jako v reálném oboru źıskáme vztah (ez)′ = ez. Důležitý je vztah mezi komplexńı exponenciálou
a goniometrickými funkcemi: Pro každé x ∈ R máme

eix = 1 +
(ix)1

1!
+

(ix)2

2!
+

(ix)3

3!
+ · · · =

=

(
1− x2

2!
+

x4

4!
− · · ·

)
+ i

(
x1

1!
− x3

3!
+

x5

5!
− · · ·

)
= cosx+ i sinx

a dále
e−ix = cos(−x) + i sin(−x) = cosx− i sinx = eix.

Sečteńım, resp. odečteńım předchoźıch dvou vztah̊u źıskáme

cosx =
eix + e−ix

2
, sinx =

eix − e−ix

2i
. (1.1.2)

Budeme potřebovat ješte dvě vlastnosti komplexńı exponenciály: Pro každé x ∈ R plat́ı

|eix| = | cosx+ i sinx| =
√
cos2 x+ sin2 x = 1

a ze vztahu eix = cosx + i sinx je zřejmé, že x 7→ eix je 2π-periodická funkce na R. Obecněji, pro každé
n ∈ Z je funkce x 7→ einx 2π-periodická. Lineárńı kombinace takových funkćı se nazývaj́ı komplexńımi
trigonometrickými polynomy.

Definice 1.1.3. Komplexńı trigonometrický polynom je každá funkce tvaru

t(x) =

k∑
n=−k

cne
inx, x ∈ R, (1.1.3)

kde cn jsou komplexńı č́ısla a k je přirozené č́ıslo, tzv. stupeň trigonometrického polynomu.

S využit́ım vztah̊u (1.1.2) lze každý reálný trigonometrický polynom převést do tvaru komplexńıho trigo-
nometrického polynomu. Plat́ı

an cos(nx)+bn sin(nx) = an
einx + e−inx

2
+bn

einx − e−inx

2i
= einx

(
an − ibn

2

)
+e−inx

(
an + ibn

2

)
, (1.1.4)

tud́ıž

a0
2

+

k∑
n=1

(an cos(nx) + bn sin(nx)) =
a0
2

+

k∑
n=1

einx
(
an − ibn

2

)
+

k∑
n=1

e−inx

(
an + ibn

2

)
=

k∑
n=−k

cne
inx,
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kde c0 = a0

2 a pro každé n ∈ {1, . . . , k} plat́ı

cn =
an − ibn

2
, c−n =

an + ibn
2

.

Jsou-li naopak dána libovolná komplexńı č́ısla c−k, . . . , ck, můžeme z předchoźıch vztah̊u vyjádřit a0, an, bn.
Dostaneme a0 = 2c0 a pro každé n ∈ {1, . . . , k}

an = cn + c−n, bn = i(cn − c−n),

což jsou obecně komplexńı č́ısla. Tato úvaha ukazuje, že každý komplexńı trigonometrický polynom (1.1.3)
lze vyjádřit ve tvaru (1.1.1), pokud připust́ıme i komplexńı koeficienty a0, an, bn.

Následuj́ıćı tvrzeńı představuje komplexńı verzi věty 1.1.2.

Věta 1.1.4. Je-li f : R → C spojitá 2π-periodická funkce a ε > 0, pak existuje komplexńı trigonometrický
polynom t takový, že pro každé x ∈ R plat́ı |f(x)− t(x)| < ε.

Pro d̊ukaz stač́ı rozložit f na reálnou a imaginárńı část a použ́ıt větu 1.1.2. V části 1.4 však dokážeme
př́ımo komplexńı verzi (viz větu 1.4.6).

Každou komplexńı spojitou 2π-periodickou funkci tedy lze s libovolnou přesnost́ı aproximovat komplexńımi
trigonometrickými polynomy. Dá se očekávat, že při zvyšováńı přesnosti, tj. snižováńı ε, budeme potřebovat
vyšš́ı stupeň polynomu, tj. vyšš́ı k. Pokud bychom připustili

”
trigonometrické polynomy nekonečného

stupně“, tj. řady tvaru
∑∞

n=−∞ cne
inx, byli bychom schopni t́ımto zp̊usobem vyjádřit libovolnou spojitou

2π-periodickou funkci? To je jedna z hlavńıch otázek, které se budeme věnovat.

Definice 1.1.5. Komplexńı trigonometrická řada je každá řada tvaru

∞∑
n=−∞

cne
inx, x ∈ R, (1.1.5)

kde cn jsou komplexńı č́ısla.

Mı́sto zápisu (1.1.5) lze použ́ıvat i tvar
∑

n∈Z cne
inx. Součet nekonečné řady (1.1.5) je definován jako limita

jej́ıch částečných součt̊u, tj.
∞∑

n=−∞
cne

inx = lim
k→∞

k∑
n=−k

cne
inx.

V definici 1.1.5 se ovšem nepožaduje, aby řada (1.1.5) byla konvergentńı – otázkou konvergence se teprve
budeme zabývat.

Pokud bychom věděli, že funkci f : R → C lze rozvinout do trigonometrické řady, která je dokonce
stejnoměrně konvergentńı, pak následuj́ıćı věta udává zp̊usob, jak vypoč́ıtat př́ıslušné koeficienty.

Věta 1.1.6. Necht’ pro spojitou 2π-periodickou funkci f : R → C plat́ı f(x) =
∑∞

n=−∞ cne
inx, přičemž

tato řada je stejnoměrně konvergentńı na R. Pak

cn =
1

2π

∫ π

−π

f(x)e−inx dx, n ∈ Z. (1.1.6)

D̊ukaz. Volme libovolné n ∈ Z. Podle předpoklad̊u plat́ı

1

2π

∫ π

−π

f(x)e−inx dx =
1

2π

∫ π

−π

( ∞∑
m=−∞

cmeimx

)
e−inx dx =

1

2π

∫ π

−π

∞∑
m=−∞

cmeimxe−inx dx.
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Ze skutečnosti, že částečné součty
∑k

m=−k cmeimx konverguj́ı pro k → ∞ stejnoměrně k f(x), vyplývá,1

že součty
∑k

m=−k cmeimxe−inx konverguj́ı stejnoměrně k f(x)e−inx. Můžeme proto použ́ıt větu o záměně
pořad́ı sumy a Riemannova integrálu a dostaneme

1

2π

∫ π

−π

f(x)e−inx dx =
1

2π

∞∑
m=−∞

cm

∫ π

−π

ei(m−n)x dx. (1.1.7)

Pro m = n plat́ı
∫ π

−π
ei(m−n)x dx =

∫ π

−π
1 dx = 2π, zat́ımco pro m ̸= n vycháźı∫ π

−π

ei(m−n)x dx =

[
ei(m−n)x

i(m− n)

]π
−π

= 0,

kde posledńı rovnost plyne z 2π-periodicity funkce x 7→ ei(m−n)x. To znamená, že nekonečný součet v (1.1.7)
se redukuje na jediného sč́ıtance a plat́ı

1

2π

∫ π

−π

f(x)e−inx dx = cn.

Věta 1.1.6 se na prvńı pohled nezdá být př́ılǐs užitečná, nebot’ zat́ım nev́ıme, za jakých okolnost́ı lze
2π-periodickou spojitou funkci f : R → C rozvinout do trigonometrické řady. Nab́ıźı se však následuj́ıćı
postup: Je-li dána funkce f , vypočteme koeficienty cn podle vzorce (1.1.6) a sestav́ıme z nich trigonome-
trickou řadu

∑∞
n=−∞ cne

inx. Pokud je tento nápad správný, mohla by trigonometrická řada konvergovat
k funkci f . Naš́ım ćılem je zjistit, pro jaké funkce tento postup funguje.

Všimněme si, že k výpočtu cn neńı nezbytně nutné, aby f byla spojitá a 2π-periodická. Stač́ı, když integrál
ve vzorci (1.1.6) existuje a má konečnou hodnotu. Pro n = 0 dostáváme

c0 =
1

2π

∫ π

−π

f(x) dx

a stač́ı požadovat, aby f : [−π, π] → C byla měřitelná funkce, jej́ıž Lebesgue̊uv integrál
∫ π

−π
f konverguje2,

neboli
∫ π

−π
|f | < ∞. S těmito podmı́nkami vystač́ıme i pro n ̸= 0: Použijeme odhad |f(x)e−inx| ≤ |f(x)|

a dostáváme ∫ π

−π

|f(x)e−inx|dx ≤
∫ π

−π

|f(x)|dx < ∞,

tedy integrál
∫ π

−π
f(x)e−inx dx v definici cn konverguje.

Připomeňme, že pokud p ∈ [1,∞), pak množina všech měřitelných funkćı f : [a, b] → C, pro něž Lebesgue̊uv
integrál

∫ b

a
|f |p konverguje, se znač́ı symbolem Lp([a, b]).

Ukázali jsme, že podmı́nka f ∈ L1([−π, π]) je nutná i postačuj́ıćı k tomu, aby definice koeficient̊u cn byla
korektńı. Tyto koeficienty se nazývaj́ı Fourierovými koeficienty a př́ıslušná trigonometrická řada se nazývá
Fourierovou řadou.

Definice 1.1.7. Pro libovolnou funkci f ∈ L1([−π, π]) se č́ısla

f̂(n) =
1

2π

∫ π

−π

f(x)e−inx dx, n ∈ Z,

nazývaj́ı komplexńımi Fourierovými koeficienty funkce f . Komplexńı trigonometrická řada

∞∑
n=−∞

f̂(n)einx, x ∈ R,

se nazývá komplexńı Fourierovou řadou funkce f .

1Jde o speciálńı př́ıpad obecného tvrzeńı: Pokud posloupnost funkćı {fk}∞k=1 konverguje na intervalu I stejnoměrně
k funkci f a g je omezená funkce na I, pak {fkg}∞k=1 konverguje stejnoměrně k fg, nebot’ |fk(x)g(x) − f(x)g(x)| = |g(x)| ·
|fk(x)− f(x)|.

2Měřitelnost a integrál komplexńı funkce reálné proměnné je definován pomoćı rozkladu na reálnou a imaginárńı část:
Funkce f = f1 + if2 je měřitelná, pokud f1, f2 jsou měřitelné. Definujeme

∫
X f =

∫
X f1 + i

∫
X f2, pokud integrály na pravé

straně konverguj́ı.
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Řeš́ıme tedy následuj́ıćı problém: Za jakých okolnost́ı plat́ı, že Fourierova řada funkce f ∈ L1([−π, π])
konverguje a jej́ı součet je roven funkci f?

Poznámka 1.1.8. Neńı těžké si rozmyslet, že pokud f je reálná funkce, pak částečné součty jej́ı Fourierovy
řady jsou reálné: Pro každé x ∈ [−π, π] plat́ı f(x) = f(x). Z definice Fourierových koeficient̊u pak pro

každé n ∈ Z plyne f̂(n) = f̂(−n). Rovnost

sk(x) =

k∑
n=−k

f̂(n)einx =

k∑
n=−k

f̂(−n)e−inx = sk(x)

dokazuje, že sk(x) je reálné č́ıslo.

Poznámka 1.1.9. Mı́sto komplexńıch trigonometrických řad ve tvaru
∑∞

n=−∞ cne
inx bychom mohli ekvi-

valentně pracovat s reálnými trigonometrickými řadami ve tvaru

a0
2

+

∞∑
n=1

(an cos(nx) + bn sin(nx)). (1.1.8)

K objasněńı vztahu mezi oběma tvary stač́ı zopakovat úvahy, které jsme provedli u trigonometrických
polynomů. Ze vztahu (1.1.4) plyne, že každou řadu tvaru (1.1.8) lze vyjádřit i ve tvaru

∑∞
n=−∞ cne

inx, kde

c0 =
a0
2
, cn =

an − ibn
2

, c−n =
an + ibn

2
, n ∈ N.

Pokud naopak z těchto vztah̊u vyjádř́ıme a0, an a bn, dostaneme

a0 = 2c0, an = cn + c−n, bn = i(cn − c−n), n ∈ N,

a t́ımto zp̊usobem lze převést řadu
∑∞

n=−∞ cne
inx na řadu tvaru (1.1.8) s obecně komplexńımi koeficienty

a0, an, bn.

Pokud nepracujeme s obecnou trigonometrickou řadou, ale s Fourierovou řadou funkce f : [−π, π] → C,
pak se koeficienty cn shoduj́ı s Fourierovými koeficienty a dostaneme

a0 = 2c0 = 2f̂(0) =
1

π

∫ π

−π

f(x) dx,

an = cn + c−n = f̂(n) + f̂(−n) =
1

2π

∫ π

−π

f(x)(e−inx + einx) dx =
1

π

∫ π

−π

f(x) cos(nx) dx, n ∈ N,

bn = i(cn − c−n) =
f̂(n)− f̂(−n)

−i
=

1

2π

∫ π

−π

f(x)
e−inx − einx

−i
dx =

1

π

∫ π

−π

f(x) sin(nx) dx, n ∈ N.

Všimněme si ještě, že vztah pro výpočet an se po dosazeńı n = 0 redukuje na vztah pro výpočet a0. Mı́sto
tř́ı vzorc̊u tedy stač́ı uvažovat následuj́ıćı dva:

an =
1

π

∫ π

−π

f(x) cos(nx) dx, n ∈ N0, (1.1.9)

bn =
1

π

∫ π

−π

f(x) sin(nx) dx, n ∈ N. (1.1.10)

To je i d̊uvod, proč je zvykem uvádět konstantńı člen v reálných trigonometrických polynomech a řadách ve
tvaru a0

2 mı́sto a0; ve druhém př́ıpadě by se totiž koeficient a0 poč́ıtal podle odlǐsného vzorce
1
2π

∫ π

−π
f(x) dx.

Je-li funkce f reálná, pak ze vztah̊u pro an, bn je zřejmé, že jde o reálná č́ısla; nazývaj́ı se reálnými
Fourierovými koeficienty funkce f a řada (1.1.8) se nazývá reálnou Fourierovou řadou funkce f . S t́ımto
tvarem pracoval francouzský matematik Joseph Fourier (1768–1830), který při studiu úlohy o vedeńı tepla
odvodil vztahy (1.1.9), (1.1.10). Dospěl k nim podobným (avšak podstatně méně rigorózńım) zp̊usobem
jako v d̊ukazu věty 1.1.6. Při teoretických úvahách, jako je např. vyšetřováńı konvergence Fourierových
řad, je ovšem pohodlněǰśı pracovat s komplexńım tvarem.3

3Zájemc̊um o historii Fourierových řad lze doporučit pěkný článek J. Veselý: Jedno fourierovské výroč́ı, který je dostupný
na webu https://dml.cz/handle/10338.dmlcz/141368.

https://dml.cz/handle/10338.dmlcz/141368
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1.2 Konvergence Fourierových řad

Dokážeme dvě pomocná tvrzeńı, která vzápět́ı využijeme k vyšetřeńı konvergence Fourierových řad.

O funkci f : [a, b] → R řekneme, že je po částech spojitá, pokud je spojitá na [a, b] s výjimkou konečně
mnoha bod̊u, ve kterých má konečné jednostranné limity. Každá po částech spojitá funkce je omezená.4

O komplexńı funkci f : [a, b] → C řekneme, že je po částech spojitá, pokud jej́ı reálná a imaginárńı složka
jsou po částech spojité funkce.

Věta 1.2.1 (Riemannovo-Lebesgueovo lemma). Je-li f : [a, b] → C po částech spojitá, pak plat́ı:

(i) limω→±∞
∫ b

a
f(x) sin(ωx) dx = 0.

(ii) limω→±∞
∫ b

a
f(x) cos(ωx) dx = 0.

(iii) limω→±∞
∫ b

a
f(x)eiωx dx = 0.

D̊ukaz. Tvrzeńı (iii) plyne z tvrzeńı (i), (ii) a ze vztahu eiωx = cos(ωx) + i sin(ωx). Tvrzeńı (i), (ii) stač́ı
dokázat pro reálné funkce f , pro komplexńı funkce pak plynou z rozkladu na reálnou a imaginárńı část.
Nav́ıc stač́ı uvažovat limity pro ω → ∞, verze pro ω → −∞ pak snadno plynou ze sudosti kosinu a lichosti
sinu.

Pod́ıvejme se na dvojnásobek integrálu z dokazovaného tvrzeńı (i):

2

∫ b

a

f(x) sin(ωx) dx =

∫ a+π/ω

a

f(x) sin(ωx) dx+

∫ b

a+π/ω

f(x) sin(ωx) dx+

+

∫ b−π/ω

a

f(x) sin(ωx) dx+

∫ b

b−π/ω

f(x) sin(ωx) dx.

Třet́ı sč́ıtanec přeṕı̌seme pomoćı substituce následuj́ıćım zp̊usobem:∫ b−π/ω

a

f(x) sin(ωx) dx =

∫ b

a+π/ω

f(x− π/ω) sin(ω(x− π/ω)) dx =

=

∫ b

a+π/ω

f(x− π/ω) sin(ωx− π) dx = −
∫ b

a+π/ω

f(x− π/ω) sin(ωx) dx.

Po dosazeńı zpět do předchoźıho vztahu dostáváme

2

∫ b

a

f(x) sin(ωx) dx =

∫ a+π/ω

a

f(x) sin(ωx) dx+

+

∫ b

a+π/ω

(f(x)− f(x− π/ω)) sin(ωx) dx+

∫ b

b−π/ω

f(x) sin(ωx) dx.

Funkce f je omezená, tud́ıž existuje M > 0 takové, že |f(x)| ≤ M pro všechna x ∈ [a, b]. Odtud s využit́ım
odhadu | sin(ωx)| ≤ 1 a předchoźı rovnosti plyne∣∣∣∣∣2

∫ b

a

f(x) sin(ωx) dx

∣∣∣∣∣ ≤ π

ω
M +

∫ b

a+π/ω

|f(x)− f(x− π/ω)|dx+
π

ω
M.

Prvńı a třet́ı sč́ıtanec na pravé straně konverguj́ı pro ω → ∞ k nule. Vyšetřeme limitu druhého sč́ıtance:

lim
ω→∞

∫ b

a+π/ω

|f(x)− f(x− π/ω)|dx = lim
ω→∞

∫ b

a

χ[a+π/ω,b](x)|f(x)− f(x− π/ω)|dx.

4Důkaz je téměř stejný jako pro spojité funkce, stač́ı uvažovat posloupnost xn ∈ [a, b] takovou, že limn→∞ xn = ±∞,
a doj́ıt ke sporu.
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Dı́ky Lebesgueově větě můžeme zaměnit pořad́ı limity a integrálu, nebot’ integrovaná funkce má ma-
jorantu 2M . Ve všech bodech x ∈ [a, b], kde je f spojitá, tedy skoro všude na intervalu [a, b], plat́ı
limω→∞ |f(x)− f(x− π/ω)| = 0. Podle Lebesgueovy věty tedy dostáváme

lim
ω→∞

∫ b

a+π/ω

|f(x)− f(x− π/ω)|dx = 0,

č́ımž je dokončen d̊ukaz tvrzeńı (i). Důkaz tvrzeńı (ii) je obdobný a přenecháváme jej čtenáři.

Poznámka 1.2.2. Riemannovo-Lebesgueovo lemma plat́ı nejen pro po částech spojité funkce, ale obecněji
pro všechny funkce f ∈ L1([a, b]). Důkaz je založen na aproximaci funkce f spojitými funkcemi: Pro každé

ε > 0 lze naj́ıt spojitou funkci g : [a, b] → C takovou, že
∫ b

a
|f − g| < ε (viz větu 1.6.2). Např. k d̊ukazu

vztahu limω→∞
∫ b

a
f(x) sin(ωx) dx = 0 pak stač́ı použ́ıt odhad∣∣∣∣∣

∫ b

a

f(x) sin(ωx) dx

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣
∫ b

a

(f(x)− g(x)) sin(ωx) dx

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
∫ b

a

g(x) sin(ωx) dx

∣∣∣∣∣ ≤
≤
∫ b

a

|f(x)− g(x)|dx+

∣∣∣∣∣
∫ b

a

g(x) sin(ωx) dx

∣∣∣∣∣ < ε+

∣∣∣∣∣
∫ b

a

g(x) sin(ωx) dx

∣∣∣∣∣
a aplikovat větu 1.2.1 na druhý sč́ıtanec; podobně se dokáž́ı i daľśı dva vztahy.

Integrály v definici komplexńıch i reálných Fourierových koeficient̊u jsou speciálńımi př́ıpady integrál̊u,
které vystupuj́ı v Riemannově-Lebesgueově lemmatu; stač́ı volit a = −π, b = π. Důsledkem obecné
verze lemmatu je tedy skutečnost, že pro Fourierovy koeficienty libovolné funkce f ∈ L1([−π, π]) plat́ı

limn→±∞ f̂(n) = 0, resp. limn→∞ an = 0 = limn→∞ bn. Je proto splněna nutná (avšak nikoliv postačuj́ıćı)
podmı́nka pro konvergenci komplexńı, resp. reálné Fourierovy řady.

Zároveň vid́ıme, že ne každá trigonometrická řada je Fourierovou řadou nějaké funkce f ∈ L1([−π, π]). Stač́ı

vźıt např. trigonometrickou řadu
∑∞

n=−∞ einx, kde cn = 1 pro všechna n ∈ Z. Kdyby platilo cn = f̂(n)
pro nějakou funkci f ∈ L1([−π, π]), měli bychom limn→±∞ cn = 0, což je spor.

V následuj́ıćım lemmatu poṕı̌seme vlastnosti jisté funkce Dk, která se nazývá Dirichletovo jádro. Vzápět́ı
uvid́ıme, že pomoćı této funkce lze vyjádřit částečné součty Fourierovy řady.

Lemma 1.2.3. Necht’ k ∈ N0. Pak pro funkci

Dk(x) =

k∑
n=−k

einx, x ∈ R,

plat́ı vztahy

Dk(x) =
sin(k + 1

2 )x

sin x
2

, x ̸= j · 2π, j ∈ Z,

1

π

∫ π

0

Dk(x) dx = 1 =
1

π

∫ 0

−π

Dk(x) dx.

D̊ukaz. Součet v definici funkce Dk je součet člen̊u konečné geometrické posloupnosti s kvocientem eix,
který je pro x ̸= j · 2π r̊uzný od jedné a tud́ıž

Dk(x) =

k∑
n=−k

(eix)n = e−ikx 1− eix(2k+1)

1− eix
= e−ikx e

ix(k+1/2)(e−ix(k+1/2) − eix(k+1/2))

eix/2(e−ix/2 − eix/2)
=

=
e−ix(k+1/2) − eix(k+1/2)

e−ix/2 − eix/2
=

−2i sin(k + 1
2 )x

−2i sin x
2

=
sin(k + 1

2 )x

sin x
2

.
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Dále plat́ı

Dk(x) =

k∑
n=−k

(cos(nx) + i sin(nx)) = 1 + 2

k∑
n=1

cos(nx), (1.2.1)

nebot’ cos(−nx) = cos(nx) a sin(−nx) = − sin(nx). Dostáváme tedy

1

π

∫ π

0

Dk(x) dx =
1

π

∫ π

0

(
1 + 2

k∑
n=1

cos(nx)

)
dx = 1 +

2

π

k∑
n=1

∫ π

0

cos(nx) dx = 1 +
2

π

k∑
n=1

[
sin(nx)

n

]π
0

= 1.

Ze vztahu (1.2.1) je zřejmé, že Dk je sudá funkce, a tedy

1

π

∫ 0

−π

Dk(x) dx =
1

π

∫ π

0

Dk(x) dx = 1.

V definici Dirichletova jádra sice vystupuj́ı komplexńı exponenciály, ze vztahu (1.2.1) je však vidět, že ve
skutečnosti se jedná o reálnou funkci, viz obr. 1.2. Druhá část lemmatu 1.2.3 ř́ıká, že pr̊uměrná hodnota
Dirichletova jádra na intervalech [−π, 0] a [0, π] je 1.

-π -π

2

π

2
π

-2

2

4

6

8

10

1

2

3

4

5

Obrázek 1.2: Dirichletovo jádro Dn pro n = 1, . . . , 5

K formulaci věty o konvergenci Fourierovy řady budeme potřebovat ještě následuj́ıćı pojem: Řekneme, že
funkce f : [a, b] → R je po částech diferencovatelná, pokud existuje děleńı

a = x0 < x1 < · · · < xn = b

takové, že

• f je diferencovatelná na (xi−1, xi) pro každé i ∈ {1, . . . , n},

• pro každé i ∈ {0, . . . , n− 1} existuj́ı konečné limity f(xi+) a limh→0+
f(xi+h)−f(xi+)

h ,

• pro každé i ∈ {1, . . . , n} existuj́ı konečné limity f(xi−) a limh→0+
f(xi−)−f(xi−h)

h .

Co znamenaj́ı tyto podmı́nky? V bodech xi nemuśı být funkce diferencovatelná ani spojitá, má však
jednostranné limity f(xi+) a f(xi−). Pokud bychom změnili funkčńı hodnotu v bodě xi na f(xi+), pak

by limh→0+
f(xi+h)−f(xi+)

h odpov́ıdala pravé derivaci, tj. existenci
”
tečny zprava“. Pokud bychom naopak

změnili funkčńı hodnotu v bodě xi na f(xi−), pak by limh→0+
f(xi−)−f(xi−h)

h odpov́ıdala levé derivaci, tj.
existenci

”
tečny zleva“. Situaci znázorňuje obr. 1.3.

Komplexńı funkce f : [a, b] → C se nazývá po částech diferencovatelná, pokud jej́ı reálná a imaginárńı
složka jsou po částech diferencovatelné.

Nyńı již máme vše připraveno k vyšetřeńı konvergence Fourierovy řady.
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Obrázek 1.3: Př́ıklad po částech diferencovatelné funkce. V bodě x = 0 neńı funkce spojitá, má však
jednostranné limity a

”
jednostranné tečny“.

Věta 1.2.4. Necht’ f : R → C je 2π-periodická funkce, která je po částech diferencovatelná na [−π, π].

Pak jej́ı Fourierova řada F (x) =
∑∞

n=−∞ f̂(n)einx konverguje v každém bodě x ∈ R a plat́ı

F (x) =
f(x+) + f(x−)

2
, x ∈ R.

Speciálně plat́ı, že pokud f je spojitá v x, pak F (x) = f(x).

D̊ukaz. Zvolme pevně x ∈ R. Částečné součty Fourierovy řady v bodě x lze vyjádřit pomoćı Dirichletova
jádra z lemmatu 1.2.3:

sk(x) =

k∑
n=−k

f̂(n)einx =

k∑
n=−k

(
1

2π

∫ π

−π

f(t)e−int dt

)
einx =

=
1

2π

∫ π

−π

(
f(t)

k∑
n=−k

ein(x−t)

)
dt =

1

2π

∫ π

−π

f(t)Dk(x− t) dt.

Provedeme substituci u = x− t a využijeme toho, že f i Dk jsou 2π-periodické funkce:

sk(x) = − 1

2π

∫ x−π

x+π

f(x− u)Dk(u) du =
1

2π

∫ x+π

x−π

f(x− u)Dk(u) du =
1

2π

∫ π

−π

f(x− u)Dk(u) du.

Součet Fourierovy řady je limitou jej́ıch částečných součt̊u:

F (x) = lim
k→∞

sk(x) =
1

2

(
lim
k→∞

1

π

∫ 0

−π

f(x− u)Dk(u) du+ lim
k→∞

1

π

∫ π

0

f(x− u)Dk(u) du

)
(1.2.2)

K dokončeńı d̊ukazu stač́ı ukázat, že limity v závorce existuj́ı a rovnaj́ı se f(x+), resp. f(x−). Začneme
druhou limitou; podle druhé části lemmatu 1.2.3 plat́ı

1 = lim
k→∞

1

π

∫ π

0

Dk(u) du,

tud́ıž

f(x−)− lim
k→∞

1

π

∫ π

0

f(x− u)Dk(u) du = lim
k→∞

f(x−)

π

∫ π

0

Dk(u) du− lim
k→∞

1

π

∫ π

0

f(x− u)Dk(u) du =

= lim
k→∞

1

π

∫ π

0

(f(x−)− f(x− u))Dk(u) du = lim
k→∞

1

π

∫ π

0

f(x−)− f(x− u)

u

u

sin u
2

sin

((
k +

1

2

)
u

)
du,
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kde posledńı rovnost plyne z prvńı části lemmatu 1.2.3. Funkce

g(u) =
f(x−)− f(x− u)

u

u

sin u
2

, u ∈ (0, π],

má konečnou limitu pro u → 0+; existence limity prvńıho zlomku vyplývá ze skutečnosti, že f je po
částech diferencovatelná, zat́ımco druhý zlomek má limitu d́ıky známému vztahu limz→0

sin z
z = 1. Pokud

funkci g dodefinujeme v nule jej́ı limitou zprava, źıskáme funkci definovanou na [0, π], která je po částech
spojitá a omezená. Nyńı se vrát́ıme k předchoźımu výpočtu, zavedeme substituci ω = k + 1

2 a použijeme
Riemannovo-Lebesgueovo lemma. Dostaneme

f(x−)− lim
k→∞

1

π

∫ π

0

f(x− u)Dk(u) du = lim
k→∞

1

π

∫ π

0

g(u) sin

((
k +

1

2

)
u

)
du =

= lim
ω→∞

1

π

∫ π

0

g(u) sin(ωu) du = 0,

což jsme chtěli dokázat.

Zbývá ukázat, že prvńı limita v (1.2.2) existuje a má hodnotu f(x+). Postup je podobný jako v předchoźım
př́ıpadě, proto již budeme stručněǰśı:

lim
k→∞

1

π

∫ 0

−π

f(x− u)Dk(u) du− f(x+) = lim
k→∞

1

π

∫ 0

−π

(f(x− u)− f(x+))Dk(u) du =

= lim
k→∞

1

π

∫ 0

−π

f(x− u)− f(x+)

u

u

sin u
2

sin

((
k +

1

2

)
u

)
du =

= lim
k→∞

1

π

∫ π

0

f(x+ v)− f(x+)

v

v

sin v
2

sin

((
k +

1

2

)
v

)
dv = 0,

kde předposledńı rovnost odpov́ıdá substituci v = −u a posledńı krok plyne z Riemannova-Lebesgueova
lemmatu stejným zp̊usobem, jako v předchoźı části d̊ukazu.

Již jsme zmı́nili, že k výpočtu Fourierových koeficient̊u a sestaveńı Fourierovy řady nepotřebujeme 2π-pe-
riodickou funkci f : R → C; stač́ı mı́t libovolnou integrovatelnou funkci f : [−π, π] → C. Naproti tomu
Fourierova řada je vždy definována na R a je 2π-periodická. Co se stane v př́ıpadě, že funkce f neńı restrikćı
2π-periodické funkce, tj. f(−π) ̸= f(π)? Odpověd’ dává následuj́ıćı d̊usledek.

Důsledek 1.2.5. Necht’ f : [−π, π] → C je po částech diferencovatelná a F (x) =
∑∞

n=−∞ f̂(n)einx je jej́ı
Fourierova řada. Pak plat́ı:

(i) Pokud x ∈ (−π, π), pak F (x) = f(x+)+f(x−)
2 .

(ii) Pokud x = ±π, pak F (x) = f(−π+)+f(π−)
2 .

D̊ukaz. Necht’ f̃ je 2π-periodické rozš́ı̌reńı funkce f z [−π, π) na R. Pak f̃ je po částech diferencovatelná
na [−π, π] a má stejnou Fourierovu řadu jako f . Podle věty 1.2.4 tedy plat́ı

F (x) =
f̃(x+) + f̃(x−)

2
, x ∈ R.

Na intervalu (−π, π) plat́ı f̃ = f , a proto

F (x) =
f(x+) + f(x−)

2
, x ∈ (−π, π).

Pro x = ±π využijeme 2π-periodicitu f̃ :

F (π) =
f̃(π+) + f̃(π−)

2
=

f̃(−π+) + f̃(π−)

2
=

f(−π+) + f(π−)

2
,

F (−π) =
f̃(−π+) + f̃(−π−)

2
=

f̃(−π+) + f̃(π−)

2
=

f(−π+) + f(π−)

2
.
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Poznámka 1.2.6. Analogie věty 1.2.4 a d̊usledku 1.2.5 plat́ı i pro reálné Fourierovy řady zavedené
v poznámce 1.1.9, nebot’ jde pouze o jiný tvar komplexńıch Fourierových řad.

Předpoklady věty 1.2.4 se mohou zdát př́ılǐs silné: V motivačńı části 1.1 jsme uvažovali spojité funkce,
resp. funkce z L1([−π, π]), zat́ımco věta 1.2.4 požaduje, aby f byla po částech diferencovatelná. Ukazuje
se však, že samotná spojitost nezaručuje konvergenci Fourierovy řady. Bez d̊ukazu zmı́ńıme následuj́ıćı
výsledky:

• Existuje funkce f ∈ L1([−π, π]), jej́ıž Fourierova řada diverguje ve všech bodech.

• Existuje spojitá funkce f : [−π, π] → C taková, že množina bod̊u, kde Fourierova řada diverguje, je
hustá v R.5

Z hlediska teorie mı́ry ovšem plat́ı, že množina bod̊u, kde Fourierova řada spojité funkce diverguje, nemůže
být př́ılǐs velká: Pokud f : [−π, π] → C je spojitá, pak jej́ı Fourierova řada konverguje k funkci f skoro
všude na [−π, π]. Tento hluboký výsledek dokázal6 roku 1966 švédský matematik Lennart Carleson, který
v roce 2006 źıskal Abelovu cenu.

1.3 Př́ıklady a cvičeńı

Př́ıklad 1.3.1. Najdeme reálnou Fourierovu řadu funkce

f(x) = |x|, x ∈ [−π, π],

a vyšetř́ıme jej́ı konvergenci.

Poč́ıtejme reálné Fourierovy koeficienty podle vztah̊u (1.1.9), (1.1.10). Využijeme přitom skutečnosti, že
f je sudá.

a0 =
1

π

∫ π

−π

|x|dx =
2

π

∫ π

0

|x|dx =
2

π

∫ π

0

xdx = π,

an =
1

π

∫ π

−π

|x| cos(nx) dx =
2

π

∫ π

0

x cos(nx) dx =
2

π

([
x sin(nx)

n

]π
0

−
∫ π

0

sin(nx)

n
dx

)
=

=
2

π

[
cos(nx)

n2

]π
0

=
2

πn2
((−1)n − 1), n ∈ N.

Koeficient a0 jsme museli poč́ıtat zvlášt’, nebot’ při výpočtu an metodou per partes jsme dělili č́ıslem n.
Výpočet bn je snadný, nebot’ integrujeme lichou funkci:

bn =
1

π

∫ π

−π

|x| sin(nx) dx = 0.

Reálná Fourierova řada funkce f má tvar

F (x) =
a0
2

+

∞∑
n=1

(an cos(nx) + bn sin(nx)) =
π

2
+

∞∑
n=1

2

πn2
((−1)n − 1) cos(nx).

Protože f je po částech diferencovatelná a spojitá na [−π, π], podle d̊usledku 1.2.5 (viz též poznámku
1.2.6) plat́ı F (x) = f(x) pro všechna x ∈ (−π, π). Protože f(−π) = f(π), plat́ı F (x) = f(x) i pro x = ±π,
tj. F = f na [−π, π]. Fourierova řada F je definována na celé reálné ose a je 2π-periodická, tud́ıž jde
o 2π-periodické rozš́ı̌reńı f shoduj́ıćı se s pilovitou funkćı z obr. 1.1.

5Toto tvrzeńı znamená, že libovolně bĺızko k libovolnému bodu x ∈ R existuje bod, ve kterém Fourierova řada diverguje.
6Carleson ve skutečnosti dokázal silněǰśı výsledek: Zmı́něné tvrzeńı plat́ı pro každou f ∈ L2([−π, π]). Americký matematik

Richard Allen Hunt v roce 1968 zobecnil Carleson̊uv výsledek na všechny funkce f ∈ Lp([−π, π]), kde p > 1.
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Všimněme si, že bychom Fourierovu řadu mohli napsat v trochu jiném tvaru. Plat́ı totiž

an =
2

πn2
((−1)n − 1) =

{
0 pro n sudé,
−4
πn2 pro n liché.

Každé liché n ∈ N má tvar 2k + 1 pro k ∈ N0, tud́ıž

F (x) =
π

2
+

∞∑
k=0

−4

π(2k + 1)2
cos((2k + 1)x).

Ukažme si ještě, že dosazeńım vhodné hodnoty za x źıskáme součet zaj́ımavé č́ıselné řady. Pro x = 0 plat́ı
F (0) = f(0) = 0, proto

0 =
π

2
+

∞∑
k=0

−4

π(2k + 1)2

a po úpravě

π2

8
=

∞∑
k=0

1

(2k + 1)2
=

1

12
+

1

32
+

1

52
+ · · · .

Poznámka 1.3.2. Zobecněńım úvah ze začátku předchoźıho př́ıkladu dostáváme následuj́ıćı pozorováńı:
Pokud je f reálná a sudá, pak plat́ı

an =
2

π

∫ π

0

f(x) cos(nx) dx, n ∈ N0,

bn = 0, n ∈ N.

Pokud je f reálná a lichá, pak plat́ı

an = 0, n ∈ N0,

bn =
2

π

∫ π

0

f(x) sin(nx) dx, n ∈ N.

Př́ıklad 1.3.3. Najdeme reálnou Fourierovu řadu funkce

f(x) = x, x ∈ [−π, π],

a vyšetř́ıme jej́ı konvergenci.

Jelikož f je lichá, plat́ı

an = 0, n ∈ N0,

bn =
2

π

∫ π

0

x sin(nx) dx =
2

π

([
−x cos(nx)

n

]π
0

+

∫ π

0

cos(nx)

n
dx

)
=

=
2

π

(
−π(−1)n

n
+

[
sin(nx)

n2

]π
0

)
=

2

n
(−1)n+1, n ∈ N.

Dostáváme tedy Fourierovu řadu

F (x) =

∞∑
n=1

2

n
(−1)n+1 sin(nx).

Protože f je po částech diferencovatelná a spojitá na [−π, π], podle d̊usledku 1.2.5 plat́ı F (x) = f(x) pro
všechna x ∈ (−π, π) a dále

F (±π) =
f(−π) + f(π)

2
=

−π + π

2
= 0.



1.3. PŘÍKLADY A CVIČENÍ 17

-5π -4π -3π -2π -π π 2π 3π 4π 5π

π

Obrázek 1.4: Fourierova řada funkce f(x) = x, x ∈ [−π, π]

Chováńı Fourierovy řady na zbytku reálné osy je zřejmé z toho, že F je 2π-periodická. Jej́ı graf je na
obr. 1.4.

I tentokrát lze vhodnou volbou x źıskat součet zaj́ımavé č́ıselné řady. Dosad́ıme x = π
2 :

π

2
= f

(π
2

)
= F

(π
2

)
=

∞∑
n=1

2

n
(−1)n+1 sin

(nπ
2

)
= 2

(
1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+ · · ·

)
.

Po úpravě dostáváme součet tzv. Leibnizovy řady:

1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+ · · · = π

4
.

Cvičeńı 1.3.4. Najděte reálnou Fourierovu řadu funkce

f(x) = x2, x ∈ [−π, π],

a vyšetřete jej́ı konvergenci. Vhodnou volbou x źıskejte součty řad
∑∞

n=1 1/n
2 a

∑∞
n=1(−1)n+1/n2.

Cvičeńı 1.3.5. Najděte reálnou Fourierovu řadu funkce

f(x) = sgn x, x ∈ [−π, π],

a vyšetřete jej́ı konvergenci.

Př́ıklad 1.3.6. Uvažujme opět funkci

f(x) = x, x ∈ [−π, π].

Na rozd́ıl od př́ıkladu 1.3.3 najdeme jej́ı komplexńı Fourierovu řadu.

1. zp̊usob řešeńı. Použijeme definici komplexńıch Fourierových koeficient̊u cn = f̂(n):

c0 =
1

2π

∫ π

−π

xdx = 0,

cn =
1

2π

∫ π

−π

xe−inx dx =
1

2π

([
xe−inx

−in

]π
−π

+
1

in

∫ π

−π

e−inx dx

)
=

=
1

2πin

(
−πe−inπ − πeinπ +

1

−in

[
e−inx

]π
−π

)
=

−1

in
cos(nπ) =

i

n
(−1)n, n ̸= 0.

Koeficient c0 jsme museli poč́ıtat zvlášt’, nebot’ při výpočtu cn jsme dělili č́ıslem n. Komplexńı Fourierova
řada má tedy tvar

F (x) =

−1∑
n=−∞

i

n
(−1)neinx +

∞∑
n=1

i

n
(−1)neinx.

Konvergenci již nemuśıme vyšetřovat – jde jen o jiné vyjádřeńı reálné Fourierovy řady z př́ıkladu 1.3.3, viz
též obr. 1.4.
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2. zp̊usob řešeńı. Využijeme toho, že již známe reálnou Fourierovu řadu

F (x) =

∞∑
n=1

2

n
(−1)n+1 sin(nx).

Komplexńı Fourierovy koeficienty tedy můžeme źıskat z reálných pomoćı převodńıch vztah̊u z poznám-
ky 1.1.9. Dostaneme

c0 =
a0
2

= 0,

cn =
an − ibn

2
=

−ibn
2

=
i

n
(−1)n, n ∈ N,

c−n =
an + ibn

2
=

ibn
2

=
i

n
(−1)n+1 =

i

−n
(−1)−n, n ∈ N.

Tedy pro kladná i záporná n ̸= 0 plat́ı cn = i
n (−1)n, což souhlaśı s výsledkem źıskaným prvńım zp̊usobem.

Př́ıklad 1.3.7. Najdeme komplexńı Fourierovu řadu funkce f : [−π, π] → R definované předpisem

f(x) =

{
0 pro x ∈ [−π, 0],

ex pro x ∈ (0, π].

Podle definice komplexńıch Fourierových koeficient̊u plat́ı pro každé n ∈ Z

cn =
1

2π

∫ π

0

exe−inx dx =
1

2π

∫ π

0

e(1−in)x dx =
1

2π

[
e(1−in)x

1− in

]π
0

=
1

2π(1− in)
(e(1−in)π − 1) =

=
1

2π

1 + in

1 + n2
(eπe−inπ − 1) =

1

2π

1 + in

1 + n2
(eπ(−1)n − 1).

Komplexńı Fourierova řada tedy má tvar

F (x) =

∞∑
n=−∞

1

2π

1 + in

1 + n2
(eπ(−1)n − 1)einx.

Vyšetř́ıme jej́ı konvergenci pomoćı d̊usledku 1.2.5: Funkce f je po částech diferencovatelná. Na intervalu
(−π, π) je spojitá s výjimkou bodu 0, plat́ı tedy F (x) = f(x) pro x ∈ (−π, 0) ∪ (0, π),

F (0) =
f(0+) + f(0−)

2
=

1 + 0

2
=

1

2
.

Pro hodnoty v krajńıch bodech dostáváme

F (±π) =
f(−π+) + f(π−)

2
=

0 + eπ

2
=

eπ

2
.

Cvičeńı 1.3.8. Najděte reálnou Fourierovu řadu funkce f z př́ıkladu 1.3.7. Při výpočtu an, bn lze po-
stupovat dvěma zp̊usoby – poč́ıtat je z definičńıch vztah̊u (1.1.9), (1.1.10), nebo využ́ıt cn z předchoźıho
př́ıkladu a převodńı vztahy z poznámky 1.1.9. Ověřte, že v obou př́ıpadech dojdete ke stejnému výsledku.

1.4 Cesàrovská sč́ıtatelnost řad a Fejérova věta

Je-li dána nekonečná řada reálných či komplexńıch č́ısel
∑∞

k=0 ak, pak jej́ı součet je definován jako limita
částečných součt̊u

sn = a0 + · · ·+ an, n ∈ N0,

za předpokladu, že tato limita existuje.
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Např́ıklad řada

1− 1 + 1− 1 + · · · =
∞∑
k=0

(−1)k

diverguje, protože sn = 1 pro sudá n a sn = 0 pro lichá n. Jelikož však částečné součty pravidelně osciluj́ı
kolem hodnoty 1/2, mohlo by se zdát

”
spravedlivé“ prohlásit tuto hodnotu za součet řady. Tuto myšlenku

vyjadřuje následuj́ıćı definice.

Definice 1.4.1. Řekneme, že řada
∑∞

k=0 ak je cesàrovsky sč́ıtatelná k součtu σ, jestliže pr̊uměry jej́ıch
částečných součt̊u konverguj́ı k σ, tj. plat́ı

lim
n→∞

s0 + · · ·+ sn
n+ 1

= σ.

Př́ıklad 1.4.2. Pro výše uvedenou řadu
∑∞

k=0(−1)k máme

s0 + · · ·+ sn = 1 + 0 + 1 + 0 + · · · =

{
n+1
2 pro n liché,

n
2 + 1 pro n sudé.

Odsud je vidět, že

lim
n→∞

s0 + · · ·+ sn
n+ 1

=
1

2
,

tj. řada je cesàrovsky sč́ıtatelná k součtu 1/2.

Zmı́něná metoda sč́ıtáńı řad je pojmenována na počest italského matematika Ernesta Cesàra (1859–1906)
a umožňuje přǐradit součet některým řadám, které jsou v obvyklém smyslu divergentńı. Zároveň plat́ı, že
pokud

∑∞
k=0 ak = s, pak také

lim
n→∞

s0 + · · ·+ sn
n+ 1

= s,

neboli cesàrovský součet konvergentńı řady se shoduje s jej́ım klasickým součtem.7

Cvičeńı 1.4.3. Ukažte, že pro x ̸= k · 2π, k ∈ Z, je řada

sinx+ sin(2x) + sin(3x) + · · ·

cesàrovsky sč́ıtatelná k součtu 1
2cotg

x
2 (přestože je divergentńı v klasickém smyslu).

Návod: Částečný součet sinx+ · · ·+sin(nx) je imaginárńı část́ı součtu eix+ · · ·+einx, což je součet konečné
geometrické posloupnosti.

Cesàrovu sč́ıtaćı metodu zpopularizovalo jej́ı využit́ı v teorii Fourierových řad, kterému se nyńı budeme
věnovat.

Vı́me, že pro 2π-periodickou funkci f : R → C neńı spojitost postačuj́ıćı podmı́nkou k tomu, aby Fourierova
řada konvergovala ve všech bodech k f . Fejérova věta8 tvrd́ı, že pokud mı́sto limity částečných součt̊u
Fourierovy řady

sn(x) =

n∑
k=−n

f̂(k)eikx (1.4.1)

budeme uvažovat limitu jejich pr̊uměr̊u

σn(x) =
s0(x) + · · ·+ sn(x)

n+ 1
, (1.4.2)

7Viz např. Theorem 1 na webu http://mathonline.wikidot.com/the-cesaro-summability-of-a-series.
8Lipót Fejér (1880–1959) byl mad’arský matematik.

http://mathonline.wikidot.com/the-cesaro-summability-of-a-series
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tj. pokud použijeme Cesàrovu sč́ıtaćı metodu, pak plat́ı

lim
n→∞

σn(x) = f(x)

pro každé x ∈ R a tato konvergence je dokonce stejnoměrná.

Z d̊ukazu věty 1.2.4 v́ıme, že částečné součty Fourierovy řady lze vyjádřit ve tvaru

sn(x) =
1

2π

∫ π

−π

f(x− u)Dn(u) du,

kde Dn je Dirichletovo jádro. Pro pr̊uměry částečných součt̊u pak plat́ı

σn(x) =
s0(x) + · · ·+ sn(x)

n+ 1
=

1

2π

∫ π

−π

f(x− u)
D0(u) + · · ·+Dn(u)

n+ 1
du. (1.4.3)

Pro zjednodušeńı zápisu označ́ıme

Kn(u) =
D0(u) + · · ·+Dn(u)

n+ 1
, n ∈ N0, u ∈ R,

a tuto funkci budeme nazývat Fejérovo jádro. Následuj́ıćı lemma shrnuje jeho vlastnosti, které budeme
potřebovat.

Lemma 1.4.4. Fejérovo jádro má následuj́ıćı vlastnosti:

(i) Pro každé n ∈ N0 plat́ı 1
2π

∫ π

−π
Kn(x) dx = 1.

(ii) Je-li n ∈ N0 a x ̸= k · 2π, k ∈ Z, pak

Kn(x) =
1

n+ 1

(
sin n+1

2 x

sin x
2

)2

.

(iii) Pro každé δ ∈ (0, π) je posloupnost funkćı {Kn}∞n=0 na množině [−π,−δ] ∪ [δ, π] stejnoměrně kon-
vergentńı k nulové funkci.

D̊ukaz. Tvrzeńı (i) plyne z definice Fejérova jádra a z toho, že podle lemmatu 1.2.3 pro každé k ∈ N0 plat́ı
1
2π

∫ π

−π
Dk(x) dx = 1. Ze stejného lemmatu v́ıme, že pro n ∈ N0 a x ̸= j · 2π, j ∈ Z, plat́ı

Dn(x) =
sin(n+ 1

2 )x

sin x
2

,

tud́ıž

Kn(x) =
1

n+ 1

sin 1
2x+ sin 3

2x+ · · ·+ sin(n+ 1
2 )x

sin x
2

.

K d̊ukazu tvrzeńı (ii) tedy stač́ı ověřit, že

sin
1

2
x+ sin

3

2
x+ · · ·+ sin(n+

1

2
)x =

(sin n+1
2 x)2

sin x
2

.

Tento úkol přenecháváme čtenáři – stač́ı si všimnout, že levá strana je imaginárńı složkou výrazu

eix/2 + e3ix/2 + · · ·+ ei(n+
1
2 )x,

což je součet konečné geometrické posloupnosti.

Pro d̊ukaz tvrzeńı (iii) si stač́ı uvědomit, že z tvrzeńı (ii) plyne odhad

0 ≤ Kn(x) ≤
1

n+ 1

1(
sin δ

2

)2 , x ∈ [−π,−δ] ∪ [δ, π].
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-π -π

2

π

2
π

1

2

3

4

5

6

1

2

3

4

5

Obrázek 1.5: Fejérovo jádro Kn pro n = 1, . . . , 5

Prvńı část lemmatu 1.4.4 ř́ıká, že pr̊uměrná hodnota Fejérova jádra na intervalu [−π, π] je 1 (stejně jako
pr̊uměrná hodnota Dirichletova jádra). Vzorec z části (ii) jsme využili v d̊ukazu části (iii) a dále jej
nebudeme potřebovat; postač́ı nám skutečnost, že Fejérovo jádro je nezáporné. Část (iii) ř́ıká, že velké
hodnoty Kn se koncentruj́ı pouze v okoĺı 0, viz obr. 1.5.

S těmito poznatky již neńı Fejérova věta překvapivá, nebot’ vid́ıme, že v integrálu
∫ π

−π
f(x− u)Kn(u) du,

který vystupuje ve vztahu (1.4.3), hraj́ı podstatnou roli pouze funkčńı hodnoty f(x−u) pro u bĺızké k nule,
tedy hodnoty bĺızké k f(x).

Věta 1.4.5 (Fejérova věta). Necht’ f : R → C je 2π-periodická funkce splňuj́ıćı
∫ π

−π
|f(x)|dx < ∞

a {σn}∞n=0 je posloupnost funkćı definovaná vztahy (1.4.1)–(1.4.2). Je-li f spojitá v bodě x ∈ R, pak
limn→∞ σn(x) = f(x). Pokud je f spojitá ve všech bodech, pak posloupnost {σn}∞n=0 je stejnoměrně kon-
vergentńı k funkci f .

D̊ukaz. Necht’ x ∈ R je bod, ve kterém je f spojitá. Volme libovolné ε > 0. Pak existuje δ > 0 takové, že

|f(x− u)− f(x)| ≤ ε, u ∈ [−δ, δ].

Podle lemmatu 1.4.4 (iii) existuje n0 ∈ N takové, že

|Kn(u)| ≤ ε, n ≥ n0, u ∈ [−π,−δ] ∪ [δ, π].

S využit́ım vztahu (1.4.3) a lemmatu 1.4.4 (i) dostaneme

|σn(x)− f(x)| =
∣∣∣∣ 12π

∫ π

−π

f(x− u)Kn(u) du− f(x)

∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣ 12π
∫ π

−π

f(x− u)Kn(u) du− f(x)
1

2π

∫ π

−π

Kn(u) du

∣∣∣∣ = 1

2π

∣∣∣∣∫ π

−π

(f(x− u)− f(x))Kn(u) du

∣∣∣∣ ≤
≤ 1

2π

∫ π

−π

|f(x− u)− f(x)| · |Kn(u)|du =

=
1

2π

∫ δ

−δ

|f(x− u)− f(x)| · |Kn(u)|du+
1

2π

∫
[−π,−δ]∪[δ,π]

|f(x− u)− f(x)| · |Kn(u)|du.

V prvńım sč́ıtanci na pravé straně máme |f(x− u)− f(x)| ≤ ε, a proto

1

2π

∫ δ

−δ

|f(x− u)− f(x)| · |Kn(u)|du ≤ ε

2π

∫ δ

−δ

|Kn(u)|du ≤ ε

2π

∫ π

−π

Kn(u) du = ε.



22 KAPITOLA 1. FOURIEROVY ŘADY

Ve druhém sč́ıtanci máme pro n ≥ n0 odhad |Kn(u)| ≤ ε, a proto

1

2π

∫
[−π,−δ]∪[δ,π]

|f(x− u)− f(x)| · |Kn(u)|du ≤ ε

2π

∫
[−π,−δ]∪[δ,π]

(|f(x− u)|+ |f(x)|) du ≤

≤ ε

2π

(∫ π

−π

|f(x− u)|du+ 2π|f(x)|
)

= ε

(
1

2π

∫ π

−π

|f(u)|du+ |f(x)|
)

(posledńı rovnost plyne z 2π-periodicity funkce f). Dokázali jsme tedy, že pro n ≥ n0 plat́ı

|σn(x)− f(x)| ≤ ε

(
1 +

1

2π

∫ π

−π

|f(u)|du+ |f(x)|
)
.

Jelikož x je pevně zvoleno a ε může být libovolně malé, plat́ı limn→∞ σn(x) = f(x).

Je-li f spojitá na R, pak d́ıky periodicitě je omezená, tj. existuje M > 0 takové, že |f(x)| ≤ M pro každé
x ∈ R. Dostáváme tedy odhad

|σn(x)− f(x)| ≤ ε

(
1 +

1

2π

∫ π

−π

|f(u)|du+M

)
, n ≥ n0,

jehož pravá strana nezáviśı na x. T́ım je dokázáno, že {σn}∞n=0 konverguje stejnoměrně k f .

Fejérova věta je zaj́ımavá sama o sobě, ale nav́ıc z ńı plyne věta o aproximaci spojitých 2π-periodických
funkćı trigonometrickými polynomy zmı́něná v části 1.1, kterou jsme zat́ım nedokázali.

Věta 1.4.6. Je-li f : R → C spojitá 2π-periodická funkce, pak pro každé ε > 0 existuje komplexńı
trigonometrický polynom t takový, že |f(x)− t(x)| < ε pro každé x ∈ R. Pokud je f reálná, pak t je reálný
trigonometrický polynom.

D̊ukaz. Podle Fejérovy věty posloupnost {σn}∞n=0 konverguje stejnoměrně k f . Existuje tedy n ∈ N takové,
že |f(x) − σn(x)| < ε pro každé x ∈ R. Nyńı stač́ı volit t = σn a uvědomit si, že se jedná o komplexńı
trigonometrický polynom. To plyne ze skutečnosti, že s0, . . . , sn jsou komplexńı trigonometrické polynomy,
a tedy i jejich pr̊uměr je komplexńı trigonometrický polynom.

Je-li f reálná, pak jsou reálné i částečné součty s0, . . . , sn (viz poznámku 1.1.8), tud́ıž i jejich pr̊uměr
t = σn. Jde tedy o komplexńı trigonometrický polynom, který se shoduje se svou reálnou část́ı, což je
reálný trigonometrický polynom.

1.5 Fourierovy řady v prostorech se skalárńım součinem

Fourierovy řady lze studovat v mnohem obecněǰśım kontextu prostor̊u se skalárńım součinem. Některé
myšlenky se dokonce stávaj́ı pr̊uzračněǰśımi d́ıky geometrické interpretaci.

Definice prostoru se skalárńım součinem nad obecným tělesem je známa z lineárńı algebry. Zde se omeźıme
na prostory se skalárńım součinem nad tělesem R, resp. C. Připomeňme, že v prostoru se skalárńım
součinem lze definovat velikost (normu) libovolného vektoru x předpisem

∥x∥ =
√
x · x.

Pro každé dva vektory x, y plat́ı Cauchyova-Schwarzova nerovnost

|x · y| ≤ ∥x∥∥y∥

a trojúhelńıková nerovnost

∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥.
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Jsou-li x, y kolmé, tj. x · y = 0, pak plat́ı Pythagorova věta

∥x+ y∥2 = ∥x∥2 + ∥y∥2,

kterou lze indukćı zobecnit i na větš́ı počet navzájem kolmých vektor̊u.

Nejjednodušš́ım př́ıkladem prostoru se skalárńım součinem je Rn, kde definujeme

x · y =

n∑
i=1

xiyi,

resp. Cn, kde definujeme

x · y =

n∑
i=1

xiyi,

přičemž v obou př́ıpadech je norma vektoru x dána vzorcem

∥x∥ =
√
x · x =

√√√√ n∑
i=1

|xi|2.

Budou nás zaj́ımat i prostory nekonečné dimenze; jednoduchým př́ıkladem je prostor ℓ2 tvořený všemi
komplexńımi posloupnostmi {xi}∞i=1, pro které plat́ı

∑∞
i=1 |xi|2 < ∞. Skalárńı součin dvou takových po-

sloupnost́ı je definován vzorcem

{xi}∞i=1 · {yi}∞i=1 =

∞∑
i=1

xiyi

(lze dokázat, že řada na pravé straně vždy konverguje) a norma posloupnosti x = {xi}∞i=1 ∈ ℓ2 se poč́ıtá
podle vztahu

∥{xi}∞i=1∥ =
√
x · x =

√√√√ ∞∑
i=1

|xi|2.

Vid́ıme, že jde o analogie vzorc̊u z eukleidovského prostoru.

V daľśım textu budeme ṕısmenem V značit libovolný vektorový prostor se skalárńım součinem.

Definice 1.5.1. Množina M ⊂ V se nazývá ortogonálńı, pokud pro každé dva r̊uzné vektory x, y ∈ M
plat́ı x ·y = 0. Pokud nav́ıc ∥x∥ = 1 pro každý vektor x ∈ M , pak hovoř́ıme o ortonormálńı množině (resp.
ortonormálńım systému).

Definice 1.5.2. Ortonormálńı množina M ⊂ V se nazývá úplná, pokud neexistuje nenulový vektor x ∈ V
splňuj́ıćı x · y = 0 pro všechna y ∈ M .

K úplné ortonormálńı množině tedy nelze přidat daľśı vektor tak, aby výsledná množina byla stále orto-
normálńı. Jiný zp̊usob, jak zformulovat definici, je následuj́ıćı: Pokud vektor x ∈ V splňuje x · y = 0 pro
všechna y ∈ M , pak x = 0.

Přenecháváme čtenáři k rozmyšleńı, že pokud V je prostor konečné dimenze, pak úplné ortonormálńı
množiny jsou právě všechny ortonormálńı báze. Uved’me př́ıklad úplné ortonormálńı množiny v prostoru
nekonečné dimenze.

Př́ıklad 1.5.3. Uvažujme prostor posloupnost́ı ℓ2. Necht’ ei je posloupnost, jej́ıž i-tý člen je 1 a všechny
ostatńı členy jsou nulové. Pak M = {ei : i ∈ N} je ortonormálńı množina, která je úplná. Skutečně, pokud
x ∈ ℓ2 a pro každé i ∈ N plat́ı x · ei = 0, pak z definice skalárńıho součinu v ℓ2 vyplývá xi = 0 pro každé
i ∈ N, čili x = 0. Za zmı́nku stoj́ı fakt, že M neńı báze V , protože např. posloupnost (1, 1

2 ,
1
3 ,

1
4 , . . .) ∈ ℓ2

nelze vyjádřit jako lineárńı kombinaci vektor̊u z M .
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Připomeňme známou skutečnost z lineárńı algebry: Pokud V má konečnou dimenzi a M = {φ1, . . . , φn}
je jeho ortonormálńı báze, pak pro každý vektor x ∈ V existuj́ı koeficienty c1, . . . , cn takové, že

x =

n∑
i=1

ciφi.

Násob́ıme-li obě strany rovnosti skalárně vektorem φj , kde j ∈ {1, . . . , n}, pak d́ıky ortonormalitě dosta-
neme x · φj = cj . T́ım pádem pro každý vektor x ∈ V plat́ı

x =

n∑
i=1

(x · φi)φi.

Jaká je situace v prostorech nekonečné dimenze? Pokud M = {φi : i ∈ N} je úplná ortonormálńı množina
v prostoru V , plat́ı vztah

x =

∞∑
i=1

(x · φi)φi (1.5.1)

pro každé x ∈ V ? V prvńı řadě je třeba vyjasnit význam symbolu na pravé straně, nebot’ jde o součet
nekonečně mnoha vektor̊u. Čtenáře asi nepřekvaṕı, že nejprve definujeme limitu posloupnosti vektor̊u,
a poté zavedeme součet nekonečné řady jako limitu částečných součt̊u.

Definice 1.5.4. Pokud x ∈ V a xi ∈ V pro každé i ∈ N, pak zápis limn→∞ xn = x znamená

lim
n→∞

∥xn − x∥ = 0

a zápis
∑∞

i=1 xi = x znamená limn→∞
∑n

i=1 xi = x, čili

lim
n→∞

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

xi − x

∥∥∥∥∥ = 0.

Pro posloupnosti vektor̊u zavedeme ještě jeden pojem známý z klasické analýzy.

Definice 1.5.5. Pokud xi ∈ V pro každé i ∈ N, pak řekneme, že posloupnost {xi}∞i=1 je cauchyovská,
pokud pro každé ε > 0 existuje i0 ∈ N takové, že pro všechna i, j ≥ i0 plat́ı ∥xi − xj∥ < ε.

Stejným zp̊usobem jako v R se dokáže, že každá posloupnost vektor̊u, která má limitu, je cauchyovská.
Obrácená implikace však obecně neplat́ı.

Definice 1.5.6. Řekneme, že prostor V je úplný, pokud každá cauchyovská posloupnost vektor̊u z V má
limitu.

Z klasické analýzy je známo, že Rn a Cn jsou úplné prostory. Prostor ℓ2 je rovněž úplný.

Ještě než zodpov́ıme otázku, zda v prostorech nekonečné dimenze plat́ı vztah (1.5.1), ukažme si geometrický
význam součt̊u

∑n
i=1(x · φi)φi, kde M = {φ1, . . . , φn} ⊂ V je libovolná (ne nutně úplná) ortonormálńı

množina a V je prostor konečné či nekonečné dimenze. Opět jde o opakováńı z lineárńı algebry.

Věta 1.5.7 (o nejlepš́ı aproximaci). Necht’ M = {φ1, . . . , φn} ⊂ V je ortonormálńı množina a W je
lineárńı obal M . Pak plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı:

(i) Pro každý vektor x ∈ V je
∑n

i=1(x · φi)φi ∈ W , x−
∑n

i=1(x · φi)φi ∈ W⊥.

(ii) Pro každou dvojici vektor̊u x ∈ V , w ∈ W plat́ı∥∥∥∥∥x−
n∑

i=1

(x · φi)φi

∥∥∥∥∥ ≤ ∥x− w∥,

přičemž rovnost nastává jen pro w =
∑n

i=1(x · φi)φi.
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(iii) Pro každý vektor x ∈ V plat́ı

∥x∥2 ≥
n∑

i=1

|x · φi|2.

D̊ukaz. (i) Vztah
∑n

i=1(x · φi)φi ∈ W je zřejmý z definice lineárńıho obalu. Pro každé j ∈ {1, . . . , n} d́ıky
ortonormalitě M plat́ı(

x−
n∑

i=1

(x · φi)φi

)
· φj = x · φj −

n∑
i=1

(x · φi)(φi · φj) = x · φj − x · φj = 0,

a proto x−
∑n

i=1(x · φi)φi ∈ W⊥.

(ii) Pro každou dvojici vektor̊u x ∈ V , w ∈ W plat́ı

x− w =

(
x−

n∑
i=1

(x · φi)φi

)
+

(
n∑

i=1

(x · φi)φi − w

)
.

Na pravé straně máme součet dvou kolmých vektor̊u, nebot’ prvńı sč́ıtanec lež́ı ve W⊥ a druhý ve W .
Z Pythagorovy věty dostáváme

∥x− w∥2 =

∥∥∥∥∥x−
n∑

i=1

(x · φi)φi

∥∥∥∥∥
2

+

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

(x · φi)φi − w

∥∥∥∥∥
2

≥

∥∥∥∥∥x−
n∑

i=1

(x · φi)φi

∥∥∥∥∥
2

,

přičemž rovnost nastává, právě když w =
∑n

i=1(x · φi)φi.

(iii) Pro každý vektor x ∈ V plat́ı

x =

(
x−

n∑
i=1

(x · φi)φi

)
+

n∑
i=1

(x · φi)φi.

Na pravé straně máme opět součet dvou kolmých vektor̊u, nebot’ prvńı sč́ıtanec lež́ı ve W⊥ a druhý ve W .
Použijeme-li dvakrát po sobě Pythagorovu větu, dostaneme

∥x∥2 =

∥∥∥∥∥x−
n∑

i=1

(x · φi)φi

∥∥∥∥∥
2

+

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

(x · φi)φi

∥∥∥∥∥
2

≥

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

(x · φi)φi

∥∥∥∥∥
2

=

n∑
i=1

|x · φi|2.

0

x

n∑
i=1

(x · ϕi)ϕi

W

Obrázek 1.6: Geometrický význam věty 1.5.7

Věta 1.5.7 má jednoduchou geometrickou interpretaci: Ř́ıká, že
∑n

i=1(x · φi)φi je prvek podprostoru W ,
který minimalizuje vzdálenost od x, neboli kolmý pr̊umět x do W , viz obr. 1.6. Nav́ıc délka tohoto kolmého
pr̊umětu je menš́ı nebo rovna délce x. Tento výsledek plat́ı i v př́ıpadě, kdy M má nekonečně mnoho prvk̊u,
a nazývá se Besselova nerovnost.

Důsledek 1.5.8 (Besselova nerovnost). Pokud M = {φi : i ∈ N} je ortonormálńı množina v prostoru V ,
pak pro každý vektor x ∈ V plat́ı

∥x∥2 ≥
∞∑
i=1

|x · φi|2.

D̊ukaz. Stač́ı použ́ıt třet́ı část věty 1.5.7 a provést limitńı přechod n → ∞.
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I když se může zdát, že dosavadńı výklad nemá nic společného s Fourierovými řadami z část́ı 1.1 až 1.4,
brzy uvid́ıme, že tyto řady představuj́ı speciálńı př́ıpad následuj́ıćı definice.

Definice 1.5.9. Necht’ M = {φi : i ∈ N} je ortonormálńı množina v prostoru V . Pak pro každý vektor
x ∈ V se řada

∞∑
i=1

(x · φi)φi

nazývá Fourierovou řadou x vzhledem k M a č́ısla x · φi, i ∈ N, se nazývaj́ı Fourierovými koeficienty
vektoru x vzhledem k M .

Dř́ıve položenou otázku tedy můžeme přeformulovat následuj́ıćım zp̊usobem: Máme-li úplnou ortonormálńı
množinu v prostoru nekonečné dimenze, je každý vektor součtem své Fourierovy řady? Odpověd’ dává
následuj́ıćı věta.

Věta 1.5.10. Necht’ V je úplný prostor a M = {φi : i ∈ N} ⊂ V je ortonormálńı množina. Pak jsou
následuj́ıćı podmı́nky ekvivalentńı:

(i) Ortonormálńı množina M je úplná.

(ii) Pro každý vektor x ∈ V plat́ı x =
∑∞

i=1(x · φi)φi.

(iii) Pro každý vektor x ∈ V plat́ı ∥x∥2 =
∑∞

i=1 |x · φi|2.

D̊ukaz. Pro d̊ukaz implikace (i)⇒(ii) potřebujeme ukázat, že částečné součty

sk =

k∑
i=1

(x · φi)φi, k ∈ N, (1.5.2)

maj́ı limitu. Vzhledem k úplnosti V stač́ı ověřit, že posloupnost {sk}∞k=1 je cauchyovská. Pokud k > l, pak
plat́ı

sk − sl =

k∑
i=l+1

(x · φi)φi,

a tedy podle Pythagorovy věty

∥sk − sl∥2 =

k∑
i=l+1

|x · φi|2. (1.5.3)

Z Besselovy nerovnosti (d̊usledek 1.5.8) plyne, že řada
∑∞

i=1 |x ·φi|2 má konečný součet. Dále z Bolzanovy-
Cauchyovy podmı́nky pro konvergenci nekonečných řad dostáváme, že pro každé ε > 0 existuje k0 ∈ N
takové, že pro všechna k, l ≥ k0 splňuj́ıćı k > l plat́ı

k∑
i=l+1

|x · φi|2 < ε2.

S ohledem na vztah (1.5.3) to znamená, že ∥sk − sl∥ < ε, tj. {sk}∞k=1 je cauchyovská. Tud́ıž existuje limita

lim
k→∞

sk = y ∈ V

a zbývá dokázat, že y = x. Ukažme nejprve, že x a y maj́ı stejné Fourierovy koeficienty. Vezměme libovolné
j ∈ N. Z definice sk a ortonormality plyne, že pro všechna k ≥ j plat́ı sk · φj = x · φj , tud́ıž

y · φj − x · φj = y · φj − sk · φj = (y − sk) · φj .

Z Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti źıskáme odhad

|y · φj − x · φj | ≤ ∥y − sk∥∥φj∥ = ∥y − sk∥.
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Pravá strana pro k → ∞ konverguje k nule, a proto y · φj = x · φj , což jsme chtěli dokázat. Z rovnosti
(y − x) · φj = 0 pro každé j ∈ N ovšem plyne y − x = 0, nebot’ M je úplná ortonormálńı množina.

K d̊ukazu implikace (ii)⇒(iii) opět uvažujme částečné součty (1.5.2). Pro každé k ∈ N plyne z trojúhelńıkové
nerovnosti odhad

|∥x∥ − ∥sk∥| ≤ ∥x− sk∥.

Jelikož pravá strana podle předpokladu konverguje pro k → ∞ k nule, plat́ı totéž i o levé straně a dostáváme

∥x∥ = lim
k→∞

∥sk∥.

Výpočet dokonč́ıme použit́ım Pythagorovy věty:

∥x∥2 = lim
k→∞

∥sk∥2 = lim
k→∞

k∑
i=1

|x · φi|2 =

∞∑
i=1

|x · φi|2.

Zbývaj́ıćı implikace (iii)⇒(i) je triviálńı: Pokud vektor x ∈ V splňuje x ·φi = 0 pro každé i ∈ N, pak podle
tvrzeńı (iii) plat́ı ∥x∥ = 0, a tedy x = 0.

Třet́ı část právě dokázané věty ř́ıká, že pro úplné ortonormálńı množiny přecháźı Besselova nerovnost
v rovnost; nazývá se Parsevalova rovnost.9

1.6 Fourierovy řady v prostoru L2

Ukážeme, že klasické Fourierovy řady studované v částech 1.1 až 1.4 představuj́ı speciálńı př́ıpad Fourie-
rových řad v prostorech se skalárńım součinem, kde za prostor V zvoĺıme prostor funkćı L2([−π, π]).

Nejprve připomeňme, že pro každé p ∈ [1,∞) je norma funkce f ∈ Lp([a, b]) definována předpisem

∥f∥p =

(∫ b

a

|f |p
)1/p

.

Pro p = 2 nav́ıc definujeme skalárńı součin funkćı f, g ∈ L2([a, b]) předpisem

f · g =

∫ b

a

f(x)g(x) dx.

Všimněme si, že pro f ∈ L2([a, b]) plat́ı

∥f∥2 =

√∫ b

a

|f |2 =
√
f · f,

tj. definice normy ∥ · ∥2 na L2([a, b]) odpov́ıdá normě źıskané ze skalárńıho součinu.

Z teorie Lebesgueova integrálu v́ıme, že prostor L2([a, b]) je úplný ve smyslu definice 1.5.6.

Zaměř́ıme se na př́ıpad [a, b] = [−π, π], tj. na prostor V = L2([−π, π]). Tvrd́ıme, že množina funkćı

M̃ = {einx : n ∈ Z}

je ortogonálńı podmnožinou V . Skutečně, každé dva r̊uzné prvky této množiny jsou kolmé, nebot’ již
v d̊ukazu věty 1.1.6 jsme vypoč́ıtali, že pro m,n ∈ Z plat́ı∫ π

−π

eimxe−inx dx =

∫ π

−π

ei(m−n)x dx =

{
0 pro m ̸= n,

2π pro m = n.

9Marc-Antoine Parseval (1755–1836) byl francouzský matematik.
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Zároveň vid́ıme, že norma libovolného prvku M̃ je
√
2π, takže množina funkćı

M =

{
einx√
2π

: n ∈ Z
}

je ortonormálńı podmnožinou V . Použijme označeńı z části 1.4 a pǐsme

M = {φn : n ∈ Z},

kde φn znač́ı funkci x 7→ einx
√
2π

. Skutečnost, že jako indexy použ́ıváme celá č́ısla mı́sto přirozených, nehraje

roli – celých č́ısel je spočetně mnoho a mohli bychom tedy prvky M oč́ıslovat přirozenými č́ısly, avšak na
úkor přehlednosti.

Jak vypadaj́ı Fourierovy koeficienty a Fourierova řada libovolné funkce f ∈ V vzhledem k ortonormálńı
množině M? Dosazeńım do definice 1.5.9 máme

f · φn =

∫ π

−π

f(x)
e−inx

√
2π

dx =
√
2πf̂(n), n ∈ Z,

tud́ıž ∑
n∈Z

(f · φn)φn =
∑
n∈Z

√
2πf̂(n)

einx√
2π

=
∑
n∈Z

f̂(n)einx.

Vid́ıme, že Fourierova řada z definice 1.5.9 se v tomto př́ıpadě shoduje s klasickou Fourierovou řadou
zavedenou v definici 1.1.7 a Fourierovy koeficienty se lǐśı jen o multiplikativńı konstantu.

Jaké poznatky o klasických Fourierových řadách plynou z výsledk̊u źıskaných v části 1.5? Jako speciálńı
př́ıpad Besselovy nerovnosti z d̊usledku 1.5.8 dostáváme, že pro každou funkci f ∈ L2([−π, π]) plat́ı∫ π

−π

|f(x)|2 dx = ∥f∥22 ≥
∑
n∈Z

|f · φn|2 =
∑
n∈Z

2π|f̂(n)|2,

neboli po úpravě
1

2π

∫ π

−π

|f(x)|2 dx ≥
∑
n∈Z

|f̂(n)|2.

Pokud bychom dokázali, že M je úplná ortonormálńı množina, pak podle věty 1.5.10 přejde Besselova
nerovnost v Parsevalovu rovnost

1

2π

∫ π

−π

|f(x)|2 dx =
∑
n∈Z

|f̂(n)|2.

Mı́sto úplnosti M stač́ı podle věty 1.5.10 dokázat, že pro každou funkci f ∈ L2([−π, π]) plat́ı

f =
∑
n∈Z

(f · φn)φn.

Tuto rovnost je potřeba chápat podle definice 1.5.4; neznač́ı tedy bodovou konvergenci Fourierovy řady
k funkci f , ale jde o platnost vztahu

lim
k→∞

∥∥∥∥∥f −
k∑

n=−k

(f · φn)φn

∥∥∥∥∥
2

= 0. (1.6.1)

K d̊ukazu potřebujeme některé poznatky z teorie Lebesgueova integrálu. Z teorie mı́ry v́ıme, že měřitelné
množiny lze zvněǰsku dobře aproximovat otevřenými množinami. Následuj́ıćı lemma ř́ıká, že k aproximaci
zevnitř lze použ́ıt uzavřené množiny.

Lemma 1.6.1. Pokud A ⊂ Rn je měřitelná množina a ε > 0, pak existuje uzavřená množina F ⊂ A
splňuj́ıćı λ(A \ F ) < ε.
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D̊ukaz. Množina Rn \A je měřitelná, existuje tedy otevřená množina G ⊂ Rn obsahuj́ıćı Rn \A taková, že
λ(G\(Rn \A)) < ε. Množina F = Rn \G je uzavřená, je obsažena v A a plat́ı A\F = A∩G = G\(Rn \A),
tedy λ(A \ F ) < ε.

Následuj́ıćı kĺıčová věta ř́ıká, že funkce z Lp lze aproximovat spojitými funkcemi.

Věta 1.6.2. Pro každou funkci f ∈ Lp([a, b]) a pro každé ε > 0 existuje spojitá funkce g : [a, b] → C
taková, že ∥f − g∥p < ε. Funkci g lze nav́ıc volit tak, aby platilo g(a) = g(b).

D̊ukaz. Platnost věty stač́ı dokázat pro reálnou funkci f ; komplexńı funkci lze rozložit na reálnou a ima-
ginárńı část a na každou z nich aplikovat dokázané tvrzeńı. Existenci spojité funkce g splňuj́ıćı ∥f−g∥p < ε
dokážeme v pěti kroćıch. Postupně budeme uvažovat př́ıpady, kdy f je charakteristická funkce uzavřené
množiny, charakteristická funkce měřitelné množiny, jednoduchá měřitelná nezáporná funkce, nezáporná
funkce z Lp([a, b]) a nakonec obecná funkce z Lp([a, b]). V závěru pak ukážeme, jak lze zaručit platnost
vztahu g(a) = g(b).

1) Necht’ F ⊂ [a, b] je neprázná uzavřená množina a f = χF je jej́ı charakteristická funkce. Pro každé
x ∈ R definujme vzdálenost bodu x od množiny F předpisem d(x) = miny∈F |x − y| (minimum existuje,
nebot’ jde o extrém spojité funkce na kompaktńı množině). S využit́ım trojúhelńıkové nerovnosti neńı těžké
ukázat, že |d(x1)− d(x2)| ≤ |x1 − x2|, a tud́ıž d je spojitá funkce.

Uvažujme posloupnost funkćı gn : R → R definovaných předpisem

gn(x) =
1

1 + nd(x)
, n ∈ N, x ∈ R.

Tyto funkce jsou spojité a pro každé x ∈ R plat́ı limn→∞ gn(x) = χF (x) = f(x); pokud totiž x ∈ F , pak
d(x) = 0 a gn(x) = 1, zat́ımco pro x /∈ F je d(x) > 0 a jmenovatel zlomku v definici gn(x) pro n → ∞
roste nade všechny meze.

Funkce f i gn jsou omezené, tedy |f − gn|p je omezená a podle Lebesgueovy věty plat́ı

lim
n→∞

∫ b

a

|f − gn|p =

∫ b

a

lim
n→∞

|f − gn|p = 0.

Z definice normy v Lp([a, b]) plyne limn→∞ ∥f − gn∥p = 0. K danému ε > 0 tedy stač́ı naj́ıt n takové, že
∥f − gn∥p < ε, a položit g = gn.

2) Necht’ A ⊂ [a, b] je měřitelná množina a f = χA je jej́ı charakteristická funkce. Z lemmatu 1.6.1 v́ıme,
že existuje uzavřená množina B ⊂ A taková, λ(A \B) < (ε/2)p. Pro jej́ı charakteristickou funkci pak plat́ı

∥f − χB∥p = ∥χA\B∥p =

(∫ b

a

|χA\B |p
)1/p

=

(∫ b

a

χA\B

)1/p

= λ(A \B)1/p < ε/2.

Podle předchoźı části d̊ukazu existuje spojitá funkce g : [a, b] → R taková, že ∥χB−g∥p < ε/2. V kombinaci
s předchoźım odhadem tedy plat́ı ∥f − g∥p ≤ ∥f − χB∥p + ∥χB − g∥p < ε.

3) Necht’ f je jednoduchá měřitelná nezáporná funkce, která je nulová vně [a, b]. Pak f =
∑n

i=1 aiχAi ,
kde Ai ⊂ [a, b] jsou měřitelné množiny a ai jsou nezáporná č́ısla. Bez újmy na obecnosti lze předpokládat,
že žádné ai neńı nulové (jinak vynecháme př́ıslušný sč́ıtanec). Pro každé i ∈ {1, . . . , n} existuje podle
předchoźı části d̊ukazu spojitá funkce gi : [a, b] → R taková, že ∥χAi

− gi∥p < ε
nai

. Funkce g =
∑n

i=1 aigi
je spojitá a plat́ı

∥f − g∥p =

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

ai(χAi
− gi)

∥∥∥∥∥
p

≤
n∑

i=1

ai∥χAi
− gi∥p ≤

n∑
i=1

ai
ε

nai
= ε.

4) Necht’ f ∈ Lp([a, b]) je nezáporná. Pak existuje neklesaj́ıćı posloupnost nezáporných jednoduchých
měřitelných funkćı {fn}∞n=1, které jsou nulové vně [a, b] a konverguj́ı k f . Plat́ı 0 ≤ fn ≤ f , tud́ıž |f−fn| ≤ f
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a bb− δ

min g̃

max g̃

M
g̃ g

Obrázek 1.7: Konstrukce funkce g splňuj́ıćı g(a) = g(b)

a |f − fn|p ≤ fp. Z Lebesgueovy věty dostáváme

lim
n→∞

∫ b

a

|f − fn|p =

∫ b

a

lim
n→∞

|f − fn|p = 0.

Z definice normy v Lp([a, b]) plyne limn→∞ ∥f − fn∥p = 0. Najdeme n ∈ N takové, že ∥f − fn∥p < ε/2.
Podle předchoźı části d̊ukazu existuje spojitá funkce g : [a, b] → R taková, že ∥fn − g∥p < ε/2. Celkem
tedy plat́ı ∥f − g∥p ≤ ∥f − fn∥p + ∥fn − g∥p < ε.

5) Necht’ f ∈ Lp([a, b]). Pak f = f+−f−, kde 0 ≤ f+ ≤ |f |, 0 ≤ f− ≤ |f |, tj. f+, f− jsou nezáporné funkce
z Lp([a, b]). Vezmeme spojité funkce g1, g2 : [a, b] → R takové, že ∥f+ − g1∥p < ε/2, ∥f− − g2∥p < ε/2.
Funkce g = g1 − g2 je spojitá a splňuje ∥f − g∥p ≤ ∥f+ − g1∥p + ∥f− − g2∥p < ε.

Zbývá zd̊uvodnit, proč lze funkci g volit tak, aby platilo g(a) = g(b). Podle páté části d̊ukazu existuje
spojitá a tud́ıž omezená funkce g̃ : [a, b] → R taková, že ∥f − g̃∥p < ε/2. Položme M = max g̃ −min g̃.

Hledanou funkci g zkonstruujeme tak, že zvoĺıme dostatečně malé δ > 0, polož́ıme g(x) = g̃(x) pro
x ∈ [a, b − δ] a na intervalu (b − δ, b] definujeme g tak, aby se jednalo o lineárńı funkci, která v bodě b
nabývá hodnoty g(a); viz obr. 1.7. Pak plat́ı |g(x)− g̃(x)| ≤ M pro všechna x ∈ [b− δ, b], a tud́ıž

∥g − g̃∥p =

(∫ b

b−δ

|g − g̃|p
)1/p

≤ (δMp)1/p.

Pokud jsme zvolili δ > 0 tak, že (δMp)1/p < ε/2, pak plat́ı ∥f − g∥p ≤ ∥f − g̃∥p + ∥g̃ − g∥p < ε.

Nyńı můžeme přikročit k d̊ukazu vztahu (1.6.1).

Věta 1.6.3. Necht’ f ∈ L2([−π, π]). Pak plat́ı limk→∞ ∥f − sk∥2 = 0, kde sk =
∑k

n=−k(f · φn)φn.

D̊ukaz. Volme libovolné ε > 0. Podle věty 1.6.2 existuje spojitá funkce g : [−π, π] → C splňuj́ıćı ∥f−g∥2 < ε
a g(−π) = g(π). Tuto funkci lze rozš́ı̌rit na spojitou 2π-periodickou funkci g definovanou na R. Podle věty
1.1.4 (viz též větu 1.4.6) existuje komplexńı trigonometrický polynom

t(x) =

m∑
n=−m

cne
inx

takový, že |g(x)− t(x)| < ε pro každé x ∈ R. Pro normu rozd́ılu g − t v prostoru L2([−π, π]) tedy plat́ı

∥g − t∥2 =

(∫ π

−π

|g(x)− t(x)|2 dx
)1/2

≤
(∫ π

−π

ε2 dx

)1/2

=
(
2πε2

)1/2
=

√
2πε.

Trigonometrický polynom t lze rovněž vyjádřit ve tvaru

t =

m∑
n=−m

dnφn,
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kde dn =
√
2πcn. Pokud k ≥ m, pak t lež́ı v lineárńım obalu množiny {φ−k, . . . , φk} a podle věty 1.5.7

o nejlepš́ı aproximaci plat́ı

∥f − sk∥2 =

∥∥∥∥∥f −
k∑

n=−k

(f · φn)φn

∥∥∥∥∥
2

≤ ∥f − t∥2 ≤ ∥f − g∥2 + ∥g − t∥2 < ε+
√
2πε = ε(1 +

√
2π).

T́ım je dokázáno, že limk→∞ ∥f − sk∥2 = 0.

Z věty 1.5.10 okamžitě dostáváme následuj́ıćı d̊usledek.

Důsledek 1.6.4. Množina M =
{

einx
√
2π

: n ∈ Z
}

je úplná ortonormálńı podmnožina prostoru L2([−π, π])

a pro každou funkci f ∈ L2([−π, π]) plat́ı Parsevalova rovnost

1

2π

∫ π

−π

|f(x)|2 dx =
∑
n∈Z

|f̂(n)|2. (1.6.2)

Poznámka 1.6.5. Máme-li reálnou funkci f : [−π, π] → R, pak můžeme Parsevalovu rovnost vyjádřit i po-

moćı reálných Fourierových koeficient̊u an, bn. Pokud označ́ıme cn = f̂(n), pak v́ıme (viz poznámku 1.1.9),
že plat́ı

c0 =
a0
2
, cn =

an − ibn
2

, c−n =
an + ibn

2
, n ∈ N.

Odtud plyne

|c0|2 =
a20
4
, |cn|2 =

1

4
(a2n + b2n), |c−n|2 =

1

4
(a2n + b2n), n ∈ N.

Dosazeńım do vztahu (1.6.2) źıskáme

1

2π

∫ π

−π

f(x)2 dx =
a20
4

+
1

2

∞∑
n=1

(a2n + b2n)

a po úpravě

1

π

∫ π

−π

f(x)2 dx =
a20
2

+

∞∑
n=1

(a2n + b2n), (1.6.3)

což je varianta Parsevalovy rovnosti pro reálné funkce f ∈ L2([−π, π]).

1.7 Př́ıklady a cvičeńı

Máme-li funkci f ∈ L2([−π, π]), naṕı̌seme pro ni Parsevalovu rovnost a vypočteme integrál, který v ńı
vystupuje, źıskáme součet jisté č́ıselné řady sestavené z druhých mocnin Fourierových koeficient̊u. T́ımto
zp̊usobem lze seč́ıst některé zaj́ımavé nekonečné řady.

Př́ıklad 1.7.1. Z př́ıkladu 1.3.3 v́ıme, že funkce f(x) = x, x ∈ [−π, π], má reálné Fourierovy koeficienty

an = 0, n ∈ N0, bn =
2

n
(−1)n+1, n ∈ N.

Dosazeńım do reálné Parsevalovy rovnosti (1.6.3) obdrž́ıme

1

π

∫ π

−π

x2 dx =

∞∑
n=1

4

n2
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a po úpravě źıskáme součet řady10

∞∑
n=1

1

n2
=

1

4π

∫ π

−π

x2 dx =
1

2π

∫ π

0

x2 dx =
1

2π

[
x3

3

]π
0

=
π2

6
.

Ke stejnému výsledku bychom samozřejmě dospěli i dosazeńım komplexńıch Fourierových koeficient̊u
z př́ıkladu 1.3.6 do komplexńı Parsevalovy rovnosti (1.6.2).

Př́ıklad 1.7.2. Z př́ıkladu 1.3.1 v́ıme, že funkce f(x) = |x|, x ∈ [−π, π], má reálné Fourierovy koeficienty

a0 = π, a2k = 0 pro k ∈ N, a2k+1 =
−4

π(2k + 1)2
pro k ∈ N0, bn = 0 pro n ∈ N.

Dosazeńım do reálné Parsevalovy rovnosti (1.6.3) obdrž́ıme

1

π

∫ π

−π

x2 dx =
π2

2
+

∞∑
k=0

16

π2(2k + 1)4

a po úpravě źıskáme součet čtvrtých mocnin převrácených hodnot lichých č́ısel:

∞∑
k=0

1

(2k + 1)4
=

π2

16

(
2

π

∫ π

0

x2 dx− π2

2

)
=

π

8

[
x3

3

]π
0

− π4

32
=

π4

24
− π4

32
=

π4

96
.

Cvičeńı 1.7.3. Zjistěte, jakou řadu lze seč́ıst pomoćı Parsevalovy rovnosti pro funkci

f(x) = x2, x ∈ [−π, π]

(využijte výsledek cvičeńı 1.3.4).

Cvičeńı 1.7.4. Zjistěte, jakou řadu lze seč́ıst pomoćı Parsevalovy rovnosti pro funkci

f(x) = sgn x, x ∈ [−π, π]

(využijte výsledek cvičeńı 1.3.5).

1.8 Fourierovy řady na obecném intervalu

Doposud jsme studovali 2π-periodické funkce, resp. jejich restrikce na interval [−π, π]. Rozv́ıjeli jsme je do
Fourierových řad sestavených z nejjednodušš́ıch periodických funkćı: konstantńı funkce, funkćı x 7→ sin(nx)
a x 7→ cos(nx), kde n ∈ N (nebo ekvivalentně x 7→ einx, n ∈ Z).

Pokud bychom chtěli studovat l-periodické funkce, nab́ızej́ı se jako základńı stavebńı kameny
”
přeškálované“

funkce x 7→ sin( 2πl nx) a x 7→ cos( 2πl nx), kde n ∈ N (nebo ekvivalentně x 7→ e2πinx/l, n ∈ Z), které jsou
l-periodické. Ukažme, jak se změńı základńı výsledky, které jsme odvodili v předchoźıch částech textu.

Necht’ je dána funkce f ∈ L1([a, b]), kde l = b− a. Jej́ı komplexńı Fourierova řada má tvar

F (x) =

∞∑
n=−∞

cne
2πinx/l,

přičemž komplexńı Fourierovy koeficienty jsou dány vztahem

cn =
1

l

∫ b

a

f(x)e−2πinx/l dx, n ∈ Z.

10Nalezeńı hodnoty tohoto součtu je známo jako basilejský problém, který roku 1734 vyřešil Leonhard Euler. Jiný zp̊usob,
jak dospět k řešeńı, byl naznačen ve cvičeńı 1.3.4.
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Pokud nav́ıc f ∈ L2([a, b]), pak plat́ı Parsevalova rovnost ve tvaru

1

l

∫ b

a

|f(x)|2 dx =
∑
n∈Z

|f̂(n)|2.

Reálná Fourierova řada reálné funkce f ∈ L1([a, b]) má tvar

F (x) =
a0
2

+

∞∑
n=1

(
an cos

(
2π

l
nx

)
+ bn sin

(
2π

l
nx

))
,

přičemž reálné Fourierovy koeficienty se poč́ıtaj́ı podle vztah̊u

an =
2

l

∫ b

a

f(x) cos

(
2π

l
nx

)
dx, n ∈ N0, (1.8.1)

bn =
2

l

∫ b

a

f(x) sin

(
2π

l
nx

)
dx, n ∈ N. (1.8.2)

Pro reálnou funkci f ∈ L2([a, b]) plat́ı Parsevalova rovnost ve tvaru

2

l

∫ b

a

f(x)2 dx =
a20
2

+

∞∑
n=1

(a2n + b2n).

K vyšetřeńı konvergence komplexńı i reálné Fourierovy řady lze použ́ıt analogie věty 1.2.4 a d̊usledku 1.2.5,
přičemž stač́ı nahradit interval [−π, π] intervalem [a, b].

Čtenáři by nemělo činit pot́ıže rozmyslet si, jak doj́ıt k těmto výsledk̊um na základě jednoduchých mo-
difikaćı úvah z předchoźıch část́ı textu. Pro úplnost ještě poznamenejme, že ortonormálńı množinu M
z části 1.6 je v obecném př́ıpadě potřeba nahradit množinou

M =

{
einx√

l
: n ∈ Z

}
,

která je ortonormálńı v L2([a, b]).

Př́ıklad 1.8.1. Najdeme reálnou Fourierovu řadu funkce

f(x) = x, x ∈ [0, 2π],

a vyšetř́ıme jej́ı konvergenci. Doporučujeme čtenáři, aby srovnal výpočet s př́ıkladem 1.3.3, kde byla stejná
funkce zadána na intervalu [−π, π].

Použijeme vztahy (1.8.1) a (1.8.2), do kterých dosad́ıme l = 2π. Skutečnost, že f je lichá, nám tentokrát
při výpočtu Fourierových koeficient̊u nepomůže, nebot’ integrujeme přes interval [0, 2π]:

a0 =
1

π

∫ 2π

0

xdx =
1

π

[
x2

2

]2π
0

= 2π,

an =
1

π

∫ 2π

0

x cos(nx) dx =
1

π

([
x sin(nx)

n

]2π
0

−
∫ 2π

0

sin(nx)

n
dx

)
=

1

π

[
cos(nx)

n2

]2π
0

= 0,

bn =
1

π

∫ 2π

0

x sin(nx) dx =
1

π

([
−x cos(nx)

n

]2π
0

+

∫ 2π

0

cos(nx)

n
dx

)
=

1

π

(
−2π

n
+

[
sin(nx)

n2

]2π
0

)
= − 2

n
.

Dostáváme tedy Fourierovu řadu

F (x) = π +

∞∑
n=1

−2

n
sin(nx).



34 KAPITOLA 1. FOURIEROVY ŘADY

K vyšetřeńı konvergence použijeme modifikaci d̊usledku 1.2.5 pro interval [0, 2π]. Protože f je po částech
diferencovatelná a spojitá na [0, 2π], dostáváme F (x) = f(x) pro všechna x ∈ (0, 2π) a dále

F (0) = F (2π) =
f(0) + f(2π)

2
=

0 + 2π

2
= π.

Chováńı Fourierovy řady na zbytku reálné osy je zřejmé z toho, že F je 2π-periodická. Jej́ı graf je na
obr. 1.8.

-5π -4π -3π -2π -π π 2π 3π 4π 5π

π

Obrázek 1.8: Fourierova řada funkce f(x) = x, x ∈ [0, 2π]

Cvičeńı 1.8.2. Najděte reálnou Fourierovu řadu funkce

f(x) = cosx, x ∈ [−π/2, π/2],

a vyšetřete jej́ı konvergenci. Pomoćı Parsevalovy rovnosti źıskejte součet řady
∑∞

n=1
1

(4n2−1)2 .

Návod: Pro všechna a, b ∈ R plat́ı

cos a · cos b = 1

2
(cos(a+ b) + cos(a− b)).

Cvičeńı 1.8.3. Najděte reálnou Fourierovu řadu funkce

f(x) = x+ cosx, x ∈ [0, 4π],

a vyšetřete jej́ı konvergenci.

Návod: Pro všechna a, b ∈ R plat́ı

cos a · cos b = 1

2
(cos(a+ b) + cos(a− b)),

sin a · cos b = 1

2
(sin(a+ b) + sin(a− b)).



Kapitola 2

Metrické prostory

2.1 Abstraktńı prostory

K základńı pojmům klasické matematické analýzy tak, jak byla studována do začátku 20. stolet́ı, patř́ı
zejména:

• Posloupnosti {xn}∞n=1 a nekonečné řady
∑∞

n=1 xn, kde xn jsou reálná nebo komplexńı č́ısla. Kĺıčovou
otázkou je konvergence takovýchto posloupnost́ı a řad.

• Funkce f : R → R, f : Rn → Rm, f : C → C, f : Cn → Cm. Kĺıčovými pojmy jsou limita funkce,
spojitost, derivace, integrál.

Moderńı matematická analýza tyto pojmy zobecňuje a pracuje s následuj́ıćımi objekty:

• Posloupnosti {xn}∞n=1 a nekonečné řady
∑∞

n=1 xn, kde xn jsou prvky abstraktńıho prostoru.

• Funkce f : X → Y , kde X, Y jsou abstraktńı prostory.

Co přesně znamená pojem
”
abstraktńı prostor“? V matematické analýze se nejčastěji setkáme se třemi

druhy prostor̊u:

• Metrické prostory, tj. prostory, ve kterých umı́me měřit vzdálenosti bod̊u. To umožňuje zavést pojmy
jako limita a spojitost.

• Normované lineárńı (vektorové) prostory, kde umı́me sč́ıtat a odč́ıtat vektory, násobit je skaláry, ale
též měřit velikosti vektor̊u pomoćı normy. To umožňuje definovat pojmy jako součet nekonečné řady,
derivace, integrál.

• Prostory se skalárńım součinem, kde nav́ıc můžeme měřit úhly mezi vektory a použ́ıvat Pythagorovu
větu. Již v́ıme, že tyto prostory jsou vhodné např. ke studiu Fourierových řad.

Proč je výhodné pracovat s abstraktńımi prostory?

• Je možné zavést jednotné definice základńıch pojmů. Nemuśıme např. zvlášt’ definovat spojitost pro
funkce f : Rn → Rm a f : Cn → Cm, protože se jedná o speciálńı př́ıpady obecné definice spojitosti
pro zobrazeńı mezi metrickými prostory.

• Chceme rozš́ı̌rit pojmy jako je limita, spojitost, součet nekonečné řady apod. tak, aby dávaly smysl
nejen v Rn a Cn, ale i v nekonečnědimenzionálńıch prostorech, jako jsou prostory posloupnost́ı
a prostory funkćı.

35
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2.1.1 Definice abstraktńıch prostor̊u

Začneme definicemi všech tř́ı druh̊u abstraktńıch prostor̊u.

Definice 2.1.1. Metrický prostor je libovolná množinaX ̸= ∅, na které je definována funkce d : X×X → R
(metrika) splňuj́ıćı následuj́ıćı požadavky:

(i) ∀x, y ∈ X d(x, y) ≥ 0.

(ii) ∀x, y ∈ X d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y.

(iii) ∀x, y ∈ X d(x, y) = d(y, x).

(iv) ∀x, y, z ∈ X d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) (trojúhelńıková nerovnost pro metriku).

Definice 2.1.2. Normovaný lineárńı prostor (nebo též normovaný vektorový prostor) je libovolný vek-
torový prostor X nad R, na kterém je definována funkce ∥ · ∥ : X → R (norma) splňuj́ıćı následuj́ıćı
požadavky:

(i) ∀x ∈ X ∥x∥ ≥ 0.

(ii) ∀x ∈ X ∥x∥ = 0 ⇐⇒ x = 0 (použ́ıváme stejné označeńı pro nulový vektor v X a pro č́ıslo nula,
význam je zřejmý z kontextu).

(iii) ∀a ∈ R ∀x ∈ X ∥ax∥ = |a| ∥x∥.

(iv) ∀x, y ∈ X ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ (trojúhelńıková nerovnost pro normu).

Definice 2.1.3. Prostor se skalárńım součinem je libovolný vektorový prostor X nad R, na kterém je
definována funkce · : X ×X → R (skalárńı součin) splňuj́ıćı následuj́ıćı požadavky:

(i) ∀x ∈ X x · x ≥ 0.

(ii) ∀x ∈ X x · x = 0 ⇐⇒ x = 0.

(iii) ∀x, y ∈ X x · y = y · x.

(iv) ∀a, b ∈ R ∀x, y, z ∈ X (ax+ by) · z = a(x · z) + b(y · z).

Často se pracuje i s vektorovými prostory nad tělesem komplexńıch č́ısel. V definici normovaného lineárńıho
prostoru pak podmı́nka (iii) muśı platit pro každé a ∈ C, v definici prostoru se skalárńım součinem je
podmı́nka (iii) nahrazena podmı́nkou x · y = y · x a podmı́nka (iv) muśı platit pro všechna a, b ∈ C.

Následuj́ıćı dvě věty ukazuj́ı, že každý normovaný lineárńı prostor je zároveň metrický prostor, a každý
prostor se skalárńım součinem je též normovaný lineárńı prostor.

Věta 2.1.4. Je-li X normovaný lineárńı prostor, pak funkce d : X ×X → R definovaná předpisem

d(x, y) = ∥x− y∥, x, y ∈ X,

je metrika na X.

D̊ukaz. Podmı́nky (i), (ii), (iii) z definice metriky se snadno ověř́ı pomoćı podmı́nek (i), (ii), (iii) z definice
normy. Trojúhelńıková nerovnost pro metriku plyne z trojúhelńıkové nerovnosti pro normu:

d(x, y) = ∥x− y∥ = ∥x− z + z − y∥ ≤ ∥x− z∥+ ∥z − y∥ = d(x, z) + d(z, y).

Věta 2.1.5. Je-li X prostor se skalárńım součinem, pak funkce ∥ · ∥ : X → R definovaná předpisem

∥x∥ =
√
x · x, x ∈ X,

je norma na X.
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D̊ukaz. Podmı́nky (i), (ii), (iii) z definice normy se snadno ověř́ı pomoćı podmı́nek (i), (ii), (iii), (iv) z defi-
nice skalárńıho součinu. K ověřeńı trojúhelńıkové nerovnosti pro normu využijeme Cauchyovu-Schwarzovu
nerovnost |x · y| ≤ ∥x∥ ∥y∥, která plat́ı v každém prostoru se skalárńım součinem (viz přednášku z lineárńı
algebry):

∥x+ y∥2 = (x+ y) · (x+ y) = x · x+ x · y + y · x+ y · y ≤ ∥x∥2 + 2∥x∥ ∥y∥+ ∥y∥2 = (∥x∥+ ∥y∥)2.

2.1.2 Př́ıklady prostor̊u

Př́ıklad 2.1.6. Nejjednoduš́ımi př́ıklady prostor̊u se skalárńım součinem jsou Rn, resp. Cn. Skalárńı součin
dvou vektor̊u x = (x1, . . . , xn) ∈ Cn a y = (y1, . . . , yn) ∈ Cn je

x · y =

n∑
i=1

xi yi.

Tento skalárńı součin podle věty 2.1.5 určuje následuj́ıćı (tzv. eukleidovskou) normu:

∥x∥ =
√
x · x =

√√√√ n∑
i=1

|xi|2

(pro reálné vektory lze vynechat absolutńı hodnotu). Věta 2.1.4 pak udává zp̊usob, jak lze zavést (tzv. eu-
kleidovskou) metriku:

d(x, y) = ∥x− y∥ =

√√√√ n∑
i=1

|xi − yi|2.

To však neńı jediný zp̊usob, jak definovat normu (a t́ım pádem i metriku) na Rn a Cn. Daľśı možnosti jsou
např. maximová (suprémová) norma

∥x∥∞ = max(|x1|, . . . , |xn|)

nebo součtová norma
∥x∥1 = |x1|+ · · ·+ |xn|.

Obecněji, pro každé p ∈ [1,∞) je předpisem

∥x∥p =

(
n∑

i=1

|xi|p
)1/p

(2.1.1)

definována norma na Rn nebo Cn. Je zřejmé, že podmı́nky (i), (ii), (iii) z definice normy jsou splněny.
Trojúhelńıková nerovnost z podmı́nky (iv) má tvar(

n∑
i=1

|xi + yi|p
)1/p

≤

(
n∑

i=1

|xi|p
)1/p

+

(
n∑

i=1

|yi|p
)1/p

(2.1.2)

a jde o tzv. Minkowského nerovnost pro vektory. Z přednášky Matematická analýza V v́ıme, že jde
o speciálńı př́ıpad obecné Minkowského nerovnosti v prostorech Lp.1

Eukleidovská norma a součtová norma jsou speciálńımi př́ıpady normy (2.1.1) pro p = 2 a p = 1. Maximová
norma je limitou normy (2.1.1) pro p → ∞: Pro každé x ∈ Cn plat́ı

∥x∥p∞ = max(|x1|p, . . . , |xn|p) ≤
n∑

i=1

|xi|p ≤ n max(|x1|p, . . . , |xn|p) = n∥x∥p∞,

1Důkaz Minkowského nerovnosti, který nevyuž́ıvá znalost́ı o prostorech Lp, lze naj́ıt např. v učebnićıch I. Netuka: Základy
moderńı analýzy, Matfyzpress, 2014 (tvrzeńı 1.10.4) nebo J. Veselý: Základy matematické analýzy. Druhý d́ıl, Matfyzpress,
2009 (lemma 12.3.10).
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a tud́ıž

∥x∥∞ ≤ ∥x∥p ≤ n1/p ∥x∥∞.

Levá i pravá strana maj́ı pro p → ∞ limitu ∥x∥∞, a proto limp→∞ ∥x∥p = ∥x∥∞, č́ımž je zd̊uvodněno
značeńı maximové normy.

Neńı-li řečeno jinak, pak na Rn a Cn uvažujeme eukleidovskou normu. Chceme-li na Rn pracovat s normou
(2.1.1), pak mı́sto Rn obvykle ṕı̌seme ℓpn, zat́ımco Rn s maximovou normou se zkráceně znač́ı ℓ∞n .

Př́ıklad 2.1.7. Na posloupnosti lze nahĺıžet jako na vektory s nekonečně mnoha složkami. Je tedy přirozené
pokusit se definovat normu posloupnosti předpisem

∥{xi}∞i=1∥ =

√√√√ ∞∑
i=1

|xi|2. (2.1.3)

V definici normy se však požaduje, aby jej́ımi hodnotami byla pouze reálná č́ısla, proto je nutné omezit se
na posloupnosti splňuj́ıćı podmı́nku

∑∞
i=1 |xi|2 < ∞. Obecněji, pro každé p ∈ [1,∞) definujeme prostor ℓp

jako prostor všech posloupnost́ı splňuj́ıćıch podmı́nku
∑∞

i=1 |xi|p < ∞ a př́ıslušná norma je pak dána
předpisem

∥{xi}∞i=1∥p =

( ∞∑
i=1

|xi|p
)1/p

. (2.1.4)

Opět je zřejmé, že podmı́nky (i), (ii), (iii) z definice normy jsou splněny. Trojúhelńıková nerovnost z pod-
mı́nky (iv) má tvar ( ∞∑

i=1

|xi + yi|p
)1/p

≤

( ∞∑
i=1

|xi|p
)1/p

+

( ∞∑
i=1

|yi|p
)1/p

, (2.1.5)

což je Minkowského nerovnost pro posloupnosti.2

Mezi všemi prostory ℓp má d̊uležité mı́sto prostor ℓ2, na kterém je definován skalárńı součin

{xi}∞i=1 · {yi}∞i=1 =

∞∑
i=1

xi yi (2.1.6)

(z tohoto skalárńıho součinu pak pomoćı věty 2.1.5 dostaneme normu (2.1.3)). Nekonečnědimenzionálńı
verźı prostoru ℓ∞n je prostor ℓ∞ tvořený všemi omezenými posloupnostmi, na kterém uvažujeme suprémovou
normu

∥{xi}∞i=1∥∞ = sup
i∈N

|xi|. (2.1.7)

Př́ıklad 2.1.8. Vektorový prostor tvořený všemi konvergentńımi posloupnostmi se znač́ı c. Jeho podpro-
storem je prostor c0 tvořený všemi posloupnostmi, které maj́ı nulovou limitu. Plat́ı

c0 ⊂ c ⊂ ℓ∞,

nebot’ každá konvergentńı posloupnost je omezená. V prostorech c a c0 tedy můžeme pracovat se suprémovou
normou z ℓ∞.

Př́ıklad 2.1.9. V teorii Lebesgueova integrálu hraj́ı d̊uležitou roli následuj́ıćı prostory funkćı, se kterými
jsme pracovali již v kapitole 1: Pro každé p ∈ [1,∞) definujeme

Lp(X,µ) = {f : X → C : f je měřitelná a

∫
X

|f |p dµ < ∞}.

2Z přednášky Matematická analýza V opět v́ıme, že jde o speciálńı př́ıpad obecné Minkowského nerovnosti v prostorech Lp.
K nerovnosti (2.1.5) lze jednoduše dospět i tak, že vyjdeme ze vztahu (2.1.2) a přejdeme k limitě pro n → ∞.
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Pro každou f ∈ Lp(X,µ) pak polož́ıme

∥f∥p =

(∫
X

|f |p dµ
)1/p

.

Funkce ∥ · ∥p splňuje podmı́nky (i), (iii), (iv) z definice normy, avšak nesplňuje podmı́nku (ii): Z ∥f∥p = 0
neplyne f = 0, ale pouze f(x) = 0 pro skoro všechna x ∈ X. Zavád́ıme proto úmluvu, že funkce rovnaj́ıćı
se skoro všude považujeme za totožné. Prvky prostoru Lp(X,µ) tedy vlastně nejsou funkce, ale tř́ıdy
ekvivalentńıch funkćı.

Vı́me, že v teorii Fourierových řad je d̊uležitý prostor L2(X,µ), který má mezi prostory Lp výjimečné
postaveńı, jde totiž o prostor se skalárńım součinem

f · g =

∫
X

f(x)g(x) dµ.

Tomuto skalárńımu součinu odpov́ıdá norma

∥f∥2 =
√
f · f =

√∫
X

|f(x)|2 dµ.

Mı́ra µ je nejčastěji Lebesgueova mı́ra a v tomto př́ıpadě pak mı́sto Lp(X,µ) ṕı̌seme stručně Lp(X).

Pokud za µ vezmeme tzv. aritmetickou mı́ru, která každé množině přǐrad́ı počet jej́ıch prvk̊u, pak integrál
funkce f : {1, . . . , n} → R vzhledem k aritmetické mı́̌re je součet

∑n
i=1 f(i). Prostor L

p({1, . . . , n}, µ) pak
neńı nic jiného, než prostor ℓpn zavedený v př́ıkladu 2.1.6. Podobně prostor Lp(N, µ) se shoduje s prostorem
posloupnost́ı ℓp z př́ıkladu 2.1.7.

Př́ıklad 2.1.10. V analýze se často pracuje ještě s jiným prostorem funkćı: C([a, b]) je prostor všech
spojitých reálných (př́ıpadně komplexńıch) funkćı definovaných na [a, b]. Na tomto prostoru uvažujeme
suprémovou normu

∥f∥∞ = sup
x∈[a,b]

|f(x)|

(ze spojitosti f plyne, že suprémum je konečné č́ıslo). Této normě pak odpov́ıdá metrika

d(f, g) = sup
x∈[a,b]

|f(x)− g(x)|,

pomoćı které měř́ıme vzdálenost dvou spojitých funkćı na [a, b].

Každá spojitá funkce f : [a, b] → R je zároveň prvkem prostoru Lp([a, b]), protože integrál spojité funkce
na omezeném uzavřeném intervalu (který existuje i jako Riemann̊uv integrál) je konečné č́ıslo. Plat́ı tedy
C([a, b]) ⊂ Lp([a, b]), je však třeba mı́t na paměti, že v těchto prostorech pracujeme s odlǐsnými normami.

Př́ıklad 2.1.11. Necht’ X je libovolná neprázdná množina. Definujme d(x, y) = 0 pro x = y a d(x, y) = 1
v opačném př́ıpadě. Pak d je metrika (ověřte podmı́nky z definice metriky) a hovoř́ıme o tzv. diskrétńım
metrickém prostoru na množině X. Uvid́ıme, že tento prostor má poněkud zvláštńı vlastnosti a často se
použ́ıvá jako protipř́ıklad na nejr̊uzněǰśı hypotézy o metrických prostorech.

2.1.3 Cvičeńı

Cvičeńı 2.1.12. Pro jaká p ∈ [1,∞) plat́ı, že funkce f(x) = 1/x je prvkem prostoru Lp([1,∞))?

Cvičeńı 2.1.13. Pro jaká p ∈ [1,∞) plat́ı, že funkce f(x) = 1/
√
x je prvkem prostoru Lp((0, 1))?

Cvičeńı 2.1.14. Pro jaká p ∈ [1,∞] plat́ı, že posloupnost { 1
n}

∞
n=1 je prvkem prostoru ℓp? Je prvkem

c a c0?
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Cvičeńı 2.1.15. Necht’ q > 1 je jisté reálné č́ıslo. Najděte př́ıklad reálné posloupnosti, která nelež́ı
v prostoru ℓq, ale lež́ı v ℓp pro každé p > q.

Cvičeńı 2.1.16. Ukažte, že pokud p ∈ (0, 1), pak funkce

∥x∥p =

(
n∑

i=1

|xi|p
)1/p

neńı norma na prostoru Rn, kde n ≥ 2. (Najděte př́ıklad ukazuj́ıćı, že některá z podmı́nek v definici normy
je porušena.)

Cvičeńı 2.1.17. a) Dokažte, že pokud v libovolném prostoru X se skalárńım součinem definujeme normu
předpisem ∥x∥ =

√
x · x, pak plat́ı tzv. rovnoběžńıkové pravidlo

∀x, y ∈ X ∥x+ y∥2 + ∥x− y∥2 = 2(∥x∥2 + ∥y∥2).

Jaká je jeho geometrická interpretace v R2?

b) Pro každé p ∈ [1, 2) ∪ (2,∞) najděte vektory x, y ∈ ℓpn, n ≥ 2, které nesplňuj́ı rovnoběžńıkové pravidlo,
tj.

∥x+ y∥2p + ∥x− y∥2p ̸= 2(∥x∥2p + ∥y∥2p).

Z toho plyne, že v prostoru ℓpn s výjimkou p = 2 nelze definovat skalárńı součin, ze kterého by byla odvozena
norma ∥ · ∥p.

2.2 Metrické prostory – základńı pojmy

V této části zavedeme některé základńı geometrické pojmy v metrických prostorech a ilustrujeme je na
jednoduchých př́ıkladech. V celém textu předpokládáme, že X je metrický prostor s metrikou d.

2.2.1 Otevřené a uzavřené koule

Definice 2.2.1. Otevřená koule se středem x ∈ X a poloměrem r > 0 je množina

Br(x) = {y ∈ X : d(y, x) < r}.

Uzavřená koule se středem x ∈ X a poloměrem r ≥ 0 je množina

Kr(x) = {y ∈ X : d(y, x) ≤ r}.

Pokud je X normovaný lineárńı prostor, pak metrika je určena normou a plat́ı

Br(x) = {y ∈ X : ∥y − x∥ < r}, Kr(x) = {y ∈ X : ∥y − x∥ ≤ r}.

Zkuśıme prozkoumat, jak vypadaj́ı koule v některých prostorech zavedených v části 2.1.

Př́ıklad 2.2.2. Necht’ X = R se standardńı eukleidovskou metrikou. Pak plat́ı Br(x) = (x − r, x + r)
a Kr(x) = [x− r, x+ r].

Př́ıklad 2.2.3. Poṕı̌seme, jak vypadaj́ı koule v prostoru ℓp2, tj. v R2 s normou ∥y∥p = (|y1|p + |y2|p)1/p
pro p ∈ [1,∞), př́ıpadně ∥y∥∞ = max(|y1|, |y2|). Podle definice

Kr(x) = {y ∈ ℓp2 : ∥y − x∥p ≤ r}, Br(x) = {y ∈ ℓp2 : ∥y − x∥p < r}.

Stač́ı se omezit na koule se středem v počátku, ostatńı źıskáme posunut́ım.
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Pro p = 2 je Kr(0) = {y ∈ ℓp2 : (|y1|2 + |y2|2)1/2 ≤ r}, což je eukleidovský kruh se středem v počátku
a poloměrem r.

Pro p = 1 je Kr(0) = {y ∈ ℓp2 : |y1|+ |y2| ≤ r}. V prvńım kvadrantu, kde lze vynechat absolutńı hodnoty,
nerovnost y1+y2 ≤ r popisuje trojúhelńık s vrcholy v bodech [0, 0], [r, 0], [0, r]. Ve zbývaj́ıćıch kvadrantech
je situace symetrická, tedy Kr(0) je čtverec s vrcholy v bodech [r, 0], [0, r], [−r, 0], [0,−r].

Pro p = ∞ je Kr(0) = {y ∈ ℓp2 : max(|y1|, |y2|) ≤ r}. Př́ıslušná nerovnost je splněna, právě když |y1| ≤ r
a zároveň |y2| ≤ r. Vid́ıme, že Kr(0) = [−r, r] × [−r, r], což je čtverec s vrcholy v bodech [r, r], [−r, r],
[−r,−r], [r,−r].

Obecnou situaci znázorňuje obr. 2.1, kde jsou vyznačeny hranice uzavřených kouĺı Kr(0) v závislosti na
volbě p. Pro p = 1 je koule nejmenš́ı, s rostoućım p se

”
nafukuje“ a limitně se bĺıž́ı ke čtverci [−r, r]×[−r, r],

který odpov́ıdá volbě p = ∞.

1

1.5

2

3

10

∞

Obrázek 2.1: X = ℓp2: Tvary uzavřených kouĺı v závislosti na volbě p ∈ [1,∞]

Je zřejmé, jak se lǐśı otevřené koule od uzavřených: Všechny neostré nerovnosti se změńı na ostré a hranice
už nebude součást́ı koule.

Podobné úvahy jako v tomto př́ıkladu lze provést i ve vyšš́ıch dimenźıch, tj. pro n ≥ 3.

Př́ıklad 2.2.4. Uvažujme prostorX = ℓ∞ všech reálných omezených posloupnost́ı se suprémovou normou.
Je-li dána posloupnost x = {xi}∞i=1 ∈ ℓ∞, jak vypadá uzavřená koule Kr(x)? Podle definice

Kr(x) = {y ∈ ℓ∞ : ∥y − x∥∞ ≤ r}.

Pro y = {yi}∞i=1 z definice suprémové normy plyne

∥y − x∥∞ = sup
i∈N

|yi − xi|.

Tud́ıž nerovnost ∥y − x∥∞ ≤ r je splněna právě tehdy, když |yi − xi| ≤ r pro každé i ∈ N. Vid́ıme,
že uzavřená koule Kr(x) je tvořena všemi posloupnostmi y ∈ ℓ∞ takovými, že pro každé i ∈ N plat́ı
yi ∈ [xi − r, xi + r]. Geometricky to znamená, že graf posloupnosti y lež́ı v pásu o š́ı̌rce 2r obklopuj́ıćım
graf posloupnosti x, viz obr. 2.2.

Př́ıklad 2.2.5. Uvažujme prostor X = C([a, b]) všech reálných spojitých funkćı na intervalu [a, b] se
suprémovou normou. Je-li dána funkce f ∈ C([a, b]), jak vypadá uzavřená koule Kr(f)? Podle definice

Kr(f) = {g ∈ C([a, b]) : ∥g − f∥∞ ≤ r}.
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Obrázek 2.2: X = ℓ∞: Uzavřená koule o poloměru r, jej́ımž středem je červeně znázorněná posloupnost,
je tvořena všemi posloupnostmi obsaženými v pásu vyznačeném modrými úsečkami o délce 2r

Z definice suprémové normy plyne

∥g − f∥∞ = sup
x∈[a,b]

|g(x)− f(x)|.

Tud́ıž nerovnost ∥g− f∥∞ ≤ r je splněna právě tehdy, když |g(x)− f(x)| ≤ r pro každé x ∈ [a, b]. Vid́ıme,
že uzavřená koule Kr(f) je tvořena všemi funkcemi g ∈ C([a, b]) takovými, že pro každé x ∈ [a, b] plat́ı
g(x) ∈ [f(x) − r, f(x) + r]. Geometricky to znamená, že graf funkce g lež́ı v pásu o š́ı̌rce 2r obklopuj́ıćım
graf funkce f , viz obr. 2.3.
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Obrázek 2.3: X = C([a, b]): Uzavřená koule o poloměru r, jej́ımž středem je červeně znázorněná funkce, je
tvořena všemi funkcemi obsaženými v modrém pásu o š́ı̌rce 2r

2.2.2 Otevřené a uzavřené množiny

Definice 2.2.6. Množina M ⊂ X se nazývá otevřená, pokud pro každé x ∈ M existuje r > 0 takové, že
Br(x) ⊂ M . Množina M ⊂ X se nazývá uzavřená, pokud jej́ı doplněk X \M je otevřená množina.

Př́ıklad 2.2.7. Necht’ X = R se standardńı eukleidovskou metrikou. Pokud −∞ < a < b < ∞, pak
otevřený interval (a, b) je otevřená množina a uzavřený interval [a, b] je uzavřená množina. Polootevřený
interval [a, b) neńı otevřená ani uzavřená množina.

Poznámka 2.2.8. Z definice vyplývá, že v libovolném metrickém prostoru X jsou prázdná množina i celý
prostor X otevřené množiny, tud́ıž jsou i uzavřené.
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Poznámka 2.2.9. Otevřenost a uzavřenost množiny je vždy vázána na volbu metrického prostoru.
Např. interval (0, 1) neńı uzavřená množina v R, ale je to uzavřená množina v prostoru X = (0, 1).
Podobně interval [0, 1] neńı otevřená množina v R, ale je to otevřená množina v prostoru X = [0, 1].

Př́ıklad 2.2.10. V diskrétńım metrickém prostoru na libovolné množině X je každá množina M ⊂ X
otevřená: Voĺıme-li libovolné x ∈ M , pak pro každé r ∈ (0, 1) plat́ı Br(x) = {x} ⊂ M . Jelikož uzavřené
množiny jsou doplňky otevřených, vid́ıme, že každá množina M ⊂ X je též uzavřená.

Věta 2.2.11. Pro každé x ∈ X a r > 0 plat́ı, že otevřená koule Br(x) je otevřená množina a uzavřená
koule Kr(x) je uzavřená množina.

D̊ukaz. Volme libovolné y ∈ Br(x). Chceme dokázat, že existuje ρ > 0 splňuj́ıćı Bρ(y) ⊂ Br(x). Je
přirozené volit ρ = r − d(y, x) (nakreslete si obrázek v R2). Pro každé z ∈ Bρ(y) pak plat́ı

d(z, x) ≤ d(z, y) + d(y, x) < ρ+ d(y, x) = r,

čili Bρ(y) ⊂ Br(x).

Dále chceme dokázat, že X \Kr(x) je otevřená. Volme libovolné y ∈ X \Kr(x). Tvrd́ıme, že existuje ρ > 0
splňuj́ıćı Bρ(y) ⊂ X \ Kr(x). Je přirozené volit ρ = d(y, x) − r (nakreslete si obrázek v R2). Pro každé
z ∈ Bρ(y) pak plat́ı

d(y, z) + d(z, x) ≥ d(y, x),

tud́ıž
d(z, x) ≥ d(y, x)− d(y, z) > d(y, x)− ρ = r.

Z d(z, x) > r plyne z ∈ X \Kr(x), a proto Bρ(y) ⊂ X \Kr(x).

Následuj́ıćı věta ř́ıká, že sjednoceńı libovolně mnoha otevřených množin je otevřená množina. Analogické
tvrzeńı pro pr̊uniky plat́ı jen v př́ıpadě konečného počtu množin.

Věta 2.2.12. V každém metrickém prostoru X plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı:

(i) Je-li I ̸= ∅ libovolná indexová množina a pro každé i ∈ I je Mi ⊂ X otevřená množina, pak
⋃

i∈I Mi

je otevřená.

(ii) Jsou-li M1, . . . ,Mn ⊂ X otevřené množiny, pak
⋂n

i=1 Mi je otevřená.

D̊ukaz. K ověřeńı prvńı části si stač́ı všimnout, že pokud x ∈
⋃

i∈I Mi, pak x ∈ Mi pro některé i ∈ I.
Z definice otevřenosti pak existuje r > 0 takové, že Br(x) ⊂ Mi ⊂

⋃
i∈I Mi.

Pro d̊ukaz druhé části předpokládejme, že x ∈
⋂n

i=1 Mi. Pak x ∈ Mi pro každé i ∈ {1, . . . , n}. Z defi-
nice otevřenosti pak existuj́ı r1, . . . , rn > 0 taková, že Bri(x) ⊂ Mi. Voĺıme-li r = min(r1, . . . , rn), pak
Br(x) ⊂ Bri(x) ⊂ Mi pro každé i ∈ {1, . . . , n}, tud́ıž Br(x) ⊂

⋂n
i=1 Mi.

Pro uzavřené množiny máme následuj́ıćı variantu předchoźı věty.

Věta 2.2.13. V každém metrickém prostoru X plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı:

(i) Je-li I ̸= ∅ libovolná indexová množina a pro každé i ∈ I je Mi ⊂ X uzavřená množina, pak
⋂

i∈I Mi

je uzavřená.

(ii) Jsou-li M1, . . . ,Mn ⊂ X uzavřené množiny, pak
⋃n

i=1 Mi je uzavřená.

D̊ukaz. Označme Ni = X \Mi; je-li Mi uzavřená, pak Ni je otevřená.

K d̊ukazu prvńı části si stač́ı uvědomit, že

⋂
i∈I

Mi =
⋂
i∈I

(X \Ni) = X \

(⋃
i∈I

Ni

)
.
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Množina vpravo je uzavřená, nebot’ podle předchoźı věty je
⋃

i∈I Ni otevřená.

Důkaz druhé části je podobný:

n⋃
i=1

Mi =

n⋃
i=1

(X \Ni) = X \

(
n⋂

i=1

Ni

)
.

Množina vpravo je uzavřená, nebot’ podle předchoźı věty je
⋂n

i=1 Ni otevřená.

2.2.3 Daľśı pojmy

Definice 2.2.14. Pr̊uměr neprázdné množiny M ⊂ X je definován jako

diam M = sup{d(x, y) : x, y ∈ M}

(jde o nezáporné reálné č́ıslo nebo ∞).

Př́ıklad 2.2.15. V prostoru X = Rn s eukleidovskou metrikou plat́ı

diam Kr(x) = diam Br(x) = 2r,

čili pr̊uměr koule je dvojnásobkem jej́ıho poloměru.

V každém metrickém prostoru X plat́ı diam Kr(x) ≤ 2r, nebot’ pro všechna y1, y2 ∈ Kr(x) máme

d(y1, y2) ≤ d(y1, x) + d(x, y2) ≤ 2r.

Analogicky se dokáže, že diam Br(x) ≤ 2r.

Obecně však nemuśı platit diam Kr(x) = diam Br(x): V diskrétńım metrickém prostoru obsahuj́ıćım
aspoň dva body stač́ı vźıt libovolný bod x a volit r = 1; pak plat́ı diam Kr(x) = diam X = 1, ale
diam Br(x) = diam {x} = 0 (pr̊uměr otevřené koule je tedy menš́ı než jej́ı poloměr!).

Definice 2.2.16. Množina M ⊂ X se nazývá omezená, pokud existuj́ı x ∈ X a r > 0 takové, že
M ⊂ Br(x).

Př́ıklad 2.2.17. V diskrétńım metrickém prostoru je každá množina omezená, nebot’ se vejde do otevřené
koule s libovolným středem a poloměrem větš́ım než 1.

Poznámka 2.2.18. Rozmyslete si následuj́ıćı pozorováńı:

• V definici omezené množiny lze mı́sto Br(x) ekvivalentně psát Kr(x), nebot’ každá uzavřená koule
se vejde do otevřené koule s větš́ım poloměrem.

• Množina je omezená, právě když má konečný pr̊uměr.

• Je-li X normovaný lineárńı prostor, pak v definici omezené množiny stač́ı uvažovat koule se středem
v 0, nebot’ každá koule se vejde do dostatečně velké koule se středem v 0. Jinými slovy, množina M
v normovaném lineárńım prostoru je omezená, právě když existuje r > 0 takové, že pro každé y ∈ M
plat́ı ∥y∥ < r.

Definice 2.2.19. Vzdálenost bodu x ∈ X od neprázdné množiny M ⊂ X je č́ıslo

d(x,M) = inf{d(x, y) : y ∈ M}.

Vzdálenost dvou neprázdných množin M,N ⊂ X je č́ıslo

d(M,N) = inf{d(x, y) : x ∈ M, y ∈ N}.

Př́ıklad 2.2.20. Je-li X = R s eukleidovskou metrikou, pak

d(0, (0, 1]) = 0, d([0, 1], [2, 3]) = 1, d([0, 1], (1, 2)) = 0.

Je zřejmé, že pokud x ∈ M , pak d(x,M) = 0. Prvńı rovnost na předchoźım řádku ukazuje, že obrácená
implikace neplat́ı.
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2.2.4 Cvičeńı

Cvičeńı 2.2.21. V metrickém prostoru X = R najděte př́ıklad ukazuj́ıćı, že pr̊unik nekonečně mnoha
otevřených množin nemuśı být otevřená množina.

Cvičeńı 2.2.22. V metrickém prostoru X = R najděte př́ıklad ukazuj́ıćı, že sjednoceńı nekonečně mnoha
uzavřených množin nemuśı být uzavřená množina.

Cvičeńı 2.2.23. Najděte př́ıklad metrického prostoru a dvou jeho podmnožin, které jsou uzavřené, dis-
junktńı a maj́ı nulovou vzdálenost.

Cvičeńı 2.2.24. Ověřte, že funkce

d(a, b) =

∣∣∣∣1a − 1

b

∣∣∣∣ , a, b ∈ N,

je metrika na množině N. Popǐste, jak v tomto metrickém prostoru vypadaj́ı omezené množiny.

Cvičeńı 2.2.25. V prostoru reálných posloupnost́ı ℓ2 s normou ∥{xn}∞n=1∥2 =
√∑∞

n=1 x
2
n uvažujme

množinu
M = {{xn}∞n=1 ∈ ℓ2 : |xn| ≤ 1 pro každé n ∈ N}.

Je tato množina omezená? Jaký je jej́ı pr̊uměr?

2.3 Klasifikace bod̊u v metrických prostorech

Dále zavedeme některé pojmy, které charakterizuj́ı vztah bodu x ∈ X k množině M ⊂ X, a ilustrujeme je
na jednoduchých př́ıkladech. I nadále předpokládáme, že X je metrický prostor s metrikou d.

2.3.1 Vnitřńı, vněǰśı a hraničńı body

Definice 2.3.1. Necht’ je dána množina M ⊂ X.

• Bod x ∈ X se nazývá vnitřńım bodem množiny M , pokud existuje r > 0 takové, že Br(x) ⊂ M .

• Bod x ∈ X se nazývá vněǰśım bodem množiny M , pokud existuje r > 0 takové, že Br(x) ⊂ X \M .

• Bod x ∈ X je hraničńım bodem množiny M , pokud neńı jej́ım vnitřńım ani vněǰśım bodem.

• Vnitřek množiny M je množina všech jej́ıch vnitřńıch bod̊u, znač́ı se M◦.

• Hranice množiny M je množina všech jej́ıch hraničńıch bod̊u, znač́ı se ∂M .

• Uzávěr množiny M je množina M = M ∪ ∂M .

Př́ıklad 2.3.2. Necht’ X = R se standardńı eukleidovskou metrikou a M = [0, 1). Vnitřńımi body M jsou
všechny body z intervalu (0, 1), vněǰśımi body jsou všechny body z (−∞, 0) ∪ (1,∞) a hraničńımi body
jsou 0 a 1. Plat́ı tedy

M◦ = (0, 1), ∂M = {0, 1}, M = [0, 1].

Poznámka 2.3.3. Rozmyslete si následuj́ıćı jednoduchá tvrzeńı:

• Je-li x vnitřńı bod M , pak x ∈ M . Je-li x vněǰśı bod M , pak x /∈ M . Hraničńı bod může, ale nemuśı
být prvkem M .

• x je vněǰśı bod M ⇐⇒ x je vnitřńı bod X \M .
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• x je hraničńı bod M ⇐⇒ pro každé r > 0 má Br(x) neprázdný pr̊unik s M i s X \M ⇐⇒ x je
hraničńı bod X \M .

Následuj́ıćı věta představuje alternativńı zp̊usoby, jak popsat uzávěr a hranici libovolné množiny.

Věta 2.3.4. Pro každou množinu M ⊂ X plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı:

(i) M = M◦ ∪ ∂M .

(ii) ∂M = M \M◦.

(iii) ∂M = M ∩X \M .

D̊ukaz. K d̊ukazu prvńıho tvrzeńı potřebujeme ověřit M◦ ∪ ∂M = M ∪ ∂M . Inkluze M◦ ∪ ∂M ⊂ M ∪ ∂M
je zřejmá, nebot’ M◦ ⊂ M . K d̊ukazu opačné inkluze stač́ı ověřit M ⊂ M◦ ∪ ∂M , což plat́ı, protože každý
bod množiny M je bud’ jej́ım vnitřńım, nebo hraničńım bodem.

Druhé tvrzeńı plyne z prvńıho a ze skutečnosti, že M◦ a ∂M jsou disjunktńı.

Dokažme třet́ı tvrzeńı: Podle prvńıho tvrzeńı plat́ı x ∈ M , právě když x je vnitřńı nebo hraničńı bod M .
Podobně plat́ı, že x ∈ X \M , právě když x je vnitřńı nebo hraničńı bod X \M . Obě možnosti, tj. x ∈ M
a zároveň x ∈ X \M , nastanou právě tehdy, když x je hraničńı bod M (což je podle poznámky 2.3.3 totéž,
jako hraničńı bod X \M).

Daľśı věta charakterizuje vztah vnitřku, uzávěru a hranice k otevřeným a uzavřeným množinám.

Věta 2.3.5. Pro každou množinu M ⊂ X plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı:

(i) M je otevřená ⇐⇒ M◦ = M .

(ii) M◦ je vždy otevřená množina.

(iii) M je uzavřená ⇐⇒ M = M .

(iv) M je vždy uzavřená množina.

(v) ∂M je vždy uzavřená množina.

D̊ukaz. Prvńı tvrzeńı je zřejmé: Definice otevřené množiny ř́ıká, že všechny jej́ı body jsou vnitřńı.

Druhé tvrzeńı: Pokud x ∈ M◦, pak podle definice vnitřńıho bodu existuje r > 0 takové, že Br(x) ⊂ M .
Tvrd́ıme, že dokonce Br(x) ⊂ M◦. To plyne z otevřenosti Br(x): Každý bod z Br(x) má jisté okoĺı obsažené
v Br(x), a tedy i v M , tud́ıž je to vnitřńı bod M .

Třet́ı tvrzeńı je d̊usledkem následuj́ıćıch ekvivalenćı: M = M ⇐⇒ ∂M ⊂ M ⇐⇒ ∂(X \M) ⊂ M ⇐⇒
X \M nemá hraničńı body lež́ıćı v X \M ⇐⇒ všechny body množiny X \M jsou jej́ı vnitřńı body ⇐⇒
X \M je otevřená ⇐⇒ M je uzavřená.

Čtvrté tvrzeńı: Stač́ı dokázat, že X \ M je otevřená. Jelikož M = M◦ ∪ ∂M , obsahuje množina X \ M
právě všechny vněǰśı body množiny M . Stač́ı tedy ověřit, že množina všech vněǰśıch bod̊u M je otevřená.
Tato množina se však shoduje s vnitřkem X \M , který je podle druhého tvrzeńı otevřený.

Páté tvrzeńı plyne ze vztahu ∂M = M ∩X \M a ze skutečnosti, že pr̊unik uzavřených množin je uzavřená
množina.

Důsledek 2.3.6. Pro každou množinu M ⊂ X plat́ı (M◦)◦ = M◦, M = M .
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2.3.2 Izolované a hromadné body

Definice 2.3.7. Necht’ je dána množina M ⊂ X.

• Bod x ∈ X je izolovaným bodem množiny M , pokud existuje r > 0 takové, že Br(x) ∩M = {x}.

• Bod x ∈ X je hromadným bodem množiny M , pokud pro každé r > 0 plat́ı (Br(x) \ {x}) ∩M ̸= ∅.

Vyjádřeno slovy: Libovolně malé okoĺı hromadného bodu x (který může, ale nemuśı patřit do M) muśı
obsahovat nějaký bod z M r̊uzný od x. Naopak pro izolovaný bod x, který muśı ležet v M , lze naj́ıt okoĺı
neobsahuj́ıćı žádný jiný bod z M .

Př́ıklad 2.3.8. Necht’X = R se standardńı eukleidovskou metrikou aM = {1}∪(2, 3]. Jediným izolovaným
bodem M je 1. Hromadnými body M jsou všechny body z intervalu [2, 3].

Poznámka 2.3.9. Rozmyslete si následuj́ıćı pozorováńı:

• x ∈ X je hromadným bodem množiny M , právě když pro každé r > 0 obsahuje Br(x) nekonečně
mnoho bod̊u z M .

• Je-li x ∈ X vněǰśım bodem M , pak neńı izolovaným ani hromadným bodem M .

Následuj́ıćı věta představuje daľśı ekvivalentńı zp̊usob, jak popsat uzávěr množiny.

Věta 2.3.10. Pro každou množinu M ⊂ X plat́ı, že M vznikne z M přidáńım všech hromadných bod̊u M .

D̊ukaz. Připomeňme, že M = M ∪ ∂M = M◦ ∪ ∂M .

Pokud x ∈ ∂M , pak pro každé r > 0 je Br(x) ∩M ̸= ∅ (v opačném př́ıpadě by byl x vněǰśım bodem M).
To však může nastat jen v př́ıpadě, když x ∈ M nebo když x je hromadným bodem M .

Obráceně, pokud x je hromadný bod M , pak neńı vněǰśı, tud́ıž plat́ı x ∈ M◦ ∪ ∂M = M .

2.3.3 Cvičeńı

Cvičeńı 2.3.11. V metrickém prostoru X = R uvažujme množinu M = Q. Najděte všechny jej́ı vnitřńı,
vněǰśı, hraničńı, izolované a hromadné body. Jak vypadá vnitřek, hranice a uzávěr M?

Cvičeńı 2.3.12. V metrickém prostoru X = R najděte př́ıklad množiny, která neńı omezená, má ne-
konečně mnoho izolovaných bod̊u, aspoň jeden hromadný bod a žádný vnitřńı bod.

Cvičeńı 2.3.13. V prostoru R2 s eukleidovskou metrikou uvažujme množinu

M = {(x, y) ∈ R2 : y = sin(1/x)}.

Najděte všechny vnitřńı, hraničńı, vněǰśı, izolované a hromadné body množiny M . Jak vypadá vnitřek,
hranice a uzávěr M?

Cvičeńı 2.3.14. Rozhodněte, zda v každém metrickém prostoru X plat́ı pro všechna x ∈ X a r > 0 vztah

Br(x) = Kr(x).

Cvičeńı 2.3.15. V prostoru všech omezených reálných posloupnost́ı ℓ∞ se suprémovou normou uvažujme
množinu

M = {{xn}∞n=1 ∈ ℓ∞ : x1 > x2}.
Najděte všechny jej́ı vnitřńı, vněǰśı a hraničńı body. Je M otevřená, resp. uzavřená? Jak vypadá vnitřek,
hranice a uzávěr M?

Cvičeńı 2.3.16. V prostoru spojitých reálných funkćı C([0, 1]) se suprémovou normou uvažujme množinu

M = {f : [0, 1] → R : f je spojitá a f(0) = f(1)}.

Najděte všechny jej́ı vnitřńı, vněǰśı a hraničńı body. Je M otevřená, resp. uzavřená? Jak vypadá vnitřek,
hranice a uzávěr M?
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2.4 Limity a spojitost v metrických prostorech

V metrických prostorech lze studovat konvergenci posloupnost́ı a spojitost funkćı – definice jsou té-
měř totožné jako pro reálné posloupnosti a funkce, stač́ı absolutńı hodnotu nahradit obecnou metrikou.
Uvid́ıme, že s konvergenćı úzce souvisej́ı dř́ıve zavedené pojmy hromadného bodu a uzávěru množiny. Stále
předpokládáme, že X je metrický prostor s metrikou d.

2.4.1 Limity posloupnost́ı

Definice 2.4.1. Posloupnost bod̊u {xn}∞n=1 zX je konvergentńı a má limitu x ∈ X (ṕı̌seme limn→∞ xn = x
nebo xn → x), pokud ∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ≥ n0 d(xn, x) < ε.

Definice 2.4.2. Posloupnost bod̊u {xn}∞n=1 zX se nazývá cauchyovská, pokud ∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀m,n ≥ n0

d(xn, xm) < ε.

Poznámka 2.4.3. Rozmyslete si následuj́ıćı jednoduchá tvrzeńı:

• limn→∞ xn = x, právě když limn→∞ d(xn, x) = 0. (V prvńım př́ıpadě jde o limitu posloupnosti
v metrickém prostoru X, ve druhém př́ıpadě o limitu posloupnosti reálných č́ısel.)

• Je-li X normovaný lineárńı prostor, pak plat́ı ekvivalence xn → x ⇐⇒ d(xn, x) → 0 ⇐⇒
∥xn − x∥ → 0 ⇐⇒ d(xn − x, 0) → 0 ⇐⇒ xn − x → 0.

• Dř́ıvěǰśı definice konvergentńıch a cauchyovských posloupnost́ı v prostoru se skalárńım součinem (viz
definice 1.5.4 a 1.5.5) představuj́ı speciálńı př́ıpady právě uvedených definic.

• Limita posloupnosti v metrickém prostoru je určena jednoznačně. (Pokud by existovaly dvě r̊uzné
limity, stač́ı za ε zvolit polovinu jejich vzdálenosti a dojdeme ke sporu.)

• Každá konvergentńı posloupnost je cauchyovská a omezená. (Důkaz je stejný jako pro posloupnosti
reálných č́ısel.)

Pod́ıváme se, jak vypadaj́ı konvergentńı posloupnosti v některých konkrétńıch metrických prostorech.
Z následuj́ıćı věty plyne (pokud voĺıme X1 = · · · = Xn = R a di(x, y) = |x−y|), že v prostoru Rn s normou
∥ · ∥p nebo ∥ · ∥∞ (tj. vlastně v ℓpn nebo v ℓ∞n ) posloupnost bod̊u konverguje, právě když konverguje po
složkách.

Věta 2.4.4. Necht’ X1, . . . , Xn jsou metrické prostory s metrikami d1, . . . , dn a X = X1 × · · · × Xn je
metrický prostor s metrikou

ρp(x, y) =

(
n∑

i=1

di(xi, yi)
p

)1/p

pro jisté p ∈ [1,∞), př́ıpadně s metrikou

ρ∞(x, y) = max{di(xi, yi) : i = 1, . . . , n}.

Pak posloupnost {xk}∞k=1, kde xk = (xk
1 , . . . , x

k
n) ∈ X, má limitu x = (x1, . . . , xn) ∈ X, právě když pro

každé i ∈ {1, . . . , n} plat́ı limk→∞ xk
i = xi.

D̊ukaz. Pro všechna i ∈ {1, . . . , n}, p ∈ [1,∞) a y, z ∈ X plat́ı nerovnosti

0 ≤ di(yi, zi) ≤ ρ∞(y, z) ≤ ρp(y, z) ≤ n1/pρ∞(y, z). (2.4.1)

Pokud tedy plat́ı limk→∞ ρ∞(xk, x) = 0 nebo limk→∞ ρp(x
k, x) = 0, pak nutně limk→∞ di(x

k
i , xi) = 0 pro

všechna i ∈ {1, . . . , n}.
Obráceně, pokud plat́ı limk→∞ di(x

k
i , xi) = 0 pro všechna i ∈ {1, . . . , n}, pak z definice ρ∞ vyplývá

limk→∞ ρ∞(xk, x) = 0 a z posledńı nerovnosti v (2.4.1) též limk→∞ ρp(x
k, x) = 0 pro všechna p ∈ [1,∞).
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Jaká je situace v prostorech posloupnost́ı ℓp a ℓ∞? Následuj́ıćı věta ř́ıká, že pokud posloupnost posloupnost́ı
konverguje, pak muśı konvergovat po složkách.

Věta 2.4.5. Necht’ p ∈ [1,∞]. Pokud pro každé n ∈ N je xn ∈ ℓp a limn→∞ xn = x ∈ ℓp, pak pro každé
i ∈ N plat́ı limn→∞ xn

i = xi.

D̊ukaz. Připomeňme, že limn→∞ xn = x znamená limn→∞ ∥xn − x∥p = 0.

Pro p = ∞ plyne dokazované tvrzeńı z nerovnosti

|xn
i − xi| ≤ sup

i∈N
|xn

i − xi| = ∥xn − x∥∞

a pro p ∈ [1,∞) z nerovnosti

|xn
i − xi| ≤

( ∞∑
i=1

|xn
i − xi|p

)1/p

= ∥xn − x∥p.

Následuj́ıćı př́ıklad ukazuje, že konvergence po složkách je pouze nutná, ale nikoliv postačuj́ıćı podmı́nka
pro konvergenci v ℓp.

Př́ıklad 2.4.6. Uvažujme následuj́ıćı posloupnost posloupnost́ı:

x1 = (1, 0, 0, 0, 0, · · · ),

x2 = (1,
1

2
, 0, 0, 0, · · · ),

x3 = (1,
1

2
,
1

3
, 0, 0, · · · ),

x4 = (1,
1

2
,
1

3
,
1

4
, 0, · · · ), atd.

Je tato posloupnost konvergentńı v prostoru ℓ∞? Je konvergentńı v prostoru ℓ1?

Z věty 2.4.5 plyne, že pokud má {xn}∞n=1 limitu v ℓp, p ∈ [1,∞], pak se muśı jednat o posloupnost źıskanou

”
limitováńım“ po složkách, tj.

x = (1,
1

2
,
1

3
,
1

4
,
1

5
, · · · ).

Tato posloupnost však neńı prvkem ℓ1, v tomto prostoru tedy {xn}∞n=1 nemá limitu. Posloupnost x je
omezená, tud́ıž lež́ı v ℓ∞. Zbývá ověřit, zda skutečně plat́ı limn→∞ xn = x, tj. zda limn→∞ ∥x−xn∥∞ = 0.
To je pravda, nebot’

∥x− xn∥∞ = ∥(0, . . . , 0, 1

n+ 1
,

1

n+ 2
, . . .)∥∞ =

1

n+ 1
→ 0.

Ukázali jsme, že v prostoru ℓ∞ má {xn}∞n=1 limitu x.

Všimneme si ještě konvergence posloupnost́ı v prostoru spojitých funkćı se suprémovou normou, kde je
situace jednoduchá.

Věta 2.4.7. Posloupnost funkćı {fn}∞n=1 z C([a, b]) má limitu f ∈ C([a, b]), právě když {fn}∞n=1 stej-
noměrně konverguje k f .

D̊ukaz. Vı́me, že fn → f v C([a, b]), právě když limn→∞ ∥fn − f∥∞ = 0. Podle definice limity to nastává,
právě když

∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ≥ n0 ∥fn − f∥∞ < ε.

Podle definice suprémové normy to je ekvivalentńı s tvrzeńım

∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ≥ n0 sup
x∈[a,b]

|fn(x)− f(x)| < ε,
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což nastává, právě když

∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ≥ n0 ∀x ∈ [a, b] |fn(x)− f(x)| < ε,

neboli když {fn}∞n=1 stejnoměrně konverguje k f .

Od př́ıklad̊u konvergence v konkrétńıch prostorech se nyńı vrát́ıme zpět k obecnému metrickému prostoru.

Následuj́ıćı věta ukazuje souvislost mezi uzávěrem množiny M ⊂ X a konvergentńımi posloupnostmi:
Uzávěr M je tvořen všemi body, ke kterým lze dokonvergovat pomoćı posloupnost́ı z M .

Věta 2.4.8. Necht’ M ⊂ X. Pak x ∈ M , právě když existuje posloupnost {xn}∞n=1 tvořená body z M , která
má limitu x.

D̊ukaz. Pokud x ∈ M , pak x ∈ M nebo x ∈ ∂M . V prvńım př́ıpadě můžeme vźıt konstantńı posloupnost
xn = x, která má jistě limitu x. Ve druhém př́ıpadě z vlastnost́ı hraničńıho bodu plyne, že pro každé n ∈ N
koule B1/n(x) obsahuje aspoň jeden bod z M , nazvěme jej xn. Je zřejmé, že xn → x.

Pokud existuje posloupnost {xn}∞n=1 tvořená body zM , která má limitu x, pak pro každé ε > 0 koule Bε(x)
obsahuje aspoň jeden bod této posloupnosti, čili bod z M . Tud́ıž x nemůže být vněǰśım bodem M a je
vnitřńı nebo hraničńı, čili x ∈ M .

Vı́me, že množina M je uzavřená, právě když M = M . Z předchoźı věty tud́ıž plyne, že množina je
uzavřená, pokud z ńı nelze

”
vykonvergovat“.

Důsledek 2.4.9. Množina M ⊂ X je uzavřená, právě když pro každou konvergentńı posloupnost bod̊u
z M plat́ı, že jej́ı limita lež́ı v M .

Př́ıklad 2.4.10. Vrat’me se ke cvičeńı 2.3.16, kde byl zadán prostor X = C([0, 1]) a množina

M = {f : [0, 1] → R : f je spojitá a f(0) = f(1)}.

Jedńım z úkol̊u bylo rozhodnout, zda M je uzavřená. To lze podle definice udělat ověřeńım, že doplněk M
je otevřený. Jiným řešeńım je použ́ıt d̊usledek 2.4.9. Necht’ {fn}∞n=1 je posloupnost funkćı z M , která má
limitu f . Chceme ověřit, že f ∈ M . Vı́me, že pro každé n ∈ N plat́ı fn(0) = fn(1). Podle věty 2.4.7
konverguje {fn}∞n=1 stejnoměrně k f , tud́ıž f(0) = f(1), což znamená, že f ∈ M .

Př́ıklad 2.4.11. Vrat’me se ke cvičeńı 2.3.15, kde byl zadán prostor X = ℓ∞ a množina

M = {{xn}∞n=1 ∈ ℓ∞ : x1 > x2}.

Jedńım z úkol̊u bylo naj́ıt uzávěr množiny M . Ukažme, jak to lze provést pomoćı věty 2.4.8. Chceme
zjistit, k jakým posloupnostem lze dokonvergovat pomoćı posloupnost́ı z M . Necht’ {xk}∞k=1 je posloupnost
posloupnost́ı z M , která má limitu x ∈ ℓ∞. Vı́me, že pro každé k ∈ N plat́ı xk

1 > xk
2 . Podle věty 2.4.5 pak

plat́ı x1 = limk→∞ xk
1 ≥ limk→∞ xk

2 = x2. T́ım jsme ukázali, že

M ⊂ {{xn}∞n=1 ∈ ℓ∞ : x1 ≥ x2}.

K tomu, abychom mohli inkluzi nahradit rovnost́ı, muśıme dokázat, že každá posloupnost x ∈ ℓ∞ splňuj́ıćı
x1 ≥ x2 je limitou nějaké posloupnosti posloupnost́ı z M . To je však jednoduché, stač́ı vźıt

xk = (x1, x2 −
1

k
, x3, x4, . . .), k ∈ N.

Pak xk → x (protože ∥xk − x∥∞ = 1
k → 0) a pro každé k ∈ N plat́ı xk ∈ M (protože x1 ≥ x2 > x2 − 1

k ).

Pomoćı konvergentńıch posloupnost́ı lze charakterizovat i hromadné body množiny.

Věta 2.4.12. Necht’ M ⊂ X. Pak x ∈ X je hromadný bod M , právě když existuje posloupnost {xn}∞n=1

tvořená body z M \ {x}, která má limitu x.
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D̊ukaz. Pokud existuje posloupnost se zmı́něnými vlastnostmi, pak pro každé ε > 0 obsahuje Bε(x) \ {x}
aspoň jeden člen této posloupnosti, tud́ıž aspoň jeden bod z M . T́ım je ověřeno, že x je hromadný bod M .

Necht’ x ∈ X je hromadný bod M . Z definice hromadného bodu plyne, že pro každé n ∈ N můžeme volit
xn ∈ M \ {x} tak, že d(xn, x) <

1
n . Takto zkonstruovaná posloupnost {xn}∞n=1 je tvořena body z M \ {x}

a z požadavku d(xn, x) <
1
n plyne xn → x.

2.4.2 Spojitá zobrazeńı

Definice 2.4.13. Necht’ X, Y jsou metrické prostory. Zobrazeńı f : X → Y je spojité v bodě x0 ∈ X,
pokud plat́ı ∀ε > 0 ∃δ > 0 d(x, x0) < δ ⇒ d(f(x), f(x0)) < ε.

Metriku v obou prostorech X, Y znač́ıme stejným ṕısmenem d, i když může j́ıt o dvě r̊uzné metriky.
Správněji bychom měli psát např. dX a dY , z kontextu však bude vždy jasné, kterou metriku máme na
mysli.

Ekvivalentně lze ř́ıct, že f : X → Y je spojité v bodě x0 ∈ X, pokud ∀ε > 0 ∃δ > 0 f(Bδ(x0)) ⊂ Bε(f(x0)).
3

Následuj́ıćı věta představuje Heineho podmı́nku pro spojitost v obecném metrickém prostoru.

Věta 2.4.14. Zobrazeńı f : X → Y je spojité v bodě x0 ∈ X, právě když pro každou posloupnost {xn}∞n=1

splňuj́ıćı xn → x0 plat́ı f(xn) → f(x0).

D̊ukaz. Necht’ f : X → Y je spojité v bodě x0 ∈ X a {xn}∞n=1 je posloupnost splňuj́ıćı xn → x0. Volme
ε > 0. Z definice spojitosti existuje δ > 0 takové, že pokud d(x, x0) < δ, pak d(f(x), f(x0)) < ε. Z definice
limity existuje n0 ∈ N takové, že pro n ≥ n0 plat́ı d(xn, x0) < δ, a tud́ıž také d(f(xn), f(x0)) < ε.

Mı́sto druhé implikace dokážeme jej́ı obměnu. Necht’ f neńı spojité v x0. Pak existuje ε > 0 takové, že
pro každé δ > 0 najdeme x ∈ X splňuj́ıćı d(x, x0) < δ a d(f(x), f(x0)) ≥ ε. Tedy pro každé n ∈ N
můžeme volit δ = 1

n a naj́ıt xn ∈ X splňuj́ıćı d(xn, x0) <
1
n a d(f(xn), f(x0)) ≥ ε. T́ım jsme zkonstruovali

posloupnost {xn}∞n=1, která splňuje xn → x0, ale nesplňuje f(xn) → f(x0).

Budeme ř́ıkat, že zobrazeńı f : X → Y je spojité, pokud je spojité ve všech bodech. Spojitá zobrazeńı lze
charakterizovat pomoćı vzor̊u otevřených, resp. uzavřených množin.

Věta 2.4.15. Následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı:

(i) f : X → Y je spojité zobrazeńı.

(ii) Pro každou otevřenou množinu M ⊂ Y je množina f−1(M) otevřená.

(iii) Pro každou uzavřenou množinu M ⊂ Y je množina f−1(M) uzavřená.

D̊ukaz. (i)⇒(ii): Necht’ M ⊂ Y je otevřená. Předpokládejme, že f−1(M) je neprázdná (jinak je jistě
otevřená) a volme x0 ∈ f−1(M). Pak f(x0) ∈ M a z definice otevřenosti existuje ε > 0 takové, že
Bε(f(x0)) ⊂ M . Jelikož f je spojité v bodě x0, existuje δ > 0 takové, že f(Bδ(x0)) ⊂ Bε(f(x0)) ⊂ M .
Odtud plyne Bδ(x0) ⊂ f−1(M).

(ii)⇒(i): Volme x0 ∈ X a ukažme, že f je spojité v x0. Necht’ ε > 0. Jelikož M = Bε(f(x0)) je otevřená, jej́ı
vzor f−1(M) je podle předpokladu též otevřená množina, která nav́ıc obsahuje x0. Z definice otevřenosti
plyne existence δ > 0 takového, že Bδ(x0) ⊂ f−1(M), tud́ıž f(Bδ(x0)) ⊂ M = Bε(f(x0)).

(ii) ⇐⇒ (iii): Vı́me, že M ⊂ Y je uzavřená, právě když Y \ M je otevřená. Podobně f−1(M) ⊂ X je
uzavřená, právě když X \ f−1(M) je otevřená. Dále plat́ı X \ f−1(M) = f−1(Y \ M), nebot’ na obou
stranách rovnosti jsou množiny obsahuj́ıćı právě všechny body z X, které f nezobraźı do M . Ukázali jsme
tedy, že f−1(M) ⊂ X je uzavřená, právě když f−1(Y \M) je otevřená. Odtud plyne ekvivalence tvrzeńı
(ii) a (iii), nebot’ jedno źıskáme z druhého tak, že od každé množiny Y přejdeme k jej́ımu doplňku.

3Rozmyslete si, že jde pouze o jiný zápis definice. Na levé straně inkluze je koule v X, zat́ımco na pravé straně koule v Y .
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2.4.3 Lipschitzovská zobrazeńı a kontrakce

Pod́ıváme se ještě na tři d̊uležité speciálńı př́ıpady spojitých zobrazeńı.

Definice 2.4.16. Zobrazeńı f : X → Y se nazývá izometrie, pokud pro všechna x, y ∈ X plat́ı rovnost
d(f(x), f(y)) = d(x, y).

Zobrazeńı f : X → Y se nazývá lipschitzovské, pokud existuje konstanta K ≥ 0 taková, že pro všechna
x, y ∈ X plat́ı d(f(x), f(y)) ≤ Kd(x, y). Pokud lze volit K < 1, pak f se nazývá kontrakce.

Z definice je zřejmé, že každá izometrie a každá kontrakce je lipschitzovské zobrazeńı. Dále plat́ı, že každé
lipschitzovské zobrazeńı je spojité (v definici spojitosti stač́ı volit δ = ε/K).

Př́ıklad 2.4.17. Každé shodné zobrazeńı v rovině (např. posunut́ı nebo otočeńı) je izometrie. Každá
podobnost (např. stejnolehlost) je lipschitzovské zobrazeńı (přičemž za K voĺıme koeficient podobnosti).
Pokud je koeficient podobnosti menš́ı než 1, pak jde o kontrakci.

Následuj́ıćı tvrzeńı ukazuje, že vzdálenost bodu od množiny je lipschitzovské (a tedy spojité) zobrazeńı.

Věta 2.4.18. Je-li M ⊂ X neprázdná, pak zobrazeńı f : X → R definované předpisem f(x) = d(x,M) je
lipschitzovské, přičemž lze volit K = 1.

D̊ukaz. Podle definice plat́ı d(x,M) = infy∈M d(x, y).

Pro všechna x1, x2 ∈ X a y ∈ M plat́ı

d(x1,M) ≤ d(x1, y) ≤ d(x1, x2) + d(x2, y),

tud́ıž přechodem k infimu přes všechna y ∈ M dostáváme

d(x1,M) ≤ d(x1, x2) + d(x2,M)

a po úpravě

d(x1,M)− d(x2,M) ≤ d(x1, x2).

Protože body x1, x2 byly libovolné, můžeme je zaměnit a obdrž́ıme

d(x2,M)− d(x1,M) ≤ d(x2, x1) = d(x1, x2).

Z přechoźıch dvou nerovnost́ı plyne

|d(x1,M)− d(x2,M)| ≤ d(x1, x2),

neboli d(f(x1), f(x2)) ≤ d(x1, x2).

Př́ıklad 2.4.19. Ve větě 2.2.11 jsme dokázali, že otevřená koule Br(y) je otevřená množina a uzavřená
koule Kr(y) je uzavřená množina. Ukažme si jiný d̊ukaz: Voĺıme-li M = {y}, pak věta 2.4.18 ř́ıká, že
zobrazeńı f(x) = d(x, y) je spojité. Dále plat́ı

Br(y) = {z ∈ X : d(z, y) < r} = {z ∈ X : f(z) < r} = f−1((−∞, r)),

Kr(y) = {z ∈ X : d(z, y) ≤ r} = {z ∈ X : f(z) ≤ r} = f−1((−∞, r]).

Jelikož (−∞, r) je otevřená množina, f−1((−∞, r)) je podle věty 2.4.15 rovněž otevřená. Podobně (−∞, r]
je uzavřená a tedy f−1((−∞, r]) je rovněž uzavřená.
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2.4.4 Cvičeńı

Cvičeńı 2.4.20. Uvažujme následuj́ıćı posloupnost posloupnost́ı:

x1 = (1, 0, 0, 0, 0, · · · ),
x2 = (0, 1, 0, 0, 0, · · · ),
x3 = (0, 0, 1, 0, 0, · · · ),
x4 = (0, 0, 0, 1, 0, · · · ), atd.

Je tato posloupnost konvergentńı v prostoru ℓp pro nějaké p ∈ [1,∞]?

Cvičeńı 2.4.21. Pro každé n ∈ N uvažujme funkci fn : [0, 1] → R takovou, že fn(0) = 0, fn(1/2
n) = 1,

fn(1/2
n−1) = 0, na intervalech [0, 1/2n] a [1/2n, 1/2n−1] je fn lineárńı a na [1/2n−1, 1] je nulová. (Načrtněte

si graf.) Má posloupnost funkćı {fn}∞n=1 limitu v prostoru C([0, 1])? Má limitu v prostoru L1([0, 1])?

Cvičeńı 2.4.22. V prostoru X = C([0, 1]) uvažujme množinu

M = {f ∈ X : f(1/2) > 1/2}.

Jak vypadá jej́ı uzávěr? Použijte větu 2.4.8.

Cvičeńı 2.4.23. V prostoru X = R2 s eukleidovskou metrikou uvažujme množiny

M1 = {(x, y) ∈ R2 : (x2 + y2)3 < (x2 − y2)2},

M2 = {(x, y) ∈ R2 : (x2 + y2)3 = (x2 − y2)2}.

Ukažte, že M1 je otevřená a M2 je uzavřená. Využijte větu 2.4.15 – pokuste se vyjádřit M1 a M2 jako vzor
otevřené/uzavřené množiny pro vhodné spojité zobrazeńı f : R2 → R.

Dále ukažte, že množina

M3 =

{
(x, y) ∈ R2 :

y

sin(x2y3)
> 2

}
je otevřená. Využijte skutečnost, že sjednoceńı/pr̊unik dvou otevřených množin je otevřená množina.

Cvičeńı 2.4.24. Rozhodněte, zda množina všech reálných posloupnost́ı, které jsou s výjimkou konečně
mnoha člen̊u nulové, je uzavřená podmnožina prostoru ℓ∞. Použijte d̊usledek 2.4.9.

2.5 Úplné metrické prostory

2.5.1 Úplné prostory a jejich vlastnosti

Posloupnost reálných č́ısel je konvergentńı, právě když je cauchyovská. Toto kritérium je užitečné v situaci,
kdy chceme dokázat existenci limity, ale neznáme jej́ı hodnotu.

V části 2.4 jsme definovali konvergentńı a cauchyovské posloupnosti v metrickém prostoru. V tomto
obecném kontextu stále plat́ı, že každá konvergentńı posloupnost je cauchyovská. Existuj́ı však metrické
prostory, kde cauchyovská posloupnost nemuśı mı́t limitu. T́ım je motivována následuj́ıćı definice.

Definice 2.5.1. Metrický prostor X se nazývá úplný, pokud každá cauchyovská posloupnost prvk̊u z X
má limitu v X.

Úplný normovaný lineárńı prostor se zkráceně nazývá Banach̊uv prostor, úplný prostor se skalárńım
součinem se zkráceně nazývá Hilbert̊uv prostor.
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S úplnými prostory jsme se setkali již v části 1.5 při studiu Fourierových řad; definice 1.5.6 představuje
speciálńı př́ıpad předchoźı definice.

V definici 1.5.4 jsme zavedli součet nekonečné řady prvk̊u v prostoru se skalárńım součinem, je ovšem jasné,
že stejnou definici lze použ́ıt v každém normovaném lineárńım prostoru. Pokud je nav́ıc prostor X úplný,
pak nutná a postačuj́ıćı podmı́nka pro konvergenci řady je cauchyovskost částečných součt̊u. S jej́ı pomoćı
lze dokázat např. analogii známého tvrzeńı z reálné analýzy o absolutńı konvergenci: Pokud

∑∞
i=1 ∥xi∥

konverguje, pak
∑∞

i=1 xi konverguje. Důkaz je stejný jako v reálném př́ıpadě.4

Uved’me několik př́ıklad̊u úplných a neúplných prostor̊u:

• R s eukleidovskou metrikou je úplný.

• (0, 1) s eukleidovskou metrikou neńı úplný. Např. posloupnost { 1
n}

∞
n=1 je cauchyovská (protože jde

o konvergentńı posloupnost reálných č́ısel), ale nemá limitu v (0, 1).

• Q s eukleidovskou metrikou neńı úplný. Např. posloupnost {(1 + 1
n )

n}∞n=1 je cauchyovská (protože
jde o konvergentńı posloupnost reálných č́ısel), ale nemá limitu v Q (Eulerovo č́ıslo je iracionálńı).

• R \Q s eukleidovskou metrikou neńı úplný. Např. posloupnost {
√
2

n }∞n=1 je cauchyovská (protože jde
o konvergentńı posloupnost reálných č́ısel), ale nemá limitu v R \Q.

• Pro každé p ∈ [1,∞) je prostor Lp(X,µ) úplný, tj. Banach̊uv prostor – viz přednášku Matematická
analýza V. Pro p = 2 dostáváme Hilbert̊uv prostor L2(X,µ). Je-li X = N a µ je aritmetická mı́ra,
pak Lp(X,µ) se redukuje na prostor posloupnost́ı ℓp, který je t́ım pádem úplný.

• Diskrétńı metrický prostor na libovolné množině X je úplný. Jak vypadaj́ı cauchyovské posloupnosti?
Voĺıme-li v definici ε < 1, vid́ıme, že každá cauchyovská posloupnost muśı být od jistého indexu
konstantńı, tud́ıž je konvergentńı.

Druhý, třet́ı a čtvrtý z výše uvedených př́ıklad̊u představuj́ı speciálńı př́ıpady následuj́ıćı věty, nebot’ jde
o podprostory úplného metrického prostoru R.

Věta 2.5.2. Necht’ X je úplný metrický prostor a Y ⊂ X. Pak Y je úplný metrický prostor, právě když
Y je uzavřená v X.

D̊ukaz. Necht’ Y je uzavřená v X a {yn}∞n=1 je cauchyovská posloupnost v Y . Protože jde rovněž o cau-
chyovskou posloupnost v úplném prostoru X, muśı mı́t limitu v X. Jelikož Y je uzavřená, muśı tato limita
ležet v Y (viz d̊usledek 2.4.9).

Necht’ Y je úplný metrický prostor. Podle věty 2.3.5 (iii) stač́ı ukázat, že Y = Y . Ukážeme, že Y ⊂ Y
(opačná inkluze je zřejmá). Pokud y ∈ Y , pak existuje posloupnost bod̊u {yn}∞n=1 z Y , která konverguje
k y (viz větu 2.4.8). Tato posloupnost je nutně cauchyovská. Protože Y je úplný prostor, muśı limita y
ležet v Y .

Zastavme se ještě u dvou d̊uležitých př́ıklad̊u úplných prostor̊u.

Př́ıklad 2.5.3. Pro všechna n ∈ N a p ∈ [1,∞) je n-rozměrný vektorový prostor ℓpn úplný. Jedná se totiž
o speciálńı př́ıpad úplného prostoru Lp(X,µ), kde X = {1, . . . , n} a µ je aritmetická mı́ra.

Je však možné postupovat mnohem elementárněji a zahrnout i př́ıpad p = ∞: Necht’ {xk}∞k=1 je cauchyovská
posloupnost bod̊u v ℓpn. Pro jejich i-té složky, kde i ∈ {1, . . . , n}, plat́ı nerovnost

|xk
i − xl

i| ≤ ∥xk − xl∥p, k, l ∈ N,

ze které plyne, že {xk
i }∞k=1 je cauchyovská posloupnost reálných č́ısel. Protože R je úplný prostor, exis-

tuje limk→∞ xk
i ; označme ji xi a položme x = (x1, . . . , xn). Ukázali jsme, že posloupnost bod̊u {xk}∞k=1

konverguje po složkách k bodu x. Podle věty 2.4.4 to znamená, že limk→∞ xk = x vzhledem k metrice
v prostoru ℓpn.

4Viz např. https://en.wikipedia.org/wiki/Absolute_convergence#Proof_that_any_absolutely_convergent_series_

in_a_Banach_space_is_convergent.

https://en.wikipedia.org/wiki/Absolute_convergence#Proof_that_any_absolutely_convergent_series_in_a_Banach_space_is_convergent
https://en.wikipedia.org/wiki/Absolute_convergence#Proof_that_any_absolutely_convergent_series_in_a_Banach_space_is_convergent
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Př́ıklad 2.5.4. Prostor spojitých funkćı C([a, b]) se suprémovou normou je úplný.

Necht’ {fn}∞n=1 je cauchyovská posloupnost funkćı v C([a, b]). Pro každé x ∈ [a, b] plat́ı nerovnost

|fn(x)− fm(x)| ≤ ∥fn − fm∥∞, n,m ∈ N,

ze které plyne, že posloupnost funkčńıch hodnot {fn(x)}∞n=1 je rovněž cauchyovská. Protože R je úplný
prostor, existuje limn→∞ fn(x); označme ji f(x). Ukázali jsme, že posloupnost {fn}∞n=1 bodově konver-
guje k funkci f . Potřebujeme ještě ověřit, že f ∈ C([a, b]), a dokázat konvergenci posloupnosti vzhledem
k metrice v prostoru C([a, b]), která je podle věty 2.4.7 ekvivalentńı se stejnoměrnou konvergenćı.

Z cauchyovskosti plyne, že pro každé ε > 0 existuje n0 ∈ N takové, že pokudm,n ≥ n0, pak ∥fn−fm∥∞ < ε.
To znamená, že pro každé x ∈ [a, b] plat́ı |fn(x) − fm(x)| < ε. Limitńım přechodem m → ∞ źıskáme
|fn(x) − f(x)| ≤ ε pro každé x ∈ [a, b] a n ≥ n0, č́ımž je dokázána stejnoměrná konvergence fn ⇒ f .
Spojitost f na [a, b] vyplývá ze skutečnosti, že jde o stejnoměrnou limitu posloupnosti spojitých funkćı.

Následuj́ıćı lemma nesouviśı s úplnými metrickými prostory, potřebujeme je pouze k d̊ukazu daľśı věty.

Lemma 2.5.5. Je-li M neprázdná podmnožina metrického prostoru X, pak diam M = diam M .

D̊ukaz. Stač́ı dokázat diam M ≤ diam M , obrácená nerovnost je zřejmá. Volme libovolně x, y ∈ M . Podle
věty 2.4.8 existuj́ı posloupnosti {xn}∞n=1 a {yn}∞n=1 tvořené body z M takové, že xn → x, yn → y. Z definice
pr̊uměru množiny plyne

d(xn, yn) ≤ diam M, n ∈ N.

Z trojúhelńıkové nerovnosti dostaneme

d(x, y) ≤ d(x, xn) + d(xn, yn) + d(yn, y) ≤ d(x, xn) + diam M + d(yn, y).

Limitńım přechodem pro n → ∞ pak źıskáme nerovnost d(x, y) ≤ diam M . Protože x, y byly libovolné
prvky M , dokázali jsme nerovnost diam M ≤ diam M .

Z reálné analýzy je dobře znám tzv. princip vložených interval̊u: Máme-li posloupnost omezených uzavře-
ných interval̊u [a1, b1] ⊃ [a2, b2] ⊃ · · · , pak jejich pr̊unik je neprázdný. Pokud nav́ıc délky interval̊u kon-
verguj́ı k nule, pak jejich pr̊unik obsahuje právě jeden bod. Následuj́ıćı věta ukazuje, že podobné tvrzeńı
plat́ı v každém úplném metrickém prostoru (a naopak v neúplném prostoru neplat́ı).

Věta 2.5.6 (Cantorova věta). Následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı:

(i) X je úplný metrický prostor.

(ii) Pro každou nerostoućı posloupnost5 neprázdných uzavřených množin {Mn}∞n=1 v X takových, že
diam Mn → 0, je pr̊unik

⋂∞
n=1 Mn jednobodová množina.

D̊ukaz. Pro d̊ukaz (i)⇒(ii) volme xn ∈ Mn pro každé n ∈ N. Dokážeme, že
⋂∞

n=1 Mn = {x}, kde x je
limita posloupnosti {xn}∞n=1. Ukažme nejprve, že limita existuje. Volme libovolné ε > 0. Podle předpokladu
existuje n0 ∈ N takové, že diam Mn0 < ε. Vı́me, že pro n ≥ n0 plat́ı Mn ⊂ Mn0 . To znamená, že pro
všechna m,n ≥ n0 plat́ı

d(xn, xm) ≤ diam Mn0 < ε.

Tedy {xn}∞n=1 je cauchyovská a d́ıky úplnosti X má limitu x ∈ X.

Ukažme, že x ∈
⋂∞

n=1 Mn. Pro každé n ∈ N a každé i ≥ n plat́ı xi ∈ Mi ⊂ Mn, tj. poč́ınaje n-tým členem
lež́ı prvky {xi}∞i=1 v Mn. Jelikož Mn je uzavřená, je též limita x prvkem Mn. Protože n ∈ N bylo libovolné,
plat́ı x ∈

⋂∞
n=1 Mn.

5Posloupnost množin je nerostoućı, pokud M1 ⊃ M2 ⊃ M3 ⊃ · · · .
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Zbývá dokázat, že
⋂∞

n=1 Mn neobsahuje žádný jiný prvek kromě x. Necht’ y ∈
⋂∞

n=1 Mn. Pak pro každé
n ∈ N plat́ı x, y ∈ Mn, tedy

d(x, y) ≤ diam Mn.

Limitńım přechodem n → ∞ źıskáme d(x, y) ≤ 0, což nastává jen tehdy, když x = y.

Pro d̊ukaz (ii)⇒(i) předpokládejme, že {xn}∞n=1 je cauchyovská, a ukažme, že má limitu. Položme

Mn = {xn, xn+1, xn+2, . . .}, n ∈ N.

Plat́ı M1 ⊃ M2 ⊃ M3 ⊃ · · · , každá množina Mn je uzavřená a neprázdná. Ukažme, že diam Mn → 0. Pro
libovolné ε > 0 existuje n0 ∈ N0 takové, že pro všechna m,n ≥ n0 plat́ı d(xm, xn) < ε. Z definice pr̊uměru
množiny pak plyne

diam {xn, xn+1, xn+2, . . .} ≤ ε, n ≥ n0.

Podle lemmatu 2.5.5 plat́ı

diam Mn = diam {xn, xn+1, xn+2, . . .} = diam {xn, xn+1, xn+2, . . .} ≤ ε, n ≥ n0,

č́ımž je dokázáno diam Mn → 0.

Podle předpokladu existuje x ∈ X takové, že
⋂∞

n=1 Mn = {x}. Tvrd́ıme, že xn → x. Skutečně, pro
každé ε > 0 existuje n0 ∈ N takové, že diam Mn0 < ε. Jelikož pro n ≥ n0 máme xn, x ∈ Mn0 , plat́ı
d(xn, x) < ε.

2.5.2 Banachova věta o pevném bodu

Definice 2.5.7. Bod x ∈ X se nazývá pevným bodem zobrazeńı f : X → X, pokud f(x) = x.

Mnoho úloh v matematice, jako např. řešeńı nejr̊uzněǰśıch rovnic, lze převést na hledáńı pevného bodu
(později uvedeme některé př́ıklady). Nejznáměǰśı větou, která udává postačuj́ıćı podmı́nku pro existenci
a jednoznačnost pevného bodu, je Banachova věta.6 Nav́ıc poskytuje i návod, jak pevný bod naj́ıt.

Věta 2.5.8 (Banachova věta). Je-li X úplný metrický prostor a zobrazeńı f : X → X je kontrakce, pak
má právě jeden pevný bod x ∈ X. Voĺıme-li x0 ∈ X libovolně a pro každé n ∈ N polož́ıme xn = f(xn−1),
pak xn → x.

D̊ukaz. Podle definice kontrakce existuje č́ıslo K ∈ [0, 1) takové, že

d(f(x), f(y)) ≤ Kd(x, y), x, y ∈ X.

Volme x0 ∈ X libovolně a pro každé n ∈ N položme xn = f(xn−1). Ukážeme, že tato rekurentně zadaná
posloupnost má limitu. Pro vzdálenosti dvou po sobě jdoućıch člen̊u této posloupnosti plat́ı

d(x1, x2) = d(f(x0), f(x1)) ≤ Kd(x0, x1),

d(x2, x3) = d(f(x1), f(x2)) ≤ Kd(x1, x2) ≤ K2d(x0, x1),

d(x3, x4) = d(f(x2), f(x3)) ≤ Kd(x2, x3) ≤ K3d(x0, x1),

· · ·
d(xi, xi+1) = d(f(xi−1), f(xi)) ≤ Kd(xi−1, xi) ≤ Kid(x0, x1),

· · ·

K odhadnut́ı vzdálenosti dvou člen̊u xm a xn, které nemusej́ı j́ıt bezprostředně po sobě, použijeme troj-
úhelńıkovou nerovnost. Pokud m > n, pak

d(xn, xm) ≤ d(xn, xn+1) + d(xn+1, xn+2) + · · ·+ d(xm−1, xm) ≤
≤ Knd(x0, x1) +Kn+1d(x0, x1) + · · ·+Km−1d(x0, x1) =

= Knd(x0, x1)(1 +K + · · ·+Km−n−1) = Knd(x0, x1)
1−Km−n

1−K
≤ Knd(x0, x1)

1

1−K
.

6Stefan Banach (1892–1945) byl polský matematik.
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Výraz na pravé straně má pro n → ∞ limitu 0, z čehož vyplývá, že {xn}∞n=1 je cauchyovská posloupnost.
Má tedy limitu x ∈ X. Dále plat́ı

x = lim
n→∞

xn+1 = lim
n→∞

f(xn) = f(x),

kde posledńı rovnost plyne ze spojitosti f . Ukázali jsme, že x je pevným bodem f . Pokud by existoval
daľśı pevný bod y ̸= x, platilo by d(x, y) = d(f(x), f(y)) ≤ Kd(x, y) < d(x, y), což je spor.

Chceme-li použ́ıt Banachovu větu, muśıme kromě úplnosti X ověřit, že dané zobrazeńı f je kontrakce.
Většinou nezbývá, než postupovat podle definice. V př́ıpadě, kdy f je diferencovatelná reálná funkce jedné
reálné proměnné, lze použ́ıt následuj́ıćı jednoduché kritérium, které využijeme v části 2.5.3.

Věta 2.5.9. Necht’ I ⊂ R je interval a f : I → R diferencovatelná funkce. Označ́ıme-li K = supx∈I |f ′(x)|,
pak plat́ı:

(i) f je lipschitzovské zobrazeńı ⇐⇒ K < ∞.

(ii) f je kontrakce ⇐⇒ K < 1.

D̊ukaz. Pro každé dva r̊uzné body x, y ∈ I plat́ı podle Lagrangeovy věty o středńı hodnotě rovnost
f(x)− f(y) = f ′(ξ)(x− y), kde ξ ∈ I je bod lež́ıćı mezi x, y. Tedy

|f(x)− f(y)| = |f ′(ξ)| · |x− y| ≤ K|x− y|,

odkud plynou obě implikace zprava doleva.

K d̊ukazu obrácených implikaćı volme libovolné L < K. Podle definice supréma existuje x ∈ I takové, že
|f ′(x)| > L. Z definice derivace pak vyplývá, že najdeme bod y ∈ I r̊uzný od x takový, že∣∣∣∣f(x)− f(y)

x− y

∣∣∣∣ > L,

neboli |f(x) − f(y)| > L|x − y|. Pokud K = ∞, můžeme L volit libovolně velké a vid́ıme, že f neńı
lipschitzovské zobrazeńı. PokudK ≥ 1, můžeme L volit libovolně bĺızko 1 a vid́ıme, že f neńı kontrakce.

V př́ıpadě reálné funkce f se dá hledáńı pevného bodu metodou popsanou v Banachově větě znázornit
graficky, viz obr. 2.4. Pevný bod je pr̊useč́ık grafu funkce f s př́ımkou y = x (čárkovaně). Na ose x
voĺıme libovolnou hodnotu x0 a najdeme př́ıslušnou funkčńı hodnotu x1 = f(x0). S pomoćı čárkované čáry
přeneseme hodnotu x1 z osy y na osu x a analogicky pokračujeme dále. Ekvivalentně lze postupovat tak,
že konstruujeme lomenou čáru, kde se stř́ıdaj́ı svislé úsečky mı́̌ŕıćı ke grafu funkce s vodorovnými úsečkami
mı́̌ŕıćımi k př́ımce y = x. Pokud jsou splněny předpoklady Banachovy věty, pak posloupnost {xn}∞n=0

konverguje k pevnému bodu f . Obrázek ukazuje, že pokud je f v okoĺı pevného bodu rostoućı (vlevo), pak
se k pevnému bodu přibližujeme z jedné strany a lomená čára připomı́ná schodǐstě. Pokud je f klesaj́ıćı
(vpravo), pak se k pevnému bodu přibližujeme stř́ıdavě z obou stran a lomená čára připomı́ná spirálu.

V následuj́ıćım textu si ukážeme dva klasické př́ıklady použit́ı Banachovy věty.

2.5.3 Přibližný výpočet odmocniny

Předpokládejme, že je dáno reálné č́ıslo a > 0 a chceme vypoč́ıtat přibližnou hodnotu
√
a. Následuj́ıćı

postup využ́ıvaj́ıćı pouze sč́ıtáńı a děleńı byl znám již ve starověké Mezopotámii:

• Zvoĺıme libovolné č́ıslo x0 > 0.

• Pro každé n ∈ N polož́ıme

xn =
1

2

(
xn−1 +

a

xn−1

)
.
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x0

x1

x1

x2

x2 x0

x1

x1

x2
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Obrázek 2.4: Iterace x0, x1 = f(x0), x2 = f(x1), . . . konverguj́ı k pevnému bodu f

Č́ısla x0, x1, x2, . . . představuj́ı stále lepš́ı aproximace
√
a. Intuitivńı vysvětleńı je následuj́ıćı: Pokud

xn−1 <
√
a, pak a/xn−1 >

√
a. Pokud naopak xn−1 >

√
a, pak a/xn−1 <

√
a. V obou př́ıpadech tedy daľśı

člen xn vzniká tak, že pr̊uměrujeme č́ıslo menš́ı než
√
a s č́ıslem větš́ım než

√
a.

Zkusme pro ilustraci poč́ıtat např.
√
2, přičemž vezmeme nepř́ılǐs přesný počátečńı odhad x0 = 2. Pak

dostáváme následuj́ıćı hodnoty (vypisujeme prvńıch 50 cifer):

x0 = 2,0000000000000000000000000000000000000000000000000

x1 = 1,5000000000000000000000000000000000000000000000000

x2 = 1,4166666666666666666666666666666666666666666666667

x3 = 1,4142156862745098039215686274509803921568627450980

x4 = 1,4142135623746899106262955788901349101165596221157

x5 = 1,4142135623730950488016896235025302436149819257762

x6 = 1,4142135623730950488016887242096980785696718753772

Porovnáńım se skutečnou hodnotou

√
2 = 1,4142135623730950488016887242096980785696718753769

vid́ıme, že x6 se shoduje s
√
2 na 48 platných cifer, algoritmus je tedy velmi efektivńı.

Pokusme se zd̊uvodnit správnost algoritmu, tj. dokázat, že limn→∞ xn =
√
a. Členy posloupnosti poč́ıtáme

stejně jako v Banachově větě pomoćı rekurentńıho vzorce

xn = f(xn−1), n ∈ N,

kde

f(x) =
1

2

(
x+

a

x

)
.

Z nerovnosti mezi aritmetickým a geometrickým pr̊uměrem plyne, že pokud x > 0, pak

f(x) =
1

2

(
x+

a

x

)
≥
√
x · a

x
=

√
a.

To znamená, že všechny členy posloupnosti s výjimkou nultého, který jsme volili libovolně, lež́ı v intervalu
[
√
a,∞). Nultý člen si můžeme odmyslet, nebot’ neovlivńı existenci ani hodnotu limn→∞ xn. Omeźıme se

tedy na metrický prostor X = [
√
a,∞), který je podle věty 2.5.2 úplný. Z věty 2.5.9 plyne, že zobrazeńı
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f : X → X je kontrakce, nebot’

f ′(x) =
1

2

(
1− a

x2

)
,

|f ′(x)| ≤ 1

2
, x ∈ [

√
a,∞).

T́ım jsme ověřili předpoklady Banachovy věty, ze které plyne, že posloupnost {xn}∞n=1 konverguje k je-
dinému pevnému bodu zobrazeńı f . Abychom našli hodnotu pevného bodu, řeš́ıme rovnici x = f(x) za
předpokladu x ∈ [

√
a,∞):

x =
1

2

(
x+

a

x

)
2x = x+

a

x

x =
a

x

x2 = a

x =
√
a

Vid́ıme, že f má na intervalu [
√
a,∞) pevný bod x =

√
a, který je limitou posloupnosti {xn}∞n=1.

2.5.4 Diferenciálńı rovnice – Picardova věta

Klasickým př́ıkladem použit́ı Banachovy věty je odvozeńı Picardovy věty – základńı věty o existenci
a jednoznačnosti řešeńı diferenciálńı rovnice s počátečńı podmı́nkou

x′(t) = f(t, x(t)), x(t0) = x0. (2.5.1)

Picardova věta7 ř́ıká, že pokud je f definována v okoĺı bodu (t0, x0), je zde spojitá a lipschitzovská vzhledem
ke druhé proměnné,8 pak má úloha právě jedno řešeńı definované na okoĺı bodu t0. Jde tedy o lokálńı
výsledek – globálńı existenci řešeńı např. na celé reálné ose nelze obecně očekávat, nebot’ řešeńı může
v konečném čase utéct do nekonečna (

”
blow up“). Následuj́ıćı formulace věty udává informaci o délce

intervalu [t0 − c, t0 + c], na kterém je zaručena existence a jednoznačnost řešeńı.

Pro zjednodušeńı zápisu se omeźıme na skalárńı rovnici, přestože věta plat́ı i pro vektorové rovnice (tj. sou-
stavy rovnic); čtenář si může samostatně promyslet, jak se v tomto př́ıpadě změńı d̊ukaz.

Věta 2.5.10 (Picardova věta). Předpokládejme, že t0, x0 ∈ R, a, b > 0, f : [t0−a, t0+a]×[x0−b, x0+b] → R
je spojitá a existuje L > 0 takové, že pro všechna t ∈ [t0 − a, t0 + a] a x, y ∈ [x0 − b, x0 + b] plat́ı

|f(t, x)− f(t, y)| ≤ L|x− y|. (2.5.2)

Označme M = sup{|f(t, x)| : t ∈ [t0−a, t0+a], x ∈ [x0−b, x0+b]}. Pak pro každé c ∈ (0,min(a, b/M, 1/L))
má úloha (2.5.1) právě jedno řešeńı na intervalu [t0 − c, t0 + c].

D̊ukaz. Pokud x je řešeńım úlohy (2.5.1) na intervalu [t0 − c, t0 + c], pak integrováńım x′(s) = f(s, x(s))

od t0 do t a využit́ım toho, že
∫ t

t0
x′(s) ds = x(t)− x(t0) = x(t)− x0, źıskáme

x(t) = x0 +

∫ t

t0

f(s, x(s)) ds, t ∈ [t0 − c, t0 + c]. (2.5.3)

Obráceně, z (2.5.3) plyne (2.5.1): Platnost vztahu x(t0) = x0 je zřejmá a derivováńım (2.5.3) podle t
źıskáme x′(t) = f(t, x(t)). Dále tedy budeme hledat řešeńı integrálńı rovnice (2.5.3), která je ekvivalentńı
s (2.5.1).

7Émile Picard (1856–1941) byl francouzský matematik.
8To nastává např. tehdy, když má v okoĺı (t0, x0) spojitou a tud́ıž omezenou parciálńı derivaci ∂f

∂x
, srov. s větou 2.5.9.
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Řešeńı muśı být spojitá funkce, jej́ıž graf neopust́ı obdélńık, na kterém je definována funkce f . Muśı tedy
patřit do množiny funkćı

X = {x ∈ C([t0 − c, t0 + c]) : ∀t ∈ [t0 − c, t0 + c] |x(t)− x0| ≤ b}.

NaX se budeme d́ıvat jako na metrický prostor se suprémovou normou. Můžeme si všimnout, že jde vlastně
o uzavřenou kouli Kb(x0) v prostoru C([t0 − c, t0 + c]). Podle věty 2.5.2 a př́ıkladu 2.5.4 se tud́ıž jedná
o úplný metrický prostor. Řešeńı rovnice (2.5.3) nyńı převedeme na hledáńı pevného bodu. Pro každou
funkci x ∈ X definujme funkci F (x) předpisem

F (x)(t) = x0 +

∫ t

t0

f(s, x(s)) ds, t ∈ [t0 − c, t0 + c].

F je tedy zobrazeńı, které funkćım přǐrazuje funkce. Rovnice (2.5.3) je splněna, právě když x(t) = F (x)(t)
pro všechna t ∈ [t0 − c, t0 + c], což nastává, právě když x = F (x).

K dokončeńı d̊ukazu stač́ı ověřit, že F splňuje předpoklady Banachovy věty. Z definice konstanty M
a z požadavku c < b/M vyplývá, že

|F (x)(t)− x0| ≤
∫ t

t0

|f(s, x(s))|ds ≤ M |t− t0| ≤ Mc < b, t ∈ [t0 − c, t0 + c].

Vid́ıme, že F je zobrazeńı z X do X. Dále s využit́ım podmı́nky (2.5.2) pro x, y ∈ X plat́ı

|F (x)(t)− F (y)(t)| =
∣∣∣∣∫ t

t0

f(s, x(s)) ds−
∫ t

t0

f(s, y(s)) ds

∣∣∣∣ ≤ ∫ t

t0

|f(s, x(s))− f(s, y(s))|ds ≤

≤
∫ t

t0

L · |x(s)− y(s)|ds ≤ L · |t− t0| · ∥x− y∥∞ ≤ Lc · ∥x− y∥∞, t ∈ [t0 − c, t0 + c],

tud́ıž ∥F (x)− F (y)∥∞ ≤ Lc · ∥x− y∥∞. Protože Lc < 1, ukázali jsme, že F je kontrakce.

Poznámka 2.5.11. Podle Banachovy věty můžeme pevný bod F naj́ıt jako limitu posloupnosti, jej́ıž nultý
člen y0 ∈ X voĺıme libovolně a dále poč́ıtáme yn = F (yn−1), n ∈ N. Zkusme t́ımto postupem pro ilustraci
řešit rovnici x′(t) = x(t), x(0) = 1. Pak t0 = 0, x0 = 1, f(t, x) = x a zobrazeńı F je dáno předpisem

F (x)(t) = 1 +

∫ t

0

x(s) ds.

Voĺıme-li např. y0(t) = 1, t ∈ R, pak ze vzorce yn = F (yn−1) dostáváme posloupnost

y1(t) = 1 +

∫ t

0

1 ds = 1 + t,

y2(t) = 1 +

∫ t

0

(1 + s) ds = 1 + t+
t2

2
,

y3(t) = 1 +

∫ t

0

(1 + s+
s2

2
) ds = 1 + t+

t2

2
+

t3

2 · 3
,

atd. Neńı těžké uhodnout, že yn(t) =
∑n

i=0
ti

i! , a tud́ıž řešeńı diferenciálńı rovnice je limn→∞ yn(t) = et.

2.5.5 Cvičeńı

Cvičeńı 2.5.12. Ukažte, že pokud z Cantorovy věty 2.5.6 vynecháme předpoklad uzavřenosti Mn nebo
předpoklad diam Mn → 0, pak tvrzeńı neplat́ı a pr̊unik

⋂∞
n=1 Mn může být prázdný.

Cvičeńı 2.5.13. Dokažte, že prostor všech omezených posloupnost́ı ℓ∞ se suprémovou normou je úplný.
(Postupujte obdobně jako v př́ıkladu 2.5.4).
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Cvičeńı 2.5.14. Necht’ X je prostor všech spojitých funkćı na intervalu [0, 1] s integrálńı normou

∥f∥1 =

∫ 1

0

|f |.

Dokažte, žeX neńı úplný – použijte větu 2.5.2 a ukažte, žeX je podmnožina L1([0, 1]), která neńı uzavřená.
(Najděte vhodnou posloupnost spojitých funkćı, která konverguje v L1([0, 1]) k limitě, která neńı spojitá.)

Cvičeńı 2.5.15. Uvažujme reálnou funkci f definovanou předpisem f(x) = x+ 1
x , x ∈ [1,∞). Rozhodněte,

zda se jedná o lipschitzovské zobrazeńı, př́ıpadně kontrakci. Má pevný bod?

Cvičeńı 2.5.16. Ukažte, že funkce f : [
√
2,∞) → [

√
2,∞) definovaná předpisem f(x) =

√
2 + x je

kontrakce. Pomoćı Banachovy věty o pevném bodu pak najděte limitu posloupnosti

√
2,

√
2 +

√
2,

√
2 +

√
2 +

√
2, . . .

Cvičeńı 2.5.17. Na metrickém prostoru X = C([a, b]) uvažujme zobrazeńı F : X → X definované
předpisem

F (f)(t) =

∫ t

a

f, f ∈ X, t ∈ [a, b].

Najděte všechny pevné body F . Ukažte, že F je kontrakce, právě když b− a < 1.

2.6 Husté a ř́ıdké množiny

Pojmy
”
hustá množina“ a

”
ř́ıdká množina“ představuj́ı jistou charakterizaci velkých a malých množin

v metrických prostorech. Uvedeme jejich definice, vlastnosti a ilustrujeme je na př́ıkladech.

2.6.1 Definice, věty a př́ıklady

Definice 2.6.1. Množina M ⊂ X se nazývá hustá, pokud M = X.

Připomeňme, že M obsahuje právě všechny body z X, ke kterým lze dokonvergovat pomoćı posloupnost́ı
z M (viz větu 2.4.8). Ekvivalentně lze tedy ř́ıct, že M ⊂ X je hustá, právě když pro každé x ∈ X a každé
ε > 0 existuje y ∈ M splňuj́ıćı d(x, y) < ε. Vyjádřeno slovy, libovolně bĺızko k libovolnému bodu z X lze
naj́ıt bod z M .

Uved’me jednoduché př́ıklady:

• Q je hustá v R.

• R \Q je hustá v R.

• Qn je hustá v Rn.

• Množina {m
2n : m ∈ Z, n ∈ N0} je hustá v R i v Q.

• V diskrétńım metrickém prostoru je každá množina M uzavřená, tud́ıž M = M a jediná hustá
množina je celý prostor X.

Př́ıklad 2.6.2. V kapitole 1 při studiu Fourierových řad jsme použ́ıvali následuj́ıćı dvě tvrzeńı:

• Pro každou f ∈ Lp([a, b]) a každé ε > 0 existuje spojitá funkce g : [a, b] → R splňuj́ıćı ∥f − g∥p < ε
(viz větu 1.6.2).
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• Pro každou spojitou 2π-periodickou funkci f existuje trigonometrický polynom t takový, že
|f(x)− t(x)| < ε pro každé x ∈ R (viz větu 1.1.2).

Prvńı tvrzeńı vlastně znamená, že C([a, b]) je hustá podmnožina Lp([a, b]). Druhé tvrzeńı ř́ıká, že trigono-
metrické polynomy jsou husté v prostoru spojitých 2π-periodických funkćı se suprémovou normou.

Př́ıklad 2.6.3. Necht’ X je prostor posloupnost́ı ℓ1. Uvažujme množinu M ⊂ ℓ1 tvořenou všemi posloup-
nostmi, které maj́ı pouze konečný počet nenulových člen̊u a tyto členy jsou racionálńı č́ısla. Ukážeme, že
M je hustá.

Zvolme libovolně x = {xn}∞n=1 ∈ ℓ1 a ε > 0. Potřebujeme dokázat, že existuje y ∈ M splňuj́ıćı ∥x−y∥1 < ε.

Z definice prostoru ℓ1 v́ıme, že
∑∞

n=1 |xn| < ∞. Proto existuje n0 ∈ N takové, že
∑∞

n=n0+1 |xn| < ε
2 . Jelikož

racionálńı č́ısla jsou hustá v R, můžeme pro každé n ∈ {1, . . . , n0} naj́ıt qn ∈ Q splňuj́ıćı |qn − xn| < ε
2n0

.
Polož́ıme-li

y = (q1, . . . , qn0
, 0, 0, . . .) ∈ M,

pak plat́ı

∥x− y∥1 =

n0∑
n=1

|xn − qn|+
∞∑

n=n0+1

|xn| <
ε

2
+

ε

2
= ε.

Definice 2.6.4. Množina M ⊂ X se nazývá ř́ıdká, pokud (M)◦ = ∅.

• V metrickém prostoru R je každá konečná množina ř́ıdká, nekonečná množina Z je rovněž ř́ıdká.
Množina { 1

n : n ∈ N} představuje jednoduchý př́ıklad ukazuj́ıćı, že ř́ıdká množina může mı́t hromadný
bod.

• V diskrétńım metrickém prostoru je každá množina M otevřená i uzavřená, tud́ıž (M)◦ = M a jediná
ř́ıdká množina je prázdná množina.

Jaký je vztah mezi hustými a ř́ıdkými množinami? Je doplněk ř́ıdké množiny hustý a naopak? Odpověd’

dává následuj́ıćı věta.

Věta 2.6.5. Plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı:

(i) M ⊂ X je ř́ıdká, právě když X \M je hustá.

(ii) Je-li M ⊂ X ř́ıdká, pak X \M je hustá.

(iii) Necht’ M ⊂ X je uzavřená. Pak M je ř́ıdká, právě když X \M je hustá.

D̊ukaz. Prvńı tvrzeńı plyne z následuj́ıćıch ekvivalenćı: M ⊂ X je ř́ıdká ⇐⇒ M nemá vnitřńı body ⇐⇒
X \M nemá vněǰśı body ⇐⇒ X \M je hustá.

Druhé tvrzeńı vyplývá z prvńıho: Pokud je X \M hustá, pak X \M je také hustá, nebot’ X \M ⊂ X \M .

Třet́ı tvrzeńı rovněž vyplývá z prvńıho, nebot’ pro uzavřenou množinu M plat́ı M = M .

Ř́ıdké množiny se v angličtině nazývaj́ı
”
nowhere dense“. Následuj́ıćı věta, kterou lze považovat za ekviva-

lentńı definici ř́ıdké množiny, vysvětluje, proč je tento název výstižný: Ř́ıdká množina M má tu vlastnost,
že v každé kouli lze naj́ıt

”
d́ıru“ neobsahuj́ıćı žádný bod z M . V d̊usledku to znamená, že ř́ıdká množina

nemůže být hustá v žádné podmnožině X s neprázdným vnitřkem.

Věta 2.6.6. Pro libovolnou množinu M ⊂ X jsou následuj́ıćı tvrzeńı ekvivalentńı:

(i) M je ř́ıdká.

(ii) Každá neprázdná otevřená koule v X obsahuje neprázdnou otevřenou kouli disjunktńı s M .
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D̊ukaz. Pokud M je ř́ıdká, pak podle věty 2.6.5 je X \M hustá, takže libovolná neprázdná koule Br(x)
v X má neprázdný pr̊unik s X \M . Tud́ıž Br(x) obsahuje bod x̃ nepatř́ıćı do M . Protože M je uzavřená,
muśı být x̃ jej́ım vněǰśım bodem. Voĺıme-li dostatečně malé r̃ > 0, pak Br̃(x̃) je obsažena v Br(x) a je
disjunktńı s M , tedy i s M .

Mı́sto obrácené implikace dokážeme jej́ı obměnu. Pokud M neńı ř́ıdká, pak existuje bod x ∈ (M)◦. Je-
likož (M)◦ je otevřená, existuje r > 0 takové, že Br(x) ⊂ (M)◦ ⊂ M . To znamená, že libovolně bĺızko
k libovolnému bodu z Br(x) existuje bod z M . Proto Br(x) nemůže obsahovat kouli disjunktńı s M .

Jak se chovaj́ı husté a ř́ıdké množiny vzhledem ke sjednoceńım a pr̊unik̊um? Z definic je zřejmé, že sjedno-
ceńı hustých množin je hustá množina a pr̊unik ř́ıdkých množin je ř́ıdká množina. Pr̊unik hustých množin
nemuśı být hustý (může být dokonce prázdný, např. Q∩(R\Q) = ∅). Jediná zaj́ımavá situace tedy nastává
při sjednocováńı ř́ıdkých množin.

Věta 2.6.7. Jsou-li M1,M2 ⊂ X ř́ıdké, pak M1 ∪M2 je ř́ıdká.

D̊ukaz. Ověř́ıme, že M1 ∪M2 splňuje druhé tvrzeńı věty 2.6.6. Protože M1 je ř́ıdká, libovolná neprázdná
koule Br(x) v X obsahuje neprázdnou kouli Br1(x1) disjunktńı s M1. Protože M2 je ř́ıdká, koule Br1(x1)
obsahuje neprázdnou kouli Br2(x2) disjunktńı s M2. Je zřejmé, že Br2(x2) je obsažena v Br(x) a je
disjunktńı s M1 ∪M2.

Z předchoźı věty ihned plyne, že sjednoceńı konečného počtu ř́ıdkých množin je ř́ıdká množina. Spočetné
sjednoceńı ř́ıdkých množin však již nemuśı být ř́ıdká množina. Na druhou stranu ovšem plat́ı, že úplný
metrický prostor nemůže být spočetným sjednoceńım ř́ıdkých množin – jde o tzv. Baireovu větu, jedno
z d̊uležitých tvrzeńı moderńı matematické analýzy.9

Př́ıklad 2.6.8. Pěkným netriviálńım př́ıkladem ř́ıdké množiny na reálné ose je tzv. Cantorovo diskonti-
nuum. Začneme t́ım, že polož́ıme C0 = [0, 1]. Daľśı krok je induktivńı: Máme-li množinu Cn−1, pak Cn

vznikne odebráńım otevřených prostředńıch třetin interval̊u nacházej́ıćıch se v Cn−1. Postupně tedy kon-
struujeme nekonečnou posloupnost množin C1 = [0, 1

3 ] ∪ [ 23 , 1], C2 = [0, 1
9 ] ∪ [ 29 ,

1
3 ] ∪ [ 23 ,

7
9 ] ∪ [ 89 , 1], atd.,

viz obr. 2.5. Cantorovo diskontinuum pak sestává z bod̊u intervalu [0, 1], které nejsou odebrány v žádném
kroku tohoto procesu, tj. jde o množinu C =

⋂∞
n=1 Cn.

03 0.013 0.023 0.13 0.113 0.123 0.23 0.213 0.223 13

Obrázek 2.5: Množiny C0 až C4 (shora dol̊u) z definice Cantorova diskontinua; č́ısla udávaj́ıćı hranice
interval̊u jsou zapsána v trojkové soustavě

Můžeme ji popsat ještě jiným ekvivalentńım zp̊usobem: C obsahuje právě všechna reálná č́ısla z [0, 1],
která lze v trojkové soustavě zapsat bez použit́ı jedničky. Skutečně, C1 vzniká z C0 tak, že vynecháváme
všechna č́ısla, která maj́ı v trojkové soustavě na prvńım mı́stě za desetinnou čárkou jedničku. (Č́ıslo 1

3
má sice v trojkové soustavě zápis 0,1, ale také 0,02, tj. lze je vyjádřit bez použit́ı jedničky). Podobně C2

vzniká z C1 odebráńım všech č́ısel, která maj́ı jedničku na druhém mı́stě za desetinnou čárkou, atd.

Všimneme si některých vlastnost́ı množiny C:

• C je uzavřená, nebot’ je pr̊unikem uzavřených množin.

9Viz např. I. Netuka: Základy moderńı analýzy, Matfyzpress, 2014, sekce 3.10 a 3.20.
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• C je nespočetná: Libovolné č́ıslo z intervalu [0, 1) můžeme zapsat ve dvojkové soustavě, následně
všechny jedničky nahradit dvojkami a výsledek interpretovat jako trojkový zápis č́ısla z C. Tento
proces odpov́ıdá prostému zobrazeńı nespočetné množiny [0, 1) do C, která je tedy rovněž nespočetná.

• C je ř́ıdká: Podle třet́ı části věty 2.6.5 stač́ı ukázat, že [0, 1] \C je hustá v [0, 1]. To je pravda, nebot’

libovolně bĺızko k libovolnému č́ıslu z [0, 1] existuje č́ıslo, které nelze v trojkové soustavě zapsat bez
použit́ı jedničky (stač́ı vźıt dané č́ıslo a dostatečně daleko za desetinnou čárkou změnit všechny cifry
na jedničky).

• C má nulovou Lebesgueovu mı́ru. Mı́ra interval̊u, které postupně odstraňujeme z [0, 1], je totiž

1 · 1
3
+ 2 · 1

9
+ 4 · 1

27
+ · · · =

∞∑
n=0

2n
1

3n+1
=

1

3

∞∑
n=0

(
2

3

)n

=
1

3

1

1− 2
3

= 1.

Vid́ıme, že Cantorovo diskontinuum je z pohledu teorie množin velkou množinou, avšak z pohledu met-
rických prostor̊u i teorie mı́ry jde o množinu malou.

Podobným zp̊usobem jako Cantorovo diskontinuum na př́ımce vznikaj́ı i daľśı zaj́ımavé objekty, jako je
např. Sierpińského koberec v rovině (obr. 2.6) a Mengerova houba v prostoru (obr. 2.7). Opět jde o uzavřené
nespočetné ř́ıdké množiny nulové mı́ry, nav́ıc to jsou jednoduché populárńı př́ıklady fraktál̊u.

Obrázek 2.6: Konstrukce Sierpińského koberce: Zač́ınáme se čtvercem [0, 1] × [0, 1]. Rozděĺıme jej na
3 × 3 menš́ı čtverce, prostředńı odebereme. Se zbývaj́ıćımi čtverci pak opakujeme stejnou operaci.
Viz též https://en.wikipedia.org/wiki/Sierpinski_carpet

Obrázek 2.7: Mengerova houba je trojrozměrnou variantou Sierpińského koberce. Obrázek převzat z Wiki-
media Commons, https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Menger-Schwamm-farbig.png. Viz též
https://en.wikipedia.org/wiki/Menger_sponge

Závěrem poznamenejme, že existuj́ı i ř́ıdké množiny, které maj́ı kladnou Lebesgueovu mı́ru. Daj́ı se źıskat
drobnou modifikaćı algoritmu pro konstrukci Cantorova diskontinua, viz např. https://en.wikipedia.
org/wiki/Smith-Volterra-Cantor_set.

https://en.wikipedia.org/wiki/Sierpinski_carpet
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Menger-Schwamm-farbig.png
https://en.wikipedia.org/wiki/Menger_sponge
https://en.wikipedia.org/wiki/Smith-Volterra-Cantor_set
https://en.wikipedia.org/wiki/Smith-Volterra-Cantor_set
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2.6.2 Cvičeńı

Cvičeńı 2.6.9. Najděte př́ıklad množiny M , pro kterou (M)◦ ̸= M◦.

Cvičeńı 2.6.10. Ukažte, že doplněk husté množiny nemuśı být ř́ıdký; může být hustý?

Cvičeńı 2.6.11. Ukažte, že spočetné sjednoceńı ř́ıdkých množin může být hustá množina.

Cvičeńı 2.6.12. Ukažte, že množina M z př́ıkladu 2.6.3 je hustá nejen v ℓ1, ale v ℓp pro každé p ∈ [1,∞).
Je hustá v ℓ∞?



66 KAPITOLA 2. METRICKÉ PROSTORY



Kapitola 3

Výsledky cvičeńı

1.3.4 Fourierova řada má tvar

F (x) =
π2

3
+

∞∑
n=1

4(−1)n

n2
cos(nx)

a plat́ı F (x) = f(x) pro x ∈ [−π, π]. Volbou x = 0, resp. x = π, źıskáme

∞∑
n=1

(−1)n+1

n2
=

π2

12
, resp.

∞∑
n=1

1

n2
=

π2

6
.

1.3.5 Fourierova řada má tvar

F (x) =

∞∑
n=1

2

πn
(1− (−1)n) sin(nx) =

∞∑
k=0

4

π(2k + 1)
sin(2k + 1)x

a plat́ı F (x) = f(x) pro x ∈ (−π, π), F (±π) = 0.

1.3.8 Fourierova řada má tvar

F (x) =
eπ − 1

2π
+

∞∑
n=1

1

π(n2 + 1)

(
((−1)neπ − 1) cos(nx) + ((−1)n+1eπ + 1)n sin(nx)

)
.

1.4.3 Úplné řešeńı lze naj́ıt na webu https://math.stackexchange.com/questions/1728014/ces%c3%

a0ro-sum-of-the-series-sin-x-sin-2x-sin-3x-ldots-frac12-cot.

1.7.3 Z Parsevalovy rovnosti plyne
∞∑

n=1

1

n4
=

π4

90
.

1.7.4 Z Parsevalovy rovnosti plyne
∞∑
k=0

1

(2k + 1)2
=

π2

8
.

1.8.2 Fourierova řada má tvar

F (x) =
2

π
+

∞∑
n=1

4

π

(−1)n+1

4n2 − 1
cos(2nx)

a plat́ı F (x) = f(x) pro x ∈ [−π/2, π/2]. Z Parsevalovy rovnosti plyne

∞∑
n=1

1

(4n2 − 1)2
=

π2

16
− 1

2
.
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https://math.stackexchange.com/questions/1728014/ces%c3%a0ro-sum-of-the-series-sin-x-sin-2x-sin-3x-ldots-frac12-cot
https://math.stackexchange.com/questions/1728014/ces%c3%a0ro-sum-of-the-series-sin-x-sin-2x-sin-3x-ldots-frac12-cot
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1.8.3 Fourierova řada má tvar

F (x) = 2π + cosx+

∞∑
n=1

−4

n
sin
(nx

2

)
a plat́ı F (x) = f(x) pro x ∈ (0, 4π), F (0) = F (4π) = 1 + 2π.

2.1.12 p ∈ (1,∞).

2.1.13 p ∈ [1, 2).

2.1.14 p ∈ (1,∞]. Je prvkem c a c0.

2.1.15 Např́ıklad { 1
n1/q }∞n=1.

2.1.16 Zvolme např. x = (1, 0, . . .) a y = (0, 1, . . .), tj. prvńı dva vektory kanonické báze. Pak pro p ∈ (0, 1)

∥x+ y∥p = 2
1
p > 2 = ∥x∥p + ∥y∥p,

tj. neplat́ı trojúhelńıková nerovnost.

2.1.17 Pro d̊ukaz rovnoběžńıkového pravidla stač́ı roznásobit (x+y)·(x+y)+(x−y)·(x−y). V R2 pravidlo
ř́ıká, že součet obsah̊u čtverc̊u nad stranami rovnoběžńıku je roven součtu obsah̊u čtverc̊u nad úhlopř́ıčkami.
K nalezeńı protipř́ıkladu pro p ∈ [1,∞) \ {2} stač́ı opět volit vektory kanonické báze, x = (1, 0, . . .)
a y = (0, 1, . . .). Pak vyjde

∥x+ y∥2p + ∥x− y∥2p = 2
2
p+1 ̸= 4 = 2(∥x∥2p + ∥y∥2p).

2.2.21 Např́ıklad
⋂∞

n=1(−1/n, 1/n) = {0}.
2.2.22 Např́ıklad

⋃∞
n=1[1/n, 1] = (0, 1].

2.2.23 Např́ıklad X = R2 s eukleidovskou metrikou, kde vezmeme osu x a hyperbolu y = 1/x.

2.2.24 Trojúhelńıková nerovnost ∣∣∣∣1a − 1

b

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣1a − 1

c

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣1c − 1

b

∣∣∣∣
plyne z trojúhelńıkové nerovnosti pro absolutńı hodnotu |x−y| ≤ |x−z|+ |z−y| volbou x = 1/a, y = 1/b,
z = 1/c. Ostatńı vlastnosti metriky jsou zřejmé.
Z definice plyne d(a, b) < 1 pro všechna a, b ∈ N, tedy každá množina je omezená, nebot’ se vejde do koule
s libovolným středem a poloměrem 1.

2.2.25 Pro každé k ∈ N plat́ı, že posloupnost (1, . . . , 1, 0, . . .), která je tvořena k jedničkami a poté samými
nulami, je prvkem množiny M . Vzdálenost této posloupnosti od nulové posloupnosti, která je rovněž
prvkem M , je

∥(1, . . . , 1, 0, . . .)− (0, 0, . . .)∥2 = ∥(1, . . . , 1, 0, . . .)∥2 =
√
k.

Jelikož
√
k může být libovolně velké č́ıslo, muśı být pr̊uměr množinyM nekonečný a množina neńı omezená.

2.3.11 Nemá vnitřńı, vněǰśı ani izolované body. Všechny body z R jsou hraničńımi a hromadnými body M .
Plat́ı M◦ = ∅, ∂M = M = R.

2.3.12 Např́ıklad {2n : n ∈ Z}.
2.3.13 Nemá žádné izolované ani vnitřńı body (tj. M◦ = ∅). Dále plat́ı

∂M = M = M ∪ {(0, y) : y ∈ [−1, 1]},

hromadné body jsou totožné s hraničńımi, vněǰśı body jsou všechny body z R2 \ ∂M .

2.3.14 Obecně neplat́ı, např. v diskrétńım metrickém prostoru X pro libovolný bod x máme B1(x) = {x}
a tud́ıž B1(x) = {x}, zat́ımco K1(x) = X.
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2.3.15 Všechny body z M jsou vnitřńı. Vněǰśı body jsou posloupnosti {xn}∞n=1 ∈ ℓ∞ splňuj́ıćı x1 < x2.
Dále plat́ı M◦ = M , M = {{xn}∞n=1 ∈ ℓ∞ : x1 ≥ x2}, ∂M = {{xn}∞n=1 ∈ ℓ∞ : x1 = x2}. M je otevřená,
neńı uzavřená.

2.3.16 Všechny body z M jsou hraničńı, nemá vnitřńı body. Vněǰśı body jsou všechny funkce f ∈ C([0, 1])
splňuj́ıćı f(0) ̸= f(1). Plat́ı M◦ = ∅, M = ∂M = M . M je uzavřená, neńı otevřená.

2.4.20 Neńı konvergentńı pro žádné p ∈ [1,∞].

2.4.21 V C([0, 1]) neńı konvergentńı, v L1([0, 1]) konverguje k nulové funkci.

2.4.22 M = {f ∈ X : f(1/2) ≥ 1/2}.
2.4.23 Definujeme-li f(x, y) = (x2 + y2)3 − (x2 − y2)2, pak M1 = f−1((−∞, 0)) a M2 = f−1({0}).
Definujeme-li g(x, y) = sin(x2y3) a h(x, y) = y − 2 sin(x2y3), pak

M3 =
(
g−1((0,∞)) ∩ h−1((0,∞))

)
∪
(
g−1((−∞, 0)) ∩ h−1((−∞, 0))

)
.

2.4.24 Neńı uzavřená, což plyne např. z př́ıkladu 2.4.6.

2.5.12 Např́ıklad
⋂∞

n=1(0,
1
n ) = ∅,

⋂∞
n=1[n,∞) = ∅.

2.5.13 Necht’ {xk}∞k=1 je cauchyovská posloupnost posloupnost́ı v ℓ∞. Pak pro všechna i, k, l ∈ N plat́ı
nerovnost

|xk
i − xl

i| ≤ ∥xk − xl∥∞,

ze které plyne, že posloupnost i-tých složek {xk
i }∞k=1 je rovněž cauchyovská. Protože R je úplný prostor,

existuje limita limi→∞ xk
i ; označme ji xi a položme x = {xi}∞i=1. Potřebujeme ověřit, že x ∈ ℓ∞, a dokázat

konvergenci xk → x vzhledem k metrice v prostoru ℓ∞.

Pro každé ε > 0 existuje n0 ∈ N takové, že pokud k, l ≥ n0, pak ∥xk − xl∥∞ < ε. To znamená, že pro
každé i ∈ N plat́ı |xk

i − xl
i| < ε. Limitńım přechodem l → ∞ źıskáme |xk

i − xi| ≤ ε pro každé i ∈ N
a k ≥ n0, neboli ∥xk − x∥∞ ≤ ε pro k ≥ n0. T́ım je dokázána konvergence xk → x v ℓ∞. Z nerovnosti
∥x∥∞ ≤ ∥x− xk∥∞ + ∥xk∥∞ < ∞ je vidět, že x ∈ ℓ∞.

2.5.14 Lze vźıt např. posloupnost funkćı {fn}∞n=1, kde fn(x) = 0 pro x ∈ [0, 1
2 − 1

2n ], fn(x) = 1 pro
x ∈ [ 12 , 1] a na intervalu [ 12 − 1

2n ,
1
2 ] je fn lineárńı. Tato posloupnost konverguje v L1([0, 1]) k funkci f ,

která má hodnotu 0 na [0, 1
2 ) a hodnotu 1 na [ 12 , 1]. V L1([0, 1]) však ztotožňujeme funkce, které se rovnaj́ı

skoro všude, limitou {fn}∞n=1 je tedy ve skutečnosti tř́ıda všech funkćı, které se shoduj́ı s f skoro všude;
žádná z těchto funkćı ale neńı spojitá.

2.5.15 Je lipschitzovské s konstantou K = 1, neńı kontrakce, nemá pevný bod.

2.5.16 Jde o posloupnost x0 =
√
2 a xn = f(xn−1) pro n ∈ N. f je kontrakce, [

√
2,∞) je úplný metrický

prostor a posloupnost {xn}∞n=0 konverguje k jedinému pevnému bodu f na [
√
2,∞), kterým je 2.

2.5.17 Plat́ı ∥F (f)−F (g)∥∞ ≤ (b−a)∥f−g∥∞. Pokud b−a < 1, pak jde o kontrakci. Pokud b−a ≥ 1, pak
pro funkce f ≡ 1 a g ≡ 0 plat́ı ∥F (f)−F (g)∥∞ = (b− a) = (b− a)∥f − g∥∞, tud́ıž se nejedná o kontrakci.

Pevným bodem F je spojitá funkce, která splňuje f(t) =
∫ t

a
f . Odtud plyne f(a) = 0 a f ′(t) = f(t) pro

t ∈ [a, b]; jediná funkce splňuj́ıćı tyto podmı́nky je nulová funkce.

2.6.9 Např́ıklad pro M = Q plat́ı M◦ = ∅, (M)◦ = R.

2.6.10 Např́ıklad Q i R \Q jsou husté.

2.6.11 Např́ıklad Q je spočetným sjednoceńım jednobodových množin obsahuj́ıćıch jednotlivá racionálńı
č́ısla.

2.6.12 Necht’ p ∈ [1,∞). Zvolme x ∈ ℓp a ε > 0. Pak existuje n0 ∈ N takové, že
∑∞

n=n0+1 |xn|p < εp

2 . Pro
každé n ∈ {1, . . . , n0} existuje qn ∈ Q splňuj́ıćı |qn − xn| < ε

(2n0)1/p
. Pro y = (q1, . . . , qn0

, 0, 0, . . .) ∈ M

plat́ı

∥x− y∥p =

(
n0∑
n=1

|xn − qn|p +
∞∑

n=n0+1

|xn|p
)1/p

<

(
εp

2
+

εp

2

)1/p

= ε.
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M neńı hustá v ℓ∞. Např́ıklad vzdálenost posloupnosti x = (1, 1, 1, . . .) ∈ ℓ∞ od každé posloupnosti z M
je aspoň 1, tud́ıž x /∈ M .
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