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Antońın Slav́ık

Matematicko-fyzikálńı fakulta UK
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6.3 Vlastnosti Fibonacciho č́ısel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
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7.4 Cvičeńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

8 Generuj́ıćı funkce 59
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10.3 Cvičeńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
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Kapitola 1

Základy kombinatoriky

V této úvodńı kapitole zopakujeme nejd̊uležitěǰśı pojmy a výsledky ze středoškolské kombinatoriky.

1.1 Kombinatorická pravidla součtu a součinu

Pravidla součtu a součinu jsou dva jednoduché, avšak nepostradatelné principy. Při řešeńı kombinatorických
úloh je často použ́ıváme automaticky, aniž bychom se na ně explicitně odvolávali.

Kombinatorické pravidlo součinu. Počet uspořádaných k-tic, jejichž i-tý člen lze vybrat ni zp̊usoby, je
roven součinu n1 · n2 · · ·nk.

Následuj́ıćı dvě úlohy ilustruj́ı použit́ı tohoto pravidla.

Úloha 1.1.1. Kolik čtyřciferných přirozených č́ısel lze sestavit z cifer 0, 1, 2, 3, 4, 5, jestliže a) cifry se
mohou opakovat, b) cifry se nesmı́ opakovat?

Řešeńı. Abychom dostali čtyřciferné č́ıslo, nesmı́ být na prvńı pozici nula.

Pokud se cifry mohou opakovat, pak sestavujeme uspořádanou čtveřici cifer, přičemž pro výběr cifry
na prvńı pozici máme 5 možnost́ı (1, 2, 3, 4, 5) a na daľśıch pozićıch 6 možnost́ı (0, 1, 2, 3, 4, 5).
Z kombinatorického pravidla součinu plyne, že máme celkem

5 · 6 · 6 · 6 = 1 080 možnost́ı.

Pokud se cifry nesmı́ opakovat, pak sestavujeme uspořádanou čtveřici cifer, přičemž pro výběr cifry na
prvńı pozici máme 5 možnost́ı (nesmı́ být nula), na druhé pozici 5 možnost́ı (nesmı́ být stejná cifra jako na
prvńı pozici), na třet́ı pozici 4 možnosti (nesmı́ být stejná cifra jako na prvńıch dvou pozićıch) a na čtvrté
pozici 3 možnosti (nesmı́ být stejná cifra jako na prvńıch třech pozićıch). Z kombinatorického pravidla
součinu plyne, že máme celkem

5 · 5 · 4 · 3 = 300 možnost́ı.

Úloha 1.1.2. Kolik kladných dělitel̊u má č́ıslo 2 880?

Řešeńı. Najdeme prvoč́ıselný rozklad zadaného č́ısla:

2 880 = 10 · 288 = 22 · 5 · 144 = 22 · 5 · 122 = 22 · 5 · 24 · 32 = 26 · 32 · 5.

Všichni kladńı dělitelé č́ısla 2880 tedy maj́ı tvar

2i · 3j · 5k, kde i ∈ {0, 1, . . . , 6}, j ∈ {0, 1, 2}, k ∈ {0, 1}.

Každý dělitel je jednoznačně určen trojićı i, j, k. Počet zp̊usob̊u, jak ji zvolit, je podle kombinatorického
pravidla součinu roven 7 · 3 · 2 = 42.
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Je zřejmé, že podobným zp̊usobem jako v předchoźı úloze lze vypoč́ıtat počet kladných dělitel̊u libovolného
č́ısla n ∈ N, pokud ovšem dokážeme naj́ıt jeho prvoč́ıselný rozklad (což může být u velkých č́ısel obt́ıžné).

Obrat’me nyńı pozornost k pravidlu součtu. Je-li X konečná množina, pak symbolem |X| znač́ıme jej́ı
velikost (počet prvk̊u).

Kombinatorické pravidlo součtu. Jsou-li A1, . . . , An konečné množiny a každé dvě jsou disjunktńı, pak
plat́ı |A1 ∪ · · · ∪An| = |A1|+ · · ·+ |An|.
V mnoha kombinatorických úlohách máme za úkol zjistit počet prvk̊u jisté množiny (např. počet jistých
konfiguraćı). Pokud úlohu neumı́me vyřešit př́ımo, můžeme si pomoci rozděleńım zadané množiny na
podmnožiny, jejichž velikosti už dokážeme zjistit. Takovou situaci ilustruje následuj́ıćı varianta úlohy 1.1.1.

Úloha 1.1.3. Kolik sudých čtyřciferných přirozených č́ısel lze sestavit z cifer 0, 1, 2, 3, 4, 5, jestliže se
cifry nesmı́ opakovat?

Řešeńı. Abychom dostali čtyřciferné č́ıslo, nesmı́ být na prvńı pozici nula. Abychom dostali sudé č́ıslo,
muśı být na čtvrté pozici nula, dvojka, nebo čtyřka. Vyšetř́ıme každý z těchto př́ıklad̊u zvlášt’.

Necht’ A1 je množina všech př́ıpustných čtyřciferných č́ısel, které konč́ı nulou. Pak z kombinatorického
pravidla součinu plyne

|A1| = 5 · 4 · 3 = 60.

Necht’ A2, resp. A3, je množina všech př́ıpustných čtyřciferných č́ısel, které konč́ı dvojkou, resp. čtyřkou.
Pak z kombinatorického pravidla součinu plyne

|A2| = |A3| = 4 · 4 · 3 = 48.

Množina všech př́ıpustných čtyřciferných č́ısel je sjednoceńım A1 ∪ A2 ∪ A3 a podle kombinatorického
pravidla součtu dostáváme

|A1 ∪A2 ∪A3| = |A1|+ |A2|+ |A3| = 156.

Poznámka 1.1.4. Pravidla součtu a součinu jsou v kombinatorice většinou považována za axiomy; jde
o intuitivně zřejmá tvrzeńı, která se nedokazuj́ı. Je však možný i alternativńı př́ıstup, kdy budujeme
matematiku na základě teorie množin a z ńı pak odvod́ıme obě kombinatorická pravidla.

Chceme-li např. z teorie množin dokázat pravidlo součtu pro dvě neprázdné disjunktńı množiny A1, A2,
pak postupujeme následovně: Předpokládáme, že existuje bijekce mezi A1 a množinou {1, . . . , n1}, kde
n1 ∈ N, a dále bijekce mezi A2 a množinou {1, . . . , n2}, kde n2 ∈ N. Poté ukážeme, že existuje bijekce mezi
A1 ∪A2 a množinou {1, . . . , n1 + n2}. V př́ıpadě v́ıce množin postupujeme podobně.

Formulace kombinatorického pravidla součinu v řeči teorie množin je obt́ıžněǰśı. Někdy bývá zapisováno
ve tvaru |A1 × · · · ×Ak| = |A1| · · · |Ak|, kde A1, . . . , Ak jsou konečné množiny, z jejichž prvk̊u sestavujeme
uspořádané k-tice. Pravidlo součinu je však ve skutečnosti obecněǰśı, protože např. množina, ze které
vyb́ıráme prvky na druhé pozici k-tice, neńı dopředu fixována, ale záviśı na výběru prvku na prvńı pozici
k-tice (viz např. úlohu 1.1.1b). Dostatečně obecnou verzi pravidla součinu zapsaného v jazyce teorie množin
lze naj́ıt např. v knize [12] (viz Theorem 2.3.6).

1.2 Variace, permutace a kombinace

Variace, permutace a kombinace jsou k-tice sestavené z prvk̊u dané n-prvkové množiny

A = {a1, . . . , an}.

Rozlǐsujeme mezi tzv. uspořádanými k-ticemi, ve kterých zálež́ı na pořad́ı vybraných prvk̊u, a neuspořá-
danými k-ticemi, kde na pořad́ı nezálež́ı. Dále je potřeba specifikovat, zda se prvky ve výběru nesmı́, či
mohou opakovat. Začneme prvńım př́ıpadem.
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Věta 1.2.1 (variace bez opakováńı). Počet uspořádaných k-tic sestavených z prvk̊u množiny A tak, že se
každý prvek ve výběru vyskytne nejvýše jednou, je roven n(n− 1) · · · (n− k + 1).

D̊ukaz. Tvrzeńı plyne z kombinatorického pravidla součinu: Při sestavováńı k-tice máme pro prvńı člen
n možnost́ı, pro druhý člen n− 1 možnost́ı, . . . , pro k-tý člen n− k + 1 možnost́ı.

Věta 1.2.2 (permutace bez opakováńı). Počet uspořádaných n-tic sestavených z prvk̊u množiny A tak, že
se každý prvek ve výběru vyskytne právě jednou, je roven n! = n · (n− 1) · · · 1.

D̊ukaz. Tvrzeńı je speciálńım př́ıpadem předchoźı věty pro k = n.

Věta 1.2.3 (kombinace bez opakováńı). Počet neuspořádaných k-tic sestavených z prvk̊u množiny A tak,
že se každý prvek ve výběru vyskytne nejvýše jednou, je roven(

n

k

)
=

n(n− 1) · · · (n− k + 1)

k!
.

D̊ukaz. Pro počty uspořádaných a neuspořádaných k-tic sestavených z prvk̊u množiny A plat́ı

počet uspořádaných k-tic = (počet neuspořádaných k-tic) · (počet zp̊usob̊u, jak uspořádat jednu k-tici).

Počet uspořádaných k-tic je n(n − 1) · · · (n − k + 1) (jde o variace bez opakováńı) a počet zp̊usob̊u,
jak uspořádat jednu k-tici, je k! (jde o permutace). Dosazeńım do předchoźı rovnosti vid́ıme, že počet
neuspořádaných k-tic je n(n− 1) · · · (n− k + 1)/k!.

U variaćı a kombinaćı bez opakováńı se běžně předpokládá, že k ≤ n, nebot’ pro k > n nelze vybrat k-tici
prvk̊u z n-prvkové množiny bez opakováńı. I v tomto př́ıpadě však plat́ı tvrzeńı vět 1.2.1 a 1.2.3, nebot’

v tomto př́ıpadě je součin n(n− 1) · · · (n− k + 1) roven nule.

Pokud se omeźıme na k ≤ n, pak hodnotu kombinačńıho č́ısla lze poč́ıtat též ze vztahu(
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
,

nebot’ z definice faktoriálu plyne n!/(n− k)! = n(n− 1) · · · (n− k+1). Připomeňme, že definujeme 0! = 1,
tud́ıž předchoźı vztah dává správný počet kombinaćı i v př́ıpadě k = n.

Neuspořádané k-tice sestavené z prvk̊u množiny A bez opakováńı nejsou nic jiného než k-prvkové podmno-
žiny množiny A. Ukázali jsme tedy, že počet k-prvkových podmnožin n-prvkové množiny je

(
n
k

)
.

Daľśım vlastnostem kombinačńıch č́ısel se budeme věnovat v kapitole 12. Nyńı se zaměř́ıme na k-tice
s opakováńım.

Věta 1.2.4 (variace s opakováńım). Počet uspořádaných k-tic sestavených z prvk̊u množiny A je roven nk.

D̊ukaz. Tvrzeńı plyne z kombinatorického pravidla součinu, nebot’ při sestavováńı k-tice máme pro každý
člen n možnost́ı.

Věta 1.2.5 (permutace s opakováńım). Necht’ jsou dána č́ısla k1, . . . , kn ∈ N0 taková, že k1+ · · ·+kn = k.
Pak počet uspořádaných k-tic sestavených z prvk̊u množiny A tak, že prvek ai se v k-tici vyskytne ki-krát,
je roven

k!

k1! · · · kn!
. (1.2.1)

Pro zaj́ımavost ukážeme dva možné d̊ukazy.
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D̊ukaz 1. Ptáme se, kolika zp̊usoby lze sestavit uspořádanou k-tici z k symbol̊u

a1, . . . , a1︸ ︷︷ ︸
k1-krát

, a2, . . . , a2︸ ︷︷ ︸
k2-krát

, . . . , an, . . . , an︸ ︷︷ ︸
kn-krát

. (1.2.2)

Jelikož se nejedná o navzájem r̊uzné prvky, nemůžeme zat́ım použ́ıt vzorec pro permutace bez opakováńı.
Zkusme tedy stejné prvky rozlǐsit doplněńım horńıch index̊u:

a11, . . . , a
k1
1 , a12, . . . , a

k2
2 , . . . , a1n, . . . , a

kn
n . (1.2.3)

Jaký je vztah mezi uspořádanými k-ticemi sestavenými z prvk̊u (1.2.2) a uspořádanými k-ticemi sesta-
venými z prvk̊u (1.2.3)? Plat́ı

počet k-tic s indexy = (počet k-tic bez index̊u) · (počet zp̊usob̊u, jak k libovolné k-tici doplnit indexy).

Počet k-tic s indexy je k! (permutace bez opakováńı) a počet zp̊usob̊u, jak k libovolné k-tici bez index̊u
doplnit indexy, je k1! · · · kn! (k prvk̊um a1 lze doplnit indexy k1! zp̊usoby, k prvk̊um a2 je lze doplnit k2!
zp̊usoby, atd.). Dosazeńım do předchoźı rovnosti vid́ıme, že počet k-tic bez index̊u je roven č́ıslu (1.2.1).

D̊ukaz 2. Představme si, že máme k prázdných pozic, které chceme zaplnit symboly (1.2.2). Počet zp̊usob̊u,
jak vybrat k1 pozic pro prvky a1, je roven

(
k
k1

)
. Počet zp̊usob̊u, jak následně vybrat k2 pozic pro prvky a2,

je roven
(
k−k1

k2

)
. Pokračujeme-li stejným zp̊usobem dále, dojdeme k tomu, že počet zp̊usob̊u, jak zaplnit

všechny volné pozice, je(
k

k1

)(
k − k1
k2

)(
k − k1 − k2

k3

)
· · ·
(
k − k1 − · · · − kn−1

kn

)
=

(
k

k1

)(
k − k1
k2

)(
k − k1 − k2

k3

)
· · ·
(
kn
kn

)
=

=
k · · · (k − k1 + 1)

k1!

(k − k1) · · · (k − k1 − k2 + 1)

k2!

(k − k1 − k2) · · · (k − k1 − k2 − k3 + 1)

k3!
· · · kn · · · 1

kn!
,

což je jen jiný zápis č́ısla (1.2.1).

Věta 1.2.6 (kombinace s opakováńım). Počet neuspořádaných k-tic sestavených z prvk̊u množiny A je
roven

(
n+k−1

k

)
.

D̊ukaz. Neuspořádaná k-tice sestavená z prvk̊u A je jednoznačně určena t́ım, kolik obsahuje prvk̊u a1,
prvk̊u a2, atd. Necht’ jsou tyto počty dány č́ısly k1, . . . , kn ∈ N0, kde k1 + · · · + kn = k. Znázorńıme tyto
počty pomoćı koleček a oddělovač̊u: Začneme s k1 kolečky, následuje oddělovač, poté k2 koleček, oddělovač,
atd.; na konci bude kn koleček. Je-li např. n = 4 a k = 6, pak šestici a1, a1, a1, a2, a4, a4 bychom znázornili
schématem ◦◦◦|◦ ||◦◦. Obecně p̊ujde o schéma sestavené z k koleček a n−1 oddělovač̊u. Každá permutace
těchto symbol̊u jednoznačně určuje jistou k-tici sestavenou z prvk̊u množiny A. Počet těchto permutaćı je
roven

(
n+k−1

k

)
, nebot’ stač́ı vybrat k pozic z n+ k − 1, na které umı́st́ıme kolečka.1

1.3 Cvičeńı

Cvičeńı 1.3.1. V jisté loterii je každý týden taženo 6 r̊uzných č́ısel ze 49. Jaká je pravděpodobnost, že
ve dvou po sobě jdoućıch týdnech budou tažena r̊uzná č́ısla?

Cvičeńı 1.3.2. V cukrárně prodávaj́ı 10 druh̊u zákusk̊u. Kolika zp̊usoby lze zakoupit 30 zákusk̊u, jestliže
od každého druhu chceme aspoň 2 zákusky?

Cvičeńı 1.3.3. V jedné řadě je 9 volných mı́st. Kolika zp̊usoby na ně můžeme rozesadit 6 student̊u
a 3 profesory tak, aby každý profesor seděl mezi dvěma studenty? (Studenti musej́ı sedět hned vedle
profesora.)

1Ke stejnému výsledku lze doj́ıt i použit́ım vzorce pro permutace s opakováńım, podle nějž je hledaný počet roven
(k+n−1)!
k!(n−1)!

,

což je jen jiný zápis kombinačńıho č́ısla
(n+k−1

k

)
.
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Cvičeńı 1.3.4. Přirozené č́ıslo d nazveme vzestupné, pokud jeho ciferný zápis má tvar dmdm−1 . . . d2d1,
kde dm ≤ dm−1 ≤ · · · ≤ d2 ≤ d1. (Např. č́ıslo 11334 je vzestupné.) Kolik existuje vzestupných přirozených
č́ısel menš́ıch než 10100?

Cvičeńı 1.3.5 (narozeninový paradox). Jaká je pravděpodobnost, že mezi n náhodně vybranými oso-
bami budou alespoň dva lidé, kteř́ı maj́ı narozeniny ve stejný den? Jak velké muśı být n, aby tato
pravděpodobnost přesáhla 1/2? Předpokládejte, že všechna data narozeńı jsou stejně pravděpodobná.
K zodpovězeńı druhé otázky použijte poč́ıtač.
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Kapitola 2

Princip inkluze a exkluze

Jedńım ze základńıch výsledk̊u kombinatoriky je princip inkluze a exkluze. Vyjadřuje velikost sjednoceńı
konečných množin, které nemusej́ı být disjunktńı (jde tedy o zobecněńı kombinatorického pravidla součtu).

Pro sjednoceńı dvou konečných množin plat́ı

|A1 ∪A2| = |A1|+ |A2| − |A1 ∩A2|.

Posledńı člen na pravé straně zohledňuje skutečnost, že společné prvky množin A1, A2 jsme v součtu
|A1|+ |A2| započ́ıtali dvakrát.
Pro sjednoceńı tř́ı konečných množin plat́ı

|A1 ∪A2 ∪A3| = |A1|+ |A2|+ |A3| − |A1 ∩A2| − |A1 ∩A3| − |A2 ∩A3|+ |A1 ∩A2 ∩A3|.

Čtvrtý, pátý a šestý člen na pravé straně opět zohledňuj́ı prvky lež́ıćı v pr̊uniku dvou množin, které jsme
v součtu |A1|+ |A2|+ |A3| započ́ıtali dvakrát. Prvky lež́ıćı v pr̊uniku všech tř́ı množin jsme na pravé straně
nejprve třikrát započ́ıtali a poté třikrát odečetli, na závěr tedy muśıme jejich počet opět přič́ıst.

Neńı těžké uhodnout, že pro sjednoceńı n konečných množin bude platit

|A1 ∪ · · · ∪An| =
n∑

i=1

|Ai| −
∑

1≤i<j≤n

|Ai ∩Aj |+
∑

1≤i<j<k≤n

|Ai ∩Aj ∩Ak| − · · ·+ (−1)n−1|A1 ∩ · · · ∩An|,

neboli zkráceně ∣∣∣∣∣
n⋃

i=1

Ai

∣∣∣∣∣ =
n∑

k=1

(−1)k−1
∑

1≤i1<···<ik≤n

|Ai1 ∩ · · · ∩Aik |. (2.0.1)

Naš́ım ćılem je dokázat tuto obecnou verzi principu inkluze a exkluze.

2.1 Dvě varianty principu inkluze a exkluze

Princip inkluze a exkluze je možné dokázat matematickou indukćı, o něco přehledněǰśı je však následuj́ıćı
d̊ukaz založený na použit́ı charakteristických funkćı. Necht’ je pevně zvolena konečná množina A. Charak-
teristická funkce jej́ı libovolné podmnožiny M je funkce χM : A → {0, 1} definovaná předpisem

χM (a) =

{
1 pokud a ∈ M,

0 pokud a /∈ M.

Z této definice ihned plynou následuj́ıćı tři vlastnosti charakteristických funkćı, kde symbolem M znač́ıme
množinový doplněk, tj. M = A \M (d̊ukazy přenecháváme čtenáři):

13
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(i) Pokud M ⊂ A, pak plat́ı χM (a) = 1− χM (a) pro každé a ∈ A.

(ii) Pokud M,N ⊂ A, pak plat́ı χM∩N (a) = χM (a) · χN (a) pro každé a ∈ A.

(iii) Pokud M ⊂ A, pak |M | =
∑

a∈A χM (a).

Nyńı již můžeme přistoupit k d̊ukazu principu inkluze a exkluze. Kromě vzorce (2.0.1) dokážeme ještě
ekvivalentńı podobu, která je velmi užitečná při řešeńı kombinatorických úloh.

Věta 2.1.1 (princip inkluze a exkluze). Pokud A je konečná množina a A1, . . . , An ⊂ A, pak plat́ı∣∣∣∣∣
n⋃

i=1

Ai

∣∣∣∣∣ =
n∑

k=1

(−1)k−1
∑

1≤i1<···<ik≤n

|Ai1 ∩ · · · ∩Aik |, (2.1.1)∣∣∣∣∣
n⋂

i=1

Ai

∣∣∣∣∣ = |A| −
n∑

k=1

(−1)k−1
∑

1≤i1<···<ik≤n

|Ai1 ∩ · · · ∩Aik |. (2.1.2)

D̊ukaz. Uvědomme si, že plat́ı
n⋂

i=1

Ai = A \

(
n⋃

i=1

Ai

)
,

a proto ∣∣∣∣∣
n⋂

i=1

Ai

∣∣∣∣∣ = |A| −

∣∣∣∣∣
n⋃

i=1

Ai

∣∣∣∣∣ .
Tato rovnost ukazuje, že vzorce (2.1.1) a (2.1.2) jsou ekvivalentńı – dokážeme-li jeden z nich, źıskáme
okamžitě i druhý. Dokážeme vzorec (2.1.2) pomoćı výše uvedených pravidel pro poč́ıtáńı s charakteris-
tickými funkcemi:∣∣∣∣∣

n⋂
i=1

Ai

∣∣∣∣∣ (iii)=
∑
a∈A

χA1∩···∩An
(a)

(ii)
=
∑
a∈A

χA1
(a) · · ·χAn

(a)
(i)
=
∑
a∈A

(1− χA1(a)) · · · (1− χAn(a)) =

=
∑
a∈A

1 +
∑
a∈A

n∑
k=1

∑
1≤i1<···<ik≤n

(−χAi1
(a)) · · · (−χAik

(a)) =

(ii)
= |A|+

n∑
k=1

∑
1≤i1<···<ik≤n

∑
a∈A

(−1)kχAi1
∩···∩Aik

(a)
(iii)
= |A| −

n∑
k=1

∑
1≤i1<···<ik≤n

(−1)k−1|Ai1 ∩ · · · ∩Aik |.

2.2 Př́ıklady

Úloha 2.2.1. Kolik existuje přirozených č́ısel menš́ıch než 100, která jsou násobky tř́ı nebo čtyř?

Řešeńı. Necht’ A = {1, . . . , 99} je množina přirozených č́ısel menš́ıch než 100, A1 = {3, . . . , 99} jej́ı
podmnožina obsahuj́ıćı všechny násobky tř́ı a A2 = {4, . . . , 96} podmnožina obsahuj́ıćı všechny násobky
čtyř. Chceme vypoč́ıtat |A1 ∪A2|. Použijeme princip inkluze a exkluze:

|A1 ∪A2| = |A1|+ |A2| − |A1 ∩A2|.

Plat́ı |A1| = ⌊99/3⌋ = 33, |A2| = ⌊99/4⌋ = 24. Množina A1 ∩ A2 obsahuje všechny násobky dvanácti
menš́ı než 100, tedy |A1 ∩A2| = ⌊99/12⌋ = 8. Dosazeńım velikost́ı všech tř́ı množin do předchoźıho vztahu
dostáváme |A1 ∪A2| = 33 + 24− 8 = 49.

Úloha 2.2.2. Kolika zp̊usoby lze sestavit řadu ze tř́ı Fin̊u, tř́ı Nor̊u a tř́ı Švéd̊u tak, aby vedle sebe nestály
tři osoby téže národnosti?
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Řešeńı. Necht’ A je množina všech seřazeńı zmı́něných dev́ıti osob. Uvažujme jej́ı následuj́ıćı podmnožiny:

• A1 je množina všech seřazeńı, kde tři Finové stoj́ı vedle sebe,

• A2 je množina všech seřazeńı, kde tři Norové stoj́ı vedle sebe,

• A3 je množina všech seřazeńı, kde tři Švédové stoj́ı vedle sebe.

Volba A1, A2, A3 může být na prvńı pohled překvapivá, nebot’ nás zaj́ımaj́ı rozmı́stěńı, kde vedle sebe
nestoj́ı tři osoby téže národnosti. Hledáme tedy seřazeńı, která nepatř́ı do A1, A2 ani A3, neboli patř́ı do
pr̊uniku jejich doplňk̊u. Výhoda naš́ı volby spoč́ıvá v tom, že velikost pr̊uniku doplňk̊u umı́me vyjádřit
pomoćı vztahu (2.1.2). Pro n = 3 dostáváme

|A1 ∩A2 ∩A3| = |A| − |A1| − |A2| − |A3|+ |A1 ∩A2|+ |A1 ∩A3|+ |A2 ∩A3| − |A1 ∩A2 ∩A3|.

Je zřejmé, že |A| = 9!, nebot’ jde o permutace 9 osob. Daľśı členy na pravé straně udávaj́ı počty permutaćı,
kde jedna, dvě, nebo tři trojice osob stejné národnosti stoj́ı vedle sebe. Takové permutace lze źıskat tak, že
požadovanou trojici osob

”
sleṕıme do jedné osoby“, poté permutujeme nově vytvořenou množinu osob, na

závěr trojici opět
”
rozleṕıme“ a seřad́ıme př́ıslušné 3 osoby, což lze provést 3! zp̊usoby. T́ımto zp̊usobem

źıskáváme

|A1| = |A2| = |A3| = 7! · 3!, |A1 ∩A2| = |A1 ∩A3| = |A2 ∩A3| = 5!(3!)2, |A1 ∩A2 ∩A3| = (3!)4.

Po dosazeńı do předchoźıho vzorce vypočteme |A1 ∩A2 ∩A3| = 283 824.

Poznámka 2.2.3. Předchoźı úloha představuje typické použit́ı druhé varianty principu inkluze a exkluze.
Máme-li vypoč́ıtat počet konfiguraćı splňuj́ıćıch jistých n podmı́nek, můžeme za Ai vźıt množinu konfigu-
raćı porušuj́ıćıch i-tou podmı́nku a následně poč́ıtat |A1 ∩ · · · ∩ An|. S t́ımto obecným postupem se ještě
několikrát setkáme.

2.3 Permutace bez pevných bod̊u a souvisej́ıćı úlohy

Úloha 2.3.1. Kolika zp̊usoby lze z n manželských pár̊u vytvořit tanečńı dvojice tak, aby žádńı manželé
netančili spolu?

Řešeńı. Hledaný počet záviśı na volbě n ∈ N; označme jej Dn. Zřejmě plat́ı D1 = 0, D2 = 1 (výměna
manželek). V obecném př́ıpadě lze každé rozděleńı do tanečńıch pár̊u znázornit tabulkou. Oč́ıslujeme muže
a ženy č́ısly {1, . . . , n} tak, že osoby se stejným č́ıslem jsou manželé. Každý sloupec tabulky pak odpov́ıdá
jednomu páru. Pro n = 3 dostáváme následuj́ıćı dvě možnosti (tj. D3 = 2):

muž 1 2 3
žena 2 3 1

muž 1 2 3
žena 3 1 2

Bez újmy na obecnosti lze sloupce tabulky vždy uspořádat tak, aby v prvńım řádku byla posloupnost
1, . . . , n (v tomto pořad́ı). Druhý řádek pak představuje jistou permutaci č́ısel 1, . . . , n, přičemž v jednom
sloupci nesmı́ být dvě stejná č́ısla. Celou úlohu tedy můžeme přeformulovat následuj́ıćım zp̊usobem:

Zaj́ımaj́ı nás jisté permutace množiny {1, . . . , n}, neboli bijekce f : {1, . . . , n} → {1, . . . , n}. Řekneme, že
i ∈ {1, . . . , n} je pevným bodem permutace, pokud f(i) = i. Č́ıslo Dn odpov́ıdá počtu všech permutaćı
množiny {1, . . . , n} bez pevných bod̊u. Naš́ım ćılem je vypoč́ıtat hodnotu Dn pomoćı principu inkluze
a exkluze. Množina A bude tvořena všemi permutacemi množiny {1, . . . , n}. Podle návodu z poznámky 2.2.3
pro každé i ∈ {1, . . . , n} vezmeme za Ai množinu všech permutaćı, pro něž je i pevným bodem. Pak
dostáváme

Dn =

∣∣∣∣∣
n⋂

i=1

Ai

∣∣∣∣∣ = |A| −
n∑

k=1

(−1)k−1
∑

1≤i1<···<ik≤n

|Ai1 ∩ · · · ∩Aik |
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a potřebujeme zjistit velikosti množin na pravé straně. Plat́ı |A| = n! a |Ai1 ∩ · · · ∩Aik | = (n− k)!, nebot’

Ai1 ∩ · · · ∩ Aik obsahuje permutace s pevnými body i1, . . . , ik a zbývaj́ıćıch n − k č́ısel lze permutovat
libovolným zp̊usobem. Dosazeńım źıskáme

Dn = n!−
n∑

k=1

(−1)k−1
∑

1≤i1<···<ik≤n

(n− k)!.

Dále využijeme skutečnosti, že vnitřńı suma je tvořena
(
n
k

)
sč́ıtanci (to je počet zp̊usob̊u, jak zvolit indexy

1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n), jejichž hodnoty nezáviśı na volbě i1, . . . , ik. T́ım dostaneme

Dn = n!−
n∑

k=1

(−1)k−1

(
n

k

)
(n− k)! = n! +

n∑
k=1

(−1)k
n!

k!
=

n∑
k=0

(−1)k
n!

k!
.

Shrňme ještě jednou výsledek źıskaný v předchoźı úloze: Počet permutaćı n-prvkové množiny bez pevných
bod̊u je roven

Dn = n!

n∑
k=0

(−1)k

k!
. (2.3.1)

Následuj́ıćı tabulka ukazuje č́ısla Dn pro ńızké hodnoty n.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Dn 0 1 2 9 44 265 1 854 14 833 133 496

Všimněme si ještě, že plat́ı

Dn = n!

n−1∑
k=0

(−1)k

k!
+ n!

(−1)n

n!
= nDn−1 + (−1)n, n ≥ 2.

Pokud bychom chtěli pokračovat v sestavováńı tabulky, může být tento rekurentńı vzorec výhodněǰśı než
př́ımé dosazováńı do (2.3.1).

Následuj́ıćı úloha je známa pod názvem
”
úloha o šatnářce“ (hat-check problem).

Úloha 2.3.2. Uvažujme n pán̊u, kteř́ı si jdou do šatny vyzvednout klobouky. Jestliže šatnářka vydává
klobouky náhodně, jaká je pravděpodobnost, že žádný pán nedostane sv̊uj klobouk?

Řešeńı. Oč́ıslujme pány i klobouky č́ısly 1, . . . , n tak, že pán i je vlastńıkem i-tého klobouku. Proces,
kdy šatnářka přiděluje pán̊um kloubouky, odpov́ıdá permutaci f : {1, . . . , n} → {1, . . . , n}; pán i do-
stane kloubouk f(i). Počet všech takových permutaćı je n!. Z hlediska úlohy jsou př́ıznivé př́ıpady, kdy
nikdo nedostane sv̊uj kloubouk, což nastává, právě když f je permutace bez pevných bod̊u. Hledaná
pravděpodobnost je tedy

Pn =
Dn

n!
=

n∑
k=0

(−1)k

k!
.

Následuj́ıćı tabulka ukazuje numerické hodnoty Pn pro malá n s přesnost́ı na dvě desetinná mı́sta.

n 1 2 3 4 5 6
Pn 0 0,5 0,33 0,38 0,37 0,37

I kdybychom pokračovali dále, hodnoty ve druhém řádku se již nebudou měnit. Plat́ı totiž

lim
n→∞

Pn =

∞∑
k=0

(−1)k

k!

a tato řada (která je speciálńım př́ıpadem rozvoje ex =
∑∞

k=0 x
k/k!) velmi rychle konverguje k hodnotě

e−1 .
= 0,37.
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Poznámka 2.3.3. Kořeny úlohy o permutaćıch bez pevných bod̊u sahaj́ı k francouzskému matematikovi
Pierru Rémondu de Montmortovi, který se roku 1708 zabýval následuj́ıćı úlohou: Máme 13 karet r̊uzných
hodnot: eso (1), devět č́ıselných hodnot (2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10), kluk (11), královna (12), král (13).
Pokud tyto karty zamı́cháme, jaká je pravděpodobnost, že na některé pozici i ∈ {1, . . . , 13} se ocitne karta
s hodnotou i?

Hledaná pravděpodobnost je samozřejmě

1− P13 = 1− D13

13!
=

13∑
k=1

(−1)k

k!

a ke stejnému výsledku došel i Montmort. Dále uvedl, že pro n karet je pravděpodobnost rovna

n∑
k=1

(−1)k

k!

a v limitě pro n → ∞ se bĺıž́ı k 1− e−1 .
= 0,63. Neńı zcela jasné, jak Montmort k těmto výsledk̊um došel.

Korektńı odvozeńı popsal Mikuláš I. Bernoulli v roce 1711.

2.4 Cvičeńı

Cvičeńı 2.4.1. Baĺıček karet obsahuje 52 karet s hodnotami 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, J, Q, K, A, přičemž
každá hodnota se vyskytuje ve čtyřech r̊uzných barvách. Jestliže náhodně vybereme šest karet, jaká je
pravděpodobnost, že od každé barvy budeme mı́t aspoň jednu kartu?

Cvičeńı 2.4.2. Uvažujme cesty po hranách čtvercové śıtě o rozměrech 10× 5 z levého dolńıho rohu O do
pravého horńıho rohu P . Každá př́ıpustná cesta se skládá pouze z krok̊u vedoućıch vpravo nebo nahoru.
Kolik existuje př́ıpustných cest, jejichž součást́ı nejsou úsečky AB, CD, EF , GH znázorněné na obr. 2.1?

O

P

A B

C D

E

F

G

H

Obrázek 2.1: Čtvercová śıt’ ze cvičeńı 2.4.2

Cvičeńı 2.4.3. Kolika zp̊usoby lze rozestavit n manželských pár̊u do jedné řady tak, aby nikdo nestál
vedle svého partnera?

Cvičeńı 2.4.4. Jistý výrobce prodává kolekce fotografiı fotbalist̊u. Celkem existuje N r̊uzných fotografiı,
každá kolekce obsahuje n < N náhodně vybraných r̊uzných fotografiı. Zakouṕıme-li celkem k ≥ N/n
kolekćı, jaká je pravděpodobnost, že nasb́ıráme všech N r̊uzných fotografiı?
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Kapitola 3

Věžové polynomy a permutace
s omezuj́ıćımi podmı́nkami

V prvńı části této kapitoly se budeme věnovat úlohám o rozmı́st’ováńı šachových figur. Nejedná se pouze
o úlohy rekreačńı matematiky – v daľśı části ukážeme, že toto téma ve skutečnosti úzce souviśı se studiem
permutaćı.

3.1 Věžové polynomy

Definice 3.1.1. Necht’ je dán čtverec o rozměrech n×n rozdělený na n2 jednotkových poĺıček. Libovolná
množina těchto poĺıček se nazývá śıt’.

Śıtě budeme popisovat pomoćı obrázk̊u, viz např. obr. 3.1, který znázorňuje śıt’ tvořenou šesti poĺıčky (jsou
vyznačena šrafováńım) ve čtverci 4 × 4. Pokud bychom chtěli být formálněǰśı, mohli bychom śıt’ popsat
souřadnicemi př́ıslušných poĺıček, např. śıt’ z obr. 3.1 bychom vyjádřili jako

S = {[1, 2], [1, 3], [2, 1], [2, 4], [3, 2], [4, 3]}.

1

2

3

4

1 2 3 4

Obrázek 3.1: Př́ıklad śıtě ve čtverci 4× 4

Definice 3.1.2. Je-li dána śıt’ S, pak pro každé k ∈ N definujeme č́ıslo vk(S) jako počet zp̊usob̊u, jak
rozmı́stit k neohrožuj́ıćıch se věž́ı1 na poĺıčka śıtě S (dvě věže se ohrožuj́ı, pokud jsou ve stejném řádku
nebo sloupci). Dále definujeme v0(S) = 1. Polynom

v(x, S) =
∑
k≥0

vk(S)x
k

se nazývá věžovým polynomem śıtě S.

1Uvažujeme pouze věže jedné barvy, tj. věže, které jsou navzájem nerozlǐsitelné.

19
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Pro každou śıt’ S plat́ı, že vk(S) = 0 pro všechna dostatečně velká k ∈ N (lze si např. uvědomit, že na
žádnou śıt’ nelze umı́stit v́ıce věž́ı, než kolik má poĺıček). Věžový polynom zavedený v předchoźı definici je
tedy skutečně polynomem, nebot’ nekonečný součet má jen konečně mnoho nenulových sč́ıtanc̊u.

Zat́ımco č́ısla vk(S) maj́ı jasnou kombinatorickou interpretaci, pojem věžového polynomu se může zdát
poněkud umělý. Později uvid́ıme, proč je užitečný. Začneme však několika př́ıklady.

Úloha 3.1.3. Śıt’ S ve čtverci n × n je tvořena jedńım řádkem a jedńım sloupcem, viz obr. 3.2. Najděte
jej́ı věžový polynom.

n

n

Obrázek 3.2: Śıt’ ve čtverci n× n tvořená jedńım řádkem a jedńım sloupcem

Řešeńı. Podle definice plat́ı v0(S) = 1. Jednu věž lze umı́stit na libovolné z 2n − 1 poĺıček śıtě, tedy
v1(S) = 2n−1. Chceme-li na poĺıčka śıtě umı́stit dvě neohrožuj́ıćı se věže, nesmı́me obsadit poĺıčko tvoř́ıćı
pr̊useč́ık daného řádku a sloupce. Jinak můžeme jednu věž umı́stit na kterékoliv z n − 1 poĺıček daného
řádku a druhou věž na jakékoliv z n− 1 poĺıček v daném sloupci. Odtud plyne v2(S) = (n− 1)2. Vı́ce než
dvě neohrožuj́ıćı se věže nelze na danou śıt’ umı́stit (dvě z nich by nutně musely ležet ve stejném řádku
nebo sloupci), tud́ıž vk(S) = 0 pro každé k > 2. Podle definice věžového polynomu máme

v(x, S) = 1 + (2n− 1)x+ (n− 1)2x2.

Úloha 3.1.4. Śıt’ S ve čtverci n×n je tvořena všemi diagonálńımi poĺıčky, viz obr. 3.3. Najděte jej́ı věžový
polynom.

n

n

Obrázek 3.3: Śıt’ ve čtverci n× n tvořená všemi diagonálńımi poĺıčky

Řešeńı. Podle definice plat́ı v0(S) = 1. Pro každé k ∈ {1, . . . , n} můžeme vźıt k věž́ı a umı́stit je na
libovolných k z n diagonálńıch poĺıček – věže se nikdy nebudou ohrožovat. Vı́ce než n věž́ı nelze na poĺıčka
śıtě S umı́stit. Tud́ıž plat́ı vk(S) =

(
n
k

)
pro každé k ∈ {1, . . . , n} a vk(S) = 0 pro každé k > n. Z definice

věžového polynomu plyne

v(x, S) = 1 +

n∑
k=1

(
n

k

)
xk =

n∑
k=0

(
n

k

)
xk = (1 + x)n.
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Úloha 3.1.5. Śıt’ S je tvořena všemi poĺıčky ve čtverci n× n, viz obr. 3.4. Najděte jej́ı věžový polynom.

n

n

Obrázek 3.4: Śıt’ tvořená všemi poĺıčky ve čtverci n× n

Řešeńı. S ohledem na rozměry śıtě je zřejmé, že vk(S) = 0 pro všechna k > n. Kolika zp̊usoby lze
rozmı́stit k neohrožuj́ıćıch se věž́ı, pokud k ≤ n? Těchto k věž́ı bude v jistých k řádćıch, které lze vybrat(
n
k

)
zp̊usoby, a v jistých k sloupćıch, které lze vybrat také

(
n
k

)
zp̊usoby. Dále se můžeme soustředit jen

na poĺıčka nacházej́ıćı se v pr̊uniku vybraných řádk̊u a sloupc̊u; jde o k × k poĺıček, všechna ostatńı jsou
již nepodstatná. Počet možnost́ı, jak umı́stit věž do prvńıho vybraného řádku, je k. Počet možnost́ı, jak
umı́stit věž do druhého vybraného řádku tak, aby neohrožovala prvńı věž, je k − 1. Pokračujeme-li t́ımto
zp̊usobem dále, zjist́ıme, že k věž́ı lze rozmı́stit k! zp̊usoby. Celkem tedy plat́ı

vk(S) =

(
n

k

)2

k!, k ∈ {0, . . . , n},

a věžový polynom má tvar

v(x, S) =

n∑
k=0

(
n

k

)2

k!xk.

Definice 3.1.6. Dvě śıtě S1, S2 ve čtverci n× n se nazývaj́ı nezávislé, pokud každá dvě poĺıčka p1 ∈ S1,
p2 ∈ S2 lež́ı v r̊uzných řádćıch i sloupćıch.

Terminologie vycháźı ze skutečnosti, že pokud jsou S1, S2 nezávislé śıtě, pak věž umı́stěná na S1 nemůže
ohrožovat věž umı́stěnou na S2 a naopak. To znamená, že věže na S1 a S2 lze rozmı́st’ovat nezávisle. Toto
pozorováńı vede k d̊ukazu následuj́ıćı věty.

Věta 3.1.7. Jsou-li S1, S2 nezávislé śıtě, pak plat́ı

v(x, S1 ∪ S2) = v(x, S1) · v(x, S2). (3.1.1)

D̊ukaz. Každé rozmı́stěńı k neohrožuj́ıćıch se věž́ı na poĺıčka śıtě S1 ∪ S2 vznikne tak, že jistých i ∈
{0, . . . , k} neohrožuj́ıćıch se věž́ı umı́st́ıme na S1 a zbývaj́ıćıch k− i neohrožuj́ıćıch se věž́ı umı́st́ıme na S2.
To lze provést vi(S1)vk−i(S2) zp̊usoby, protože rozmı́stěńı věž́ı v S1 je nezávislé na rozmı́stěńı věž́ı v S2.
Nasč́ıtáńım přes všechna možná i ∈ {0, . . . , k} źıskáme

vk(S1 ∪ S2) =

k∑
i=0

vi(S1)vk−i(S2). (3.1.2)

Z definice věžového polynomu pak plyne

v(x, S1) · v(x, S2) =

∑
l≥0

vl(S1)x
l

∑
m≥0

vm(S2)x
m

 =

=
∑
k≥0

(
k∑

i=0

vi(S1)vk−i(S2)

)
xk =

∑
k≥0

vk(S1 ∪ S2)x
k = v(x, S1 ∪ S2).
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Použit́ı věty ilustruje následuj́ıćı úloha.

Úloha 3.1.8. Najděte věžový polynom śıtě z obr. 3.5.

Obrázek 3.5: Śıt’ složená ze dvou nezávislých śıt́ı

Řešeńı. Zadanou śıt’ lze rozložit na dvě nezávislé śıtě S1 a S2, které jsou v obrázku vyznačeny odlǐsným
šrafováńım. Věžový polynom śıtě S1, která je bĺıže k levému horńımu rohu, je

v(x, S1) = 1 + 5x+ 4x2.

Věžový polynom śıtě S2, která je bĺıže k pravému dolńımu rohu, je

v(x, S2) = 1 + 4x+ 2x2.

Věžový polynom celé śıtě je podle věty 3.1.7 roven

v(x, S) = v(x, S1) · v(x, S2) = (1 + 5x+ 4x2) · (1 + 4x+ 2x2) = 1 + 9x+ 26x2 + 26x3 + 8x4.

Nyńı již chápeme, k čemu jsou užitečné věžové polynomy: Mohou nám usnadnit poč́ıtáńı koeficient̊u
vk(S), které nás zaj́ımaj́ı v prvńı řadě. Čtenář může namı́tnout, že bychom mı́sto věty 3.1.7 vystačili i se
vztahem (3.1.2), který je formulován př́ımo v řeči zmı́něných koeficient̊u. Použit́ı vztah̊u (3.1.1) a (3.1.2) je
sice algoritmicky stejně pracné, avšak násobeńı polynomů je přehledněǰśı a lze je svěřit některému snadno
dostupnému poč́ıtačovému programu, např. Wolfram Alpha (https://www.wolframalpha.com/).

Větu 3.1.7 lze snadno (indukćı) rozš́ı̌rit ze dvou na libovolný počet nezávislých śıt́ı. Vrát́ıme-li se např. k śıti
z obr. 3.3 tvořené n diagonálńımi poĺıčky, můžeme ji považovat za sjednoceńı n nezávislých śıt́ı tvořených
jedńım poĺıčkem. Každá z těchto nezávislých śıt́ı má věžový polynom 1 + x, tud́ıž věžový polynom celé
śıtě je (1 + x)n, což je v souladu s výsledkem úlohy 3.1.4.

Co dělat v situaci, kdy máme zadánu velkou śıt’, kterou nelze rozložit na nezávislé śıtě? Podle následuj́ıćı
věty lze úlohu převést na výpočet věžových polynomů dvou menš́ıch śıt́ı.

Věta 3.1.9. Necht’ je dána śıt’ S a poĺıčko w ∈ S. Jestlǐze Sw znač́ı śıt’ S \ {w} a S′
w znač́ı śıt’ vzniklou ze

śıtě S odstraněńım všech poĺıček lež́ıćıch ve stejném řádku nebo sloupci jako w, pak plat́ı

v(x, S) = v(x, Sw) + x · v(x, S′
w).

D̊ukaz. Při rozmı́st’ováńı k neohrožuj́ıćıch se věž́ı na poĺıčka śıtě S mohou nastat dvě možnosti:

a) Na w nebude žádná věž, všechny věže tedy umı́st́ıme na Sw; to lze udělat vk(Sw) zp̊usoby.

b) Jednu věž umı́st́ıme na w, zbývaj́ıćıch k − 1 věž́ı pak muśıme umı́śıt na S′
w; to lze udělat vk−1(S

′
w)

zp̊usoby.

https://www.wolframalpha.com/
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Pro každé k ≥ 1 tedy plat́ı vk(S) = vk(Sw) + vk−1(S
′
w). Přechodem k věžovým polynomům dostáváme

v(x, S) =
∑
k≥0

vk(S)x
k = 1 +

∑
k≥1

vk(S)x
k = 1 +

∑
k≥1

(vk(Sw) + vk−1(S
′
w))x

k =

= 1 +
∑
k≥1

vk(Sw)x
k +

∑
k≥1

vk−1(S
′
w)x

k =
∑
k≥0

vk(Sw)x
k + x ·

∑
k≥1

vk−1(S
′
w)x

k−1 = v(x, Sw) + x · v(x, S′
w).

Použit́ı věty ilustruje následuj́ıćı úloha.

Úloha 3.1.10. Najděte věžový polynom śıtě z obr. 3.6.

Obrázek 3.6: Př́ıklad na využit́ı věty 3.1.9, poĺıčko w je orámováno

Řešeńı. Chceme-li využ́ıt větu 3.1.9, potřebujeme vybrat poĺıčko w ∈ S. Při výběru je dobré se zamys-
let, jak budou vypadat śıtě Sw a S′

w – měly by být co nejjednodušš́ı. Zvoĺıme-li za w prostředńı (černě
orámované) poĺıčko, źıskáme śıtě Sw a S′

w znázorněné na obr. 3.7.

Obrázek 3.7: Śıtě Sw (vlevo) a S′
w (vpravo)

Každou z nich lze rozložit na dvě nezávislé śıtě (jsou vyznačeny odlǐsným šrafováńım). Jejich věžové
polynomy už snadno najdeme a poté stač́ı použ́ıt větu 3.1.7. Dostaneme

v(x, S′
w) = (1 + 3x+ x2)(1 + 4x+ 2x2),

v(x, Sw) = (1 + 4x+ 3x2)(1 + 5x+ 4x2),

a proto

v(x, S) = v(x, Sw) + x · v(x, S′
w) = (1 + 4x+ 3x2)(1 + 5x+ 4x2) + x(1 + 3x+ x2)(1 + 4x+ 2x2) =

= 1 + 10x+ 34x2 + 46x3 + 22x4 + 2x5

(posledńı rovnost se nejsnáze ověř́ı pomoćı poč́ıtače).
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3.2 Permutace s omezuj́ıćımi podmı́nkami

Věnujme se následuj́ıćı úloze: Necht’ je dáno č́ıslo n ∈ N a množiny X1, . . . , Xn ⊂ {1, . . . , n}. Kolik existuje
permutaćı f : {1, . . . , n} → {1, . . . , n} takových, že pro každé i ∈ {1, . . . , n} plat́ı f(i) /∈ Xi? Každá
množina Xi tedy představuje seznam

”
zakázaných“ hodnot, na které se č́ıslo i nesmı́ zobrazit. Hovoř́ıme

o permutaćıch s omezuj́ıćımi podmı́nkami. Všimněme si, že pokud bychom např. volili Xi = {i} pro každé
i ∈ {1, . . . , n}, pak permutace vyhovuj́ıćı těmto podmı́nkám se shoduj́ı s permutacemi bez pevných bod̊u,
které jsme studovali v části 2.3. Zde však řeš́ıme podstatně obecněǰśı úlohu.

Jaká je souvislost mezi permutacemi s omezuj́ıćımi podmı́nkami a rozmı́st’ováńım věž́ı? Omezuj́ıćı pod-
mı́nky můžeme znázornit pomoćı śıtě S ve čtverci n× n: V i-tém řádku vyšrafujeme poĺıčka ve sloupćıch
odpov́ıdaj́ıćıch hodnotám z Xi. Např. pro n = 4 a X1 = {2, 3}, X2 = {1, 4}, X3 = {2}, X4 = {3}
dostaneme śıt’ S znázorněnou na obr. 3.8. Každou permutaci, která vyhovuje omezuj́ıćım podmı́nkám,
můžeme znázornit tak, že v i-tém řádku nakresĺıme kolečko do sloupce f(i). Situaci opět ilustruje obr. 3.8,
kde je znázorněna permutace f(1) = 4, f(2) = 2, f(3) = 3, f(4) = 1.

1

2

3

4

1 2 3 4

Obrázek 3.8: Znázorněńı omezuj́ıćıch podmı́nek a permutace, která jim vyhovuje

Právě popsaným zp̊usobem źıskáme obrázek, kde v každém řádku i v každém sloupci je právě jedno
kolečko (to plyne ze skutečnosti, že zobrazeńı f je prosté a na). Kolečka jsou umı́stěna vně śıtě S
(na nevyšrafovaných pozićıch), nebot’ jde o permutaci vyhovuj́ıćı omezuj́ıćım podmı́nkám. Pokud bu-
deme kolečka chápat jako věže, vid́ıme, že každá permutace vyhovuj́ıćı omezuj́ıćım podmı́nkám odpov́ıdá
rozmı́stěńı n neohrožuj́ıćıch se věž́ı na poĺıčka vně śıtě S. Kolik takových rozmı́stěńı existuje? Zkuśıme
jejich počet vyjádřit pomoćı principu inkluze a exkluze.

Za množinu A zvoĺıme množinu všech rozmı́stěńı n neohrožuj́ıćıch se věž́ı ve čtverci n × n. V souladu
s poznámkou 2.2.3 pro každé i ∈ {1, . . . , n} definujeme Ai jako množinu všech rozmı́stěńı, kde věž v i-tém
řádku stoj́ı na poĺıčku śıtě S (tj. na vyšrafovaném poĺıčku). Naš́ım úkolem je vypoč́ıtat |A1 ∩ · · · ∩ An|.
Využijeme vztah (2.1.2): ∣∣∣∣∣

n⋂
i=1

Ai

∣∣∣∣∣ = |A|+
n∑

k=1

(−1)k
∑

1≤i1<···<ik≤n

|Ai1 ∩ · · · ∩Aik |.

Zřejmě plat́ı |A| = n!. Č́ıslo |Ai1 ∩ · · · ∩ Aik | určuje počet rozmı́stěńı n neohrožuj́ıćıch se věž́ı, kde věže
v řádćıch i1, . . . , ik stoj́ı na śıti S. Na chv́ıli předpokládejme, že mı́sto nerozlǐsitelných věž́ı máme věže
dvou barev: k černých a n − k b́ılých. Černé věže budou v řádćıch i1, . . . , ik, ostatńı budou b́ılé. Počet
takových rozmı́stěńı je stále dán č́ıslem |Ai1 ∩ · · · ∩Aik |, nebot’ barva věže je automaticky určena řádkem,
kde věž stoj́ı. Pokud tyto počty nasč́ıtáme přes 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n, dostaneme počet všech rozmı́stěńı
n neohrožuj́ıćıch se věž́ı, kde černé věže stoj́ı na S a b́ılé mohou stát kdekoliv. Tento počet je ovšem roven
vk(S)(n−k)! (umı́st́ıme k neohrožuj́ıćıch se černých věž́ı na S a ve zbývaj́ıćıch n−k řádćıch pak doplńıme
b́ılé věže tak, aby neležely v některém z již obsazených n− k sloupc̊u). Dostáváme tedy∣∣∣∣∣

n⋂
i=1

Ai

∣∣∣∣∣ = n! +

n∑
k=1

(−1)kvk(S)(n− k)! =

n∑
k=0

(−1)kvk(S)(n− k)!. (3.2.1)

Shrňme, k čemu jsme dospěli: Omezuj́ıćı podmı́nky umı́me reprezentovat śıt́ı S ve čtverci n × n. Pokud
dokážeme vypoč́ıtat č́ısla vk(S), pak dosazeńım do vztahu (3.2.1) źıskáme počet permutaćı vyhovuj́ıćıch
zadaným podmı́nkám.
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Poznámka 3.2.1. Čtenář se může ptát, proč jsme raději nevyšrafovali poĺıčka odpov́ıdaj́ıćı doplňk̊um
množin Xi. T́ım bychom źıskali doplňkovou śıt’ S a následně bychom umı́st’ovali věže na jej́ı (vyšrafovaná)
poĺıčka tak, jako v předchoźım textu. Počet jejich rozmı́stěńı bychom źıskali jako vn(S), což se zdá mnohem
jednodušš́ı, než použit́ı vztahu (3.2.1). Tato úvaha je správná, avšak v konkrétńıch př́ıkladech bývá śıt’ S
obvykle malá (omezuj́ıćıch podmı́nek nebývá mnoho) a jej́ı doplněk S je naopak velký. Pak může být
obt́ıžné vypoč́ıtat vn(S), zat́ımco výpočet vk(S) a dosazeńı do vzorce (3.2.1) bývá jednodušš́ı.

3.3 Př́ıklady

Následuj́ıćı tři úlohy ilustruj́ı použit́ı právě odvozeného vzorce (3.2.1).

Úloha 3.3.1. Pět vrtošivých dam se rozhodlo poř́ıdit společnou fotografii. Kolika zp̊usoby se mohou
postavit vedle sebe, jestliže prvńı dáma nechce stát přesně uprostřed, třet́ı nechce stát na kraji a pátá
naopak chce být na kraji?

Řešeńı. Oč́ıslujeme-li dámy č́ısly 1, . . . , 5, pak je zřejmé, že v úloze jde o zjǐstěńı počtu permutaćı množiny
{1, . . . , 5} vyhovuj́ıćıch omezuj́ıćım podmı́nkám X1 = {3}, X2 = ∅, X3 = {1, 5}, X4 = ∅, X5 = {2, 3, 4}.
Tyto omezuj́ıćı podmı́nky znázorńıme śıt́ı S na obr. 3.9.

Obrázek 3.9: Śıt’ odpov́ıdaj́ıćı omezuj́ıćım podmı́nkám z úlohy 3.3.1

K použit́ı vzorce (3.2.1) potřebujeme znát č́ısla vk(S) nebo ekvivalentně věžový polynom v(x, S). Všimneme
si, že śıt’ S je sjednoceńım dvou nezávislých śıt́ı, které jsou na obrázku vyznačeny odlǐsným šrafováńım.
Jejich věžové polynomy jsou

v(x, S1) = 1 + 2x, v(x, S2) = 1 + 4x+ 2x2,

a tud́ıž podle věty 3.1.7 plat́ı

v(x, S) = (1 + 2x)(1 + 4x+ 2x2) = 1 + 6x+ 10x2 + 4x3.

Dosazeńım n = 5 a č́ısel vk(S) do vztahu (3.2.1) dostaneme výsledek

5! · 1− 4! · 6 + 3! · 10− 2! · 4 = 28.

Ukažme si ještě, co by se stalo, kdybychom úlohu řešili alternativńım zp̊usobem popsaným v poznámce 3.2.1.
V tomto př́ıpadě bychom uvažovali doplňkovou śıt’ znázorněnou na obr. 3.10.

Potřebovali bychom zjistit, kolika zp̊usoby lze na S rozmı́stit pět neohrožuj́ıćıch se věž́ı, tj. vypoč́ıtat v5(S).
Bohužel se jedná o obt́ıžný úkol, nebot’ tato śıt’ je mnohem větš́ı než S. Svěř́ıme-li výpočet poč́ıtači2, źıskáme
věžový polynom

v(x, S) = 1 + 19x+ 114x2 + 254x3 + 188x4 + 28x5.

Doj́ıt k výsledku
”
ručně“ by bylo velmi pracné. Vid́ıme však, že v5(S) = 28, což je v souladu s předchoźım

zp̊usobem řešeńı.

2Použili jsme Wolfram Mathematica a program pro výpočet věžových polynomů z článku [2].
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Obrázek 3.10: Doplňková śıt’ S k śıti z obr. 3.9

Vrat’me se k úloze o permutaćıch bez pevných bod̊u, kterou jsme vyřešili v části 2.3, a ukažme si jiný
zp̊usob, jak dospět ke stejnému výsledku.

Úloha 3.3.2. Kolik existuje permutaćı f : {1, . . . , n} → {1, . . . , n} takových, že f(i) ̸= i pro všechna
i ∈ {1, . . . , n}?

Řešeńı. Jde o speciálńı př́ıpad úlohy o permutaćıch s omezuj́ıćımi podmı́nkami, kde Xi = {i} pro všechna
i ∈ {1, . . . , n}. Př́ıslušná śıt’ ve čtverci n× n je tvořena n diagonálńımi poĺıčky, viz obr. 3.3. Z úlohy 3.1.4
v́ıme, že plat́ı vk(S) =

(
n
k

)
pro všechna k ∈ {0, . . . , n}. Dosazeńım do vzorce (3.2.1) dostáváme

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
(n− k)! =

n∑
k=0

(−1)k
n!

k!
,

což souhlaśı s výsledkem źıskaným v části 2.3.

Úloha 3.3.3. Máme sedm jezevč́ık̊u J1, . . . , J7 a sedm obojk̊u: červený, žlutý, zelený, modrý, b́ılý, fialový
a hnědý. Kolika zp̊usoby lze jezevč́ık̊um přǐradit tyto obojky, jestliže J1 nechce b́ılý ani hnědý, J2 modrý,
J3 b́ılý ani zelený, J4 červený, J5 hnědý, J6 zelený a J7 modrý?

Řešeńı. Přǐrazeńı lze chápat jako permutaci obojk̊u. Omezuj́ıćı podmı́nky ze zadáńı vyjádř́ıme śıt́ı na
obr. 3.11.

J1

J2

J3

J4

J5

J6

J7

č. ž. z. m. b. f. h.

Obrázek 3.11: Śıt’ odpov́ıdaj́ıćı omezuj́ıćım podmı́nkám z úlohy 3.3.3

Při pečlivém zkoumáńı zjist́ıme, že śıt’ je sjednoceńım dvou nezávislých śıt́ı, které jsou vyznačeny odlǐsným
šrafováńım. Tato skutečnost lépe vynikne, když permutujeme řádky a sloupce tak, aby se stejně šrafovaná
poĺıčka ocitla u sebe, viz obr. 3.12. Permutace nemůže ovlivnit výsledek úlohy, nebot’ ten zjevně nezáviśı
na tom, v jakém pořad́ı zaṕı̌seme jezevč́ıky do řádk̊u a barvy obojk̊u do sloupc̊u.
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J2

J4

J7

J1

J3

J5

J6

č. m. ž. f. z. b. h.

Obrázek 3.12: Permutace řádk̊u a sloupc̊u ve čtverci z obr. 3.11

Na obr. 3.12 již snadno rozpoznáme dvě nezávislé śıtě a po chv́ıli experimentováńı s rozmı́st’ováńım věž́ı
urč́ıme jejich věžové polynomy:

v(x, S1) = 1 + 3x+ 2x2, v(x, S2) = 1 + 6x+ 10x2 + 4x3.

Věžový polynom celé śıtě je podle věty 3.1.7 roven

v(x, S) = (1 + 3x+ 2x2)(1 + 6x+ 10x2 + 4x3) = 1 + 9x+ 30x2 + 46x3 + 32x4 + 8x5.

Dosazeńım č́ısel vk(S) do vztahu (3.2.1) zjist́ıme, že počet zp̊usob̊u, jak přidělit jezevč́ık̊um obojky, je

7! · 1− 6! · 9 + 5! · 30− 4! · 46 + 3! · 32− 2! · 8 = 1 232.

3.4 Úloha o hostech kolem kulatého stolu

Na závěr této kapitoly vyřeš́ıme jednu složitěǰśı klasickou úlohu.

Poznámka 3.4.1. Při řešeńı úlohy 3.4.2 budeme potřebovat následuj́ıćı dva pomocné výsledky:

• Počet zp̊usob̊u, jak vybrat neuspořádnou k-tici nesousedńıch č́ısel3 z množiny {1, . . . , n}, je
(
n−k+1

k

)
.

Každou př́ıpustnou k-tici totiž můžeme znázornit pomoćı n − k koleček a k oddělovač̊u, přičemž
oddělovače odpov́ıdaj́ı vybraným č́ısl̊um. Je-li např. n = 7 a k = 3, pak zápis ◦| ◦ | ◦ ◦| znamená,
že jsme vybrali č́ısla 2, 4, 7. Př́ıpustná jsou pouze schémata, kde mezi každými dvěma oddělovači
je aspoň jedno kolečko. Uvažujeme-li n− k koleček zapsaných vedle sebe, existuje celkem n− k + 1
pozic, na které můžeme doplnit oddělovače tak, aby vzniklo př́ıpustné schéma. Počet zp̊usob̊u, jak
umı́stit k oddělovač̊u, je

(
n−k+1

k

)
.

• Pro všechna n, k ∈ N, k ≤ n, plat́ı
(
n
k

)
= n

k

(
n−1
k−1

)
. Tento vzorec se nazývá absorpčńı identita a plyne

snadno z definice kombinačńıho č́ısla. Čtenář si jej může samostatně dokázat nebo nahlédnout do
části 12.1, kde je uveden i s d̊ukazem (viz větu 12.1.3).

Úloha 3.4.2. Mějme n manželských pár̊u, kde n ≥ 2. Kolika zp̊usoby můžeme všechny osoby rozesadit
ke kulatému stolu s 2n židlemi tak, aby se muži a ženy stř́ıdali a aby manželé nikdy neseděli vedle sebe?
Rozesazeńı lǐśıćı se otočeńım kolem stolu považujeme a) za r̊uzná, b) za ekvivalentńı.

3Termı́n
”
nesousedńı č́ısla“ znamená, že každá dvě vybraná č́ısla se lǐśı aspoň o 2. Jde o tzv. kombinace s nesousedńımi

členy.
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Řešeńı. Zaměř́ıme se na variantu a), kde rozesazeńı lǐśıćı se otočeńım považujeme za r̊uzná. K vyřešeńı
varianty b) pak stač́ı źıskaný výsledek vydělit č́ıslem 2n, což je počet rozesazeńı ekvivalentńıch s libovolným
pevně zvoleným rozesazeńım.

Začneme t́ım, že rozesad́ıme ženy. To lze provést 2n! zp̊usoby: Nejprve rozhodneme, zda ženy obsad́ı lichá
či sudá mı́sta, a poté je rozesad́ıme na př́ıslušných n židĺı. Označme nyńı ženy v pořad́ı, ve kterém sed́ı,
symboly Ž1, . . . Žn. Jejich manžele označme M1, . . . , Mn.

Aktuálńı situaci znázorňuje obr. 3.13.

Ž1

Ž2

Ž3

Ž4

Ž5

Ž6

1 2

3

45

6

Obrázek 3.13: Ženy sed́ıćı kolem kulatého stolu

Chceme zjistit, kolika zp̊usoby lze na volná mı́sta označená č́ısly 1, . . . , n rozmı́stit všechny muže tak, aby
Mi a Ži neseděli vedle sebe pro žádné i ∈ {1, . . . , n}. To znamená, že M1 nesmı́ být na pozićıch 1 a 2,
M2 nesmı́ být na pozićıch 2 a 3, atd., až konečně Mn nesmı́ být na pozićıch n a 1. Omezuj́ıćı podmı́nky
v podobě śıtě S znázorňuje obr. 3.14.

M1

M2

Mn−1

Mn

1 2 nn− 1

Obrázek 3.14: Omezuj́ıćı podmı́nky v úloze o hostech kolem kulatého stolu

K výpočtu koeficient̊u vk(S) použijeme větu 3.1.9, kde za w zvoĺıme poĺıčko śıtě S v levém dolńım rohu.
Př́ıslušné śıtě Sw a S′

w pak znázorňuje obr. 3.15.

Śıt’ Sw je tvořena 2n−1 poĺıčky. Dvě věže na Sw se ohrožuj́ı právě tehdy, když stoj́ı na sousedńıch poĺıčkách.
Na Sw lze umı́stit nejvýše n neohrožuj́ıćıch se věž́ı. Máme-li rozmı́stit k ∈ {0, . . . , n} věž́ı, stač́ı vybrat
k nesousedńıch poĺıček z 2n− 1, což lze (viz poznámku 3.4.1) udělat

(
2n−k

k

)
zp̊usoby. Tud́ıž

v(x, Sw) =

n∑
k=0

(
2n− k

k

)
xk.

Śıt’ S′
w je tvořena 2n−3 poĺıčky a lze na ni umı́stit nejvýše n−1 neohrožuj́ıćıch se věž́ı. Pro k ∈ {0, . . . , n−1}

věž́ı stač́ı vybrat k nesousedńıch poĺıček z 2n− 3, což lze (viz poznámku 3.4.1) udělat
(
2n−2−k

k

)
zp̊usoby.
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Obrázek 3.15: Śıtě Sw (vlevo) a S′
w (vpravo)

Tud́ıž

v(x, S′
w) =

n−1∑
k=0

(
2n− 2− k

k

)
xk.

Z věty 3.1.9 dostáváme

v(x, S) = v(x, Sw) + x · v(x, S′
w) =

n∑
k=0

(
2n− k

k

)
xk + x ·

n−1∑
k=0

(
2n− 2− k

k

)
xk =

1 +

n∑
k=1

(
2n− k

k

)
xk +

n−1∑
k=0

(
2n− 2− k

k

)
xk+1 = 1 +

n∑
k=1

((
2n− k

k

)
+

(
2n− k − 1

k − 1

))
xk.

Z absorpčńı identity (viz poznámku 3.4.1) plyne
(
2n−k

k

)
= 2n−k

k

(
2n−k−1

k−1

)
, a proto

v(x, S) = 1 +

n∑
k=1

(
2n− k

k
+ 1

)(
2n− k − 1

k − 1

)
xk = 1 +

n∑
k=1

2n

k

(
2n− k − 1

k − 1

)
xk =

= 1 +

n∑
k=1

2n

2n− k

2n− k

k

(
2n− k − 1

k − 1

)
xk = 1 +

n∑
k=1

2n

2n− k

(
2n− k

k

)
xk =

n∑
k=0

2n

2n− k

(
2n− k

k

)
xk,

kde předposledńı rovnost je opět d̊usledkem absorpčńı identity.

Vid́ıme, že plat́ı vk(S) =
2n

2n−k

(
2n−k

k

)
pro k ∈ {0, . . . , n}. Dosazeńım do vzorce (3.2.1) dostáváme, že počet

zp̊usob̊u, jak rozesadit muže, je roven

n∑
k=0

(−1)k(n− k)!
2n

2n− k

(
2n− k

k

)
.

Počet zp̊usob̊u, jak rozesadit všech 2n osob, je tedy roven

2n! ·
n∑

k=0

(−1)k(n− k)! · 2n
2n− k

(
2n− k

k

)
.

T́ım jsme vyřešili variantu a), kde rozesazeńı lǐśıćı se otočeńım považujeme za r̊uzná. Řešeńı varianty b)
źıskáme vyděleńım 2n:

2n! ·
n∑

k=0

(−1)k(n− k)!

2n− k

(
2n− k

k

)
.

Následuj́ıćı tabulka ukazuje výsledky pro n ∈ {2, . . . , 9}.
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n 2 3 4 5 6 7 8 9
varianta a) 0 12 96 3 120 115 200 5 836 320 382 072 320 31 488 549 120
varianta b) 0 2 12 312 9 600 416 880 23 879 520 1 749 363 840

3.5 Cvičeńı

Cvičeńı 3.5.1. Najděte věžový polynom śıtě znázorněné na obr. 3.16. Kolika zp̊usoby lze na poĺıčka śıtě
umı́stit tři neohrožuj́ıćı se věže?

Obrázek 3.16: Śıt’ ke cvičeńı 3.5.1

Cvičeńı 3.5.2. Najděte věžový polynom śıtě znázorněné na obr. 3.17. Kolika zp̊usoby lze na nevyšrafovaná
poĺıčka umı́stit pět neohrožuj́ıćıch se věž́ı?

Obrázek 3.17: Śıt’ ke cvičeńı 3.5.2

Cvičeńı 3.5.3. Na zábavě se sešlo pět manželských pár̊u, muži M1, . . . ,M5 a ženy Ž1, . . . , Ž5 (Mi a Ži

jsou manželé). Kolika zp̊usoby z nich lze sestavit smı́̌sené tanečńı dvojice, jestliže chceme, aby manželé
nikdy netančili spolu a dále v́ıme, že Ž2 nechce tančit s M1, Ž3 nechce tančit s M2 a Ž4 nechce tančit
s M3?

Cvičeńı 3.5.4. V roźıch šachovnice o rozměrech 8 × 8 jsou umı́stěny čtyři figury střelc̊u. Střelec se smı́
pohybovat pouze diagonálně o libovolné množstv́ı poĺı. Kolika zp̊usoby lze na šachovnici umı́stit šest věž́ı
tak, aby se žádné dvě neohrožovaly, aby nebyly ohrožovány střelci a aby žádná věž neohrožovala žádného
střelce?

Cvičeńı 3.5.5. Určete počet všech trojúhelńık̊u, jejichž vrcholy lež́ı ve vrcholech pravidelného n-úhelńıku
a jejichž každá strana je úhlopř́ıčkou tohoto n-úhelńıku (tj. spojuje dva nesousedńı vrcholy).



Kapitola 4

Rozmist’ovaćı úlohy

V této kapitole se budeme zabývat úlohami typu kolika zp̊usoby lze rozmı́stit n předmět̊u do r přihrádek?.
Aby byla úloha jednoznačně zadána, je třeba doplnit následuj́ıćı informace:

• Jsou přihrádky rozlǐsitelné, nebo nerozlǐsitelné?

• Jsou předměty rozlǐsitelné, nebo nerozlǐsitelné?

• Zálež́ı na pořad́ı předmět̊u v každé přihrádce?

• Mohou být některé přihrádky prázdné?

Zdá se tedy, že dostáváme celkem 16 variant úlohy, avšak pokud jsou předměty nerozlǐsitelné, nemůže
záležet na jejich pořad́ı v přihrádkách. 4 varianty úlohy tedy nedávaj́ı smysl a zbývá nám 12 variant, které
nyńı rozebereme.

4.1 Přihrádky rozlǐsitelné

4.1.1 Předměty rozlǐsitelné

4.1.1.1 Nezálež́ı na pořad́ı předmět̊u v přihrádkách

Př́ıklad úlohy: Kolika zp̊usoby lze rozdělit n r̊uzných zákusk̊u r osobám? (zákusky = předměty, osoby =
přihrádky)

Rozlǐśıme dvě varianty úlohy.

a) Přihrádky mohou být prázdné (některé osoby nemusej́ı dostat žádný zákusek):

Počet možnost́ı je rn (pro každý předmět máme na výběr z r přihrádek).

b) Přihrádky nesmı́ být prázdné (každá osoba muśı dostat aspoň jeden zákusek):

Použijeme princip inkluze a exkluze. Necht’ A je množina všech rozmı́stěńı n předmět̊u do r přihrádek
(připouštěj́ı se zde i prázdné přihrádky). V souladu s poznámkou 2.2.3 pro každé i ∈ {1, . . . , r}
definujeme Ai jako množinu všech rozmı́stěńı n předmět̊u do r přihrádek, kde i-tá přihrádka muśı
být prázdná.

Nyńı stač́ı vypoč́ıtat |A1 ∩ · · · ∩Ar| podle vzorce 2.1.2:
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|A1 ∩ · · · ∩Ar| = |A| −
r∑

k=1

(−1)k−1
∑

1≤i1<···<ik≤r

|Ai1 ∩ · · · ∩Aik | =

= rn −
r∑

k=1

(−1)k−1
∑

1≤i1<···<ik≤r

(r − k)n = rn +

r∑
k=1

(−1)k
(
r

k

)
(r − k)n =

r∑
k=0

(−1)k
(
r

k

)
(r − k)n.

4.1.1.2 Zálež́ı na pořad́ı předmět̊u v přihrádkách

Př́ıklad úlohy: Kolika zp̊usoby lze rozestavit n osob do front před r pokladnami? (osoby = předměty, fronty
= přihrádky; ve frontě zálež́ı na pořad́ı osob a fronty jsou rozlǐsitelné, nebot’ u každé pokladny sed́ı jiný
prodavač)

Pokud osobám přiděĺıme č́ısla 1, . . . , n, můžeme jejich rozestaveńı do front znázornit schématem, kde
oddělovače signalizuj́ı začátek nové fronty. Mějme např. n = 10 a r = 3. Pokud u 1. pokladny stoj́ı osoby
2, 1, 7, 4 (v tomto pořad́ı), u 2. pokladny osoby 10, 3, 5 a u 3. pokladny osoby 8, 9, 6, pak př́ıslušné schéma
bude vypadat takto: 2 1 7 4 | 10 3 5 | 8 9 6.

V obecném př́ıpadě lze rozděleńı n r̊uzných předmět̊u do r rozlǐsitelných přihrádek znázornit schéma-
tem sestaveným z č́ısel 1, . . . , n a r − 1 oddělovač̊u. Každé takové schéma lze obráceně interpretovat jako
rozděleńı n předmět̊u do r přihrádek. Schémata, kdy některé přihrádky jsou prázdné, poznáme tak, že
oddělovač stoj́ı hned na začátku (prvńı přihrádka je pak prázdná), úplně na konci (posledńı přihrádka je
prázdná), př́ıpadně dva oddělovače stoj́ı těsně vedle sebe.

Rozlǐśıme dvě varianty úlohy.

a) Přihrádky mohou být prázdné (u některých pokladen nemusej́ı stát žádné osoby):

Hledáme počet všech schémat sestavených z č́ısel 1, . . . , n a r − 1 oddělovač̊u. Jde o permutace
s opakováńım a jejich počet je

(n+ r − 1)!

(r − 1)!
.

b) Přihrádky nesmı́ být prázdné (u každé pokladny stoj́ı aspoň jedna osoba):

Hledáme počet všech schémat sestavených z č́ısel 1, . . . , n a r−1 oddělovač̊u, přičemž žádný oddělovač
nestoj́ı na začátku ani na konci a dva oddělovače nesmı́ být těsně vedle sebe. Každé takové schéma
můžeme źıskat tak, že naṕı̌seme libovolnou permutaci č́ısel 1, . . . , n a poté vybereme r − 1 r̊uzných
mezer mezi nimi, do kterých vlož́ıme oddělovače. Počet možnost́ı, jak to provést, je

n!

(
n− 1

r − 1

)
.

4.1.2 Předměty nerozlǐsitelné

Vı́me, že v tomto př́ıpadě nezálež́ı na pořad́ı předmět̊u v přihrádkách.

Př́ıklad úlohy: Kolika zp̊usoby lze rozdělit n stejných zákusk̊u r osobám? (zákusky = předměty, osoby =
přihrádky)

Každé rozděleńı lze znázornit schématem, kde kolečka reprezentuj́ı zákusky a oddělovače signalizuj́ı, že
na daném mı́stě zač́ınaj́ı zákusky pro daľśı osobu. Mějme např. n = 11 a r = 4. Pokud 1. osoba dostane
3 zákusky, 2. osoba 5 zákusk̊u, 3. osoba 2 zákusky a 4. osoba 1 zákusek, pak př́ıslušné schéma bude vypadat
takto: ◦ ◦ ◦ | ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ | ◦ ◦ | ◦ .

V obecném př́ıpadě lze rozděleńı n stejných předmět̊u do r rozlǐsitelných přihrádek znázornit schématem
sestaveným z n koleček a r− 1 oddělovač̊u. Každé takové schéma lze obráceně interpretovat jako rozděleńı
n předmět̊u do r přihrádek. Schémata, kdy některé přihrádky jsou prázdné, poznáme tak, že oddělovač
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stoj́ı hned na začátku (prvńı přihrádka je pak prázdná), úplně na konci (posledńı přihrádka je prázdná),
př́ıpadně dva oddělovače stoj́ı těsně vedle sebe.

Rozlǐśıme dvě varianty úlohy.

a) Přihrádky mohou být prázdné (některé osoby nemusej́ı dostat žádný zákusek):

Hledáme počet všech schémat sestavených z n koleček a r − 1 oddělovač̊u. Jde o permutace s opa-
kováńım a jejich počet je1

(n+ r − 1)!

n!(r − 1)!
=

(
n+ r − 1

n

)
.

b) Přihrádky nesmı́ být prázdné (každá osoba muśı dostat aspoň jeden zákusek):

Hledáme počet všech schémat sestavených z n koleček a r − 1 oddělovač̊u, přičemž žádný oddělovač
nestoj́ı na začátku ani na konci a dva oddělovače nesmı́ být těsně vedle sebe. Každé takové schéma
můžeme źıskat t́ım, že nakresĺıme n koleček a poté vybereme r − 1 r̊uzných mezer mezi nimi, do
kterých vlož́ıme oddělovače. Počet možnost́ı, jak to provést, je(

n− 1

r − 1

)
.

4.2 Přihrádky nerozlǐsitelné

4.2.1 Předměty rozlǐsitelné

4.2.1.1 Nezálež́ı na pořad́ı předmět̊u v přihrádkách

Ekvivalentńı problém: Kolika zp̊usoby lze rozdělit prvky n-prvkové množiny do r podmnožin? (prvky =
předměty, podmnožiny = přihrádky)

Př́ıklad úlohy: Kolika zp̊usoby lze rozdělit n r̊uzných zákusk̊u na r stejných taĺı̌r̊u? (zákusky = předměty,
taĺı̌re = přihrádky; uspořádáńı zákusk̊u na taĺı̌ri neńı podstatné)

Rozlǐśıme dvě varianty úlohy.

a) Přihrádky nesmı́ být prázdné (na každém taĺı̌ri muśı být aspoň jeden zákusek):

Pro rozlǐsitelné předměty a neprázdné přihrádky plat́ı:

počet rozděleńı do r rozlǐsitelných přihrádek = r! · (počet rozděleńı do r nerozlǐsitelných přihrádek)

V řeči zákusk̊u: počet rozděleńı zákusk̊u r osobám = r! · (počet rozděleńı zákusk̊u na r taĺı̌r̊u)

Jakmile totiž rozděĺıme zákusky na taĺı̌re, máme r! možnost́ı, jak je přidělit r osobám.2

S využit́ım výsledku z části 4.1.1.1 b) tedy dostáváme výsledek, který označ́ıme symbolem S(n, r):

S(n, r) =
1

r!

r∑
k=0

(−1)k
(
r

k

)
(r − k)n.

Těmto č́ısl̊um se ř́ıká Stirlingova č́ısla 2. druhu. Udávaj́ı počet zp̊usob̊u, jak rozdělit prvky n-prvkové
množiny do r neprázdných podmnožin.

Následuj́ıćı tabulka obsahuje hodnoty S(n, r) pro n, r ∈ {1, . . . , 5}.
1Neńı náhoda, že výsledek vypadá stejně jako vzorec pro kombinace s opakováńım. Rozdělováńı n stejných zákusk̊u

r osobám si totiž můžeme představit též jako výběr neuspořádané n-tice z r osob s opakováńım (kolikrát osobu vybereme,
tolik dostane zákusk̊u).

2Pokud bychom připustili prázdné taĺı̌re nebo pokud by zákusky byly nerozlǐsitelné, pak analogické tvrzeńı neplat́ı.
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n\r 1 2 3 4 5
1 1 0 0 0 0
2 1 1 0 0 0
3 1 3 1 0 0
4 1 7 6 1 0
5 1 15 25 10 1

Např. S(3, 2) = 3, nebot’ existuj́ı 3 zp̊usoby, jak rozdělit množinu {1, 2, 3} do dvou neprázdných
podmnožin: {1, 2}, {3}; {1, 3}, {2}; {1}, {2, 3}.
Stirlingova č́ısla lze poč́ıtat i jinak než pomoćı výše uvedeného vzorce. Stač́ı si uvědomit, že pro každé
n ∈ N plat́ı:

(i) S(n, 1) = 1 (počet rozděleńı n předmět̊u do 1 neprázdné přihrádky je 1).

(ii) S(n, n) = 1 (počet rozděleńı n předmět̊u do n neprázdných přihrádek je 1).

(iii) Pokud r > n, pak S(n, r) = 0 (počet neprázdných přihrádek nemůže být větš́ı než počet
předmět̊u).

(iv) Pokud n ≥ 2 a r ≥ 2, pak S(n, r) = S(n − 1, r − 1) + r · S(n − 1, r) (chceme-li rozdělit
n předmět̊u do r neprázdných přihrádek, pak jsou dvě možnosti: n-tý předmět je sám v jedné
přihrádce a zbylých n − 1 předmět̊u v r − 1 přihrádkách, nebo n-tý předmět neńı sám; tyto
př́ıpady dostaneme tak, že rozděĺıme prvńıch n − 1 předmět̊u do r přihrádek a n-tý předmět
pak přidáme do některé z nich)

Pravidla (i) a (ii) ř́ıkaj́ı, že v prvńım sloupci a na diagonále tabulky jsou samé jedničky. Pravidlo (iii)
ř́ıká, že vpravo od diagonály jsou nuly. Pravidlo (iv) ř́ıká, že č́ısla v n-tém řádku lze poč́ıtat pomoćı
č́ısel v (n− 1)-ńım řádku, např. S(3, 2) = S(2, 1) + 2 · S(2, 2) = 1 + 2 = 3.

b) Přihrádky mohou být prázdné (některé taĺı̌re mohou z̊ustat prázdné):

Rozděleńı předmět̊u do r ne nutně neprázdných přihrádek je totéž, jako rozděleńı předmět̊u do
k neprázdných přihrádek, kde k je libovolné č́ıslo mezi 1 a r. Využit́ım výsledku z části a) tedy
dostáváme, že hledaný počet je roven

r∑
k=1

S(n, k).

Poznámka 4.2.1. Č́ıslo

Bn =

n∑
k=1

S(n, k)

udává počet rozklad̊u n-prvkové množiny na libovolný počet neprázdných podmnožin. Jde o tzv. n-té
Bellovo č́ıslo, viz např. https://en.wikipedia.org/wiki/Bell_number.

4.2.1.2 Zálež́ı na pořad́ı předmět̊u v přihrádkách

Př́ıklad úlohy: Kolika zp̊usoby lze rozestavit n osob do r zástup̊u? (osoby = předměty, zástupy = přihrádky;
nezálež́ı na pořad́ı zástup̊u, pouze na tom, kdo je s kým v zástupu a na jaké pozici)

Rozlǐśıme dvě varianty úlohy.

a) Přihrádky nesmı́ být prázdné (v každém zástupu je aspoň jedna osoba):

Pro rozlǐsitelné předměty a neprázdné přihrádky plat́ı:

počet rozděleńı do r rozlǐsitelných přihrádek = r! · (počet rozděleńı do r nerozlǐsitelných přihrádek)

V řeči osob: počet rozestaveńı do r front u pokladen = r! · (počet rozestaveńı do r zástup̊u)

https://en.wikipedia.org/wiki/Bell_number
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Jakmile totiž rozděĺıme osoby do zástup̊u, máme r! možnost́ı, jak tyto zástupy rozmı́stit k r po-
kladnám.3

S využit́ım výsledku z části 4.1.1.2 b) tedy dostáváme výsledek4

n!

r!

(
n− 1

r − 1

)
.

b) Přihrádky mohou být prázdné (připoušt́ıme i prázdné
”
zástupy“):

Rozděleńı předmět̊u do r ne nutně neprázdných přihrádek je totéž, jako rozděleńı předmět̊u do
k neprázdných přihrádek, kde k je libovolné č́ıslo mezi 1 a r. Využit́ım výsledku z části a) tedy
dostáváme, že hledaný počet je roven

r∑
k=1

n!

k!

(
n− 1

k − 1

)
.

4.2.2 Předměty nerozlǐsitelné

Vı́me, že v tomto př́ıpadě nezálež́ı na pořad́ı předmět̊u v přihrádkách.

Př́ıklad úlohy: Kolika zp̊usoby lze rozdělit n stejných zákusk̊u na r stejných taĺı̌r̊u? (zákusky = předměty,
taĺı̌re = přihrádky)

Rozlǐśıme dvě varianty úlohy.

a) Přihrádky nesmı́ být prázdné (na každém taĺı̌ri je aspoň jeden zákusek):

Označme hledaný počet symbolem p(n, r). Následuj́ıćı tabulka obsahuje hodnoty p(n, r) pro n, r ∈
{1, . . . , 5}:

n\r 1 2 3 4 5
1 1 0 0 0 0
2 1 1 0 0 0
3 1 1 1 0 0
4 1 2 1 1 0
5 1 2 2 1 1

K źıskáńı hodnot si stač́ı uvědomit, že pro každé n ∈ N plat́ı:

(i) p(n, 1) = 1 (počet rozděleńı n předmět̊u do 1 neprázdné přihrádky je 1).

(ii) p(n, n) = 1 (počet rozděleńı n předmět̊u do n neprázdných přihrádek je 1).

(iii) Pokud r > n, pak p(n, r) = 0 (počet neprázdných přihrádek nemůže být větš́ı než počet
předmět̊u).

(iv) Pokud n > r, pak p(n, r) = p(n−1, r−1)+p(n−r, r). Prvńı sč́ıtanec odpov́ıdá počtu možnost́ı,
kdy v některé přihrádce je pouze jeden předmět a zbylých n − 1 předmět̊u je v daľśıch r − 1
přihrádkách. Druhý sč́ıtanec je počet možnost́ı, kdy v každé přihrádce jsou aspoň dva předměty
– do každé přihrádky vlož́ıme jeden a zbývaj́ıćıch n− r předmět̊u pak umı́st́ıme libovolně.

Pravidla (i) a (ii) ř́ıkaj́ı, že v prvńım sloupci a na diagonále tabulky jsou samé jedničky. Pravidlo (iii)
ř́ıká, že vpravo od diagonály jsou nuly. Pravidlo (iv) ř́ıká, že č́ısla v n-tém řádku lze poč́ıtat pomoćı
č́ısel v předchoźıch řádćıch, např.

p(3, 2) = p(2, 1) + p(1, 2) = 1 + 0 = 1,

p(4, 2) = p(3, 1) + p(2, 2) = 1 + 1 = 2,

3Pokud bychom připustili prázdné zástupy/fronty, pak analogické tvrzeńı neplat́ı.
4Tato č́ısla se vyskytuj́ı i v jiných matematických úlohách. Nazývaj́ı se Lahova č́ısla, viz https://en.wikipedia.org/wiki/

Lah_number.

https://en.wikipedia.org/wiki/Lah_number
https://en.wikipedia.org/wiki/Lah_number
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atd. Každou hodnotu p(n, r) lze tedy vypoč́ıtat tak, že sestav́ıme prvńıch n řádk̊u tabulky pomoćı
výše uvedených pravidel. Neńı znám žádný jednoduchý explicitńı vzorec umožňuj́ıćı efektivněǰśı
výpočet.5

b) Přihrádky mohou být prázdné (některé taĺı̌re mohou z̊ustat prázdné):

Rozděleńı předmět̊u do r ne nutně neprázdných přihrádek je totéž, jako rozděleńı předmět̊u do
k neprázdných přihrádek, kde k je libovolné č́ıslo mezi 1 a r. Využit́ım výsledku z části a) tedy
dostáváme, že hledaný počet je roven

r∑
k=1

p(n, k).

Poznámka 4.2.2. Kolika zp̊usoby lze libovolné č́ıslo n ∈ N rozložit na součet r přirozených sč́ıtanc̊u,
přičemž nezálež́ı na jejich pořad́ı? Je to stejná úloha jako rozdělováńı n jednotek do r nerozlǐsitelných
neprázdných přihrádek. Počet rozklad̊u n tvořených r sč́ıtanci je tedy roven p(n, r). Č́ıslo

p(n) =

n∑
k=1

p(n, k),

což je součet č́ısel v n-tém řádku výše uvedené tabulky, lze interpretovat jako počet všech rozklad̊u č́ısla n
s libovolným počtem sč́ıtanc̊u (zřejmě jejich počet je aspoň 1 a nejvýše n). Neńı znám žádný jednoduchý ex-
plicitńı vzorec pro p(n), tato č́ısla jsou však předmětem výzkumu v teorii č́ısel a existuj́ı např. asymptotické
odhady p(n) pro velká n. Viz např. https://en.wikipedia.org/wiki/Partition_(number_theory).

4.3 Cvičeńı

Cvičeńı 4.3.1. Kolika zp̊usoby lze rozdělit 10 stejných bonbón̊u mezi 5 dět́ı, jestliže a) některé děti
nemusej́ı dostat nic, b) každé d́ıtě muśı dostat aspoň jeden bonbón?

Cvičeńı 4.3.2. Kolika zp̊usoby lze m · n osob rozdělit do n skupin o velikosti m, jestliže a) ve skupinách
zálež́ı na pořad́ı osob, b) ve skupinách nezálež́ı na pořad́ı osob?

Cvičeńı 4.3.3. Kolika zp̊usoby lze rozložit množinu {1, 2, . . . , 12} na tři neprázdné podmnožiny? (Pod-
množiny nejsou pojmenované, tj. nezálež́ı na jejich pořad́ı v rozkladu.)

Cvičeńı 4.3.4. a) Kolika zp̊usoby lze č́ıslo 30 030 rozložit na součin tř́ı přirozených č́ısel větš́ıch než 1?
Na pořad́ı č́ısel v součinu nezálež́ı. b) Jak se změńı odpověd’ na předchoźı otázku, pokud budeme uvažovat
součiny tř́ı přirozených č́ısel včetně 1?
Návod: Použijte rozklad 30 030 = 2 · 3 · 5 · 7 · 11 · 13.

5Pro n > r plat́ı též rekurentńı vzorec p(n, r) =
∑r

k=1 p(n − r, k) (do každé přihrádky muśıme dát aspoň 1 předmět
a zbylých n−r předmět̊u pak rozděĺıme do prvńıch k přihrádek, kde k je libovolné č́ıslo mezi 1 a r), který je však pro výpočty
méně vhodný.

https://en.wikipedia.org/wiki/Partition_(number_theory)


Kapitola 5

Úlohy vedoućı na rekurentńı rovnice

V kombinatorice (i v jiných oblastech matematiky) se stává, že zadanou úlohu neumı́me vyřešit př́ımo, ale
dokážeme ji převést na úlohu stejného typu a

”
menš́ıho rozsahu“. Takové úlohy často vedou na rekurentńı

rovnice. Ukážeme si tři klasické úlohy tohoto druhu.

5.1 Hanojské věže

Úloha 5.1.1. Ve hře známé pod názvem
”
hanojské věže“ máme k dispozici 3 koĺıky a 8 kotouč̊u r̊uzných

velikost́ı. Na začátku hry jsou všechny kotouče na levém koĺıku, úkolem hráče je přenést kotouče na pravý
koĺık. V každém kroku je povoleno přemı́stit jeden kotouč z jednoho koĺıku na jiný, a to tak, že větš́ı kotouč
nikdy nesmı́ ležet na menš́ım. Jaký je nejmenš́ı počet krok̊u potřebných k dosažeńı ćıle?

Obrázek 5.1: Počátečńı stav v hlavolamu hanojské věže se třemi koĺıky a osmi kotouči (převzato z Wiki-
media Commons, https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Tower of Hanoi.jpeg)

Řešeńı. Na prvńı pohled neńı zřejmé, zda je úloha v̊ubec řešitelná. Budeme uvažovat obecněǰśı verzi
s n kotouči a 3 koĺıky. Ukážeme, že úloha je řešitelná pro každé n ∈ N a najdeme minimálńı počet krok̊u
an potřebných k přeneseńı n kotouč̊u z jednoho koĺıku na jiný (počet krok̊u nezálež́ı na tom, který koĺık je
startovńı a který ćılový – známe-li postup pro přeneseńı věže z levého na pravý koĺık, snadno jej uprav́ıme
např. na postup pro přeneseńı věže z levého na prostředńı koĺık).

Plat́ı a1 = 1 (přenáš́ıme jediný kotouč) a a2 = 3 (menš́ı kotouč přeneseme z levého na prostředńı koĺık,
následně větš́ı kotouč z levého na pravý koĺık a nakonec menš́ı kotouč z prostředńıho na pravý koĺık).

V obecném př́ıpadě je kĺıčové následuj́ıćı pozorováńı: Pokud umı́me vyřešit úlohu s n− 1 kotouči, umı́me
též vyřešit úlohu s n kotouči. K tomu, abychom se v̊ubec dostali k největš́ımu kotouči a mohli jej přenést
z levého koĺıku na pravý, muśıme nejprve přemı́stit vrchńıch n− 1 kotouč̊u na prostředńı koĺık (k tomu je
potřeba an−1 krok̊u). Poté přeneseme největš́ı kotouč z levého koĺıku na pravý (1 krok) a zbývá přemı́stit

37
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n− 1 kotouč̊u z prostředńıho koĺıku na pravý (opět an−1 krok̊u).1 Je zřejmé, že žádný jednodušš́ı zp̊usob
řešeńı neexistuje. Předchoźı úvaha tedy dokazuje, že an = an−1 + 1 + an−1, neboli

an = 2an−1 + 1. (5.1.1)

Pomoćı této rekurentńı rovnice sestav́ıme následuj́ıćı tabulku.

n 1 2 3 4 5 6 7 8
an 1 3 7 15 31 63 127 255

Vid́ıme, že k vyřešeńı úlohy s 8 kotouči je zapotřeb́ı 255 krok̊u.

Nab́ıźı se otázka, zda k výpočtu an pro velké hodnoty n je skutečně zapotřeb́ı poč́ıtat všechny členy
a1, . . . , an, nebo existuje jednodušš́ı postup. Ve druhém řádku tabulky vid́ıme mocniny dvojky zmenšené
o 1, zdá se tedy, že by obecně mohlo platit

an = 2n − 1, n ∈ N. (5.1.2)

Dokážeme vzorec matematickou indukćı: Pro n = 1 vycháźı 21 − 1 = 1, což se rovná a1. Indukčńı krok:
Plat́ı-li an−1 = 2n−1 − 1, pak z rekurentńı rovnice (5.1.1) plyne

an = 2an−1 + 1 = 2 · (2n−1 − 1) + 1 = 2n − 2 + 1 = 2n − 1,

č́ımž je d̊ukaz hotov.

Ke vzorci (5.1.2) lze dospět i jiným zp̊usobem, aniž bychom jej uhodli. Přičteme-li k oběma stranám
vztahu (5.1.1) jedničku, dostaneme

an + 1 = 2an−1 + 2 = 2(an−1 + 1).

Provedeme-li substituci bn = an + 1 pro každé n ∈ N, źıskáme

bn = 2bn−1.

Tedy {bn}∞n=1 je geometrická posloupnost s kvocientem 2. Jej́ı prvńı člen je b1 = a1 + 1 = 2, tud́ıž plat́ı
bn = 2n a následně an = bn − 1 = 2n − 1.

Vzorec (5.1.2) ukazuje, že počet krok̊u potřebných k vyřešeńı úlohy roste exponenciálně s počtem disk̊u.

Poznámka 5.1.2. Hlavolam hanojské věže pocháźı z roku 1883 a je dodnes populárńı. V návodu, který se
nacházel v krabičce, byl za jeho autora označen profesor N. Claus; jde o přesmyčku jména skutečného au-
tora, francouzského matematika Édouarda Lucase. Existuj́ı r̊uzné verze hlavolamu, z nichž asi nejznáměǰśı
je varianta se čtyřmi koĺıky a n disky. Nejmenš́ı počet krok̊u potřebných k vyřešeńı této úlohy lze vypoč́ıtat
pomoćı tzv. Frame-Stewartova algoritmu; ten je znám od roku 1941, avšak jeho správnost dokázal až fran-
couzský matematik Thierry Bousch v roce 2014. Daľśı informace o hanojských věž́ıch jsou k dispozici na
webu https://en.wikipedia.org/wiki/Tower_of_Hanoi a v rozsáhlé knize [4].

5.2 Př́ımky v rovině

Úloha 5.2.1. Jaký maximálńı počet oblast́ı může vzniknout, jestliže pomoćı n př́ımek rozděĺıme rovinu?

1Při přesouváńı n− 1 kotouč̊u nezálež́ı na tom, kde právě lež́ı n-tý kotouč; je totiž největš́ı a lze na něj položit libovolný
jiný kotouč.

https://en.wikipedia.org/wiki/Tower_of_Hanoi
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Řešeńı. Necht’ Ln je maximálńı počet oblast́ı roviny při sestrojeńı n př́ımek. Zřejmě plat́ı L1 = 2 (jedna
př́ımka rozděĺı rovinu na 2 oblasti) a L2 = 4 (dvě r̊uznoběžky rozděĺı rovinu na 4 oblasti, zat́ımco dvě
rovnoběžky daj́ı pouze 3 oblasti).

Představme si situaci, kdy v rovině je již nakresleno n−1 př́ımek. Pak n-tá př́ımka protne nejvýše n−1 dř́ıve
sestrojených př́ımek (může jich být méně, pokud je nová př́ımka rovnoběžná s některou dř́ıve sestrojenou).
Př́ıslušné pr̊useč́ıky vymezuj́ı na n-té př́ımce nejvýše n úsek̊u (může jich být méně, pokud jsou některé
pr̊useč́ıky totožné) a každý takový úsek rozděĺı některou stávaj́ıćı oblast roviny na dvě podoblasti. Při
sestrojeńı n-té př́ımky tedy může vzniknout maximálně n nových oblast́ı; bude jich právě n, pokud př́ımky
voĺıme tak, aby každé dvě byly r̊uznoběžné a žádné tři neměly společný bod.

4
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Obrázek 5.2: Dvě r̊uznoběžky děĺı rovinu na 4 oblasti, tedy L2 = 4 (vlevo). Třet́ı př́ımka prot́ıná prvńı
i druhou; dva pr̊useč́ıky na ńı vymezuj́ı tři úseky. Každý úsek děĺı některou stávaj́ıćı oblast roviny na dvě
části, tud́ıž L3 = L2 + 3 = 4 + 3 = 7 (vpravo).

Předchoźı úvaha dokazuje, že pro n ≥ 2 plat́ı

Ln = Ln−1 + n. (5.2.1)

Zkusme naj́ıt vzorec pro n-tý člen této rekurentně zadané posloupnosti. Uhodnout vzorec na základě hodnot
z tabulky je tentokrát obt́ıžněǰśı, proto budeme postupovat jinak. Opakovaným použit́ım vztahu (5.2.1)
dostaneme

Ln = Ln−1 + n

= Ln−2 + (n− 1) + n

= Ln−3 + (n− 2) + (n− 1) + n

· · ·
= L1 + 2 + 3 + · · ·+ n

= 2 + 2 + 3 + · · ·+ n

=
n(n+ 1)

2
+ 1,

č́ımž je úloha vyřešena.

Poznámka 5.2.2. Úlohu o př́ımkách v rovině poprvé vyřešil roku 1826 švýcarský matematik Jakob
Steiner. Ekvivalentńı formulace zńı: Na jaký největš́ı počet část́ı můžeme rozdělit pizzu nebo koláč pomoćı
n řez̊u? Souvislost s předchoźı úlohou o př́ımkách je zřejmá: Stač́ı do obrázku zakreslit kružnici (znázorňuj́ıćı
pizzu nebo koláč) tak, aby uvnitř ńı ležely pr̊useč́ıky všech př́ımek.

Alternativńı řešeńı založená na Eulerově větě, resp. vhodném č́ıslováńı oblast́ı, lze naj́ıt v př́ıspěvku [11],
který se věnuje i jiným variantám úlohy (včetně trojrozměrných).

5.3 Úloha o zajatćıch

Úloha 5.3.1. n zajatc̊um čekaj́ıćım na popravu bylo nař́ızeno, aby se rozestavili do kruhu. Postupně bude
popravován každý druhý zajatec tak dlouho, dokud nez̊ustane naživu posledńı; tomu bude udělena milost.
Zjistěte, který zajatec z̊ustane naživu.
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Řešeńı. Předpokládejme, že zajatci jsou oč́ıslováni č́ısly 1, . . . , n v tom pořad́ı, ve kterém stoj́ı v kruhu
vedle sebe. Necht’ j(n) je č́ıslo zajatce, který z̊ustane naživu.

Př́ıklad (nakreslete si situaci v kruhu a vyškrtávejte popravované zajatce): Pro n = 10 jsou postupně
popraveni zajatci s č́ısly 2, 4, 6, 8, 10, 3, 7, 1, 9 a přežije zajatec 5, tedy j(10) = 5.

Zřejmě plat́ı j(1) = j(2) = 1. Pro j(n), kde n ≥ 3, odvod́ıme rekurentńı rovnici.

• Je-li n = 2k sudé, pak po provedeńı k poprav zbývá k zajatc̊u s č́ısly 1, 3, . . . , 2k − 1. Převedli jsme
tedy problém na úlohu stejného typu, ale menš́ıho rozsahu. Ze zbylých k zajatc̊u přežije ten na pozici
j(k); zajatci však nyńı nejsou č́ıslováni po sobě jdoućımi přirozenými č́ısly, ale pouze lichými č́ısly.
Č́ıslo přeživš́ıho zajatce je tedy 2j(k)− 1.2 Ukázali jsme, že plat́ı

j(2k) = 2j(k)− 1. (5.3.1)

• Podobně vyšetř́ıme př́ıpad, kdy n = 2k+1 je liché. Po provedeńı k+1 poprav zbývá k zajatc̊u s č́ısly
3, . . . , 2k − 1, 2k + 1.3 Naživu z̊ustane j(k)-tý z nich a jeho č́ıslo je 2j(k) + 1.4 Plat́ı tedy

j(2k + 1) = 2j(k) + 1. (5.3.2)

Pomoćı rekurentńıch vztah̊u (5.3.1) a (5.3.2) lze postupně poč́ıtat hodnoty j(n) pro všechna n ∈ N; prvńıch
deset hodnot ukazuje následuj́ıćı tabulka.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
j(n) 1 1 3 1 3 5 7 1 3 5

Daľśı hodnoty znázorňuje obrázek 5.3.
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Obrázek 5.3: Hodnoty j(n) pro n ∈ {1, . . . , 50}

Pokud bychom chtěli znát např. j(100), je výpočet pomoćı rekurentńıch vzorc̊u zdlouhavý (a než bychom
se dobrali k výsledku, může být na záchranu života pozdě). Zkusme tedy naj́ıt explicitńı vzorec pro j(n).

Z tabulky i z obrázku se zdá, že pokud n je mocninou dvojky, pak j(n) = 1.5 Dále vid́ıme, že s každým
zvýšeńım n o 1 vzroste j(n) o 2, a to tak dlouho, dokud nenaraźıme na daľśı mocninu dvojky. Naše hypotéza
tedy zńı: Je-li n = 2m + l, kde l ∈ {0, . . . , 2m − 1}, pak j(n) = 2l + 1.

2Protože i-tý prvek posloupnosti 1, 3, . . . , 2k − 1 je 2i− 1.
3Pokud bychom provedli pouze k poprav, zbylo by k + 1 zajatc̊u s č́ısly 1, 3, . . . , 2k − 1, 2k + 1. T́ım bychom problém

převedli na úlohu menš́ıho rozsahu, ale nikoliv stejného typu jako na začátku, protože popravováńı dále pokračuje zajatcem
na prvńı, nikoliv na druhé pozici.

4Protože i-tý prvek posloupnosti 3, . . . , 2k + 1 je 2i+ 1.
5To lze snadno zd̊uvodnit. V každém kole jsou popravováni zajatci na sudých pozićıch, prvńı zajatec tedy z̊ustane naživu

až do konce.
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Tvrzeńı dokážeme matematickou indukćı:

Pro n = 1 tvrzeńı plat́ı: 1 = 20 + 0, tedy m = 0, l = 0 a 2l + 1 = 1, což se shoduje s hodnotou j(1).

Předpokládejme, že hypotéza plat́ı pro 1, . . . , n− 1, a dokažme, že plat́ı pro n.

• Necht’ n = 2m + l je sudé, tj. n = 2k. Pak ze vztahu (5.3.1) a z indukčńıho předpokladu plyne

j(n) = j(2k) = 2j(k)− 1 = 2j(n/2)− 1 = 2j(2m−1 + l/2)− 1 = 2 · (2 · (l/2) + 1)− 1 = 2l + 1.

• Necht’ n = 2m + l je liché, tj. n = 2k + 1. Pak ze vztahu (5.3.2) a z indukčńıho předpokladu plyne

j(n) = j(2k+1) = 2j(k)+1 = 2j((n−1)/2)+1 = 2j(2m−1+(l−1)/2)+1 = 2·(2·(l−1)/2+1)+1 = 2l+1.

Důkaz indukćı je hotov.

Zkusme vypoč́ıtat j(100). Plat́ı 100 = 64+36 = 26+36, tedy m = 6, l = 36 a j(100) = 2 · 36+1 = 73.

Poznámka 5.3.2. Úloha o zajatćıch se v anglicky psané literatuře vyskytuje pod názvem
”
Josephus

problem“ na počest učence Josefa Flavia, autora Židovské války, kde je vyĺıčen následuj́ıćı př́ıběh: Roku
67 n. l. se Flavius se svými 40 židovskými spolubojovńıky ocitl v obkĺıčeńı Ř́ımany. Když poznali, že
nemaj́ı šanci vyváznout, rozhodli se raději pozab́ıjet. Flavius spolu s jedńım daľśım mužem ale měli štěst́ı,
z̊ustali naživu jako posledńı a zachránili si život t́ım, že se vzdali Ř́ıman̊um. Je nepravděpodobné, že by
se Židé navzájem zab́ıjeli podle pravidel úlohy o zajatćıch; sám Flavius ṕı̌se, že o jeho záchraně rozhodl
los. Zdá se, že teprve autoři středověkých a novověkých sb́ırek úloh spojili Flavi̊uv př́ıběh s matematickým
problémem, aby jej učinili atraktivněǰśım. Daľśı informace o této úloze a jej́ıch variantách lze naj́ıt např. na
webu https://en.wikipedia.org/wiki/Josephus_problem a v článćıch [3, 8].

5.4 Cvičeńı

Cvičeńı 5.4.1. Uvažujme následuj́ıćı variantu hlavolamu hanojské věže: Jsou dány 3 koĺıky; na prvńım
z nich je postavena věž z n kotouč̊u seřazených podle velikost́ı (největš́ı je vespod), ostatńı jsou prázdné.
V každém kroku lze přenést jeden kotouč mezi prvńım a druhým koĺıkem, nebo mezi druhým a třet́ım
koĺıkem, a to tak, že větš́ı kotouč nikdy nesmı́ ležet na menš́ım. Jaký je nejmenš́ı počet krok̊u potřebný
k přeneseńı věže z prvńıho na třet́ı koĺık?

Cvičeńı 5.4.2. Uvažujme následuj́ıćı variantu úlohy o zajatćıch: Necht’ n ∈ N. Zajatci s č́ısly 1, . . . , n
stoj́ı vedle sebe v řadě. Věznitel kolem nich procháźı zleva doprava, přitom nechává popravit každého
druhého zajatce (tj. zajatce 2, 4, 6, . . .). Poté se vraćı zpět zprava doleva, vš́ımá si pouze zbývaj́ıćıch živých
zajatc̊u a opět nechává naživu každého druhého (pokud je počet zajatc̊u lichý, tak posledńı je poč́ıtán pouze
jednou, tedy přežije). Na začátku řady se opět obrát́ı a takto pokračuje až do okamžiku, než z̊ustane naživu
posledńı zajatec; tomu bude udělena milost. Necht’ w(n) znač́ı č́ıslo zajatce, který dostane milost (zřejmě
w(1) = 1). Najděte rekurentńı vztahy pro w(n) a použijte je k sestaveńı tabulky hodnot w(1), . . . , w(8).

Cvičeńı 5.4.3. V rovině je nakresleno n + k př́ımek, z nichž žádné tři nemaj́ı společný bod, k př́ımek
je navzájem rovnoběžných a žádné jiné dvě nejsou rovnoběžné. Necht’ a(n, k) je počet oblast́ı, na které je
rovina těmito př́ımkami rozdělena. Najděte rekurentńı rovnici pro a(n, k) a vyřešte ji.

Cvičeńı 5.4.4. Kruh je rozdělen na n shodných výseč́ı oč́ıslovaných č́ısly 1, . . . , n. Kolika zp̊usoby je
můžeme obarvit pomoćı k ≥ 3 barev tak, aby sousedńı výseče měly vždy r̊uzné barvy? Obarveńı lǐśıćı se
otočeńım považujeme za r̊uzná. Najděte rekurentńı rovnici pro hledaný počet a vyřešte ji.

https://en.wikipedia.org/wiki/Josephus_problem
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Obrázek 5.4: Ilustrace k zadáńı cvičeńı 5.4.4



Kapitola 6

Fibonacciho č́ısla

Fibonacciho č́ısla jsou patrně nejznáměǰśı č́ıselnou posloupnost́ı v kombinatorice i v celé matematice.
Ukážeme si několik úloh vedoućıch na Fibonacciho č́ısla a poté prostudujeme některé jejich vlastnosti.

6.1 Úloha o kráĺıćıch a definice Fibonacciho č́ısel

Fibonacciho č́ısla jsou pojmenována na počest Leonarda Pisánského (zvaného Fibonacci). V jeho učebnici
aritmetiky Liber Abaci z roku 1202 se vyskytuje následuj́ıćı úloha.

Úloha 6.1.1. Máme pár čerstvě narozených kráĺık̊u. Kolik pár̊u budeme mı́t po dvanácti měśıćıch, jestliže

• každý pár dosṕıvá za jeden měśıc,

• každému dospělému páru se každý měśıc narod́ı daľśı pár,

• kráĺıci nehynou?

Řešeńı. V úloze nejsou podstatńı jednotliv́ı kráĺıci, ale páry. Necht’ Fn je počet pár̊u po n měśıćıch; chceme
vypoč́ıtat F12. Následuj́ıćı obrázek a tabulka ukazuj́ı vývoj králič́ı populace během prvńıch pěti měśıc̊u.

n 0 1 2 3 4 5
pár̊u po n měśıćıch (Fn) 1 1 2 3 5 8

dospělých pár̊u po n měśıćıch 0 1 1 2 3 5

Třet́ı řádek tabulky je jen posunutou verźı druhého řádku, nebot’ počet dospělých pár̊u po n měśıćıch
je roven počtu všech pár̊u po n − 1 měśıćıch. Jak vznikaj́ı č́ısla Fn ve druhém řádku? Počet pár̊u po
n měśıćıch (Fn) je součtem počtu pár̊u po n − 1 měśıćıch (Fn−1) a počtu nově narozených pár̊u. Ten je
dán počtem dospělých pár̊u po n − 1 měśıćıch, nebo ekvivalentně počtem všech pár̊u po n − 2 měśıćıch.
Plat́ı tedy Fn = Fn−1+Fn−2, neboli každý člen posloupnosti {Fn}∞n=0 s výjimkou prvńıch dvou je součtem
předchoźıch dvou člen̊u. Na základě této informace vypočteme daľśı členy posloupnosti:

F6 = 13, F7 = 21, F8 = 34, F9 = 55, F10 = 89, F11 = 144, F12 = 233.

Definice 6.1.2. Posloupnost č́ısel {Fn}∞n=0 definovaná počátečńımi členy F0 = F1 = 1 a rekurentńım
vztahem Fn = Fn−1 + Fn−2 pro n ≥ 2 se nazývá Fibonacciho posloupnost.

Poznámka 6.1.3. V literatuře i na internetu se lze setkat s mı́rně odlǐsnou definićı, kde prvńı dva členy
posloupnosti jsou F0 = 0 a F1 = 1, č́ımž dojde k posunut́ı celé posloupnosti o jeden člen. Při studiu zdroj̊u
věnovaných Fibonacciho č́ısl̊um je tedy nutné mı́t na paměti, s jakou definićı autor pracuje.

43
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Obrázek 6.1: Ilustrace k Fibonacciho úloze o kráĺıćıch (převzato z Wikimedia Commons,
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:FibonacciRabbit.svg)

6.2 Daľśı úlohy vedoućı na Fibonacciho č́ısla

Kromě úlohy o kráĺıćıch existuje velké množstv́ı daľśıch úloh vedoućıch na Fibonacciho č́ısla; představ́ıme
si některé z nich.

6.2.1 Úloha o dlaždićıch, 1. varianta

Úloha 6.2.1. Kolika zp̊usoby lze pomoćı dlaždic o rozměrech 1× 1 a 1× 2 vyplnit obdélńık o rozměrech
1× n?

Řešeńı. Jak je v kombinatorice obvyklé, budeme dlaždice 1× 2 zkráceně nazývat domina a dlaždice 1× 1
budou monomina. Necht’ pn znač́ı hledaný počet zp̊usob̊u, jak pomoćı monomin a domin vyplnit obdélńık
1× n.

Snadno zjist́ıme pn pro ńızké hodnoty n ∈ N: p1 = 1 (1 monomino), p2 = 2 (jedno domino nebo dvě
monomina), p3 = 3 (monomino a domino, nebo domino a monomino, nebo tři monomina). Úloha dává
smysl i pro n = 0, kdy je rozumné položit p0 = 1, nebot’ obdélńık s nulovým obsahem lze vyplnit jediným
zp̊usobem – nevezmeme žádnou dlaždici.

Předchoźı hodnoty se shoduj́ı s Fibonacciho č́ısly, což napov́ıdá, že by mohlo platit pn = Fn pro každé
n ∈ N0. Ukažme, že členy posloupnosti {pn}∞n=0 splňuj́ı stejnou rekurentńı rovnici, jako Fibonacciho č́ısla.

Obdélńık 1× n, kde n ≥ 2, lze vyplnit pn zp̊usoby a jsou dvě možnosti, jak zač́ıt: bud’ monominem, nebo
dominem (viz obrázek 6.2). V prvńım př́ıpadě zbývá vyplnit obdélńık 1 × (n − 1), což lze učinit pn−1

zp̊usoby. Ve druhém př́ıpadě zbývá vyplnit obdélńık 1× (n− 2), což lze učinit pn−2 zp̊usoby.

Z předchoźı úvahy vyplývá, že pro každé n ≥ 2 plat́ı pn = pn−1 + pn−2. Jelikož p0 = 1 a p1 = 1, vid́ıme,
že muśı platit pn = Fn pro každé n ∈ N0.
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{
n

pn n− 1

pn−1

n− 2

pn−2

Obrázek 6.2: Dva zp̊usoby, jak zač́ıt vyplňovat obdélńık 1× n pomoćı monomin a domin

6.2.2 Úloha o dlaždićıch, 2. varianta

Úloha 6.2.2. Kolika zp̊usoby lze pomoćı dlaždic o rozměrech 1× 2 vyplnit obdélńık o rozměrech 2× n?

Řešeńı. Necht’ qn je hledaný počet zp̊usob̊u. V porovnáńı s předchoźı úlohou máme pouze domina, pomoćı
kterých vyplňujeme obdélńık 2× n, jinak je ale řešeńı velmi podobné.

Jsou dvě možnosti, jak zač́ıt vyplňovat obdélńık 2× n: bud’ jedńım svislým dominem, nebo dvojićı vodo-
rovných domin (viz obrázek 6.3). V prvńım př́ıpadě zbývá vyplnit obdélńık 2× (n− 1), což lze učinit qn−1

zp̊usoby. Ve druhém př́ıpadě zbývá vyplnit obdélńık 2× (n− 2), což lze učinit qn−2 zp̊usoby.

{
n

qn n− 1

qn−1

n− 2

qn−2

Obrázek 6.3: Dva zp̊usoby, jak zač́ıt vyplňovat obdélńık 2× n pomoćı domin

Z předchoźı úvahy vyplývá, že pro každé n ≥ 2 plat́ı qn = qn−1 + qn−2. Jelikož q0 = 1 (nepoužijeme žádné
domino) a q1 = 1 (jedno svislé domino), vid́ıme, že muśı platit qn = Fn pro každé n ∈ N0.

Poznámka 6.2.3. Mezi oběma variantami úlohy o dlaždićıch je jednoduchý vztah. Dlážděńı ve druhé
variantě úlohy jsou vždy souměrná podle vodorovné osy obdélńıku. Jinými slovy, v dlážděńı se mohou
objevit pouze svislá domina a dvojice vodorovných domin, která maj́ı společnou deľśı stranu. Rozp̊uleńım
takového dlážděńı podél vodorovné osy źıskáme dvě identická dlážděńı obdélńıku 1×n složená z monomin
a domin. Tuto konstrukci lze obrátit a z libovolného dlážděńı obdélńıku 1×n složeného z monomin a domin
vyrobit dlážděńı obdélńıku 2 × n pomoćı domin (z monomin se stanou svislá domina, z domin vzniknou
dvojice vodorovných domin). Je tedy zřejmé, že obě úlohy jsou vlastně totožné a plat́ı pn = qn.

6.2.3 Úloha o schodǐsti

Úloha 6.2.4. Kolika zp̊usoby lze vystoupat po schodǐsti o n schodech, jestliže v každém kroku můžeme
vynechat nejvýše 1 schod?

Řešeńı. Tato úloha neńı zadána zcela jednoznačně, je třeba ji chápat následuj́ıćım zp̊usobem: Na každý
schod, na který vstouṕıme, šlápneme levou i pravou nohou a nezálež́ı na tom, v jakém pořad́ı to učińıme.

Existuje např. pouze jeden zp̊usob, jak zdolat 1 schod, a dva zp̊usoby, jak vystoupat po 2 schodech (prvńı
schod bud’ vynecháme, nebo nevynecháme); viz obrázek 6.4.

Necht’ rn znač́ı hledaný počet zp̊usob̊u. Již v́ıme, že plat́ı r1 = 1 a r2 = 2. Daľśım rozborem př́ıpad̊u se dá
zjistit, že r3 = 3, r4 = 5 atd. Zdá se tedy, že by mohlo platit rn = Fn.
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Obrázek 6.4: Zp̊usoby, jak zdolat schodǐstě s jedńım schodem (nahoře) a dvěma schody (dole)

n schod̊u lze zdolat rn zp̊usoby a existuj́ı dvě možnosti, jak zač́ıt:

• Šlápneme na 1. schod; pak zbývá n− 1 schod̊u, které lze zdolat rn−1 zp̊usoby.

• Vynecháme 1. schod a šlápneme na 2. schod; pak zbývá n− 2 schod̊u, které lze zdolat rn−2 zp̊usoby.

Tento rozbor př́ıpad̊u ukazuje, že pro n ≥ 3 plat́ı rn = rn−1 + rn−2. Jde o stejnou rekurentńı rovnici jako
u Fibonacciho č́ısel, shoduj́ı se i členy r1 = F1 a r2 = F2. Plat́ı tedy rn = Fn pro každé n ∈ N.

6.2.4 Házeńı minćı

Úloha 6.2.5. Hod́ıme-li n-krát minćı, jaká je pravděpodobnost, že nikdy nepadne dvakrát po sobě rub?

Řešeńı. Každou posloupnost hod̊u můžeme zapsat jako uspořádanou n-tici sestavenou z ṕısmen R a L
znač́ıćıch rub a ĺıc.

Hledaná pravděpodobnost je dána zlomkem, v jehož jmenovateli je celkový počet možnost́ı, čili 2n. Zbývá
určit počet př́ıznivých př́ıpad̊u, tj. uspořádaných n-tic neobsahuj́ıćıch dvě ṕısmena R těsně vedle sebe.
Necht’ an je počet takových n-tic. Pak a1 = 2 (R a L), a2 = 3 (RL, LR, LL), a3 = 5 (RLR, RLL, LRL,
LLL, LLR). Zdá se tedy, že by mohlo platit an = Fn+1.

Všechny př́ıpustné n-tice ṕısmen R a L lze rozdělit do dvou skupin:

• n-tice zač́ıná ṕısmenem L, po němž následuje libovolná př́ıpustná (n− 1)-tice.

• n-tice zač́ıná ṕısmenem R. Po něm nutně muśı následovat L a poté libovolná př́ıpustná (n− 2)-tice.

Počet n-tic prvńıho druhu je an−1 a počet n-tic druhého druhu je an−2, z čehož plyne an = an−1 + an−2

pro každé n ≥ 3.

Jelikož a1 = 2 = F2, a2 = 3 = F3 a každý daľśı člen posloupnosti {an}∞n=1 je součtem předchoźıch dvou,
dostáváme opět Fibonacciho č́ısla, konkrétně an = Fn+1.

Hledaná pravděpodobnost je P = Fn+1/2
n.

6.3 Vlastnosti Fibonacciho č́ısel

Výpočet Fibonacciho č́ısel pomoćı rekurentńıho vzorce je zdlouhavý, např. pro výpočet F100 muśıme nej-
prve určit F0, . . . , F99. Ukážeme si efektivněǰśı zp̊usoby výpočtu Fibonacciho č́ısel.

Věta 6.3.1. Pro každou dvojici č́ısel m,n ∈ N plat́ı Fn+m = FnFm + Fn−1Fm−1.

D̊ukaz. K d̊ukazu využijeme kombinatorickou interpretaci Fibonacciho č́ısel z 1. varianty úlohy o dlaždićıch.
Na levé straně dokazovaného vztahu stoj́ı Fn+m, což je počet zp̊usob̊u, jak vyplnit obdélńık 1 × (n +m)
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pomoćı monomin a domin. Všechna taková dlážděńı lze rozdělit do dvou skupin podle toho, jaká situace
nastává ve vzdálenosti n od levého okraje obdélńıku (viz obrázek 6.5):

• V daném mı́stě se dotýkaj́ı dvě dlaždice. Každé takové dlážděńı vzniká spojeńım dlážděńı obdélńıku
1× n a dlážděńı obdélńıku 1×m.

• V daném mı́stě se nacháźı střed domina. Každé takové dlážděńı vzniká spojeńım dlážděńı obdélńıku
1× (n− 1), domina a dlážděńı obdélńıku 1× (m− 1).

Počet dlážděńı prvńıho druhu je FnFm a počet dlážděńı druhého druhu je Fn−1Fm−1, č́ımž je d̊ukaz
dokončen.

n− 1

n

m− 1

m

0 1 n+mn· · · · · ·

Fn Fm

Fn−1 Fm−1

Obrázek 6.5: Dvě možnosti pro dlážděńı obdélńıku 1× (n+m) pomoćı monomin a domin v závislosti na
tom, zda ve vzdálenosti n od levého okraje lež́ı či nelež́ı střed domina

Je-li m = n, pak z přechoźı věty plyne
F2n = F 2

n + F 2
n−1. (6.3.1)

Pro m = n+ 1 z přechoźı věty a ze vztahu Fn = Fn+1 − Fn−1 obdrž́ıme

F2n+1 = FnFn+1 + Fn−1Fn = Fn(Fn+1 + Fn−1) = (Fn+1 − Fn−1)(Fn+1 + Fn−1) = F 2
n+1 − F 2

n−1. (6.3.2)

Vzorec (6.3.1) lze využ́ıt k výpočtu Fibonacciho č́ısel se sudými indexy a vzorec (6.3.2) pro liché indexy.
V obou př́ıpadech převád́ıme výpočet Fibonacciho č́ısla na výpočet dvou Fibonacciho č́ısel s přibližně
polovičńımi indexy.

Máme-li např. vypoč́ıtat F100, pak z prvńıho vzorce (n = 50) plyne

F100 = F 2
50 + F 2

49.

Následným použit́ım prvńıho (n = 25) a druhého (n = 24) vzorce dostaneme

F50 = F 2
25 + F 2

24, F49 = F 2
25 − F 2

23.

T́ım jsme výpočet hodnot F0, . . . , F100 zredukovali zhruba na čtvrtinu: stač́ı naj́ıt F0, . . . , F25 a poté
dopoč́ıtat F49, F50, F100. Pokud je pro nás sestavováńı tabulky F0, . . . , F25 stále př́ılǐs pracné, můžeme
pokračovat rozložeńım F23, F24 a F25 pomoćı vzorc̊u (6.3.1) a (6.3.2).

Přechoźı postup ukazuje, jak urychlit poč́ıtáńı Fibonacciho č́ısel, má však stále rekurentńı charakter (převá-
d́ıme výpočet jednoho Fibonacciho č́ısla na výpočet jiných č́ısel). Bylo by možné se rekurentńım postup̊um
vyhnout a naj́ıt explicitńı vzorec pro Fn? Takový vzorec je uveden v následuj́ıćı větě, kterou dokážeme
matematickou indukćı. Otázku, jak na vzorec přij́ıt, zat́ım ponecháme otevřenou a v kapitole 8 se k ńı
vrát́ıme.

Věta 6.3.2. Pro každé n ∈ N0 plat́ı

Fn =
1√
5

(1 +
√
5

2

)n+1

−

(
1−

√
5

2

)n+1
 . (6.3.3)
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D̊ukaz. Pro n = 0 je na pravé straně dokazovaného vzorce (6.3.3) č́ıslo

1√
5

(
1 +

√
5

2
− 1−

√
5

2

)
= 1

a pro n = 1 č́ıslo

1√
5

(1 +
√
5

2

)2

−

(
1−

√
5

2

)2
 =

1√
5

(
6 + 2

√
5

4
− 6− 2

√
5

4

)
= 1,

což souhlaśı s hodnotami F0 a F1.

Předpokládejme, že dokazované tvrzeńı plat́ı pro n − 1 a n − 2; ověř́ıme, že pak plat́ı pro n, č́ımž bude
d̊ukaz hotov.

Z definice Fibonacciho č́ısel a z indukčńıho předpokladu obdrž́ıme

Fn = Fn−1 + Fn−2 =
1√
5

(1 +
√
5

2

)n

−

(
1−

√
5

2

)n

+

(
1 +

√
5

2

)n−1

−

(
1−

√
5

2

)n−1


Z prvńıho a třet́ıho členu v hranatých závorkách lze vytknout
(

1+
√
5

2

)n−1

, z druhého a čtvrtého členu

vytkneme
(

1−
√
5

2

)n−1

. T́ım źıskáme

Fn =
1√
5

(1 +
√
5

2

)n−1(
1 +

√
5

2
+ 1

)
−

(
1−

√
5

2

)n−1(
1−

√
5

2
+ 1

) =

=
1√
5

(1 +
√
5

2

)n−1(
3 +

√
5

2

)
−

(
1−

√
5

2

)n−1(
3−

√
5

2

) =

=
1√
5

(1 +
√
5

2

)n−1(
6 + 2

√
5

4

)
−

(
1−

√
5

2

)n−1(
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√
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4
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=
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5

(1 +
√
5

2

)n−1(
1 +

√
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(
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√
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)n−1(
1−
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2

)2
 =

=
1√
5

(1 +
√
5

2

)n+1

−

(
1−

√
5

2

)n+1
 ,

což jsme chtěli dokázat.

Poznámka 6.3.3. Vztah (6.3.3) bývá někdy nazýván Binet̊uv vzorec podle francouzského matematika
Jacquesa Philippa Marie Bineta, který jej odvodil roku 1843. Ve skutečnosti však byl znám už dř́ıve, dospěli
k němu již v 18. stolet́ı Abraham de Moivre a Daniel Bernoulli. S ohledem na odmocniny, které ve vzorci

vystupuj́ı, neńı př́ılǐs vhodný pro praktické výpočty. Přesto se jedná o d̊uležitý výsledek. Č́ıslo 1−
√
5

2 je

v absolutńı hodnotě menš́ı než 1. Sč́ıtanec
(

1−
√
5

2

)n+1

ve vzorci (6.3.3) tedy představuje geometrickou

posloupnost, která velmi rychle konverguje k nule. Fibonacciho č́ısla lze proto velmi dobře aproximovat
vztahem

Fn
.
=

1√
5

(
1 +

√
5

2

)n+1

.
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Fibonacciho posloupnost tedy roste přibližně stejně rychle jako geometrická posloupnost s kvocientem
1+

√
5

2 . Tuto skutečnost též vyjadřuje vztah

lim
n→∞

Fn+1

Fn
=

1 +
√
5

2
,

který lze dokázat s využit́ım vzorce (6.3.3).

6.4 Cvičeńı

Cvičeńı 6.4.1. Kolika zp̊usoby lze přirozené č́ıslo n vyjádřit ve tvaru součtu lichých č́ısel, jestliže zálež́ı
na pořad́ı sč́ıtanc̊u? (Např. č́ıslo 5 lze vyjádřit pěti zp̊usoby: 5, 1+1+3, 1+3+1, 3+1+1, 1+1+1+1+1.)

Cvičeńı 6.4.2. Necht’ n je přirozené č́ıslo. Kolik existuje permutaćı p množiny {1, . . . , n} takových, že
|p(i)− i| ≤ 1 pro každé i ∈ {1, . . . , n}?

Cvičeńı 6.4.3. Kolika zp̊usoby můžeme vystoupat po schodǐsti s 10 schody, jestliže při každém kroku
vynecháme nejvýše dva schody?

Cvičeńı 6.4.4. Necht’ ak(n) znač́ı počet zp̊usob̊u, jak pomoćı dlaždic o rozměrech 1× k vyplnit obdélńık
k × n. a) Předpokládejme, že k je pevně zvoleno. Najděte hodnoty ak(1), ak(2), . . ., ak(k) a rekurentńı
rovnici pro výpočet ak(n). b) Pomoćı výsledku předchoźı části vypoč́ıtejte a3(10).

Cvičeńı 6.4.5. Jaká je limita pravděpodobnost́ı vypočtených v úloze 6.2.5 pro n → ∞?
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Kapitola 7

Catalanova č́ısla

Catalanova č́ısla jsou po Fibonacciho č́ıslech patrně druhou nejznáměǰśı posloupnost́ı č́ısel v kombinatorice,
se kterou se setkáme v mnoha úlohách. Začneme dvěma úlohami, které nás dovedou k definici Catalanových
č́ısel.

7.1 Úloha o frontě před pokladnou

Úloha 7.1.1. U pokladny, kde se prodávaj́ı vstupenky v hodnotě 50 Kč, stoj́ı ve frontě n+m osob; n z nich
má padesátikorunu, zat́ımco zbylých m má pouze stokorunu. Jestliže pořad́ı osob je náhodné a pokladńık
má počátečńı zásobu a padesátikorun, jaká je pravděpodobnost, že bude moci vrátit peńıze každé osobě
se stokorunou?

Řešeńı. Pokud pokladńık bude moci vrátit peńıze všem osobám se stokorunou, budeme zkráceně ř́ıkat, že
fronta projde. Stač́ı se omezit na př́ıpad, kdy a+n ≥ m, jinak je jasné, že fronta neprojde (protože celkový
počet padesátikorun bude menš́ı než počet stokorun).

Ve frontě neńı podstatné pořad́ı osob, zálež́ı pouze na tom, kdo má padesátikorunu a kdo stokorunu. Frontu
si tedy můžeme představit jako uspořádanou (n + m)-tici sestavenou ze symbol̊u 50 a 100. Počet všech
front je

(
n+m
n

)
, nebot’ fronta je jednoznačně určena výběrem n pozic pro padesátikoruny;1 toto č́ıslo bude

ve jmenovateli hledané pravděpodobnosti.

Zbývá vypoč́ıtat počet př́ıznivých př́ıpad̊u, tj. front, které projdou. Ve skutečnosti je jednodušš́ı určit
počet front, které neprojdou. Každou frontu (bez ohledu na to, zda projde, či neprojde) můžeme znázornit
lomenou čarou tak, jak ukazuje obr. 7.1. Lomená čára znázorňuje vývoj pokladńıkovy zásoby padesátikorun.
Zač́ıná tedy v bodě A[0, a], každá osoba s padesátikorunou zp̊usob́ı zvýšeńı zásoby o 1 a naopak každá
osoba se stokorunou zp̊usob́ı sńıžeńı zásoby o 1. Lomená čára tedy konč́ı v bodě B[n+m, a+ n−m].

Na obrázku je př́ıklad fronty, která neprojde. Počet všech takových front je roven počtu lomených čar z A
do B, které v nějakém okamžiku klesnou pod osu x. Nyńı přicháźı kĺıčová myšlenka řešeńı: Najdeme prvńı
okamžik, kdy čára klesne pod osu x, tj. dostane se do bodu s y-ovou souřadnićı −1. Od tohoto okamžiku
začneme cestu zrcadlit podél př́ımky y = −1, viz obr. 7.2.

Takto źıskaná cesta skonč́ı v bodě C, který je zrcadlovým obrazem B vzhledem k př́ımce y = −1. Jelikož
bod B lež́ı ve výšce a+n−m+1 nad touto př́ımkou, bod C má y-ovou souřadnici −1− (a+n−m+1) =
m−n−a−2. Naopak je zřejmé, že každá lomená čára z A do C někde prot́ıná př́ımku y = −1 a zrcadleńım
př́ıslušného úseku źıskáme cestu z A do B. Tud́ıž počet všech lomených čar z A do B, které klesnou pod
osu x, je roven počtu všech lomených čar z A do C. Abychom zjistili počet těchto cest, potřebujeme znát
počty stoupáńı a klesáńı na cestě z A do C.

1Lze též použ́ıt vzorec pro permutace s opakováńım: Počet permutaćı n padesátikorun a m stokorun je
(n+m)!
n!·m!

=
(n+m

n

)
.

51
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0

A[0, a]
B[n + m, a + n−m]

zásoba padesátikorun

čas

Obrázek 7.1: Grafické znázorněńı fronty 50, 100, 100, 100, 50, 100, 100, 50, 50, 50. Ve frontě je m = 5 osob
se stokorunou a n = 5 osob s padesátikorunou, pokladńık má na začátku a = 1 padesátikorunu.

0

A[0, a]
B[n + m, a + n−m]

zásoba padesátikorun

čas

−1

C[n + m,m− n− a− 2]

Obrázek 7.2: V okamžiku, kdy lomená čára poprvé protne př́ımku y = −1 (čárkovaně), ji podél této př́ımky
zač́ınáme zrcadlit (červený úsek).

Uvažujme cestu z A do B, která v nějakém okamžiku protne př́ımku y = −1. Část cesty před t́ımto
okamžikem nazývejme 1. úsek a daľśı část pak 2. úsek. Necht’ ℓ je počet stoupáńı na 1. úseku cesty. Protože
1. úsek zač́ıná ve výšce a a konč́ı ve výšce −1, muśı být počet klesáńı roven č́ıslu a+ ℓ+1. Jelikož celkové
počty stoupáńı a klesáńı jsou n a m, muśı být na 2. úseku n− ℓ klesáńı a m− a− ℓ− 1 stoupáńı. Źıskané
počty shrnuje následuj́ıćı tabulka.

stoupáńı klesáńı
1. úsek ℓ a+ ℓ+ 1
2. úsek n− ℓ m− a− ℓ− 1

Odpov́ıdaj́ıćı cesta z A do C vznikne zrcadleńım 2. úseku, počty stoupáńı a klesáńı ve druhém řádku
tabulky se tedy vyměńı:

stoupáńı klesáńı
1. úsek ℓ a+ ℓ+ 1
2. úsek m− a− ℓ− 1 n− ℓ

Celkový počet stoupáńı na cestě z A do C je proto ℓ+m− a− ℓ− 1 = m− a− 1 a celkový počet klesáńı
je a+ ℓ+ 1 + n− ℓ = a+ n+ 1. To znamená, že počet všech cest z A do C je roven(

n+m

a+ n+ 1

)
.

Toto č́ıslo udává počet všech front, které neprojdou. Počet front, které projdou, je(
n+m

n

)
−
(

n+m

a+ n+ 1

)
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a hledaná pravděpodobnost je

P =

(
n+m
n

)
−
(

n+m
a+n+1

)(
n+m
n

) . (7.1.1)

Uvažujme pro ilustraci frontu se 100 osobami, z nichž polovina má padesátikorunu a polovina stokorunu,
tj. m = n = 50. Pokud by pokladńık chtěl mı́t jistotu, že fronta projde, muśı si připravit 50 padesátikorun.
Kolik padesátikorun by mu stačilo, kdyby se spokojil s 95% pravděpodobnost́ı, že fronta projde? Hledáme
nejmenš́ı a ∈ N0 takové, aby platilo P ≥ 0,95. Postupným dosazováńım a = 0, 1, 2, . . . , 50 do vztahu (7.1.1)
źıskáme hodnoty znázorněné na obr. 7.3, ze kterého je vidět, že k dosažeńı pravděpodobnosti 95 % stač́ı
vźıt a ≥ 12 padesátikorun.

0 10 20 30 40 50

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.

Obrázek 7.3: Pravděpodobnost, že fronta pro m = n = 50 projde v závislosti na volbě a ∈ {0, . . . , 50}

7.2 Hlasovaćı problém

Úloha 7.2.1. Ve volbách soupeř́ı dva kandidáti M a N . Kandidát M źıskal m hlas̊u a kandidát N obdržel
n hlas̊u, přičemž n ≥ m. Jestliže pořad́ı sč́ıtáńı hlas̊u bylo náhodné, jaká je pravděpodobnost, že v pr̊uběhu
sč́ıtáńı měl N vždy aspoň tolik hlas̊u jako M?

Řešeńı. Každý pr̊uběh sč́ıtáńı můžeme znázornit lomenou čarou tak, jak ukazuje obr. 7.4. Lomená čára
znázorňuje vývoj náskoku kandidáta N nad jeho soupeřem M . Zač́ıná tedy v bodě [0, 0], každý hlas pro N
zvýš́ı náskok o 1 a naopak každý hlas pro M sńıž́ı náskok o 1. Lomená čára tedy konč́ı v bodě [n+m,n−m].

0

náskok N nad M

čas

[n + m,n−m]

Obrázek 7.4: Grafické znázorněńı sč́ıtáńı pro posloupnost hlas̊u N , N , M , M , N , M , M , N , N , N

Skutečnost, že v pr̊uběhu sč́ıtáńı měl N vždy aspoň tolik hlas̊u jako M , poznáme tak, že lomená čára nikdy
neklesne pod osu x.
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Vid́ıme, že hlasovaćı problém je totožný se speciálńım př́ıpadem úlohy o frontě před pokladnou, kde
pokladńık nemá na začátku žádné padesátikoruny. Hledanou pravděpodobnost tedy źıskáme dosazeńım
a = 0 do vztahu (7.1.1):

P =

(
n+m
n

)
−
(
n+m
n+1

)(
n+m
n

) .

Rozepsáńım kombinačńıch č́ısel lze výsledek zjednodušit:

P = 1−
(n+m)···m

(n+1)!

(n+m)···(m+1)
n!

= 1− m

n+ 1
=

n+ 1−m

n+ 1
.

Pro kontrolu prozkoumejme, co nastane ve dvou speciálńıch př́ıpadech:

• Pokud hlasováńı skončilo remı́zou, tj. m = n, pak P = 1
n+1 . Pro velká n je tedy pravděpodobnost,

že jeden z kandidát̊u měl vždy aspoň tolik hlas̊u jako druhý, velmi malá.

• Pokud kandidát N zv́ıtězil s velkou převahou, tj. n ≫ m, pak pravděpodobnost P = 1 − m
n+1 je

bĺızká k jedné. Je tud́ıž velmi pravděpodobné, že v́ıtěz měl v pr̊uběhu sč́ıtáńı vždy aspoň tolik hlas̊u
jako poražený.

Poznámka 7.2.2. Hlasovaćı problém nezávisle na sobě zformulovali a vyřešili W. A. Whitworth (1878)
a J. L. F. Bertrand (1887); zabývali se variantou, kdy n > m a zaj́ımá nás pravděpodobnost, že kandidát N
měl v pr̊uběhu sč́ıtáńı vždy ostře v́ıce hlas̊u než M (viz cvičeńı 7.4.3). Úlohu lze řešit mnoha zp̊usoby,
viz např. https://en.wikipedia.org/wiki/Bertrand’s_ballot_theorem. Řešeńı založené na zrcadleńı
cest, které klesnou pod osu x, bývá nazýváno Andrého metoda zrcadleńı. Z historického hlediska neńı tento
název zcela přesný; D. André sice v roce 1887 popsal elegantńı řešeńı založené na poč́ıtáńı špatných cest
pomoćı bijekce, nejednalo se však o zrcadleńı. Podrobnosti lze naj́ıt v článku [10].

7.3 Catalanova č́ısla

Z předchoźıch odd́ıl̊u v́ıme, že

• počet front s n padesátikorunami a n stokorunami, které projdou, pokud pokladńık nemá na začátku
žádnou padesátikorunu

• nebo počet pořad́ı sč́ıtáńı hlas̊u ve volbách, kde oba kandidáti źıskali shodně n hlas̊u, přičemž kan-
didát N měl v pr̊uběhu sč́ıtáńı vždy aspoň tolik hlas̊u jako kandidát M

je roven č́ıslu (
2n

n

)
−
(

2n

n+ 1

)
.

Rozepsáńım kombinačńıch č́ısel obdrž́ıme(
2n

n

)
−
(

2n

n+ 1

)
=

2n · · · (n+ 1)

n!
− 2n · · ·n

(n+ 1)!
=

2n · · · (n+ 1)

n!

(
1− n

n+ 1

)
=

(
2n

n

)
1

n+ 1
.

Definice 7.3.1. Č́ısla Cn = 1
n+1

(
2n
n

)
, n ∈ N0, se nazývaj́ı Catalanova č́ısla.

Následuj́ıćı tabulka ukazuje Catalanova č́ısla Cn pro ńızké hodnoty n.

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Cn 1 1 2 5 14 42 132 429 1430 4862

https://en.wikipedia.org/wiki/Bertrand's_ballot_theorem
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Patrně nejjednodušš́ı kombinatorická interpretace Catalanových č́ısel je následuj́ıćı: Mějme čtverec n × n
rozdělený úsečkami na n2 jednotkových čtverečk̊u. Uvažujme cesty vedoućı po hranách této mř́ıže, a to
z levého dolńıho do pravého horńıho rohu, přičemž každý krok vede bud’ vpravo, nebo nahoru. Pak počet
cest, které nikdy nesestouṕı pod diagonálu vedoućı z levého dolńıho do pravého horńıho rohu, je Cn.

Proč plat́ı toto tvrzeńı? Obrázek 7.5 ukazuje př́ıklad př́ıpustné cesty. Otoč́ıme-li tento obrázek o 45 stupň̊u
ve směru pohybu hodinových ručiček, dostáváme lomenou čáru stejného typu, jako v hlasovaćım problému,
kde oba kandidáti źıskali n hlas̊u. Obě úlohy jsou tedy ekvivalentńı a počet př́ıpustných cest je skutečně Cn.

Obrázek 7.5: Př́ıklad cesty ve čtverci 4× 4, která nikdy nesestouṕı pod diagonálu

Ze symetrie je zřejmé, že č́ıslo Cn udává rovněž počet cest, které nikdy nevystouṕı nad diagonálu, viz
obr. 7.6.

Obrázek 7.6: Cesty ve čtverci 4 × 4, které nikdy nevystouṕı nad diagonálu (Wikimedia Commons,
en.wikipedia.org/wiki/Catalan number#/media/File:Catalan number 4x4 grid example.svg)

Interpretace Catalanových č́ısel pomoćı cest v čtvercové śıti nám umožńı odvodit následuj́ıćı rekurentńı
vzorec pro Cn.

Věta 7.3.2. Pro každé n ∈ N plat́ı

Cn = C0Cn−1 + C1Cn−2 + C2Cn−3 + · · ·+ Cn−1C0 =

n∑
i=1

Ci−1Cn−i. (7.3.1)

D̊ukaz. Vı́me, že Cn udává počet cest ve čtverci n × n vedoućıch z levého dolńıho rohu [0, 0] do pravého
horńıho rohu [n, n], které nikdy nesestouṕı pod diagonálu. Pokud si odmysĺıme počátečńı bod [0, 0], muśı
vždy nastat ještě daľśı okamžik, kdy se cesta dotkne diagonály (nejpozději v bodě [n, n]). Necht’ prvńı
takový okamžik nastane v bodě [i, i], kde i ∈ {1, . . . , n}, viz obr. 7.7.

Prvńı krok cesty musel vést z bodu [0, 0] do bodu [0, 1] a do bodu [i, i] se cesta nutně musela dostat z bodu
[i − 1, i]. Mezi body [0, 1] a [i − 1, i] nemohla sestoupit pod úsečku spojuj́ıćı tyto dva body (jinak by se
dotkla diagonály dř́ıve než v [i, i]). Počet zp̊usob̊u, jak se cesta mohla dostat z [0, 1] do [i − 1, i], je Ci−1,
nebot’ jde vlastně o cestu ve čtverci o straně i − 1, která nesmı́ sestoupit pod diagonálu. Podobně počet
zp̊usob̊u, jak se cesta mohla dostat z bodu [i, i] do bodu [n, n], je Cn−i. Vid́ıme, že počet cest z bodu
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[0, 0]

[0, 1]

[i, i]

[n, n]

[i− 1, i]

Obrázek 7.7: Cesta z bodu [0, 0] do bodu [n, n], která se poprvé dotkne diagonály v bodě [i, i]

[0, 0] do bodu [n, n], které se poprvé dotknou diagonály v bodě [i, i], je roven Ci−1Cn−i. Nasč́ıtáńım přes
všechna možná i ∈ {1, . . . , n} dostaneme celkový počet cest Cn, č́ımž je věta dokázána.

Vztah (7.3.1) umožňuje vypoč́ıtat Cn ze znalosti C0, . . . , Cn−1. Společně s podmı́nkou C0 = 1 tedy jed-
noznačně určuje Catalanova č́ısla. K výpočtu Cn se lépe hod́ı explicitńı vzorec z definice 7.3.1, přesto
je však rekurentńı vzorec užitečný. V úlohách vedoućıch na Catalanova č́ısla může být obt́ıžné př́ımo
ověřit, že uvažovaná posloupnost č́ısel je popsána vzorcem 1

n+1

(
2n
n

)
; často je mnohem jednodušš́ı ukázat,

že posloupnost splňuje stejný rekurentńı vztah jako Cn. Následuj́ıćı úloha ilustruje tuto skutečnost.

Úloha 7.3.3. Kolika zp̊usoby lze rozdělit konvexńı mnohoúhelńık pomoćı neprot́ınaj́ıćıch se úhlopř́ıček
na trojúhelńıky?

Řešeńı. Připomeňme, že úhlopř́ıčkou se rozumı́ úsečka spojuj́ıćı nesousedńı vrcholy. Pro trojúhelńık je
pouze 1 možnost (nekresĺıme žádnou úhlopř́ıčku), pro čtyřúhelńık jsou 2 možnosti, pro pětiúhelńık 5 mož-
nost́ı (nakreslete si obrázek) a pro šestiúhelńık 14 možnost́ı (viz obr. 7.8).

Obrázek 7.8: Děleńı šestiúhelńıku pomoćı neprot́ınaj́ıćıch se úhlopř́ıček na trojúhelńıky (Wikimedia Com-
mons, en.wikipedia.org/wiki/Catalan number#/media/File:Catalan-Hexagons-example.svg)

Zdá se tedy, že pro každé n ∈ N udává Cn počet triangulaćı pro (n+2)-úhelńık. Označ́ıme tento počet Tn,
dále polož́ıme T0 = 1 a ukážeme, že Tn = Cn pro každé n ∈ N0.

Uvažujme libovolný konvexńı (n+2)-úhelńık a vyberme si jeho libovolnou stranu XY . Bez újmy na obec-
nosti můžeme předpokládat, že vrcholy X, Y jdou po sobě proti směru pohybu hodinových ručiček (jinak
zaměńıme jejich označeńı). V každé triangulaci muśı být strana XY součást́ı nějakého trojúhelńıku XY Z.
Jdeme-li po obvodu mnohoúhelńıku z bodu Y do bodu Z proti směru pohybu hodinových ručiček, projdeme
přitom i stran mnohoúhelńıku, kde i ∈ {1, . . . , n}. Tato část obvodu společně s úsečkou ZY ohraničuje
(i + 1)-úhelńık, který je možné triangulovat Ti−1 zp̊usoby. Cesta z bodu Z do bodu X (opět proti směru
pohybu hodinových ručiček) obsahuje n+ 1− i stran mnohoúhelńıku. Společně s úsečkou XZ ohraničuje
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(n+2− i)-úhelńık, který je možné triangulovat Tn−i zp̊usoby. Pro pevné Z tedy existuje celkem Ti−1Tn−i

triangulaćı obsahuj́ıćıch trojúhelńık XY Z.2 Nasč́ıtáme-li tyto počty přes všechny možné volby Z, tj. přes
všechna možná i ∈ {1, . . . , n}, dostaneme celkový počet triangulaćı (n+ 2)-úhelńıku:

Tn =

n∑
i=1

Ti−1Tn−i. (7.3.2)

Posloupnost {Tn}∞n=0 tedy splňuje stejnou rekurentńı rovnici jako Catalanova č́ısla, a protože T0 = C0 = 1,
muśı nutně platit Tn = Cn pro každé n ∈ N0.

Poznámka 7.3.4. Poč́ıtáńım triangulaćı se zabýval Leonhard Euler. V roce 1751 na základě hodnot
T1, . . . , T8 uhodl obecný vzorec, neuměl jej však dokázat. V roce 1758 ukázal Johann Andreas von Segner,
že pro počet triangulaćı plat́ı rekurentńı vztah (7.3.2). Odtud již nebylo daleko k d̊ukazu, že Euler̊uv
výsledek je správný (Segner jej však neznal a poč́ıtal hodnoty pomoćı rekurentńıho vztahu, přičemž se
dopustil početńı chyby pro n = 13).

Catalanova č́ısla jsou pojmenována na počest belgického matematika Eugèna Charlese Catalana, který
roku 1838 řešil následuj́ıćı úlohu: Kolika zp̊usoby lze uzávorkovat součin a0a1 · · · an tak, aby pořad́ı násobeńı
bylo jednoznačně určeno? 3 Např. pro n = 3 existuje pět zp̊usob̊u: (a0a1)(a2a3), ((a0a1)a2)a3, a0(a1(a2a3)),
a0((a1a2)a3), (a0(a1a2))a3. K vyřešeńı obecné úlohy označ́ıme počet uzávorkováńı jako Cn a uvědomı́me
si, že pro n ≥ 2 v uvažovaném součinu existuje právě jedno násobeńı, které se nacháźı vně všech závorek.
Pokud se toto násobeńı nacháźı mezi činiteli ak−1 a ak, pak součin a0 · · · ak−1 lze uzávorkovat Ck−1 zp̊usoby
a součin ak · · · an lze uzávorkovat Cn−k zp̊usoby, což dává rekurentńı vztah (7.3.1).

O historii Catalanových č́ısel podrobně pojednává text [7].

7.4 Cvičeńı

Cvičeńı 7.4.1. Př́ıpustnou cestou v mř́ıži n× n rozumı́me cestu po hranách mř́ıže, která zač́ıná v levém
dolńım rohu [0, 0], v každém kroku pokračuje vpravo nebo nahoru a konč́ı v pravém horńım rohu [n, n].
a) Určete počet př́ıpustných cest v mř́ıži 9×9, které procházej́ı bodem [3, 3] a zároveň neprocházej́ı bodem
[6, 6]. b) Jak se změńı výsledek, jestliže se omeźıme pouze na cesty, které nikdy neklesnou pod diagonálu?

Cvičeńı 7.4.2. Háźıme opakovaně minćı a zaznamenáváme si, kolikrát padla která strana. Jaká je
pravděpodobnost, že po 2n hodech poprvé napoč́ıtáme stejně rub̊u i ĺıc̊u?

Cvičeńı 7.4.3. Ve volbách soupeř́ı dva kandidáti, M a N . Pro M hlasovalo m volič̊u a pro N hlasovalo
n volič̊u, přičemž n > m. Jestliže pořad́ı sč́ıtáńı hlas̊u je náhodné, jaká je pravděpodobnost, že v pr̊uběhu
sč́ıtáńı měl N vždy ostře v́ıce hlas̊u než M?

Cvičeńı 7.4.4. Uvažujme cesty po hranách čtvercové śıtě o rozměrech 8×5 z levého dolńıho rohu O = [0, 0]
do pravého horńıho rohu P = [8, 5]. Každá př́ıpustná cesta se skládá pouze z krok̊u vedoućıch vpravo nebo
nahoru.

a) Kolik existuje př́ıpustných cest, které nikdy nevystouṕı nad př́ımku y = x a dotýkaj́ı se j́ı právě
v bodech O a Q = [4, 4]?

b) Kolik existuje př́ıpustných cest, které nikdy nevystouṕı nad př́ımku y = x a dotýkaj́ı se j́ı právě
v bodě O?

2Dı́ky volbě T0 = 1 je toto tvrzeńı pravdivé i pro i = 1 a i = n.
3Mı́sto násobeńı bychom mohli uvažovat nějakou jinou binárńı operaci, která nemuśı být asociativńı. Výsledek pak bude

záviset na uzávorkováńı a zaj́ımá nás, jaký maximálńı počet r̊uzných výsledk̊u můžeme dostat.
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Obrázek 7.9: Ilustrace k zadáńı cvičeńı 7.4.4



Kapitola 8

Generuj́ıćı funkce

V předchoźıch kapitolách jsme se setkali s r̊uznými úlohami vedoućımi na rekurentńı rovnice. Pomoćı
rekurentńıho vztahu lze poč́ıtat členy posloupnosti jeden po druhém, je však výhodněǰśı mı́t k dispozici
explicitńı vzorec pro n-tý člen posloupnosti. V řadě úloh (hanojské věže, úloha o zajatćıch) je možné
takový vzorec uhodnout a poté dokázat matematickou indukćı, jindy to může být obt́ıžné. Př́ıkladem je
Fibonacciho posloupnost, pro kterou jsme sice dokázali platnost vzorce pro n-tý člen, ale nevysvětlili jsme,
jak na něj přij́ıt.

V této kapitole představ́ıme metodu generuj́ıćıch funkćı, která propojuje kombinatoriku s matematickou
analýzou a je (kromě jiného) velmi užitečným nástrojem pro řešeńı rekurentńıch rovnic.

8.1 Mocninné řady a generuj́ıćı funkce

V matematické analýze se studuj́ı mocninné řady, tj. řady ve tvaru
∑∞

n=0 an(z − z0)
n, kde an jsou reálné

nebo komplexńı koeficienty, reálné nebo komplexńı č́ıslo z0 se nazývá střed mocninné řady a z je reálná
nebo komplexńı proměnná.1 Dále se omeźıme pouze na řady se středem v nule, tj. z0 = 0. Jedńım z nej-
jednodušš́ıch př́ıklad̊u je geometrická řada

1 + z + z2 + z3 + · · · =
∞∑

n=0

zn,

která v př́ıpadě |z| < 1 konverguje k součtu 1
1−z . Obráceně můžeme ř́ıct, že zlomek 1

1−z lze rozvinout do
geometrické řady. Tento poznatek zobecňuje následuj́ıćı věta, kterou budeme často použ́ıvat.

Věta 8.1.1. Pro každé k ∈ N plat́ı

1

(1− z)k
=

∞∑
n=0

(
n+ k − 1

k − 1

)
zn, |z| < 1.

D̊ukaz. Větu dokážeme indukćı podle k. Pro k = 1 tvrzeńı plat́ı, nebot’
(
n+k−1
k−1

)
=
(
n
0

)
= 1 a věta se

redukuje na vzorec pro součet geometrické řady. Předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı pro jisté č́ıslo k ∈ N, tj.

1

(1− z)k
=

∞∑
n=0

(
n+ k − 1

k − 1

)
zn.

Zderivujeme obě strany podle proměnné z a využijeme toho, že mocninné řady lze derivovat člen po členu:

k

(1− z)k+1
=

∞∑
n=1

(
n+ k − 1

k − 1

)
nzn−1

1Při práci s mocninnými řadami přisuzujeme členu (z − z0)0 vždy hodnotu 1 včetně př́ıpadu, kdy z = z0.
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(dolńı mez pro n v sumě na pravé straně je nyńı 1, nebot’ konstantńı nultý člen derivováńım vypadl).
Rovnici vyděĺıme č́ıslem k, rozeṕı̌seme kombinačńı č́ıslo a uprav́ıme:

1

(1− z)k+1
=

∞∑
n=1

(n+ k − 1) · · · (n+ 1)

(k − 1)!

n

k
zn−1 =

∞∑
n=1

(
n+ k − 1

k

)
zn−1 =

∞∑
n=0

(
n+ k

k

)
zn

T́ım jsme dokázali, že tvrzeńı plat́ı pro č́ıslo k + 1, a d̊ukaz indukćı je hotov.

Nyńı zavedeme kĺıčový pojem této kapitoly.

Definice 8.1.2. Je-li dána reálná nebo komplexńı posloupnost {an}∞n=0, pak mocninná řada
∑∞

n=0 anz
n

se nazývá generuj́ıćı funkćı zadané posloupnosti.

Zat́ım neńı jasné, k čemu jsou generuj́ıćı funkce užitečné. Jde o jakýsi formálńı proces, kdy ze zadané
posloupnosti vyrob́ıme mocninnou řadu. V tuto chv́ıli prośıme čtenáře o trpělivost; použit́ı generuj́ıćıch
funkćı k řešeńı rekurentńıch rovnic si ukážeme ve třet́ım odd́ıle tohoto textu.

Poznámka 8.1.3. V definici generuj́ıćı funkce se nepředpokládá nic o konvergenci př́ıslušné mocninné
řady; může se stát, že konverguje pouze pro z = 0. Mı́sto

”
generuj́ıćı funkce“ se někdy použ́ıvá počeštěný

termı́n
”
vytvořuj́ıćı funkce“.

Následuj́ıćı tabulka ukazuje několik př́ıklad̊u posloupnost́ı a jejich generuj́ıćıch funkćı. V prvńıch dvou
př́ıkladech př́ıslušná mocninná řada obsahuje pouze jednoho nenulového sč́ıtance. V daľśıch dvou př́ıkladech
se jedná o geometrickou řadu, v posledńım řádku použ́ıváme k nalezeńı součtu větu 8.1.1 pro k = 2.

{an}∞n=0

∑∞
n=0 anz

n

(1, 0, 0, 0, . . .) 1

(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
m-krát

, 1, 0, . . .) zm

(1, 1, 1, 1, . . .)
∑∞

n=0 z
n = 1

1−z

(1, 2, 4, 8, . . .)
∑∞

n=0 2
nzn = 1

1−2z

(1, 2, 3, 4, . . .)
∑∞

n=0(n+ 1)zn = 1
(1−z)2

8.2 Operace s posloupnostmi a jejich generuj́ıćımi funkcemi

Jestliže posloupnost {an}∞n=0 má generuj́ıćı funkci A(z) =
∑∞

n=0 anz
n a posloupnost {bn}∞n=0 má generuj́ıćı

funkci B(z) =
∑∞

n=0 bnz
n, pak součet obou posloupnost́ı {an + bn}∞n=0 má generuj́ıćı funkci

∞∑
n=0

(an + bn)z
n =

∞∑
n=0

anz
n +

∞∑
n=0

bnz
n = A(z) +B(z).

Dále pro každé reálné nebo komplexńı č́ıslo c plat́ı, že generuj́ıćı funkce posloupnosti {can}∞n=0 je

∞∑
n=0

canz
n = c

∞∑
n=0

anz
n = cA(z).

Zkusme ještě zjistit, co se stane s generuj́ıćı funkćı, jestliže členy posloupnosti posuneme o jistý počet pozic
doprava nebo doleva.
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Mějme libovolné m ∈ N a uvažujme posloupnost

(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
m-krát

, a0, a1, a2, . . .),

kterou označ́ıme {an−m}∞n=0 (t́ım jsme vlastně dodefinovali a−1 = · · · = a−m = 0). Generuj́ıćı funkce této
posloupnosti je

a0z
m + a1z

m+1 + a2z
m+2 + · · · = zm(a0 + a1z + a2z

2 + · · · ) = zmA(z).

Vid́ıme, že při posunu posloupnosti o m pozic doprava muśıme generuj́ıćı funkci vynásobit zm.

Pro zaj́ımavost se ještě pod́ıvejme, co se děje při posouváńı posloupnosti doleva (i když to v daľśım výkladu
nebudeme potřebovat): Posloupnost, která vznikne posunem o m pozic doleva (přičemž prvńıch m člen̊u
zmiźı) je

{an+m}∞n=0 = (am, am+1, am+2, . . .)

a má generuj́ıćı funkci

am + am+1z + am+2z
2 + · · · = 1

zm
(
amzm + am+1z

m+1 + am+2z
m+2 + · · ·

)
=

=
1

zm
(
A(z)− a0 − a1z − · · · − am−1z

m−1
)

(prvńı a druhá rovnost plat́ı pro z ̸= 0, jinak je hodnota generuj́ıćı funkce am). Vid́ıme, že při posunu
posloupnosti o m pozic doleva děĺıme generuj́ıćı funkci zm, ještě předt́ım však odeč́ıtáme korekčńı členy
odpov́ıdaj́ıćı tomu, že jsme během posunu eliminovali prvńıch m člen̊u posloupnosti.

8.3 Př́ıklady

Úloha 8.3.1. Najděte vzorec pro n-tý člen posloupnosti zadané počátečńımi členy F0 = 1, F1 = 1
a rekurentńım vzorcem Fn = Fn−2 + Fn−1, n ≥ 2 (Fibonacciho č́ısla).

Řešeńı. Pokuśıme se nejprve naj́ıt generuj́ıćı funkci F (z) =
∑∞

n=0 Fnz
n, tu pak rozvineme do mocninné

řady a pod́ıváme se na koeficient u zn, č́ımž źıskáme hledaný vzorec pro Fn.

Plat́ı

{Fn}∞n=0 = (1, 1, F0 + F1, F1 + F2, . . .) = (0, 0, F0, F1, . . .) + (0, 1, F1, F2, . . .) + (1, 0, 0, 0, . . .) =

= (0, 0, F0, F1, . . .) + (0, F0, F1, F2, . . .) + (1, 0, 0, 0, . . .) = {Fn−2}∞n=0 + {Fn−1}∞n=0 + (1, 0, 0, 0, . . .).

Pravou stranu jsme rozložili na posloupnosti, jejichž generuj́ıćı funkce umı́me vyjádřit: {Fn−2}∞n=0 má
generuj́ıćı funkci z2F (z), {Fn−1}∞n=0 má generuj́ıćı funkci zF (z) a (1, 0, 0, 0, . . .) má generuj́ıćı funkci 1.
Přechodem od posloupnost́ı k jejich generuj́ıćım funkćım tedy dostáváme rovnici

F (z) = z2F (z) + zF (z) + 1,

ze které vypočteme F (z):

F (z)(1− z − z2) = 1

F (z) =
1

1− z − z2
=

−1

z2 + z − 1

Vid́ıme, že generuj́ıćı funkce posloupnosti {Fn}∞n=0 je racionálńı funkce. Abychom ji dokázali rozvinout
do mocninné řady, rozlož́ıme ji nejprve na parciálńı zlomky. Použijeme standardńı algoritmus z 1. ročńıku
matematické analýzy: Polynom z2 + z − 1 ve jmenovateli má kořeny

z1,2 =
−1±

√
5

2
,
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plat́ı tedy

z2 + z − 1 = (z − z1)(z − z2)

a rozklad F na parciálńı zlomky hledáme ve tvaru

−1

z2 + z − 1
=

a

z − z1
+

b

z − z2
.

(Hodnoty z1, z2 známe, ale pro přehlednost je nevypisujeme.) Vynásob́ıme-li předchoźı rovnost výrazem
(z − z1)(z − z2), obdrž́ıme

−1 = a(z − z2) + b(z − z1) = (a+ b)z − az2 − bz1.

Porovnáńım koeficient̊u u lineárńıho a absolutńıho členu źıskáme soustavu rovnic

a+ b = 0, az2 + bz1 = 1

pro neznámé a, b. Z prvńı rovnice plyne b = −a, dosazeńı do druhé rovnice dá a(z2 − z1) = 1, čili

a =
1

z2 − z1
=

1
−1−

√
5

2 − −1+
√
5

2

= − 1√
5
, b = −a =

1√
5
.

T́ım jsme źıskali rozklad

F (z) = − 1√
5

1

z − z1
+

1√
5

1

z − z2
.

Vytknut́ım hodnot −z1, resp. −z2 ve jmenovateĺıch převedeme parciálńı zlomky do tvaru 1
1−y , který pak

rozvineme do geometrické řady:

F (z) =
1√
5z1

1

1− z/z1
− 1√

5z2

1

1− z/z2
=

1√
5z1

∞∑
n=0

(
z

z1

)n

− 1√
5z2

∞∑
n=0

(
z

z2

)n

=

=

∞∑
n=0

zn
(

1√
5zn+1

1

− 1√
5zn+1

2

)
Koeficient u zn v generuj́ıćı funkci představuje hledaný vzorec pro Fn. Můžeme jej ještě zjednodušit t́ım,
že využijeme rovnosti z1z2 = −1, která plyne z Viétových vztah̊u:

Fn =
1√

5zn+1
1

− 1√
5zn+1

2

=
(−z2)

n+1

√
5

− (−z1)
n+1

√
5

=
1√
5

(
1 +

√
5

2

)n+1

− 1√
5

(
1−

√
5

2

)n+1

T́ım jsme dospěli ke vzorci, který známe z kapitoly 6 (viz větu 6.3.2).

Zobecńıme-li postup z předchoźıho př́ıkladu, źıskáme algoritmus pro řešeńı rekurentńıch rovnic metodou
generuj́ıćıch funkćı:

(i) Pomoćı rekurentńı rovnice pro {an}∞n=0 najdi rovnici pro generuj́ıćı funkci A(z) =
∑∞

n=0 anz
n.

(ii) Vypoč́ıtej z této rovnice A(z).

(iii) Rozviň A(z) do mocninné řady, vzorec pro an je dán koeficientem u zn.

Celý postup ještě jednou ilustrujeme na daľśım př́ıkladu.

Úloha 8.3.2. Najděte vzorec pro n-tý člen posloupnosti zadané počátečńımi členy a0 = 3, a1 = 4 a reku-
rentńım vzorcem an = 4an−1 − 4an−2, n ≥ 2.
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Řešeńı. Najdeme rovnici pro generuj́ıćı funkci A(z) =
∑∞

n=0 anz
n zadané posloupnosti. Plat́ı

{an}∞n=0 = (3, 4, 4a1 − 4a0, 4a2 − 4a1, . . .) = 4(0, 0, a1, a2, . . .)− 4(0, 0, a0, a1, . . .) + (3, 4, 0, 0, . . .) =

= 4(0, a0, a1, a2, . . .)− 4(0, 0, a0, a1, . . .) + (3,−8, 0, 0, . . .) = 4{an−1}∞n=0 − 4{an−2}∞n=0 + (3,−8, 0, 0, . . .).

Pravou stranu jsme rozložili na posloupnosti, jejichž generuj́ıćı funkce umı́me vyjádřit: {an−1}∞n=0 má
generuj́ıćı funkci zA(z), {an−2}∞n=0 má generuj́ıćı funkci z2A(z) a (3,−8, 0, 0, . . .) má generuj́ıćı funkci
3− 8z. Přechodem od posloupnost́ı k jejich generuj́ıćım funkćım tedy dostáváme rovnici

A(z) = 4zA(z)− 4z2A(z) + 3− 8z,

ze které vypočteme A(z):

A(z)(1− 4z + 4z2) = 3− 8z

A(z) =
−8z + 3

4z2 − 4z + 1

Generuj́ıćı funkce posloupnosti {an}∞n=0 je racionálńı funkce. Abychom ji dokázali rozvinout do mocninné
řady, rozlož́ıme ji na parciálńı zlomky. Polynom 4z2 − 4z+1 ve jmenovateli má dvojnásobný kořen z = 1

2 ,
plat́ı tedy

4z2 − 4z + 1 = 4

(
z − 1

2

)2

= (2z − 1)2.

Rozklad na parciálńı zlomky bude mı́t tvar

A(z) =
a

2z − 1
+

b

(2z − 1)2
.

K nalezeńı konstant a, b bychom mohli použ́ıt standardńı algoritmus jako v předchoźım př́ıkladu, můžeme
se mu ale vyhnout následuj́ıćım trikem, kdy v čitateli přičteme a odečteme jedničku:

A(z) =
−8z + 3

(2z − 1)2
=

−8z + 4

(2z − 1)2
− 1

(2z − 1)2
=

−4(2z − 1)

(2z − 1)2
− 1

(2z − 1)2
=

4

1− 2z
− 1

(1− 2z)2

Parciálńı zlomky rozvineme do mocninných řad pomoćı vzorc̊u 1
1−y =

∑∞
n=0 y

n a 1
(1−y)2 =

∑∞
n=0(n+1)yn

(viz větu 8.1.1 pro k = 2):

A(z) = 4

∞∑
n=0

(2z)n −
∞∑

n=0

(n+ 1)(2z)n =

∞∑
n=0

(4− (n+ 1))2nzn =

∞∑
n=0

(3− n)2nzn

Odtud dostáváme výsledek

an = (3− n)2n.

Poznámka 8.3.3. Pozornému čtenáři jistě neuniklo, že jsme v tomto odd́ıle zacházeli poněkud benevo-
lentně s mocninnými řadami a nestarali se o to, pro jaká z konverguj́ı. Informaci o konvergenci by bylo
možné doplnit, neńı to však nutné. Metoda generuj́ıćıch funkćı totiž vždy vede ke správným výsledk̊um
bez ohledu na obory konvergence použitých řad. S mocninnými řadami totiž v celém výpočtu pracujeme
jako s formálńımi řadami. Např. součin dvou mocninných řad

∑∞
n=0 anz

n a
∑∞

n=0 bnz
n lze definovat jako

mocninnou řadu
∑∞

n=0 cnz
n, kde cn =

∑n
j=0 ajbn−j . Vztah z věty 8.1.1 pak můžeme chápat jako jiný

zápis rovnosti (1 − z)k ·
∑∞

n=0

(
n+k−1
k−1

)
zn = 1, která formálně plat́ı pro každé z ∈ C bez ohledu na to, že

nekonečná řada konverguje pouze pro |z| < 1.

Ned̊uvěřivý čtenář, který s t́ımto vysvětleńım neńı spokojen, může řešeńı rekurentńıch rovnic nalezená
pomoćı generuj́ıćıch funkćı vždy zkontrolovat matematickou indukćı.
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8.4 Cvičeńı

Cvičeńı 8.4.1. Posloupnost {an}∞n=0 je zadána počátečńım členem a0 = 1 a rekurentńım vztahem an =
2an−1 + n− 1, n ≥ 1. Najděte jej́ı generuj́ıćı funkci a vzorec pro n-tý člen.

Cvičeńı 8.4.2. Najděte vzorec pro n-tý člen posloupnosti, která je zadána počátečńımi členy a0 = −1/2,
a1 = 1 a rekurentńım vztahem an = an−1 + 2an−2 + 1, n ≥ 2.

Cvičeńı 8.4.3. Najděte vzorec pro n-tý člen posloupnosti, která je zadána počátečńım členem a0 = 0
a rekurentńım vztahem an = 3an−1 + 3 · 2n − 4n, n ≥ 1.

Cvičeńı 8.4.4. a) Necht’ A(z) je generuj́ıćı funkce jisté posloupnosti {an}∞n=0. Jak vypadá posloupnost,
jej́ıž generuj́ıćı funkce je A(z)/(1 − z)? b) Použijte řešeńı předchoźı části k nalezeńı vzorce pro n-tý člen
rekurentně zadané posloupnosti a0 = 1, an = an−1 + an−2 + · · ·+ a1 + a0.



Kapitola 9

Lineárńı homogenńı rekurentńı
rovnice s konstantńımi koeficienty

V předchoźı kapitole jsme se seznámili s řešeńım rekurentńıch rovnic metodou generuj́ıćıch funkćı. Jde
o elegantńı metodu, jej́ı použit́ı ale může být poněkud pracné. V tomto textu pomoćı generuj́ıćıch funkćı
odvod́ıme mnohem jednodušš́ı algoritmus použitelný pro poměrně širokou tř́ıdu rekurentńıch rovnic.

9.1 Pomocné tvrzeńı o polynomech

Začneme tvrzeńım z algebry, které zdánlivě nijak nesouviśı s rekurentńımi rovnicemi. Využijeme je v daľśım
odd́ıle, je však zaj́ımavé i samo o sobě.

Máme-li libovolný polynom, jak se změńı jeho kořeny, pokud koeficienty polynomu naṕı̌seme v obráceném
pořad́ı? Následuj́ıćı věta ř́ıká, že kořeny nového polynomu jsou převrácenými hodnotami kořen̊u p̊uvodńıho
polynomu. Pro jednoduchost předpokládáme, že p̊uvodńı polynom nemá nulový kořen (tomu odpov́ıdá
požadavek αm ̸= 0).

Věta 9.1.1. Mějme polynomy

Q(z) = α0z
m + α1z

m−1 + · · ·+ αm,

Q∗(z) = αmzm + αm−1z
m−1 + · · ·+ α0,

kde α0, . . . , αm ∈ C a α0, αm ̸= 0.

Pokud má Q kořeny (ne nutně r̊uzné) z1, . . . , zm, pak Q∗ má kořeny 1
z1
, . . . , 1

zm
(každý kořen je uveden

tolikrát, kolik je jeho násobnost).

D̊ukaz. Rozklad polynomu Q na kořenové činitele je Q(z) = α0(z − z1) · · · (z − zm). Pro z ̸= 0 plat́ı

Q∗(z) = zm(αm + αm−1/z + · · ·+ α0/z
m) = zmQ(1/z) = zmα0(1/z − z1) · · · (1/z − zm) =

= α0(1− zz1) · · · (1− zzm) = α0z1 · · · zm(1/z1 − z) · · · (1/zm − z).

Źıskaný vztah Q∗(z) = α0z1 · · · zm(1/z1 − z) · · · (1/zm − z) ovšem plat́ı i v př́ıpadě z = 0, kdy se obě
strany rovnaj́ı α0. Dostali jsme tedy rozklad Q∗ na kořenové činitele, ze kterého vid́ıme, že Q∗ má kořeny
1
z1
, . . . , 1

zm
.

Poznámka 9.1.2. Co se stane v př́ıpadě, kdy Q má nulový kořen? Čtenář si může zkusit dokázat
následuj́ıćı tvrzeńı (nebudeme je ovšem potřebovat):1 Pokud má Q nulový kořen násobnosti l a daľśı

1Stále bez újmy na obecnosti předpokládáme, že α0 ̸= 0 (v opačném př́ıpadě je možné člen s nulovým koeficientem
vynechat).

65
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nenulové (ne nutně r̊uzné) kořeny z1, . . . , zk, pak Q∗ je polynom stupně m − l = k, jehož kořeny jsou
1
z1
, . . . , 1

zk
.

9.2 Lineárńı rekurentńı rovnice

V minulé kapitole jsme pomoćı metody generuj́ıćıch funkćı vyřešili rekurentńı rovnice Fn = Fn−1 + Fn−2

a an = 4an−1−4an−2. V obou př́ıpadech byl n-tý člen lineárńı kombinaćı předchoźıch dvou člen̊u. Obecněji
můžeme uvažovat př́ıpad, kdy n-tý člen je lineárńı kombinaćı předchoźıch k člen̊u:

an = α1an−1 + · · ·+ αkan−k, n ≥ k. (9.2.1)

Aby byla posloupnost {an}∞n=0 určena jednoznačně, je třeba zadat ještě počátečńı členy a0, . . . , ak−1. Koe-
ficienty α1, . . . , αk i počátečńı členy mohou být reálná nebo komplexńı č́ısla. Bez újmy na obecnosti lze
předpokládat αk ̸= 0, jinak by bylo možné posledńı sč́ıtanec (a př́ıpadné daľśı nulové sč́ıtance) v rov-
nici (9.2.1) vynechat.

Rovnice (9.2.1) se označuje jako lineárńı homogenńı rekurentńı rovnice s konstantńımi koeficienty. Slovo

”
lineárńı“ vyjadřuje skutečnost, že na pravé straně rovnice vystupuje lineárńı kombinace. Kromě rovnice
(9.2.1) se studuj́ı i obecněǰśı rovnice

an = α1an−1 + · · ·+ αkan−k + b,

kterým se ř́ıká nehomogenńı, a dále rovnice s nekonstantńımi koeficienty, kde α1, . . . , αk nejsou konstanty,
ale funkce proměnné n (terminologie je podobná jako u obyčejných diferenciálńıch rovnic).

Naš́ım ćılem je vyřešit rovnici (9.2.1), tj. naj́ıt explicitńı vzorec pro n-tý člen posloupnosti {an}∞n=0.
Použijeme k tomu metodu generuj́ıćıch funkćı, označ́ıme tedy A(z) =

∑∞
n=0 anz

n a budeme postupovat
podle

”
tř́ıkrokového“ algoritmu z minulé kapitoly.

Z informace o počátečńıch členech a z rekurentńı rovnice (9.2.1) plyne

{an}∞n=0 = (a0, . . . , ak−1, α1ak−1 + · · ·+ αka0, α1ak + · · ·+ αka1, . . .) =

= (a0, . . . , ak−1, 0, . . .) + α1(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k-krát

, ak−1, ak, . . .) + · · ·+ αk(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k-krát

, a0, a1, . . .).

Na pravé straně se snaž́ıme źıskat posloupnosti, jejichž generuj́ıćı funkce umı́me vyjádřit pomoćı A(z).
Všimneme si, že druhý sč́ıtanec se téměř shoduje s α1-násobkem posloupnosti {an}∞n=0 posunuté o jednu
pozici doprava, daľśı sč́ıtanec je téměř α2-násobkem posloupnosti {an}∞n=0 posunuté o dvě pozice doprava,
atd. Přičteńım a odečteńım vhodných konstant źıskáme

{an}∞n=0 = α1(0, a0, a1, . . .) + · · ·+ αk(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k-krát

, a0, a1, . . .) + (b0, b1, . . . , bk−1, 0, . . .),

kde b0, b1, . . . , bk−1 jsou vhodná č́ısla (jejich hodnoty lze vypoč́ıtat, např. b0 = a0, b1 = a1 − α1a0, atd.,
ale nebudeme je potřebovat). Přechodem od posloupnost́ı k jejich generuj́ıćım funkćım obdrž́ıme

A(z) = α1zA(z) + α2z
2A(z) + · · ·+ αkz

kA(z) + b0 + b1z + · · ·+ bk−1z
k−1.

Úpravou pak źıskáme předpis pro generuj́ıćı funkci:

A(z) =
b0 + b1z + · · ·+ bk−1z

k−1

1− α1z − α2z2 − · · · − αkzk

V daľśım kroku najdeme rozvoj generuj́ıćı funkce do mocninné řady. Protože se jedná o racionálńı funkci,
postupujeme stejně jako v předchoźı kapitole a rozlož́ıme ji na parciálńı zlomky. Předpokládejme, že poly-
nom ve jmenovateli má rozklad na kořenové činitele

1− α1z − α2z
2 − · · · − αkz

k = −αk(z − z1)
n1 · · · (z − zl)

nl ,
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tj. z1, . . . , zl jsou navzájem r̊uzné kořeny s násobnostmi n1, . . . , nl, kde n1 + · · ·+ nl = k. Všimněme si, že
všechny kořeny jsou nenulové, nebot’ hodnota polynomu na levé straně v nule je 1. Rozklad na parciálńı
zlomky tedy bude mı́t tvar

A(z) =
c1,1

z − z1
+ · · ·+ c1,n1

(z − z1)n1
+ · · ·+ cl,1

z − zl
+ · · ·+ cl,nl

(z − zl)nl
=

=
d1,1

1− z/z1
+ · · ·+ d1,n1

(1− z/z1)n1
+ · · ·+ dl,1

1− z/zl
+ · · ·+ dl,nl

(1− z/zl)nl
,

kde di,j = ci,j/(−zi)
j . Koeficienty ci,j (a t́ım pádem i di,j) neznáme, ale nebudeme je potřebovat.

Pomoćı vzorce 1
(1−y)k

=
∑∞

n=0

(
n+k−1
k−1

)
yn (viz větu 8.1.1) rozvineme všechny zlomky do mocninných řad:

A(z) =

∞∑
n=0

d1,1

(
z

z1

)n

+ · · ·+
∞∑

n=0

d1,n1

(
n+ n1 − 1

n1 − 1

)(
z

z1

)n

+ · · ·+

+

∞∑
n=0

dl,1

(
z

zl

)n

+ · · ·+
∞∑

n=0

dl,nl

(
n+ nl − 1

nl − 1

)(
z

zl

)n

=

=

∞∑
n=0

P1(n)

(
z

z1

)n

+ · · ·+
∞∑

n=0

Pl(n)

(
z

zl

)n

,

kde jsme zavedli označeńı Pi(n) = di,1+· · ·+di,ni

(
n+ni−1
ni−1

)
pro každé i ∈ {1, . . . , l}. Pokud se na kombinačńı

č́ıslo (
n

k

)
=

n · · · (n− k + 1)

k!

d́ıváme jako na funkci proměnné n, pak se jedná o polynom stupně k. Tedy pro každé i ∈ {1, . . . , l} je
Pi(n) polynom stupně nejvýše ni − 1 (stupeň může být nižš́ı, nebot’ koeficient di,ni

může být nulový).

Hledaný vzorec pro an źıskáme jako koeficient u zn v A(z), tedy

an =
P1(n)

zn1
+ · · ·+ Pl(n)

znl
,

kde z1, . . . , zl jsou kořeny polynomu 1 − α1z − α2z
2 − · · · − αkz

k s násobnostmi n1, . . . , nl a pro každé
i ∈ {1, . . . , l} je Pi polynom stupně nejvýše ni − 1.

Tento výsledek můžeme ještě zjednodušit, když si všimneme, že ve vzorci vystupuj́ı převrácené hodnoty
kořen̊u z1, . . . , zl. Podle věty 9.1.1 představuj́ı tyto převrácené hodnoty kořeny polynomu, který má koe-
ficienty zapsané v obráceném pořad́ı, tj. polynomu zk − α1z

k−1 − α2z
k−2 − · · · − αk. Dokázali jsme tak

následuj́ıćı větu.

Věta 9.2.1. Každé řešeńı rovnice

an = α1an−1 + · · ·+ αkan−k

má tvar

an = P1(n)w
n
1 + · · ·+ Pl(n)w

n
l , (9.2.2)

kde w1, . . . , wl jsou všechny kořeny polynomu

wk − α1w
k−1 − α2w

k−2 − · · · − αk, (9.2.3)

jejichž násobnosti jsou n1, . . . , nl, a pro každé i ∈ {1, . . . , l} je Pi polynom stupně nejvýše ni − 1.
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9.3 Př́ıklady

Na prvńı pohled se může zdát, že věta 9.2.1 nedává dost informaćı k vyřešeńı rekurentńı rovnice, nebot’

neznáme polynomy P1, . . . , Pl. Ve skutečnosti je však dokážeme naj́ıt d́ıky znalosti počátečńıch člen̊u
a0, . . . , ak−1.

Ukážeme si celý postup na př́ıkladech.

Úloha 9.3.1. Najděte vzorec pro n-tý člen posloupnosti zadané počátečńımi členy a0 = 3, a1 = 4 a reku-
rentńım vzorcem an = 4an−1 − 4an−2, n ≥ 2.

Řešeńı. Rekurentńı rovnice ř́ıká, že každý člen záviśı na předchoźıch dvou členech, tedy k = 2. Kořeny
polynomu (9.2.3) źıskáme řešeńım rovnice

w2 − 4w + 4 = 0.

Rovnici lze přepsat do tvaru (w − 2)2 = 0, ze kterého je zřejmé, že má dvojnásobný kořen 2, tj.

w1 = 2, n1 = 2.

Polynom P1 má stupeň nejvýše n1 − 1 = 1, lze jej tedy vyjádřit ve tvaru P1(n) = bn + c, kde b, c jsou
zat́ım neznámé koeficienty. Podle vzorce (9.2.2) má obecné řešeńı zadané rekurentńı rovnice tvar

an = (bn+ c)2n, n ∈ N0.

K nalezeńı koeficient̊u b, c využijeme počátečńı členy a0 = 3, a1 = 4. Pro n = 0 má tedy platit

3 = (b · 0 + c)20 = c

a pro n = 1 dostáváme

4 = (b · 1 + c)21 = 2(b+ c).

Řešeńı této soustavy lineárńıch rovnic je c = 3, b = −1. Řešeńı rekurentńı rovnice je tedy

an = (−n+ 3)2n.

To je stejný výsledek jako v přechoźı kapitole, avšak odvozený jednodušš́ım postupem (generuj́ıćı funkce
jsou skryty v d̊ukazu věty 9.2.1).

Úloha 9.3.2. Najděte vzorec pro n-tý člen posloupnosti zadané počátečńımi členy a0 = 2, a1 = 6, a2 = 0
a rekurentńım vzorcem an = −2an−1 + 4an−2 + 8an−3, n ≥ 3.

Řešeńı. Rekurentńı rovnice ř́ıká, že každý člen záviśı na předchoźıch třech členech, tedy k = 3. Kořeny
polynomu (9.2.3) źıskáme řešeńım rovnice

w3 + 2w2 − 4w − 8 = 0.

Rovnici lze upravit následuj́ıćım zp̊usobem:

w2(w + 2)− 4(w + 2) = 0

(w + 2)(w2 − 4) = 0

(w + 2)2(w − 2) = 0

Vid́ıme, že polynom má dvojnásobný kořen −2 a jednoduchý kořen 2, tj.

w1 = −2, n1 = 2, w2 = 2, n2 = 1.
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Polynom P1 má stupeň nejvýše n1−1 = 1 a polynom P2 má stupeň nejvýše n2−1 = 0, tedy P1(n) = bn+c,
P2(n) = d, kde b, c, d jsou zat́ım neznámé koeficienty. Podle vzorce (9.2.2) má obecné řešeńı zadané
rekurentńı rovnice tvar

an = (bn+ c)(−2)n + d2n, n ∈ N0.

K nalezeńı koeficient̊u b, c, d využijeme počátečńı členy a0 = 2, a1 = 6, a2 = 0. Pro n = 0, n = 1 a n = 2
dostáváme postupně rovnice 2 = c+ d, 6 = (b+ c)(−2) + 2d, 0 = (2b+ c)4 + 4d, neboli po úpravě

2 = c+ d,

3 = d− b− c,

0 = 2b+ c+ d.

Odečteńım prvńı rovnice od třet́ı źıskáme b = −1 a dosazeńım této hodnoty do druhé rovnice máme
2 = d− c. Z této a prvńı rovnice plyne d = 2, c = 0.

Řešeńı rekurentńı rovnice je tedy
an = −n(−2)n + 2n+1.

Úloha 9.3.3. Najděte vzorec pro n-tý člen posloupnosti zadané počátečńımi členy a0 = 1, a1 = 0 a reku-
rentńım vzorcem an = −an−2, n ≥ 2.

Řešeńı. V tomto př́ıkladu máme k = 2; je vhodné si rekurentńı rovnici představit ve tvaru an = 0an−1 −
an−2.

Řeš́ıme tedy rovnici
w2 + 1 = 0,

která má dva jednoduché komplexńı kořeny i a −i, tj.

w1 = i, n1 = 1, w2 = −i, n2 = 1.

Polynomy P1, P2 maj́ı stupeň nejvýše 0, tedy P1(n) = b, P2(n) = c, kde b, c jsou zat́ım neznámé koeficienty.
Podle vzorce (9.2.2) má obecné řešeńı naš́ı rekurentńı rovnice tvar

an = bin + c(−i)n, n ∈ N0.

K nalezeńı koeficient̊u b, c využijeme počátečńı členy a0 = 1, a1 = 0. Dostaneme tak soustavu rovnic

1 = b+ c,

0 = bi− ci.

Z druhé rovnice plyne 0 = b− c, což společně s prvńı rovnićı dává b = 1/2, c = 1/2.

Řešeńı rekurentńı rovnice je tedy

an =
1

2
in +

1

2
(−i)n.

Vid́ıme, že rekurentńı rovnice s reálnými koeficienty může mı́t komplexńı řešeńı.

9.4 Cvičeńı

Cvičeńı 9.4.1. Použijte větu 9.2.1 k nalezeńı vzorce pro n-tý člen Fibonacciho posloupnosti F0 = 1,
F1 = 1, Fn = Fn−2 + Fn−1 pro n ≥ 2.

Cvičeńı 9.4.2. Posloupnost {an}∞n=0 je zadána počátečńımi členy a0 = −4, a1 = 5, a2 = −5 a rekurentńım
vztahem an = 4an−1 + 11an−2 − 30an−3, n ≥ 3. Najděte vzorec pro n-tý člen.

Cvičeńı 9.4.3. Kolika zp̊usoby lze vyplnit obdélńık o rozměrech 1 × n pomoćı domin (dlaždice 1 × 2)
a modrých a zelených monomin (dlaždice 1× 1)? Odvod’te rekurentńı rovnici pro hledaný počet a vyřešte
ji, tj. najděte vzorec pro n-tý člen.

Cvičeńı 9.4.4. Kolik existuje posloupnost́ı délky n sestavených ze znak̊u A, B, C, 1, 2, 3, 4, ve kterých
dvě ṕısmena nikdy nejsou vedle sebe? Najděte rekurentńı rovnici pro hledaný počet a vyřešte ji.
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Kapitola 10

Daľśı typy rekurentńıch rovnic
řešitelných pomoćı generuj́ıćıch
funkćı

V předchoźı kapitole jsme odvodili snadno použitelný postup pro řešeńı homogenńıch lineárńıch reku-
rentńıch rovnic s konstantńımi koeficienty. To ovšem neznamená, že by pro nás metoda generuj́ıćıch funkćı
ztratila význam. Na př́ıkladech si ukážeme dva typy úloh, na které se nevztahuje věta 9.2.1, dokážeme je
však řešit pomoćı generuj́ıćıch funkćı.

10.1 Lineárńı nehomogenńı rovnice

Nejjednodušš́ı lineárńı nehomogenńı rekurentńı rovnice s konstantńımi koeficienty má tvar

an = α · an−1 + β, n ≥ 1, (10.1.1)

kde koeficienty α, β a počátečńı člen a0 jsou reálná nebo komplexńı č́ısla.

Uved’me pro ilustraci několik jednoduchých úloh, které vedou na rovnici (10.1.1):

• Hanojské věže: Při řešeńı úlohy o hanojských věž́ıch (úloha 5.1.1) jsme ukázali, že počet krok̊u an
potřebných k vyřešeńı úlohy s n kotouči splňuje rekurentńı rovnici an = 2an−1 + 1, n ≥ 1.

• Spořićı účet: Banka nab́ıźı spořićı účet s ročńı úrokovou sazbou vyjádřenou desetinným č́ıslem u,
přičemž úroky jsou připisovány měśıčně. Za vedeńı účtu si banka strhává poplatek p korun měśıčně.
Jestliže na účet vlož́ıme částku a0 korun, jaký bude z̊ustatek na účtu po n měśıćıch? Označ́ıme-li
jej an, pak ze zadaných údaj̊u vyplývá rekurentńı rovnice

an =
(
1 +

u

12

)
an−1 − p, n ≥ 1.

• Spláceńı p̊ujčky: Banka nám p̊ujčila částku a0 korun s ročńı úrokovou sazbou vyjádřenou desetinným
č́ıslem u, přičemž zbývaj́ıćı dluh se úroč́ı vždy jednou měśıčně. Jestliže měśıčńı splátka čińı s korun,
jaká bude výše dluhu po n měśıćıch? Označ́ıme-li ji an, pak ze zadaných údaj̊u vyplývá rekurentńı
rovnice

an =
(
1 +

u

12

)
an−1 − s, n ≥ 1.

Pokud známe hodnoty a0, u a stanov́ıme si délku spláceńı na n měśıc̊u, pak chceme vypoč́ıtat měśıčńı
splátku s. Toho lze dosáhnout tak, že použijeme vzorec pro n-tý člen posloupnosti (který vzápět́ı
odvod́ıme), polož́ıme jej rovný nule a z rovnice vypočteme s.

71
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Rovnici (10.1.1) vyřeš́ıme metodou generuj́ıćıch funkćı, tj. pomoćı
”
tř́ıkrokového“ algoritmu z části 8.3.

Budeme předpokládat, že α ̸= 1 (tento př́ıpad je triviálńı – {an}∞n=0 je aritmetická posloupnost s diferenćı
β a plat́ı an = a0 + nβ).

Necht’ A(z) =
∑∞

n=0 anz
n je generuj́ıćı funkce posloupnosti {an}∞n=0. Plat́ı

{an}∞n=0 = (a0, αa0 + β, αa1 + β, . . .) = α(0, a0, a1, . . .) + β(1, 1, 1, . . .) + (a0 − β, 0, 0, . . .).

Na pravé straně máme posloupnosti, jejichž generuj́ıćı funkce umı́me vyjádřit: Prvńı posloupnost má
generuj́ıćı funkci αzA(z), druhá β

∑∞
n=0 z

n = β/(1− z) a třet́ı a0 − β. Plat́ı tedy

A(z) = αzA(z) +
β

1− z
+ a0 − β.

Odtud vypočteme

A(z) =

β
1−z + a0 − β

1− αz
=

β

(1− z)(1− αz)
+

a0 − β

1− αz
.

Vid́ıme, že se jedná o racionálńı funkci. Uhodnut́ım nebo pomoćı standardńıho algoritmu pro rozklad na
parciálńı zlomky zjist́ıme, že1

1

(1− z)(1− αz)
=

1

1− α

(
1

1− z
− α

1− αz

)
,

a tud́ıž

A(z) =
β

1− α

(
1

1− z
− α

1− αz

)
+

a0 − β

1− αz
=

β

1− α

1

1− z
+

(
a0 − β − αβ

1− α

)
1

1− αz
=

=
β

1− α

∞∑
n=0

zn +

(
a0 − β

(
1 +

α

1− α

)) ∞∑
n=0

αnzn =

∞∑
n=0

zn
(

β

1− α
+

(
a0 +

β

α− 1

)
αn

)
.

Vzorec pro n-tý člen posloupnosti {an}∞n=0 je dán koeficientem u zn v A(z), tedy

an =
β

1− α
+

(
a0 +

β

α− 1

)
αn, n ∈ N0.

Můžeme si všimnout, že ve speciálńım př́ıpadě β = 0, kdy je rekurentńı rovnice homogenńı, dostáváme
geometrickou posloupnost an = a0α

n.

10.2 Soustavy rekurentńıch rovnic

Metoda generuj́ıćıch funkćı se dá použ́ıt i na soustavy rekurentńıch rovnic. Mı́sto obecné teorie si ukážeme
konkrétńı př́ıklad. Jde o těžš́ı variantu úlohy 6.2.2.

Úloha 10.2.1. Kolika zp̊usoby lze pomoćı domin, tj. dlaždic o rozměrech 1 × 2, vyplnit obdélńık o roz-
měrech 3× n?

Řešeńı. Necht’ Un znač́ı hledaný počet zp̊usob̊u. Je zřejmé, že pro lichá n je obsah obdélńıku 3 × n liché
č́ıslo, tud́ıž obdélńık nelze pokrýt dominy a plat́ı U1 = U3 = · · · = 0. Pro n = 2 existuj́ı tři možnosti (tři
vodorovná domina, jedno vodorovné pod dvěma svislými, jedno vodorovné nad dvěma svislými), tj. U2 = 3.

Dále budeme postupovat podobně jako v úloze 6.2.2 – zkuśıme odvodit rekurentńı rovnici pro Un tak, že
rozebereme př́ıpady, jak může dlážděńı zač́ınat. Situaci znázorňuje obrázek 10.1.

Začneme-li třemi vodorovnými dominy, zbývá vyplnit obdélńık 3 × (n − 2), což lze učinit Un−2 zp̊usoby.
Začneme-li svislým dominem položeným na vodorovném dominu, pak zbývá vyplnit obdélńık 3× (n− 1)

1V tomto kroku využ́ıváme skutečnost, že α ̸= 1.
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{
n

Un

n− 1

n− 2

Un−2

Vn−1

n− 1

Vn−1

Obrázek 10.1: Tři zp̊usoby, jak zač́ıt vyplňovat obdélńık 3× n pomoćı domin

bez jednoho rohového poĺıčka a nelze ř́ıct, jak bude dlážděńı pokračovat. Situace je symetrická, pokud
začneme vodorovným dominem položeným na svislém dominu. Pokud zavedeme označeńı Vn pro počet
zp̊usob̊u, jak pomoćı domin vyplnit obdélńık 3× n bez rohového poĺıčka (zřejmě nezálež́ı na tom, o který
roh se jedná), pak z obrázku vid́ıme, že pro n ≥ 3 plat́ı

Un = Un−2 + 2Vn−1. (10.2.1)

Potřebujeme zjistit, jak poč́ıtat č́ısla Vn. Je zřejmé, že V1 = 1 a dále V2 = V4 = · · · = 0, protože pro sudé n
je obsah obdélńıku 3× n bez rohového poĺıčka liché č́ıslo. Rozborem př́ıpad̊u zkuśıme odvodit rekurentńı
rovnici pro Vn. Situaci tentokrát znázorňuje obrázek 10.2.

{n

Vn

n− 1

Un−1

Vn−2

n− 2

n− 1

Un−1

n− 2

Obrázek 10.2: Dva zp̊usoby, jak zač́ıt vyplňovat obdélńık 3× n bez rohového poĺıčka pomoćı domin

Začneme-li jedńım svislým dominem, pak zbývá vyplnit obdélńık 3× (n− 1), což lze učinit Un−1 zp̊usoby.
Jediná daľśı možnost je, že začneme dvěma vodorovnými dominy, pod kterými pak nutně muśı ležet třet́ı
vodorovné domino. Poté zbývá vyplnit obdélńık 3 × (n − 2) bez rohového poĺıčka, což lze učinit Vn−2

zp̊usoby. Pro n ≥ 3 tedy plat́ı

Vn = Un−1 + Vn−2. (10.2.2)

Dospěli jsme k soustavě rekurentńıch rovnic pro Un a Vn, pomoćı kterých lze postupně poč́ıtat jednotlivé
členy těchto posloupnost́ı. Naš́ım ćılem je však naj́ıt explicitńı vzorec pro Un.

Protože chceme použ́ıt metodu generuj́ıćıch funkćı, muśıme dodefinovat U0 a V0. Lze to udělat libovolným
zp̊usobem, nejjednodušš́ı je však položit U0 = 1 a V0 = 0, č́ımž dosáhneme toho, že rekurentńı rovnice
(10.2.1) a (10.2.2) budou platit pro každé n ≥ 2.2

Nyńı můžeme definovat generuj́ıćı funkce U(z) =
∑∞

n=0 Unz
n a V (z) =

∑∞
n=0 Vnz

n.

2Při jiné volbě U0 a V0 bychom sice v daľśı fázi výpočtu dostali jiné (složitěǰśı) generuj́ıćı funkce, ale změnily by se pouze
koeficienty u z0, což nemá žádný vliv na výsledný vzorec pro Un, kde n ≥ 1.
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Vı́me, že plat́ı

{Un}∞n=0 = (1, 0, U0 + 2V1, U1 + 2V2, . . .) = (0, 0, U0, U1, . . .) + 2(0, V0, V1, . . .) + (1, 0, 0, . . .),

{Vn}∞n=0 = (0, 1, U1 + V0, U2 + V1, . . .) = (0, U0, U1, . . .) + (0, 0, V0, V1, . . .).

Přechodem od posloupnost́ı k jejich generuj́ıćım funkćım obdrž́ıme

U(z) = z2U(z) + 2zV (z) + 1,

V (z) = zU(z) + z2V (z).

Z druhé rovnice vyjádř́ıme

V (z) =
zU(z)

1− z2

a dosazeńım do prvńı rovnice źıskáme

U(z) = z2U(z) +
2z2

1− z2
U(z) + 1.

T́ım jsme eliminovali V (z) a můžeme vypoč́ıtat U(z):

U(z)

(
1− z2 − 2z2

1− z2

)
= 1,

U(z)
(1− z2)2 − 2z2

1− z2
= 1,

U(z) =
1− z2

1− 4z2 + z4
.

Nyńı potřebujeme rozvinout U do mocninné řady. Můžeme si ušetřit práci: Mı́sto toho, abychom racionálńı
funkci U rozkládali na parciálńı zlomky (což je pracné, nebot’ polynom ve jmenovateli má stupeň 4),
všimneme si, že v jej́ım předpisu vystupuj́ı pouze sudé mocniny z. Konkrétně plat́ı U(z) = W (z2), kde

W (z) =
1− z

1− 4z + z2
.

Proto stač́ı, když do mocninné řady rozvineme funkci W , a následně mı́sto z dosad́ıme z2.

Kvadratický polynom ve jmenovateli W má diskriminant 12 a kořeny

z1,2 =
4±

√
12

2
= 2±

√
3.

Rozklad W na parciálńı zlomky tedy má tvar

W (z) =
1− z

(z − z1)(z − z2)
=

a

z − z1
+

b

z − z2

a potřebujeme naj́ıt koeficienty a, b. Má platit

1− z = a(z − z2) + b(z − z1).

Porovnáńım koeficient̊u u z1 a z0 na levé a na pravé straně dostaneme soustavu rovnic

−1 = a+ b,

1 = −az2 − bz1.
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Z prvńı rovnice vyjádř́ıme b = −1− a a dosad́ıme do druhé rovnice, odkud vypočteme a a poté zpětným
dosazeńım b:

1 = −az2 + z1 + az1,

a =
1− z1
z1 − z2

= −1 +
√
3

2
√
3

,

b = −1 +
1 +

√
3

2
√
3

=
1−

√
3

2
√
3

.

Rozvineme W do mocninné řady:

W (z) = − a

z1

1

1− z/z1
− b

z2

1

1− z/z2
= − a

z1

∞∑
n=0

(
z

z1

)n

− b

z2

∞∑
n=0

(
z

z2

)n

=

∞∑
n=0

zn
(
− a

zn+1
1

− b

zn+1
2

)
.

Koeficient u zn můžeme ještě zjednodušit t́ım, že využijeme rovnosti z1z2 = 1, která plyne z Viétových
vztah̊u:

W (z) =

∞∑
n=0

zn
(
−azn+1

2 − bzn+1
1

)
.

Nyńı se vrát́ıme k p̊uvodńı generuj́ıćı funkci U :

U(z) = W (z2) =

∞∑
n=0

z2n
(
−azn+1

2 − bzn+1
1

)
.

Hledaný vzorec pro Un źıskáme jako koeficient u zn. Koeficienty u lichých mocnin z jsou nulové a tud́ıž
U1 = U3 = · · · = 0, což jsme vypozorovali již na začátku. Z koeficient̊u u sudých mocnin z zjist́ıme, že

U2n = −azn+1
2 − bzn+1

1 =
1 +

√
3

2
√
3

(2−
√
3)n+1 − 1−

√
3

2
√
3

(2 +
√
3)n+1,

č́ımž je úloha vyřešena.

Poznámka 10.2.2. Viděli jsme, že řešeńı úlohy o vyplňováńı obdélńıku 3 × n bylo podstatně složitěǰśı,
než v př́ıpadě obdélńıku 2× n. Pro zaj́ımavost uved’me, že v roce 1961 byl objeven obecný vzorec

m∏
i=1

n∏
j=1

(
4 cos2

iπ

m+ 1
+ 4 cos2

jπ

n+ 1

)1/4

udávaj́ıćı počet zp̊usob̊u, jak pomoćı domin vyplnit obdélńık m×n. Odvozeńı je značně netriviálńı a kromě
kombinatoriky využ́ıvá i poznatk̊u z lineárńı algebry. Následuj́ıćı tabulka udává př́ıslušné hodnoty pro
m,n ∈ {1, . . . , 8}.

1 2 3 4 5 6 7 8

1 0 1 0 1 0 1 0 1

2 1 2 3 5 8 13 21 34

3 0 3 0 11 0 41 0 153

4 1 5 11 36 95 281 781 2245

5 0 8 0 95 0 1183 0 14824

6 1 13 41 281 1183 6728 31529 167089

7 0 21 0 781 0 31529 0 1292697

8 1 34 153 2245 14824 167089 1292697 12988816

Je zřejmé, že obdélńık m × n lze dominy pokrýt aspoň jedńım zp̊usobem, právě když aspoň jedno z č́ısel
m, n je sudé.
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Poznámka 10.2.3. Úloha o dlaždićıch ukazuje obecný postup řešeńı soustav rekurentńıch rovnic. Každou
rekurentńı rovnici převedeme na rovnici pro generuj́ıćı funkce. Z takto źıskané soustavy rovnic vypočteme
jednotlivé generuj́ıćı funkce a rozvineme je do mocninných řad. V úloze o dlaždićıch jsme z dvojice ge-
neruj́ıćıch funkćı U , V vypoč́ıtali a rozvinuli pouze U , což nám stačilo k vyřešeńı zadané úlohy. Pokud
bychom dopoč́ıtali a rozvinuli i funkci V , źıskali bychom vzorec pro počet zp̊usob̊u Vn, jak pomoćı domin
pokrýt obdélńık 3× n bez rohového poĺıčka.

10.3 Cvičeńı

Cvičeńı 10.3.1. Posloupnost {an}∞n=0 je zadána počátečńım členem a0 = 1 a rekurentńım vztahem
an = 10an−1 − 1 pro n ≥ 1. Najděte vzorec pro n-tý člen této posloupnosti dvěma zp̊usoby: a) Odvod’te
vzorec metodou generuj́ıćıch funkćı. b) Využijte obecný výsledek źıskaný v části 10.1.

Cvičeńı 10.3.2. Dvě posloupnosti {Qn}∞n=0 a {Rn}∞n=0 jsou definovány rekurentńımi vztahy

Q0 = 0, Qn = 2Rn−1 + 1, R0 = 0, Rn = Qn +Qn−1 + 1.

Najděte generuj́ıćı funkci posloupnosti {Qn}∞n=0.

Cvičeńı 10.3.3. Pro libovolné přirozené č́ıslo n označme Un počet zp̊usob̊u, kterými lze vydláždit obdélńık
2× n pomoćı domin a monomin, tj. dlaždic 2× 1 a 1× 1. Dále položme U0 = 1. Najděte generuj́ıćı funkci
posloupnosti {Un}∞n=0.

Cvičeńı 10.3.4. Posloupnosti {xn}∞n=0 a {yn}∞n=0 jsou zadány počátečńımi členy x0 = 0, y0 = 1 a sou-
stavou rekurentńıch rovnic

xn = xn−1 + 2yn−1, yn = 2xn−1 + 2yn−1.

Najděte vzorec pro xn.



Kapitola 11

Polynomy a řady v kombinatorice

O užitečnosti polynomů a nekonečných řad v kombinatorice jsme se již přesvědčili v kapitolách věnovaných
věžovým polynomům a generuj́ıćım funkćım.

V této kapitole ukážeme, že některé kombinatorické úlohy souvisej́ıćı např. s rozmı́st’ováńım nebo vyb́ıráńım
předmět̊u lze chápat jako hledáńı počtu řešeńı vhodné rovnice. Tento problém lze následně převést na
násobeńı polynomů nebo mocninných řad.

11.1 O počtu řešeńı jisté rovnice

Předpokládejme, že jsou dána č́ısla k ∈ N a n ∈ N0. Kolik řešeńı má rovnice

n1 + · · ·+ nk = n (11.1.1)

s neznámými n1, . . . , nk, které mohou nabývat pouze hodnot z oboru nezáporných celých č́ısel? S touto
úlohou jsme se již setkali, avšak v jiné podobě: Kolika zp̊usoby lze rozmı́stit n stejných předmět̊u do
k rozlǐsitelných přihrádek? V části 4.1.2 jsme ukázali, že počet rozmı́stěńı je roven

(
n+k−1
k−1

)
. Souvislost

s řešeńım rovnice (11.1.1) je jednoduchá, stač́ı interpretovat č́ısla n1, . . . , nk jako počty předmět̊u v jed-
notlivých přihrádkách. Toto pozorováńı tvoř́ı prvńı část následuj́ıćı poznámky.

Poznámka 11.1.1. Každé řešeńı rovnice (11.1.1), kde n1, . . . , nk ∈ N0, lze chápat jako:

• Rozmı́stěńı n stejných předmět̊u do k rozlǐsitelných přihrádek (do i-té přihrádky dáme ni předmět̊u).

• Výběr n předmět̊u z k druh̊u předmět̊u, při kterém nezálež́ı na pořad́ı a předměty stejného druhu
jsou nerozlǐsitelné (od i-tého druhu vezmeme ni předmět̊u).

Úlohy popsané v předchoźı poznámce lze tedy převést na hledáńı počtu řešeńı rovnice (11.1.1). Uvažujme
ještě obecněǰśı situaci, kdy n1, . . . , nk nejsou libovolná nezáporná celá č́ısla, ale mohou nabývat pouze
hodnot z jistých předepsaných množin I1, . . . , Ik ⊂ N0. Zaj́ımá nás počet řešeńı rovnice (11.1.1) za těchto
podmı́nek. Následuj́ıćı věta ř́ıká, že problém lze převést na násobeńı polynomů nebo mocninných řad (podle
toho, zda množiny I1, . . . , Ik jsou konečné nebo nekonečné).

Věta 11.1.2. Necht’ jsou dány množiny I1, . . . , Ik ⊂ N0 a č́ıslo n ∈ N. Pak počet řešeńı rovnice

n1 + · · ·+ nk = n, n1 ∈ I1, . . . , nk ∈ Ik,

je roven koeficientu u xn v součinu ( ∑
n1∈I1

xn1

)
· · ·

( ∑
nk∈Ik

xnk

)
.

77



78 KAPITOLA 11. POLYNOMY A ŘADY V KOMBINATORICE

D̊ukaz. Roznásobeńım součinu dostaneme∑
n1∈I1,...,nk∈Ik

xn1 · · ·xnk =
∑

n1∈I1,...,nk∈Ik

xn1+···+nk .

Sč́ıtanec xn se v sumě objev́ı tolikrát, kolikrát lze zvolit n1 ∈ I1, . . . , nk ∈ Ik splňuj́ıćı n1+ · · ·+nk = n.

Zkusme větu pro kontrolu použ́ıt nejdř́ıve na př́ıpad I1 = · · · = Ik = N0, kdy již známe řešeńı. Věta ř́ıká,
že počet řešeńı rovnice (11.1.1) je roven koeficientu u xn v součinu

(x0 + x1 + x2 + · · · )k.

Použijeme vzorec pro součet geometrické řady a následně vzorec 1
(1−x)k

=
∑∞

n=0

(
n+k−1
k−1

)
xn z věty 8.1.1:1

(x0 + x1 + x2 + · · · )k =
1

(1− x)k
=

∞∑
n=0

(
n+ k − 1

k − 1

)
xn.

Koeficient u xn je
(
n+k−1
k−1

)
, což souhlaśı s dř́ıve źıskaným výsledkem.

11.2 Př́ıklady

Použit́ı věty 11.1.2 nyńı ilustrujeme na daľśıch př́ıkladech.

Úloha 11.2.1. V cukrárně prodávaj́ı tři druhy zákusk̊u – větrńıky, kremrole a punčové dort́ıky. Kolika
zp̊usoby lze koupit 12 zákusk̊u tak, abychom od každého druhu měli aspoň dva zákusky a přitom koupili
nejvýše tři kremrole?

Řešeńı. Necht’ n1 je počet zakoupených větrńık̊u, n2 počet kremroĺı a n3 počet punčových dort́ık̊u. Ze
zadáńı je jasné, že počet větrńık̊u nemůže přesáhnout 8 a totéž plat́ı pro počet punčových dort́ık̊u.

Hledáme tedy počet řešeńı rovnice

n1 + n2 + n3 = 12, n1 ∈ {2, 3, . . . , 8}, n2 ∈ {2, 3}, n3 ∈ {2, 3, . . . , 8}.

Źıskáme jej jako koeficient u x12 v součinu

(x2 + x3 + · · ·+ x8)(x2 + x3)(x2 + x3 + · · ·+ x8). (11.2.1)

Z prvńı a třet́ı závorky vytkneme x2, poté použijeme vzorec pro součet konečné geometrické řady a upra-
vujeme:

(x6 + x7)(1 + x+ x2 + · · ·+ x6)2 = (x6 + x7)
(1− x7)2

(1− x)2
=

(x6 + x7)(1− 2x7 + x14)

(1− x)2
=

=
x6 + x7 − 2x13 − 2x14 + x20 + x21

(1− x)2
= (x6 + x7 − 2x13 − 2x14 + x20 + x21)

∞∑
n=0

(
n+ 1

1

)
xn.

Vid́ıme, že koeficient u x12 v źıskaném výrazu je(
6 + 1

1

)
+

(
5 + 1

1

)
= 7 + 6 = 13.

Existuje tedy 13 zp̊usob̊u, jak zakoupit zákusky.

Ukážeme si ještě jednodušš́ı zp̊usob řešeńı:

1Vzorec budeme použ́ıvat i v následuj́ıćıch př́ıkladech, aniž bychom na to explicitně upozorňovali.



11.2. PŘÍKLADY 79

Můžeme hledat počet řešeńı rovnice

n1 + n2 + n3 = 12, n1 ∈ {2, 3, . . .}, n2 ∈ {2, 3}, n3 ∈ {2, 3, . . .},

kde jsme pro n1 a n3 formálně povolili hodnoty vyšš́ı než 8. To nijak neovlivńı počet řešeńı úlohy, protože
pro n1 nebo n3 větš́ı než 8 nemůže být rovnice splněna (při respektováńı obor̊u hodnot pro n1, n2, n3).

Počet řešeńı rovnice nyńı źıskáme jako koeficient u x12 v součinu

(x2 + x3 + · · · )(x2 + x3)(x2 + x3 + · · · ). (11.2.2)

Upravujeme jej podobně jako výše, jen mı́sto vzorce pro součet konečné geometrické řady použijeme vzorec
pro součet nekonečné řady:

(x6 + x7)(1 + x+ x2 + · · · )2 =
x6 + x7

(1− x)2
= (x6 + x7)

∞∑
n=0

(
n+ 1

1

)
xn.

Vid́ıme, že koeficient u x12 je opět (
6 + 1

1

)
+

(
5 + 1

1

)
= 7 + 6 = 13.

Pokud si dobře prohlédneme součiny (11.2.1) a (11.2.2), pak je i bez poč́ıtáńı zřejmé, že koeficient u x12

musel v obou př́ıpadech vyj́ıt stejně. Součin (11.2.2) totiž v porovnáńı s (11.2.1) obsahuje v prvńı a ve
třet́ı závorce nav́ıc deváté a vyšš́ı mocniny x. Po roznásobeńı se z nich stanou třinácté a vyšš́ı mocniny x,
tud́ıž nemohou ovlivnit koeficient u x12.

Druhé řešeńı bylo jednodušš́ı, protože vzorec pro součet nekonečné geometrické řady je jednodušš́ı než
vzorec pro součet konečné řady. Je dobré to mı́t na paměti – pokud máme na výběr, upřednostńıme
nekonečné geometrické řady před konečnými. Pokud bychom ovšem chtěli úlohu řešit na poč́ıtači, je naopak
výhodněǰśı vyj́ıt z prvńıho zp̊usobu řešeńı. Stač́ı mı́t k dispozici program, který umı́ násobit polynomy,
nechat roznásobit součin (11.2.1) a pod́ıvat se na koeficient u x12.

Úloha 11.2.2. Kolika zp̊usoby lze rozdělit 25 stejných zákusk̊u 7 osobám tak, aby každá dostala aspoň
jeden a prvńı osoba nejvýše deset zákusk̊u? (Osoby jsou rozlǐsitelné.)

Řešeńı. Necht’ n1, . . . , n7 znač́ı počty zákusk̊u přidělených jednotlivým osobám.2 Hledáme počet řešeńı
rovnice

n1 + · · ·+ n7 = 25, n1 ∈ {1, . . . , 10}, n2, . . . , n7 ∈ {1, 2, . . .}.

Źıskáme jej jako koeficient u x25 v součinu

(x1 + · · ·+ x10)(x1 + x2 + · · · )6 = x7(1 + · · ·+ x9)(1 + x+ · · · )6 =

= x7 1− x10

1− x

1

(1− x)6
=

x7 − x17

(1− x)7
= (x7 − x17)

∞∑
n=0

(
n+ 6

6

)
xn.

Hledaný koeficient u x25 je roven (
18 + 6

6

)
−
(
8 + 6

6

)
= 131 593.

Existuje tedy 131 593 zp̊usob̊u, jak rozdělit zákusky.

Úloha 11.2.3. Jaká je pravděpodobnost, že při 12 hodech klasickou hraćı kostkou źıskáme součet 30?

2Jde vlastně o druhou situaci popsanou v poznámce 11.1.1, přičemž osoby představuj́ı přihrádky.
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Řešeńı. Necht’ n1, . . . , n12 jsou výsledky jednotlivých hod̊u. Abychom vypoč́ıtali počet př́ıznivých př́ıpad̊u,
stač́ı naj́ıt počet řešeńı rovnice

n1 + · · ·+ n12 = 30, n1, . . . , n12 ∈ {1, . . . , 6}.

Źıskáme jej jako koeficient u x30 v součinu

(x1 + · · ·+ x6)12.

Nejsnazš́ı by bylo úlohu vyřešit na poč́ıtači, můžeme ale zkusit poč́ıtat
”
ručně“:

(x1 + · · ·+ x6)12 = x12(1 + x+ · · ·+ x5)12 = x12 (1− x6)12

(1− x)12
= x12(1− x6)12

∞∑
n=0

(
n+ 11

11

)
xn.

Výraz (1 − x6)12 umocńıme podle binomické věty; stač́ı nám mocniny x nepřevyšuj́ıćı 18, nebot’ vyšš́ı
mocniny po vynásobeńı členem x12 nemohou ovlivnit koeficient u x30:

x12

((
12

0

)
−
(
12

1

)
x6 +

(
12

2

)
x12 −

(
12

3

)
x18 + · · ·

) ∞∑
n=0

(
n+ 11

11

)
xn

Hledaný koeficient u x30 je roven(
12

0

)(
18 + 11

11

)
−
(
12

1

)(
12 + 11

11

)
+

(
12

2

)(
6 + 11

11

)
−
(
12

3

)(
11

11

)
= 19 188 950.

Počet všech př́ıpad̊u, které mohou nastat při 12 hodech kostkou, je 612. Hledaná pravděpodobnost je tedy

P =
19 188 950

612
.
= 0,009.

Úloha 11.2.4. Kolika zp̊usoby lze stokorunu rozměnit na pětikoruny, desetikoruny a dvacetikoruny?

Řešeńı. Tuto úlohu je poněkud obt́ıžněǰśı převést na hledáńı počtu řešeńı vhodné rovnice. Pokud bychom
za n1, n2, n3 vzali počty pětikorun, desetikorun a dvacetikorun, pak hledáme počet řešeńı rovnice

5n1 + 10n2 + 20n3 = 100, n1, n2, n3 ∈ {0, 1, . . .}.

Věta 11.1.2 se na tuto rovnici se nevztahuje, substitućı m1 = 5n1, m2 = 10n2, m3 = 20n3 ji však můžeme
převést na rovnici

m1 +m2 +m3 = 100, m1 ∈ {0, 5, 10, . . .}, m2 ∈ {0, 10, 20, . . .}, m3 ∈ {0, 20, 40, . . .},

jej́ıž počet řešeńı již dokážeme určit. Č́ısla m1, m2, m3 maj́ı nav́ıc jednoduchou interpretaci – jde o částky
źıskané z pětikorun, desetikorun, resp. dvacetikorun. Rovnici jsme tedy mohli napsat již na začátku a vy-
hnout se substituci.

Počet řešeńı je roven koeficientu u x100 v součinu

(1 + x5 + x10 + · · · )(1 + x10 + x20 + · · · )(1 + x20 + x40 + · · · ) = 1

1− x5

1

1− x10

1

1− x20
. (11.2.3)

Źıskali jsme racionálńı funkci, kterou potřebujeme rozvinout do mocninné řady. Rozklad na parciálńı
zlomky by byl velmi pracný, nebot’ ve jmenovateli máme polynom vysokého stupně. Lepš́ı je povšimnout
si, že

1− x10 = (1− x5)(1 + x5),

1− x20 = (1− x10)(1 + x10) = (1− x5)(1 + x5)(1 + x10).
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Zlomky v (11.2.3) tedy můžeme rozš́ı̌rit tak, aby měly stejného jmenovatele 1− x20:

1

1− x5

1

1− x10

1

1− x20
=

(1 + x5)(1 + x10)

1− x20

1 + x10

1− x20

1

1− x20
=

(1 + x5)(1 + x10)2

(1− x20)3
=

=
(1 + x5)(1 + 2x10 + x20)

(1− x20)3
= (1 + x5 + 2x10 + 2x15 + x20 + x25)

∞∑
n=0

(
n+ 2

2

)
x20n.

Hledaný koeficient u x100 je roven(
5 + 2

2

)
+

(
4 + 2

2

)
=

(
7

2

)
+

(
6

2

)
= 36.

Existuje tedy 36 zp̊usob̊u, jak rozměnit stokorunu.

Pokud bychom úlohu chtěli řešit pomoćı poč́ıtače, pak je vhodné nekonečné řady nahradit konečnými,
roznásobit součin

(1 + x5 + x10 + · · ·+ x100)(1 + x10 + x20 + · · ·+ x100)(1 + x20 + x40 + · · ·+ x100)

a pod́ıvat se na koeficient u x100.

Ukážeme si ještě jednodušš́ı
”
ručńı“ zp̊usob řešeńı:

Všimneme si, že počet použitých pětikorun nemůže být lichý. Hledáme tedy počet řešeńı rovnice

m1 +m2 +m3 = 100, m1,m2 ∈ {0, 10, 20, . . .}, m3 ∈ {0, 20, 40, . . .}.

Źıskáme jej jako koeficient u x100 v součinu

(1 + x10 + x20 + · · · )2(1 + x20 + x40 + · · · ) = 1

(1− x10)2
1

1− x20
=

(1 + x10)2

(1− x20)3
=

= (1 + 2x10 + x20)

∞∑
n=0

(
n+ 2

2

)
x20n.

Hledaný koeficient u x100 je opět roven(
5 + 2

2

)
+

(
4 + 2

2

)
=

(
7

2

)
+

(
6

2

)
= 36.

Poznámka 11.2.5. Předchoźı úlohu lze přirozeným zp̊usobem zobecnit: Mohli bychom se ptát, kolika
zp̊usoby lze rozměnit k stokorun na pětikoruny, desetikoruny a dvacetikoruny. Postup by byl stejný, hledali
bychom však koeficient u x100k. Čtenář si může ověřit, že vyjde(

5k + 2

2

)
+

(
5k + 1

2

)
= (5k + 1)2.

Je pozoruhodné, že ke stejnému výsledku lze dospět i zcela odlǐsným zp̊usobem. Úlohu je možné přefor-
mulovat v řeči geometrie a převést ji na poč́ıtáńı tzv. mř́ıžových bod̊u v trojúhelńıku, k čemuž lze využ́ıt
tzv. Pick̊uv vzorec (viz článek [5]).

11.3 Cvičeńı

Cvičeńı 11.3.1. V cukrárně prodávaj́ı 10 druh̊u zákusk̊u. Kolika zp̊usoby lze zakoupit 30 zákusk̊u, jestliže
od každého druhu chceme aspoň 2 zákusky a nejvýše 5 zákusk̊u?

Cvičeńı 11.3.2. Kolik existuje sedmiciferných přirozených č́ısel, jejichž ciferný součet je 19?
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Cvičeńı 11.3.3. V oboru celých č́ısel najděte počet řešeńı rovnice x1 + x2 + x3 + x4 = 0 takových, že pro
každé i ∈ {1, 2, 3, 4} plat́ı −4 ≤ xi ≤ 4.

Cvičeńı 11.3.4. Kolik řešeńı v oboru nezáporných celých č́ısel má rovnice x+ 2y + 4z = 1000?

Cvičeńı 11.3.5. V jisté loterii se prodávaj́ı st́ıraćı losy. Po setřeńı losu se objev́ı šestice deśıtkových cifer
(na začátku může být i nula), která je vyhrávaj́ıćı právě tehdy, když prvńı tři cifry maj́ı stejný součet jako
posledńı tři. Kolik takových šestic existuje?



Kapitola 12

Kombinatorické identity

12.1 Vlastnosti kombinačńıch č́ısel

Jako kombinatorické identity se označuj́ı nejr̊uzněǰśı vztahy obsahuj́ıćı kombinačńı č́ısla. Připomeňme, že
pro všechna n, k ∈ N0 splňuj́ıćı k ≤ n plat́ı(

n

k

)
=

n(n− 1) · · · (n− k + 1)

k!
=

n!

k!(n− k)!
. (12.1.1)

Tuto definici nyńı zobecńıme a budeme uvažovat i př́ıpad k > n, kdy definujeme
(
n
k

)
= 0. T́ım je zachován

kombinatorický význam kombinačńıho č́ısla: Je-li k > n, pak počet zp̊usob̊u, jak z n-prvkové množiny
vybrat neuspořádanou k-tici prvk̊u bez opakováńı (neboli k-prvkovou podmnožinu), je 0. Dále si můžeme
všimnout, že pro k > n stále plat́ı prvńı rovnost v (12.1.1), nebot’ v tomto př́ıpadě se mezi č́ısly v čitateli
objev́ı nula. Druhá rovnost v (12.1.1) ovšem neplat́ı, nebot’ faktoriál záporného č́ısla n− k neńı definován.
To je nutné mı́t na paměti při dokazováńı kombinatorických identit se zobecněnými kombinačńımi č́ısly
a vyhnout se použ́ıváńı vzorce n!

k!(n−k)! .

Ze zobecněných kombinačńıch č́ısel
(
n
k

)
, kde n, k ∈ N0, můžeme sestavit schéma ve tvaru nekonečné matice,

jej́ıž část znázorňuje následuj́ıćı tabulka:

n\k 0 1 2 3 4

0 1 0 0 0 0

1 1 1 0 0 0

2 1 2 1 0 0

3 1 3 3 1 0

4 1 4 6 4 1

Č́ısla pod diagonálou a na ńı odpov́ıdaj́ı Pascalovu trojúhelńıku, zat́ımco vpravo od diagonály jsou nuly.

V následuj́ıćı větě jsou zformulovány dvě základńı vlastnosti kombinačńıch č́ısel; prvńı identita plat́ı pro
všechna zobecněná kombinačńı č́ısla, zat́ımco druhá dává smysl jen pro klasická kombinačńı č́ısla z Pasca-
lova trojúhelńıku.

Věta 12.1.1. Pro n, k ∈ N0 plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı:

•
(
n
k

)
+
(

n
k+1

)
=
(
n+1
k+1

)
.

83
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• Pokud k ≤ n, pak
(
n
k

)
=
(

n
n−k

)
.

D̊ukaz. Obě tvrzeńı lze dokázat výpočtem: Plat́ı(
n

k

)
+

(
n

k + 1

)
=

n(n− 1) · · · (n− k + 1)

k!
+

n(n− 1) · · · (n− k)

(k + 1)!
=

=
n(n− 1) · · · (n− k + 1)

k!

(
1 +

n− k

k + 1

)
=

n(n− 1) · · · (n− k + 1)

k!

n+ 1

k + 1
=

(
n+ 1

k + 1

)
a pokud k ≤ n, pak (

n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
=

(
n

n− k

)
.

Elegantněji lze postupovat s využit́ım kombinatorické interpretace:
(
n+1
k+1

)
je počet (k + 1)-prvkových

podmnožin množiny {1, . . . , n + 1}. Přitom počet (k + 1)-prvkových podmnožin, které obsahuj́ı prvek
n + 1, je

(
n
k

)
, a podmnožin, které neobsahuj́ı n + 1, je

(
n

k+1

)
. T́ım je zd̊uvodněna platnost prvńıho tvr-

zeńı. Druhé tvrzeńı můžeme kombinatoricky interpretovat tak, že počet k-prvkových podmnožin množiny
{1, . . . , n} je stejný jako počet jej́ıch (n− k)-prvkových podmnožin. To je zřejmé, nebot’ výběr k prvk̊u je
ekvivalentńı s vyškrtáńım n− k prvk̊u.

Poznámka 12.1.2. Pojmenováńı Pascal̊uv trojúhelńık pocháźı od Pierra Remonda de Montmorta a Abra-
hama de Moivra, kteř́ı se odvolávali na trojúhelńık v Pascalově práci Traité du triangle arithmétique
vydané posmrtně roku 1665. Italský matematik Niccolò Tartaglia trojúhelńık popsal roku 1556, proto
se v Itálii dodnes použ́ıvá název Tartagli̊uv trojúhelńık (viz https://en.wikipedia.org/wiki/Pascal’s_
triangle). Ve skutečnosti byl však objeven podstatně dř́ıve, znal jej již č́ınský matematik Jia Xian v 1. po-
lovině 11. stolet́ı, jehož d́ılo Podrobné postupy k matematickým metodám Dev́ıti kapitol Žlutého ćısaře se
sice nedochovalo, ve 2. polovině 13. stolet́ı však na ně navázal č́ınský matematik Yang Hui. Známé je vy-
obrazeńı trojúhelńıku v d́ıle Nefritové zrcadlo čtyř počátk̊u daľśıho č́ınského matematika Zhu Shijie z roku
1303. (Podrobněji o č́ınské matematice viz [6].) Č́ısla v trojúhelńıku byla zprvu chápána pouze algebraicky
jako koeficienty v binomické větě, jejich kombinatorický význam byl objeven až později.

Obrázek 12.1: Pascal̊uv aritmetický trojúhelńık z Traité du triangle arithmétique, 1665 (Wikimedia Com-
mons, https://en.wikipedia.org/wiki/File:TrianguloPascal.jpg)

https://en.wikipedia.org/wiki/Pascal's_triangle
https://en.wikipedia.org/wiki/Pascal's_triangle
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Obrázek 12.2: Č́ıselný trojúhelńık v Nefritovém zrcadle čtyř počátk̊u Zhu Shijie, 1303 (Wikimedia Com-
mons, https://en.wikipedia.org/wiki/Pascal’s triangle#/media/File:Yanghui triangle.gif)

V části 3.4 jsme již použ́ıvali absorpčńı identitu, kterou zde dokážeme a všimneme si, že z̊ustává v platnosti
i pro zobecněná kombinačńı č́ısla.

Věta 12.1.3 (absorpčńı identita). Pro všechna n, k ∈ N plat́ı
(
n
k

)
= n

k

(
n−1
k−1

)
.

D̊ukaz. Plat́ı (
n

k

)
=

n(n− 1) · · · (n− k + 1)

k!
=

n

k

(n− 1) · · · (n− k + 1)

(k − 1)!
=

n

k

(
n− 1

k − 1

)
.

12.2 Součty kombinačńıch č́ısel

Daľśı věta je vzorec pro součet konečného počtu kombinačńıch č́ısel lež́ıćıch pod sebou v jednom sloupci.

Věta 12.2.1 (součet ve sloupci). Pro všechna n, k ∈ N0 plat́ı

(
k

k

)
+

(
k + 1

k

)
+

(
k + 2

k

)
+ · · ·+

(
n

k

)
=

(
n+ 1

k + 1

)
,(

0

k

)
+

(
1

k

)
+

(
2

k

)
+ · · ·+

(
n

k

)
=

(
n+ 1

k + 1

)
.

D̊ukaz. Oba vzorce jsou ekvivalentńı – na levé straně druhého vzorce jsou nav́ıc kombinačńı č́ısla nacházej́ıćı
se nad diagonálou, která jsou nulová. Stač́ı tedy dokázat prvńı vzorec.
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Uvědomı́me si, že
(
k
k

)
= 1 =

(
k+1
k+1

)
, a poté opakovaně použ́ıváme prvńı tvrzeńı z věty 12.1.1:(

k

k

)
+

(
k + 1

k

)
+

(
k + 2

k

)
+ · · ·+

(
n

k

)
=

(
k + 1

k + 1

)
+

(
k + 1

k

)
+

(
k + 2

k

)
+ · · ·+

(
n

k

)
=

=

(
k + 2

k + 1

)
+

(
k + 2

k

)
+

(
k + 3

k

)
+ · · ·+

(
n

k

)
=

=

(
k + 3

k + 1

)
+

(
k + 3

k

)
+

(
k + 4

k

)
+ · · ·+

(
n

k

)
=

· · ·

=

(
n

k + 1

)
+

(
n

k

)
=

(
n+ 1

k + 1

)
.

Ukažme si ještě kombinatorický d̊ukaz:
(
n+1
k+1

)
je počet (k + 1)-prvkových podmnožin množiny {0, . . . , n}.

Přitom (k + 1)-prvkových podmnožin, jejichž největš́ı prvek je i ∈ {k, . . . , n}, je
(
i
k

)
. Nasč́ıtáńım těchto

kombinačńıch č́ısel přes i ∈ {k, . . . , n} muśıme dostat celkový počet
(
n+1
k+1

)
, což dává prvńı vztah ze zněńı

věty.

Použit́ı věty 12.2.1 ilustruje následuj́ıćı schéma, kde součtem žlutě podbarvených kombinačńıch č́ısel je
zeleně podbarvené kombinačńı č́ıslo nacházej́ıćı se o jeden řádek ńıže a o jeden sloupec vpravo od posledńıho
sč́ıtance.

n\k 0 1 2 3 4

0 1 0 0 0 0

1 1 1 0 0 0

2 1 2 1 0 0

3 1 3 3 1 0

4 1 4 6 4 1

Následuj́ıćı identita udává součet kombinačńıch č́ısel lež́ıćıch na úsečce rovnoběžné s diagonálou.

Věta 12.2.2 (součet rovnoběžně s diagonálou). Pro všechna n, k ∈ N0 plat́ı(
n

0

)
+

(
n+ 1

1

)
+

(
n+ 2

2

)
+ · · ·+

(
n+ k

k

)
=

(
n+ k + 1

k

)
.

D̊ukaz. Použit́ım druhého tvrzeńı z věty 12.1.1 a následně věty 12.2.1 obdrž́ıme(
n

0

)
+

(
n+ 1

1

)
+

(
n+ 2

2

)
+ · · ·+

(
n+ k

k

)
=

=

(
n

n

)
+

(
n+ 1

n

)
+

(
n+ 2

n

)
+ · · ·+

(
n+ k

n

)
=

(
n+ k + 1

n+ 1

)
=

(
n+ k + 1

k

)
.

Můžeme postupovat i kombinatoricky:
(
n+k+1

k

)
=
(
n+k+1
n+1

)
je počet rozděleńı k nerozlǐsitelných předmět̊u

do n+2 rozlǐsitelných přihrádek (viz část 4.1.2). Každé rozděleńı vznikne tak, že jistých i předmět̊u dáme
do prvńıch n+1 přihrádek, což lze provést

(
n+i
n

)
=
(
n+i
i

)
zp̊usoby, a zbývaj́ıćı předměty ulož́ıme do posledńı

přihrádky. Nasč́ıtáńım č́ısel
(
n+i
i

)
přes všechna i ∈ {0, . . . , k} muśıme dostat celkový počet

(
n+k+1

k

)
, což

dává dokazované tvrzeńı.

Použit́ı věty 12.2.2 ilustruje následuj́ıćı schéma, kde součtem žlutě podbarvených kombinačńıch č́ısel je
zeleně podbarvené kombinačńı č́ıslo nacházej́ıćı se těsně pod posledńım sč́ıtancem.
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n\k 0 1 2 3 4

0 1 0 0 0 0

1 1 1 0 0 0

2 1 2 1 0 0

3 1 3 3 1 0

4 1 4 6 4 1

Zkusme dále hledat součty kombinačńıch č́ısel lež́ıćıch na úsečkách kolmých k diagonále. V následuj́ıćım
schématu tedy sč́ıtáme vždy stejně podbarvená č́ısla.

n\k 0 1 2 3 4

0 1 0 0 0 0

1 1 1 0 0 0

2 1 2 1 0 0

3 1 3 3 1 0

4 1 4 6 4 1

Dostáváme postupně součty 1, 1, 2, 3, 5, atd. – zdá se, že jde o Fibonacciho č́ısla!

Věta 12.2.3 (součet kolmo k diagonále). Pro všechna n ∈ N0 plat́ı(
n

0

)
+

(
n− 1

1

)
+

(
n− 2

2

)
+ · · ·+

(
0

n

)
= Fn.

D̊ukaz. Vı́me, že Fn udává počet zp̊usob̊u, jak vyplnit obdélńık o rozměrech 1×n pomoćı monomin a domin
(viz úlohu 6.2.2). Přitom počet dlážděńı obsahuj́ıćıch právě k domin, a tedy n−2k monomin, je roven

(
n−k
k

)
,

nebot’ z n − k po sobě jdoućıch dlaždic vyb́ıráme pozice, kde budou domina. Nasč́ıtáńım kombinačńıch
č́ısel

(
n−k
k

)
přes všechny možné hodnoty k ∈ {0, . . . , n} muśıme źıskat celkový počet dlážděńı Fn, č́ımž je

věta dokázána.1

12.3 Daľśı identity

Existuje mnoho identit, v nichž vystupuj́ı nejen součty, ale i součiny kombinačńıch č́ısel. Nejd̊uležitěǰśı
z nich je Vandermondova identita.2

Věta 12.3.1 (Vandermondova identita). Pro všechna p, q, n ∈ N0 plat́ı

n∑
l=0

(
p

l

)(
q

n− l

)
=

(
p+ q

n

)
.

D̊ukaz. Mějme p+ q osob, z toho p muž̊u a q žen. Pak
(
p+q
n

)
je počet zp̊usob̊u, jak vybrat n osob. Přitom

počet výběr̊u s právě l muži, a tedy n− l ženami, je
(
p
l

)(
q

n−l

)
. Nasč́ıtáńım těchto č́ısel přes všechna možná

l ∈ {0, . . . , n} muśıme dostat celkový počet možnost́ı
(
p+q
n

)
.

1Pokud k > n − k, pak žádné dlážděńı s k dominy neexistuje (počet domin by převýšil celkový počet dlaždic). V takové

situaci je ovšem zobecněné kombinačńı č́ıslo
(n−k

k

)
nulové, takže můžeme bez obav sč́ıtat přes všechna k ∈ {0, . . . , n}.

2Historicky správněǰśı název je Zhuova-Vandermondova identita, nebot’ č́ınský matematik Zhu Shijie ji objevil již roku
1303, zat́ımco francouzský matematik Alexandre-Théophile Vandermonde až roku 1772.
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Všimněme si, že zněńı věty 12.3.1 je elegantńı d́ıky tomu, že pracujeme se zobecněnými kombinačńımi č́ısly
– jinak bychom museli zaručit, že jsou splněny podmı́nky l ≤ p a n− l ≤ q.

Vandermondova identita se často použ́ıvá v d̊ukazech jiných identit. Snadno lze źıskat např. hodnotu součtu
druhých mocnin kombinačńıch č́ısel lež́ıćıch v jednom řádku.

Důsledek 12.3.2. Pro každé n ∈ N0 plat́ı(
n

0

)2

+

(
n

1

)2

+ · · ·+
(
n

n

)2

=

(
2n

n

)
.

D̊ukaz. Použijeme Vandermondovu identitu s p = q = n a druhé tvrzeńı věty 12.1.1:(
2n

n

)
=

n∑
l=0

(
n

l

)(
n

n− l

)
=

n∑
l=0

(
n

l

)(
n

l

)
=

n∑
l=0

(
n

l

)2

.

Jaký je součet prvńıch mocnin kombinačńıch č́ısel lež́ıćıch v jednom řádku? K výsledku lze dospět např.
pomoćı binomické věty, která ř́ıká, že pro každé n ∈ N0 a libovolná reálná nebo komplexńı č́ısla a, b plat́ı

(a+ b)n =

n∑
k=0

(
n

k

)
an−kbk.

Věta 12.3.3. Pro každé n ∈ N0 plat́ı(
n

0

)
+

(
n

1

)
+

(
n

2

)
+

(
n

3

)
+ · · ·+

(
n

n

)
= 2n.

D̊ukaz. Tvrzeńı plyne z binomické věty po dosazeńı a = b = 1.

Vztah lze zd̊uvodnit i kombinatoricky:
(
n
k

)
je počet k-prvkových podmnožin n-prvkové množiny. Na levé

straně tedy sč́ıtáme počet 0-prvkových, 1-prvkových, . . . , n-prvkových podmnožin n-prvkové množiny.
T́ım źıskáme celkový počet všech jej́ıch podmnožin, který je roven 2n. Podmnožinu lze totiž vybrat tak,
že u každého z n prvk̊u rozhodneme, zda jej do podmnožiny zařad́ıme, nebo nezařad́ıme.

Věta 12.3.4. Pro každé n ∈ N plat́ı(
n

0

)
−
(
n

1

)
+

(
n

2

)
−
(
n

3

)
+ · · ·+ (−1)n

(
n

n

)
= 0.

D̊ukaz. Tvrzeńı plyne z binomické věty po dosazeńı a = 1, b = −1.

Vztah lze zd̊uvodnit i kombinatoricky, pokud jej přeṕı̌seme v následuj́ıćı podobě:(
n

0

)
+

(
n

2

)
+ · · · =

(
n

1

)
+

(
n

3

)
+ · · ·

Na levé straně je počet podmnožin množiny {1, . . . , n} se sudým počtem prvk̊u, na pravé straně počet
podmnožin s lichým počtem prvk̊u. Proč se tyto počty rovnaj́ı? Uvažujme následuj́ıćı operaci: Dostaneme-
li podmnožinu neobsahuj́ıćı jedničku, pak do ńı jedničku přidáme. Dostaneme-li podmnožinu obsahuj́ıćı
jedničku, pak z ńı jedničku odebereme. Tato operace vždy změńı počet prvk̊u o 1 a jde o bijekci mezi
množinami se sudým počtem prvk̊u a množinami s lichým počtem prvk̊u.

Z vět 12.3.3 a 12.3.4 dostáváme následuj́ıćı d̊usledek.

Důsledek 12.3.5. Pro každé n ∈ N plat́ı(
n

0

)
+

(
n

2

)
+

(
n

4

)
+ · · · = 2n−1,

(
n

1

)
+

(
n

3

)
+

(
n

5

)
+ · · · = 2n−1.
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Následuj́ıćı věta ř́ıká, co se stane, když v součtech na levé straně budeme stř́ıdat znaménka. Důkaz je
pěknou aplikaćı binomické věty v komplexńım oboru.

Věta 12.3.6. Pro každé n ∈ N plat́ı(
n

0

)
−
(
n

2

)
+

(
n

4

)
− · · · = (

√
2)n cos

nπ

4
,

(
n

1

)
−
(
n

3

)
+

(
n

5

)
− · · · = (

√
2)n sin

nπ

4
.

D̊ukaz. Do binomické věty dosad́ıme a = 1, b = i:

(1 + i)n =

(
n

0

)
+ i

(
n

1

)
+ i2

(
n

2

)
+ i3

(
n

3

)
+ i4

(
n

4

)
+ · · ·

=

(
n

0

)
+ i

(
n

1

)
−
(
n

2

)
− i

(
n

3

)
+

(
n

4

)
+ · · ·

Hodnotu (1+i)n můžeme poč́ıtat i jiným zp̊usobem: Převedeme 1+i do goniometrického tvaru a použijeme
Moivreovu větu:

(1 + i)n =
(√

2
(
cos

π

4
+ i sin

π

4

))n
= (

√
2)n

(
cos

nπ

4
+ i sin

nπ

4

)
Porovnáńım reálných a imaginárńıch část́ı v předchoźıch dvou vyjádřeńıch (1 + i)n dostaneme tvrzeńı
věty.

Na tomto mı́stě výklad o kombinatorických identitách ukonč́ıme. Existuj́ı jich stovky a bylo by možné ještě
dlouho pokračovat. Ve druhé polovině 20. stolet́ı se objevily algoritmy vhodné pro poč́ıtačové odvozováńı
a dokazováńı identit, jako je např. Gosper̊uv algoritmus (1978) nebo Wilf̊uv-Zeilberger̊uv algoritmus (1990).

Nav́ıc existuj́ı metody, jak dokázat, že některé součty, jako např.
∑n

k=0

(
n
k

)3
, nelze vyjádřit v uzavřeném

tvaru (zhruba řečeno, pomoćı elementárńıch funkćı a bez použit́ı sumy). Jde o podobnou situaci jako
v matematické analýze, kde jsou známy spojité funkce, jejichž primitivńı funkce nelze vyjádřit pomoćı
elementárńıch funkćı.

O těchto a daľśıch algoritmech a metodách se lze doč́ıst např́ıklad v knize s vtipným názvem A=B [9].

Přestože lze nyńı dokazováńı kombinatorických identit svěřit v mnoha př́ıpadech poč́ıtači, znalost identit
uvedených v této kapitole patř́ı k základńımu matematickému vzděláńı. Obzvlášt’ cenné jsou kombinatorické
d̊ukazy, které na rozd́ıl od formálńıho výpočtu umožňuj́ı lépe porozumět tomu, proč vlastně identita plat́ı.
Kombinatorickým d̊ukaz̊um je věnována vynikaj́ıćı kniha [1].

12.4 Cvičeńı

Cvičeńı 12.4.1. Necht’ n je přirozené č́ıslo. Kolik existuje podmnožin množiny {1, . . . , n}, které neobsahuj́ı
žádné sousedńı prvky? (x, y ∈ {1, . . . , n} jsou sousedńı, pokud se lǐśı o 1.) Vyjádřete výsledek v co
nejjednodušš́ım tvaru.

Cvičeńı 12.4.2. Necht’ n > 1 je liché č́ıslo. Dokažte, že posloupnost kombinačńıch č́ısel(
n

1

)
,

(
n

2

)
, . . . ,

(
n

n−1
2

)
obsahuje lichý počet lichých č́ısel.

Cvičeńı 12.4.3. Najděte hodnoty součt̊u
∑n

k=0

(
k
m

)
(k + 1) a

∑n
k=0

(
k
m

)
k, kde m, n jsou přirozená č́ısla.

Cvičeńı 12.4.4. Necht’ n je přirozené č́ıslo. Najděte hodnotu součtu
∑n

k=0

(
2n
k

)2
.
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Kapitola 13

Výsledky cvičeńı

1.3.1
(
43
6

)
/
(
49
6

) .
= 0,436.

1.3.2
(
19
9

)
= 92 378.

1.3.3 6! · 5 · 4 · 3 = 43 200.

1.3.4
(
109
9

)
− 1.

1.3.5 Pravděpodobnost je P = 1− 366 · 365 · · · (367− n)/366n a přesáhne 1/2 pro n ≥ 23.

2.4.1 P =
((

52
6

)
− 4
(
39
6

)
+ 6
(
26
6

)
− 4
(
13
6

))
/
(
52
6

)
= 8682 544/20 358 520.

2.4.2 Počet př́ıpustných cest je
(
15
5

)
−
(
4
2

)(
10
3

)
−
(
6
2

)(
8
3

)
−
(
8
2

)(
6
2

)
−
(
9
2

)(
5
2

)
+
(
4
2

)(
8
3

)
+
(
4
2

)(
6
2

)
+
(
4
2

)(
5
2

)
+
(
6
2

)(
6
2

)
+

+
(
6
2

)(
5
2

)
−
(
4
2

)(
6
2

)
−
(
4
2

)(
5
2

)
= 1374.

2.4.3
∑n

k=0

(
n
k

)
(−1)k(2n− k)!2k.

2.4.4 P =
(∑N

l=0(−1)l
(
N
l

)(
N−l
n

)k)
/
(
N
n

)k
.

3.5.1 v(x, S) = 1 + 8x+ 22x2 + 25x3 + 12x4 + 2x5, tři věže lze rozmı́stit 25 zp̊usoby.

3.5.2 v(x, S) = 1 + 7x+ 17x2 + 17x3 + 6x4, počet rozmı́stěńı je 26.

3.5.3 Existuje 20 možnost́ı.

3.5.4 Existuje 80 možnost́ı.

3.5.5 Počet trojúhelńık̊u je n
3

(
n−4
2

)
. K výsledku lze dospět pomoćı vzorce pro počet kombinaćı s nesou-

sedńımi členy: Voĺıme libovolný z n vrchol̊u a poté dva nesousedńı vrcholy z n−3 vrchol̊u, které nesoused́ı
s prvńım vrcholem. Celkový počet děĺıme třemi, nebot’ každý trojúhelńık źıskáme t́ımto zp̊usobem třikrát.
Jiné řešeńı: Počet všech trojúhelńık̊u s vrcholy ve vrcholech n-úhelńıku je

(
n
3

)
. Počet těch, jejichž jedna

strana neńı úhlopř́ıčkou, je n(n−4). Počet těch, jejichž dvě strany nejsou úhlopř́ıčkami (tedy jde o sousedńı

strany n-úhelńıku), je n. Počet hledaných trojúhelńık̊u je proto
(
n
3

)
− n(n− 4)− n = n(n−4)(n−5)

6 .

4.3.1 a)
(
14
4

)
= 1001, b)

(
9
4

)
= 126.

4.3.2 a) (mn)!/n!, b) (mn)!/ (n!(m!)n).

4.3.3 S(12, 3) = 86 526.

4.3.4 a) S(6, 3) = 90, b) S(6, 3) + S(6, 2) + S(6, 1) = 122.

5.4.1 3n − 1.

5.4.2 w(2k) = 2k + 1 − 2w(k), w(2k + 1) = 2k + 3 − 2w(k). Prvńıch 8 hodnot je 1, 1, 3, 3, 5, 1, 3, 3.
Explicitńı vzorec pro w(n) lze naj́ıt v článku [3].

5.4.3 Lze zapsat rekurentńı rovnici vzhledem k proměnné k, nebo vzhledem k proměnné n. V prvńım
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př́ıpadě dostáváme a(n, k) = a(n, k−1)+n+1, a(n, 0) = Ln = n(n+1)/2+1, ve druhém př́ıpadě a(n, k) =
a(n−1, k)+n+k, a(0, k) = k+1. Obě rovnice vedou ke stejném řešeńı a(n, k) = n(n+1)/2+1+k(n+1).

5.4.4 Počet zp̊usob̊u je (k − 1)n + (−1)n(k − 1).

6.4.1 Fn−1 zp̊usoby.

6.4.2 Fn permutaćı.

6.4.3 274 zp̊usoby.

6.4.4 a) ak(1) = · · · = ak(k− 1) = 1, ak(k) = 2, ak(n) = ak(n− 1) + ak(n− k) pro n > k. b) a3(10) = 28.

6.4.5 Pomoćı vzorce z věty 6.3.2 lze dokázat, že limita je nulová.

7.4.1 a)
(
6
3

) ((
12
6

)
−
(
6
3

)2)
= 10 480, b) C3(C6 − C2

3 ) = 535.

7.4.2 P = 2Cn−1/2
2n = 2

(
2n−2
n−1

)
/
(
n22n

)
.

7.4.3 P = (n−m)/(n+m).

7.4.4 a) C3

(
3
2

)
= 15, b)

(
13
5

)
−
(
12
4

)
−
∑5

i=1 Ci−1

(
13−2i
5−i

)
= 297.

8.4.1 A(z) = z2/((1− z)2(1− 2z)) + 1/(1− 2z) = −1/(1− z)2 + 2/(1− 2z), an = 2n+1 − n− 1.

8.4.2 an = 2n−1 − ((−1)n + 1)/2.

8.4.3 an = 2n+ 3− 6 · 2n + 3n+1.

8.4.4 a) Jde o generuj́ıćı funkci posloupnosti (a0, a0 + a1, a0 + a1 + a2, . . .). b) Pro n ≥ 1 plat́ı an = 2n−1.

9.4.1 Viz vzorec ve větě 6.3.2.

9.4.2 an = −2 · (−3)n − 3 · 2n + 5n.

9.4.3 an = 2an−1 + an−2 pro n ≥ 2, a0 = 1, a1 = 2; an =
(
(1 +

√
2)n+1 − (1−

√
2)n+1

)
/(2

√
2).

9.4.4 an = 12an−2 + 4an−1, a1 = 7, a2 = 40; an = 9
8 · 6n − 1

8 · (−2)n.

10.3.1 an = (8 · 10n + 1)/9.

10.3.2 Q(z) = (2z2 + z)/((1− z)(1− 2z − 2z2)).

10.3.3 U(z) = (1− z)/(1− 3z − z2 + z3).

10.3.4 xn = ((3 +
√
17)n − (3−

√
17)n)/(2n−1

√
17).

11.3.1
(
19
9

)
− 10

(
15
9

)
+ 45

(
11
9

)
= 44 803.

11.3.2
(
24
6

)
− 6
(
14
6

)
−
(
15
6

)
= 111 573.

11.3.3 489.

11.3.4
(
252
2

)
+
(
251
2

)
= 63 001.

11.3.5 Šestic x1x2x3x4x5x6, kde x1 + x2 + x3 = x4 + x5 + x6, je stejně jako šestic x1x2x3y4y5y6, kde
x1 + x2 + x3 + y4 + y5 + y6 = 27 (stač́ı volit yi = 9− xi). Takových šestic je

(
32
5

)
− 6
(
22
5

)
+15

(
12
5

)
= 55 252.

12.4.1 Podle části 3.4 je počet k-prvkových podmnožin s nesousedńımi prvky roven
(
n−k+1

k

)
. Počet všech

podmnožin bez ohledu na počet prvk̊u je
(
n+1
0

)
+
(
n
1

)
+ · · · = Fn+1.

12.4.2 Součet zadaných č́ısel je 2n − 1, což je liché č́ıslo.

12.4.3
∑n

k=0

(
k
m

)
(k + 1) = (m+ 1)

(
n+2
m+2

)
,
∑n

k=0

(
k
m

)
k = (m+ 1)

(
n+2
m+2

)
−
(
n+1
m+1

)
.

12.4.4 (
(
4n
2n

)
+
(
2n
n

)2
)/2.
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