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Eulerova véta o mnohosténech

LEONHARD EULER 1707-1783

Pro kazdy konvexni mnohostén plati:

pocet vrcholl + pocet stén = pocet hran + 2

Antonin Slavik Netradi¢ni dikaz Eulerovy véty o mnohosténech

Strucna historie Eulerovy véty

@ kolem 1630: Descartesova véta o souctu hranovych
uhla v mnohosténu

@ 1750: Euler v dopise Goldbachovi zminuje vzorec
H+ S = A+ 2, neumi jej dokazat

@ 1751: Eulerlv kombinatoricky induktivni dikaz
(odfezavani Ctyrsténu) — nekorektni

@ 1794: Legendre publikuje prvni spravny dikaz

@ 1813: Cauchy dokazuje Eulerovu vétu pro rovinné grafy,
veéta o mnohosténech je jednoduchym disledkem

Antonin Slavik Netradi¢ni dikaz Eulerovy véty o mnohosténech



Hlavni kruznice a sférické mnohouhelniky

Hlavni kruznice na sféfe = kruznice, kterd N
je prunikem sféry s rovinou prochazejici / /,ﬁ”/,\\
stfedem sféry [ 7,7 /)
\
\\l/ //;/ //
\v\.}/ ///
\\_//

Sféricky mnohouhelnik = utvar na sféfe ‘
ohrani¢eny oblouky hlavnich kruznic ’

Antonin Slavik Netradi¢ni dikaz Eulerovy véty o mnohosténech

Obsah sférického dvojuhelniku

Sféricky dvojuhelnik = Cast sféry ohrani¢ena dvéma hlavnimi
polokruznicemi

NZEN

obsah sférického dvojuhelniku  a
obsah sféry - 27

Na jednotkové sfére:

obsah sférického dvojuhelniku = 2a

Antonin Slavik Netradi¢ni dikaz Eulerovy véty o mnohosténech



Obsah sférického trojuhelniku na jednotkové sfére

S(ADE) + S(AGH) = 2a
S(BFG) + S(BDI) = 2b
S(CHI) + S(CEF) = 2¢

S(ADE)+S(AGH)+S(BFG)+S(BDI)+S(CHN+S(CEF) = 2(a+b+c)
obsah hemisféry + 2S(ABC) =2(a+ b+ ¢)
S(ABC)=a+b+c—n

Antonin Slavik Netradi¢ni dikaz Eulerovy véty o mnohosténech

Obsah sférického n-uhelniku (1)

Obsah sférického n-uhelniku na jednotkové sféfe, jehoz vnitfni
uhly maji velikosti ay,...,an, je @ +---+ap— (n—2)7.

Dukaz rozdélenim n-uhelniku na n — 2 trojahelnika:

Antonin Slavik Netradi¢ni dikaz Eulerovy véty o mnohosténech



Obsah sférického n-uhelniku (2)

S=a1+---+a—(n-2)7
=ay+---+ap—nn+2r

Antonin Slavik Netradi¢ni dikaz Eulerovy véty o mnohosténech

Dukaz Eulerovy véty (1)

@ Dan konvexni mnohostén; predpokladejme, Ze jej Ize
umistit do jednotkové sféry tak, aby stfed sféry lezel uvnitf
mnohosténu.

@ Stfedové promitani ze stfedu sféry: hrany pfechazeji
v oblouky hlavnich kruznic, sféra rozdélena na sférické

mnohouhelniky.

Antonin Slavik Netradi¢ni dikaz Eulerovy véty o mnohosténech



Dukaz Eulerovy véty (2)

obsah jednotkové sféry = soucet obsahu sférickych mnohouhelniku

47 = 27 - pocCet stén — 7 - 2 - poCet hran + 27 - pocet vrcholl

2 = pocet stén — pocet hran + pocet vrcholl

Antonin Slavik Netradi¢ni dikaz Eulerovy véty o mnohosténech

Hvézdicoveé konvexni mnohostény

Pozorovani (Louis Poinsot, 1809):
Konvexita neni nezbytna, Legendrelv dukaz funguije i pro
hvézdicové konvexni mnohostény.

Antonin Slavik Netradi¢ni dikaz Eulerovy véty o mnohosténech



Golf, chemie a fotbal

pentagon

A golf ball composed of 220 hexagons and 12 pentagons.

Antonin Slavik Netradi¢ni dikaz Eulerovy véty o mnohosténech

Pétiuhelnikd je vzdy dvanact

@ Stény mnohosténu jsou pouze pétithelnikové nebo
Sestiuhelnikové.

@ Kazda hrana je spolec¢na pro dvé stény.

@ V kazdém vrcholu se stykaji tfi stény.

P = pocet pétithelniki, H = pocet Sestithelniki

pocCet stén = P + H,

y 5P+ 6H
pocet hran = — 5

y . SP+6H
pocet vrcholu = — 3

Eulerova véta:

5P+ 6H 5P+6H

P+H+ > 5

+2 = P=12

Antonin Slavik Netradi¢ni dikaz Eulerovy véty o mnohosténech
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