Geometrie - seznanmgt a definic - LS 2016/17

e za zakladni pro poeby prvniho bodu pisemn&asti zkouSky jsou povazovany vSechny definice
KROME 1.16, 1.24,1.30,2.1,2.4,4.6,4.7,4.9,4.16,4.18,4.21

e za zékladni @ty JSOU povazovany 1.15, 1.20, 1.31, 1.33, 2.2, 3.18, 3.20, 3.29, 3.33, 3.35, 4.4,
4.15,4.22,4.25

e Budou se zkouset diikazy vecht\KROME: 1.10, 1.31, 3.13 (pouze poétaici podminka), 4.8,
4.13,4.15,4.17,4.19

1 Teorie kfivek

Definice 1.1. Bud' I C R interval. Diferencovatelné zobrazenfifty C>°) ¢ : I — R? se nazyva
parametrizovana kfivka R3. Mnozina(c) := c(I) C R? se nazyva@braz kiivky Parametrizovan&lka
se nazyvaegularni jestlizec’(t) # (0,0,0)” pro kazdé € I.

Poznamka. Je-li I uzaweny nebo polouzdeny interval, rozumime diferencovatelnym zobrazenini na
restrikci nal diferencovatelného zobrazeni definovaného&jakém otefeném nadintervalu. Parametri-
zovana Kivka je charakterizovana trojici funkci definovanychiaedyc(t) = (c.(t), ¢, (t),c-(t)). Pro
rovinné Kivky ¢asto uvadime jen prvni éwslozky a pedpokladame, Ze. (t) je nulova funkce.

Definice 1.2.Je-lic : I — R3 regularni parametrizovanéikkaa¢ : I — I difeomorfismus intervalii na
I,jeé = co¢: I — R3regularni parametrizovandikka se stejnym obrazem jako Difeomorfismusp
pak hazyvameménou parametraic reparametrizacé. Je-linaviap’ > 0 nal, nazveme reparametrizaci
c zachovévajici orientaci

Definice (alemma) 1.3 Byti reparametrizaci je relace ekvivalence na mnéZigech regularnich parametri-
zovanych Kivek a kazdou jeji fidu nazyvamekiivka. KaZdého zastupcefislusné tidy ekvivalence
nazyvameparametrizacitéto Kivky. Byti reparametrizaci zachovavajici orientaci jeméz relace ekviva-

krivka.

Poznamka. Pokud nebude nebezfimmylu, budeme slovekfivka (pfipadré orientovanaivka) ozn&o-
vat nejentidu ekvivalence, ale i jejiho reprezentanta (regularrdpetrizovanouiivku), se kterym prag
pracujeme, nebo dokonce jeji obraz. V diferencialni gedimstidujeme prag takové vlastnostifivek,
které se nem@ni [¥i reparametrizaci.

Poznamka. Nadale budeme pouZivat zkraceny zapis parametrizaci fée/.kNapriklad pokud mame
parametrizovanoufivku c(t) budeme jeji reparametrizaéis) = c(¢(s)) ozn&ovat jednoduse(s).
Dale budeme psat néigladt(s) namistot = ¢(s) a v dlisledku k() namistos = o1 (¢). Konetné kvuli
zjenodusSeni zapisu budemékaly vynechavat hodnotu parametru a budeme psétkiagc’ mistoc’(¢) a
podobré. Pokud niekneme jinakgarka znai derivaci- a tetka derivacit .

Lemma 1.4. Pro derivace dvou parametrizagi) ac(s) = c(t(s)) téze Kivky v kazdém odpovidajicim
bocké plati
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Definice (a lemma) 1.5.Délku kriivky dané parametrizaci(t),t € I = (a, §) definujeme jako uity

integral
ﬂ /
/ ¢/ (8)]dt,

ktery nezavisi na parametrizaci.



Definice (a lemma) 1.6.V kazdém bo@ kfivky dané parametrizaci(t) definujeme jejkfivost
oo "> ]
lle’|]?

Tento vyraz nezavisi na parametrizaci. Bod, ve kterdijokt nulova se nazyviaflexni bod

Definice (a lemma) 1.7.V kazdém neinflexnim baglfivky dané parametrizaei(t) definujeme jejtorzi
/ AN
o (¢! xc")-c .
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Tento vyraz nezavisi na parametrizaci.

Poznamka. KFivost a torze jsou tedy definovany jako vyrazy invariantitiparametrizaci. Jejich geo-
metricky vyznam brzy pochopiméipstudiu takzvané parametrizacévky obloukem.

Definice (a lemma) 1.8.V kazdém bo@ orientované kvky dané parametrizaei(t) definujeme jejied-
notkovy te¢ny vektoryrazem
!
tt) = <)
e’ (Bl
Tento vektor se neémi [¥i reparametrizaci zachovajici orientacii Reparametrizaci ktera émi orientaci
se t&ny vektor néni na vektor opany, tedy na—t(t).

Definice (a lemma) 1.9.V kazdém neinflexnim badorientované kvky dané parametrizaei(t) definu-
jeme jejijednotkovy binormalovy vektor

~ ¢ xc”
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ajednotkovy normalovy vektor . B
n(t) = b(t) x t(t).

Tyto vektory se neréni @i reparametrizaci zachovajici orientacfi Reparametrizaci ktera émi orientaci
zOstava normalovy vektor beze 2ny a binormalovy vektor se @ni na vektor opany.

Poznamka. Vektory {t, i, 6} tvori v kazdém neinflexnim b&ON baziR?3. Vektorii(t) je jediny jed-
notkovy vektor, pro ktery zaroveplati

@), nmt)) = (< (t),c"(t)) A @)-Aat)=0 A "(t)-6(t) > 0.
Jinymi slovy, vektory{t, ii} ziskame Gram—Schmidtovym orthonormafiném procesem z vektoxie’, ¢ }.

Véta 1.10. Kfivost, torze, tény, normalovy i binoralovy vektor jsou invariantnigitpiimym shodnostem
R3. Pfesrgji méjme gimou shodnost ve tvarm — Ax + a. Mame-li Kfivku danou parametrizaei()
a v jejim libovolném (neinflexnim) badk, 7, t, 1, b, pak Kivka dana parametrizacic(t) + a ma v
odpovidajicim bod Kfivost , torzi , tetny vektorAt, norméalovy vektotdii a binormalovy vektorb.

Definice 1.11.Pro kazdou kvku c definujeme v kazdém bédeji teCnou pfimkyako mnozinuc(t) +
(t(t)) a dale v kazdém neinflexnim bédefinujeme

e ortonormalnirenetilv repéjako uspdadanou trojici{t(t), (t), b(t)},
o jeji polomér kivostiako R(t) = ﬁ
e jeji stfed kfivostijako bodc(t) + R(t) 6i(t),

e jeji oskulagni rovingako mnozinuc(t) 4 (t(t), f(t)),



—

e jeji normalovou rovingako mnoZinuc(t) + (fi(t), b(t)).

Definice 1.12. O parametrizovanéfkice c(t) fekneme, Ze jparametrizaci obloukemfislusné Kivky,
jestlize pro vSechnac I plati||c/(t)|| = 1.

Véta 1.13.Kazdou regularnikvku Ize parametrizovat obloukem. Jez(it) néjaka parametrizace obloukem,
pak vS8echny reparametrizacts) obloukem z ni ziskame zZBmou parametru ve tvatu= +35 + sq, kdesg
je libovolnéd konstanta.

Lemma 1.14. Pro Kivku c(t) parametrizovanou obloukem v kazdém Bauatit(t) = c/(¢) a v kazdém
neinflexnim bo@ navic platii(¢) = llg”—gg\\ ar(t) = ||c"(#)]].

Véta 1.15(Frenetovy vzorce)Je-li c(t) parametrizacefivky obloukem, pak v kazdém neinflexnim kod
plati . .
t' = kn, n = —xt +7h, b’ = —rn,

coZ Ize vyjadit maticowe jako

v 0 k 0 t
n’ -k 0 7 n
b’ 0o -7 0/ \b

nebo s vyuzitim takzvaného Darbouxova vektdre: 7t + kb jako
t'=dxt, i =d x 1, b =d xb.

Poznamka. Vidime tedy, Ze v parametrizaci obloukem (kdy se poloha bwoéni jednotkovou rychlosti)
kfivost vyjadfuje rychlost okamZité zémy t&€ného vektoru (a tim i tné gimky) a torze rychlost okamzité
zmeény binormalového vektoru (a tim i oskdkd roviny). Rovi@éz mlZzeme okamzZitou zmnu celého
Frenetova repéru chapat jako rotaci kolem Darbouxova vekfejiz rychlost je dana jeho délkou, tedy
VK2 + 72, které se akdyfika celkova Kivost.

Definice 1.16. M&jme Kivku c(t) parametrizovanou obloukem na intervdlu Rekneme, Ze zobrazenf
v : I — R3 je jednotkovy vektor s minimalni rotagéstlize pro kazdé e I plativ(t) -t (t)=0, ||v(t)|| = 1
av(t)" je nasobkent(t). Jedna se tedy o pramny vektor, ktery je jednotkovy, kolmy ndikku a jeho
okamzita znéna je pouze v fsém snéru.

Véta 1.17. Méjme Kivku c(¢) bez inflexnich bodl parametrizovanou obloukem na intaryalv(t) je
jednotkovy vektor s minimalni rotaci prévehdy, kdyZ pro kazdée I plati

V(t) = cos(a(t))n(t) — sin(a(t))B(t),
kdea(t) je néjaka primitivni funkce k-(t).

Véta 1.18.V libovolném neinflexnim bo@ orientovanéA kfivky ¢ uvazujme parametrizaci obloukem
c(t), pro kterouc(0) = A. V afinnich soiadnicich danych ptatkemA a Frenetovym repérem v béd\
ma tato parametrizace takzvany kanonicky Taylor{lv rozvoj

O
c(t) = | =02 4 ~Oys

£(0)7(0) 43
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Disledek 1.19.Ve svém kazdém neinflexnim b@dfivka
1. protind normalovou rovinu
2. méli v tomto boé nenulovou torzi, pak protina i oskaéka rovinu

3. dotyka se rektifikéni roviny, ale neprotina ji (tedy v okoli tohoto bodu ziigtgpouze v jednom z
poloprostord, na které rektifikai rovina rozélujeR3)



5. mé ze v3ech rovin nejvyssi kontakt s oskalierovinou

Véta 1.20. Necht' f > 0, g jsou hladké funkce definované na dtewém intervald. Pak existuje az na
prfimou eukleidovskou shodnost p&jedna hladkaitivka c(t) parametrizovana obloukem na intervdlu
tak, ze

w(t) = f(t), 7(t) = g(t).

Tyto rovnice se Bkdy nazyvajpfirozené rovnice kfivky

Véta 1.21. Pro regularni parametrizovanoiiku ¢ : I — R3 bez inflexnich bod{ plati
T(t) = 0,t € I <= Kkfivka leZiv rovirg.

Poznamka. Na parametrizovanoufivku ¢ : I — R? mlzeme nahliZet jako nafitku v prostoru,
doplnime-li feti sodwadnici nulou. V neinflexnich bodech mame Frenetllv repéms Ze vektor binor-
maly bude identicky roven (az na znaménke}fimu vektoru kanonické bazg. Baze{t(t),n(t)} mize
byt kladré nebo zapom@orientovana viti kanonické bazi.

Definice 1.22.Pro regularni parametrizovanoiinku c : I — R? definujemeznaménkovou kfivostboce
t vztahem

kdeo(t) := signum det(c’(t), c” (t)).

Véta 1.23. Pro regularni parametrizovanoiikku c : I — R? plati

. _ det(c(t),c"(t))
W= emE

Definice 1.24.Pro regularni parametrizovanotivku c : I — R? at € I definujeme jednotkovy vektor
. () tak, aby{t(t), ii.(t)} byla kladré orientovana ortonormalini bage.

tel.

Véta 1.25.
1. V neinflexnich bodechflvky plati i, (t) = o (¢)1i(¢).

2. Vkazdém bodt € I regularni Kivky parametrizované obloukem plati tato rovinna varaftene-
tovych vzorci:

() = k(DR.(1),
i, (t) = —r.(0)t().
3. k. (t) ur€uje rovinnou kivku v parametrizaci obloukem az néimou shodnost v rovia

Véta 1.26.Bud c : I — R? kfivka parametrizovana obloukem. Pak existuje hladkéa fertkc I — R
sphujicit(t) = (cos6(t),sin6(t)), t e I aproznaménkovourkost pak plati

ke(t)=0'(t), tel.
Disledek 1.27.Bud c : I — R? regularni parametrizovandikka. Pak plati:
1. k.(t) =0, t € I, prae kdyzc(I) je Cast gimky,
2. k,(t) =k #0, t € I, praw kdyzc(I) je Cast kruznice o pologruk 1.

Definice 1.28.Je-lit neinflexnim bodemikvky ¢ v R?, nazyvameislo R(t) = ﬁt) polomérem kfivosti
a kruznici se sedemc(t) + R(t)ii(t) a polonéremR(t) oskulaéni kruznickfivky c v bode .



Véta 1.29. Ve svém kazdém neinflexnim b&dna Kivka ze vSech kruznic kontakt nejvysSiih@du s
oskul&ni kruznici.

Definice 1.30.Parametrizovan&kkac : [a,b] — R? je uzavienajestlizec(a) = c(b) ac'? (a) = ¢ (b)
pro vSechna € N. Uzawena Kivka je jednoduchaje-li ¢ prosté nda, b). Jordanova kfivkge jednoduchéa
uzavena regularni parametrizovaniaka.

Véta 1.31(Umlaufsatz) Je-lic(t) Jordanovakvka s kladnou orientaci (proti senu hodinovych raicek)
parametrizovana obloukem na intervald [a, b], pak

b
/ oo () dt = 2.

Poznamka. Uvazujne kladré orientovany (proti séru hodinovych réiCek) mnohouhelnild,, Ao, ..., A,
s vnittnimi ahly «;. V kazdém vrcholud; uvazujme vijsi Uhela; € (—m, ), jako orientovany Uhel
zmény t&€ného vektoru (rl&eny proti snéru hodinovych raicek). Pak plati

n
D =
i=0

Podobr pro Kivocary rovinny mnohouhelnik, jehoz strany jsou hladkeky c;, které v bodect, A,, ..., A,
navazuji s vejSim uhlemy; plati

DY LD SR

i=0 7 €i =0

Lemma 1.32. Bud ¢ = (x,%) : [a,b] — R? kladné orientovana Jordanovdikka. Pak plo3ny obsah
oblastiInt c je roven

b b b
A= [yt = [ et =; [ - ayat ®

Véta 1.33(Isoperimetricka nerovnostBud’ c : [a,b] — R? Jordanova Kvka délky! a bud A plosny
obsah vnitku Int c. Pak

2 4

— >

4 77
pritom rovnost nastane, prakdyZc je kruznice.

Lemma 1.34(Wirtinger). Necht' f(¢) : [0,7] — R je hladk& funkce, pro kterou plafi0) = f(w) = 0.

Pak
/f’2 dt>/ ()

a rovnost nastane pravehdy, kdyZzf (t) = Dsin(t), kde D je konstanta.

2 Sféricka geometrie

Definice 2.1(Sféricka geometrie)
e Mnozinou bodl jsou body jednotkové sfésy c R2.

e Mnozinou gimek jsou hlavni kruznice, tedy priky sféry s libovolnou rovinou, kterd prochazi
jejim sfedemsS.

o Délky kiivek na sfée mé&fime eznym zplisobem jako délkyikek v R3.

o Useky jsou Gseky fimek, které maji délku nejvyse



e Lze ukazat, Ze U$a je nejkratsi spojnici krajnich bodl. Jeji délka je myrislusnému Ghlu i
stfedu sféry.

o Sféricky trojuhelnik je definovariemi body na sfée, které nelezi na jednéimce. Jeho hrany jsou
tvoreny Gsé&kami, spojujicimi pisluSné i body. Za vnitek trojuhelniku povazujeme mensi z obou
Casti, na Bz hrany trojuhelnika sféru rogtl. Kazdy trojahelnik se zjevinvejde do Bjaké polosféry
ohrantené rejakou hlavni kruznici.

Véta 2.2. Jestlize vnitni Ghly u vrcholl sférického trojihelnikd, B, C' postup@ ozn&imeq, 3, v, pak
pro velikost| ABC| plochy trojuhelnikad BC plati

|[ABC|=a+ B+~ —m.

Poznamka. Jsou-lia = 7 — a, f = 7 — 3,5 = m — v vn&jsi Uhly trojihelnika, pak zjeerplati
|ABC| =21 — (@ + B +7).

Obecréji uvazujme na sfi&@ uzavenou jednoduchou orientovanou lomer@uru A, As, ..., A,, A1. V

kazdém vrcholud; lomenécary uvaZzujme Ghet; € (—m, ), jako orientovany Uhel zémy t&€ného vek-
toru (meéfeny proti snéru hodinovych raicek). Lomen&éara rozeéli sféru na dva sférické mnohouhelniky.
Pro velikost plochy mnohouhelnika, ktery lezi po levé stradech orientovanych Usek pak plati

|A1A2 N An| =21 — Z&Z—.
1=0
Poznamka. Pro kivocary, jednoduchy kladn orientovany mnohouhelnik jehoz strany jsou hladké

kfivky c;, které v bodect,, A,, ..., A, navazuji s vejSim Uhlemu; plati

e Vroviné
n n
2= [ wo-Yai=0
i=0 Y Ci =0
¢ najednotkové sf@

n n
2 — E / Rg — E di:SIntc
i=0 v Ci =0

e na obecné orientované ploSe péidlostaneme integral z Gaussovyviosti K

QWi/ ng—idi: . K dS.
i=0 7 € i=0

Int c

Definice 2.3(Polarita) Pro kazdy bodA na sfée definujeme jeho polarnifimku (polaru)p(A) jako
prisé&ik sféry a roviny prochazejici jejimisdemsS a kolmé nadS. A nazyvame polemp(A). Kazda
pfimka ma prae dva poly. Pro kazdé dva body, B zjevreé plati

Bep(A) & Acp(B).

Rovréz plati, zeA i B lezi ve stejné polosfé vymezené fimkou p(A) prawe tehdy, kdyz lezi ve stejné
polosfé&e vymezenéimkoup(B).



Definice 2.4(Polarni trojuhelnik) M&jme trojuhelnikA, B, C, s Uhly a, 8,~ a délkami stran postugn
a,b,c. Necht A’ je pél gfimky urcené bodyB, C, ktery lezi na stejné polodi jako bodA. Analogicky
ziskame i bodyB’, C’. TrojuhelnikA’, B’, C' nazyvame polarni k trojuhelnikd BC.

Zjevre je pak iABC polarnikA’, B’,C’. Pro Ghlyo’, 8’,~" a délky straru’, b/, ¢’ trojuhelnikud’, B’, C’
plati

o =(r—a),B =(r-0b),yY=(m—c),d=m-a),b=(m-0),c=(m-—7).

Véta 2.5(Sinova a cosinovaata) Uhly pfi vrcholech sférického trojuhelnikd, B, C oznaime postupé
a, 3,y a délky stran protilehlych ahllim, 3, v oznaime postup@a, b, c. Pak plati

1.
cosc = cosacosb + sinasinbcosy.
2.
cosy = — cosa cos 3 + sin asin B cos c.
3.

sina sin b sine

sina sinf  siny’
Dusledek 2.6(Pythagorova &ta) Jako dlisledek pro pravouhly trouhelnik-¢ 7/2) dostaneme

cosc = cosacosb.

3 Elementarni teorie ploch

Definice 3.1. Necht ¢ je oteena podmnoZin&?.

1. Parametricka regularni plocha R? je hladké regularni zobrazepi: ¢ — R?, tedy takové, Ze
hodnost Jacobiho matige je ve vSech bodech rovna 2. Ekvivaleétwektory parcialnich derivaci
Pu, P» Musi byt v kazdém bagdlinearré nezavislé.

2. Mnozinup(&’) nazveme obrazem regularni plochgkdy ji budeme znéit (p).
3. Regularni param. plochase nazyvanapa pokud jep navic homeomorfismug na(p).

Lemma 3.2. Necht p : ¢ — R3 je mapa af : R* D Q — R? hladké zobrazeni, jehoZ obraz je
podmnozinoyp). Pak i zobrazenp—! o f je hladkeé.

Véta 3.3.Je-lip: ¢ — R® mapaap : 0’ — ¢ difeomeorfismus otéenych podmnoZiiR?, pak je také
P = p o ¢ mapou. Naopak, jsou-p ap dvé mapy takové, zép) = (p), pak existuje difeomorfismus
takovy, Zep = p o ¢.

Definice 3.4. Rekneme, Ze mnozing c R? je hladka plocha, pokud pro kazdy begle S existuje okoli
U cCR3amapap : ¢ — Stak, zeU NS = p(&). Soubor map, které pokryvaji celou plochise nazyva
atlas plochysS. Jsou-lip, p dvé mapy naS, pak budeme zobrazeni= (p)~! o p nazyvat (tam kde je
definované) pechodové zobrazeni mezgimito dvma mapami.



Priklad 3.5.

1. Jednotkova sféra se Sesti mapami typu

p(u,v) = (u,v,£4/1—u? —03)
0 = {(u,v) eR?:u? +0* <1}

2. Vélec(z,y,2) € R3 : 22 + ¢y = 1,]2| < 1) s mapamipi 2(¢,t) = (cosd,sing,t), 01 =
(—m,m) x (=1,1)al = (0,27) x (—1,1).

3. Graf hladké funkce = f(z,y) je hladké plocha s jedinou mapou
p(ua U) = (u7 v, f(ua U))

4. JestlizeF'(z,y, z) je hladka funkce, pak definufi = {(z,y,2) : F(z,y,z) = 0}. JestlizeVF =
(Fy, Fy, F.) # 0nacelé mnozias, paks je hladka plocha s mapami 2ty o implicitnich funkcich.

Poznamka. Pfipomdime si, Ze zobrazerfije homeomorfismus, jestliZe je to bijekcg af —! jsou spojita.

Poznamka. Necht p je prosta parametrizovana plocha definovana na omezengenémnozig o
Jestlize navic Iz spojitt rozsiit na ¢ a i po rozSieni je toto zobrazeni prosté, pakpehomeomor-
fismus a tedy i mapa.

Definice 3.6. Rekneme, Ze vektow € R3 je teiny vektor k plo3eS v boce s, € S, pokud existuje
parametrizovandiivka c(t) takova, Zglc) C S, c(tg) = sp ac’(to) = w. MnoZina vSech t&nych vektorl
v bock sy € S se nazyva tény prostor k plos&' v bode sp a zn&i seTs, S.

Véta 3.7. Teny prostorT, S v libovolném bo@ je vektorovym podprostorei?®. Jestlizep je mapa na
Sasg = p(’lL(),U()), pak
TSOS = <pu(u07 UO)a pv(UO; 'UO)>-

Poznamka. Vektory p.,, p,, parcialnich derivaci v ba@d(ug, vy) tedy tvdi bazi t&ného prostord, S a
tento prostor je ztotoAn sR? prostednictvim derivace lp v bod (ug, vo), kterd ma tvar

p’ : (a,0)T — ap, + bp,.

Definice 3.8. Jednodimenzionalni ortogonalni dogkteEného prostord, S v kazdém bod se nazyva
norméalnovy prostom zna&f se N,,S. Rekneme, Ze ploché je orientovana jestlize je v kazdém jejim
bocg zvolena jednotkova norméld takovym zplisobem, Ze existuje takovy atlas ploShye pro kazdou
jeho mapup plati
_ _PuXPy
[Pu % ol

Poznamka. Pozdji uvidime, Ze zobrazeni které kazdému bodu plodhi§apuje takovouto jednotkovou
normalu je hladké zobrazeni z orientované plochy na jednotk sféru a budeme ho nazyvat Gaussovo
zobrazeni.

Definice 3.9. Je-li S plocha asy € S jeji bod, pak nal,S definujeme skalarni s@in jako restrikci
kanonického Eukleidovského skalarniho Sow naR?

ISU (V_\;'l,V_\;'Q) = V_\;'l . V_\;'Q.
Tato symetrickd bilinearni forma se nazyw&ni fundamentalni formplochyS v bode sy € S.

Véta 3.10. Je-li p(u,v) mapa, pak je prvni fundamentalni forma v kazdémé&uyjadena viti bazi
(Pu, P») Symetrickou matici

Gp = (911 912> _ (pu "Pu Pu 'pv> = )" - [pl.

g21 G922 Pv *Pu  Pv - Pov



Poznamka. Prvni fundamentalni formu na ploSe miizeme chapat&bjaiko kvadratickou formu, ktera se
tradicné zapisuje jak@ 1 du’ + 2g12dudv + goodv®. Neékdy se pro koeficienty prvni fundamentalni formy
pouzivd oznéenigi; = E, g12 = go1 = F ages = G.

Dusledek 3.11.Necht p(u,v) je mapa na plos& ac(t) = p(u(t),v(t)), t € («,3) parametrizovana
! !
kiivka na plose. Pakc'(1)|| = [ (u/,v")Gp (Z) ajeji délka je tedy” | | (u',v")Gp (Z) dt.

Jestlize navi€(t) = p(a(t), 9(f)) je dalsi Kivka na ploseS, ktera ma s:(¢) spolé&ny bod, pak uhel
kfivek c(t), ¢(t) v jejich spol&ném boé definujeme jako Ghel jejichdaych vektorl v tomto bagla jeho
cosinus vypa@itame jako

~/
(v, v")Gp (g/>

V ()G (1) V (@165 (3 ) |

Poznamka. Plipomaimeé (MA), ze je-li f hladka funkce na plos€, pak definujeme integral prvniho druhu
vzorcem

de::/fop\/detGdudU:/f0p||pu><pv||dudv,
o o

p(0)
ktery se neréni ¥ reparametrizaci.

Poznamka. Velikost plochy dostaneme speciélprof = 1.
Definice 3.12.Mapap : & — S se nazyva
1. isometrick&pokud zachovavéa délkuikek, tedy délka kazd@.(t), v(t)) je stejna jako délka(u(t), v(t))

2. konformnj (téz uhlojeyné) jestlize zachovavéa uhly meévkami, tedy pro kagdé dvkiivky je uhel

mezi(u(t),v(t)) a(a(t), o(t)) stejny jako thel mezp(u(t), v(t)) ap(a(t), v(t)).

3. plochojevnajestlize je velikost kazdé otésné podmnozinyy C ¢ stejna jako velikost plochy
p(0).

Véta 3.13. Méjme mapwp : & — S s matici prvni fundamentalni formy,. Pak
1. p je isometricka mapa, prévtehdy, kdyZz, = Is.
2. p je konformni mapa, pratehdy, kdyadz, = A, kde > 0 je hladka funkcey, v.
3. p plochojevna mapa, praévehdy, kdyzlet G, = 1.
Priklad 3.14. 1. Mapy valce z fikladu 3.5 (2) jsou isometrické.
2. Mapa stereografické projekce je thlojevna.

3. Mapy sféry ziskané z valce sloZzenim se zobrazenim

V1 =22 yV1—22 )

\/x2+y27 \/z2+y2’z

f([z,y,2]) = (

jsou plochojevné.

Definice 3.15. Necht S je orientovana plochasy € S a N,, jednotkova normala v ba@ds,. Druha

fundamentélni formd I, plochy S v bock s je kvadratickd forma definovana n&te&m prostord’, S

nasledujicim zplisobem. Neckt € T, S ac(t) libovoln& parametrizovan&ikka na ploseS takova, ze
c(tp) = sg ac'(tg) = w. Pak definujeme

I1,,(W) == ¢ (to) - Ny,



Dusledek 3.16.Je-lip(u, v) mapa, pak je druha fundamentalni forma v kazdénmébggadena viti bazi
(Pu, Pv) Symetrickou matici
H = hll h12 — Puu * N Puv * N
hair  hao Pou - N Pov - N/-

Poznamka. Druha fundamentalni forma se tradé zapisuje jakdv; du? + 2hiadudv + hoadv?. Nékdy
se pro koeficienty prvni fundamentalni formy pouziva @amdh; = L, hio = go1 = M ahos = N.

Pozndmka. Poznamka.Necht s, € S, N, orientovana normalay € T,S jednotkovy t€ny vektor a
kfivka c je parametrizovana obloukem a ma osKuliarovinusy + (N, w) (nagiklad je gfimo fezem
plochy a roviny obsahujidN ). Pak Kivostc v boce s je rovnatii,, (w).

Definice 3.17.Mé&jme orientovanou plochfi, bod na ploSe, a nenulovy tény vektorw € T, S. Pak
definujeme normalovourk/ost plochyS v boce s ve snéruw jako

W)
K (W) 1= )

Dusledek 3.18(Meusnierova @ta) Necht c(t) je kfivka na orientované ploSe & jeji kfivost. Pak v
kazdém jejim bod plati

kcos B = kn(c),
kde g je Uhel, ktery sviraji vektoryi aN.

Definice 3.19.Minimum x; a maximumk, normalové Kivosti v daném boé sy orientované plochy se
nazyvajihlavni kfivostia odpovidajici s@ry se nazyvajfilavni sméry

Poznamka. Pfi zméreé orientaca réni druh& forma plochy, norméalovévosti a hlavni Kivosti znaménko.
Hlavni snéry zlstavaji stejné.

Véta 3.20(Eulerova formule) V kazdém boé sy orientované plochys existuji dva navzajem kolmé
hlavni snéry (w1) (s minimalni norméalovouikvosti k1) a (W) (s maximalni norméalovoufkosti). Pro
normalovou kivost v libovolném jiném sréruw < 7,5 plati

k(W) = cos?(a)ry + sin? (@) ko,
kde« je Uhel, ktery sviraji vektoryw awy.

Definice 3.21.V kazdém bod orientovatelné plochy definujeme Gaussofiudst K a stedni Kivost H
jako
K1+ K2

2

Poznamka. Gaussova kvost nezalezZi na volb orientace. BohuZel se pouziva stejné pism&npro
stfedni Kivost i pro matici druhé fundamentalni formy. Nenechejméis zmast!

K = KR1Kk2, H =

Definice 3.22.Bod orientovatelné plochy se nazyva
1. elipticky, jestlize v réem platiK > 0; jestlize navics; = ko hazyva s&kruhovy
2. parabolicky jestlize v riéem platiK = 0; jestlize navio:; = ko = 0 nazyva selanarni
3. hyperbolickyjestlize v réem platiK < 0.

Véta 3.23(Vypocty v mage.). Jeslizep(u, v) je mapa na orientované oploSé&aH prislusné matice prvni
a druhé fundamentalni formy, pak

1. hlavni Kivosti a hlavni sréry vyjadené v sotadnicich vigi bazi{p., p,} nalezneme jakdesSeni

rovnice
a hi1 —Agir hi2 — Agi2) (a
H - )\G = =0
( ) (b) <h21 —Aga1 haa —Agaa ) \b ’

s nezndmyma a (a, b)7.



hi1haa—h3, _ detH
g11922 —gfz det G~

3. Pro stedni Kivost platiH = h11920=2M2g12 $hazgu
2(g11922—9%,)

2. Pro Gaussovuiivost plati K =

Definice 3.24.Parametrizovanoutkku c(t) na ploSe nazvemtdavni jestlize pro kazdéje ¢’ (t) hlavnim
smerem. Kivku nazvemeasymptotickopjestlize pro kazdé je x,,(c'(t)) = 0.

Véta 3.25. Pro Kivku vyjadfenou v map jakoc(t) = p(u(t),v(t)) plati, ze je
1. hlavni, pr&e kdyZ sphuje diferencialni rovnici
(U/)2 —u'v (u/)Q
det | gn g12 922 =0
hi1 hi2 ha
2. asymptotick4, pré&vkdyz sphuje diferenciélni rovnici
hll(u/)z + 2h12u/1/ + h22(1}/)2 =0.
Definice 3.26.Necht c(t) je regularni parametrizovanéikka na orientované plose. Geodetickou kfivost
kfivky c definujeme jako
¢’ (Nxc) det(c,c" N)
lle'[]? llerf>

kdeN je norméala plochy v fisluSném boé.

K,g:

Poznamka. Geodeticka kivost se neréni i reparametrizaci zachovavajici orientaivky a méni znaménko
pfi zménré orientace kvky.
Veéta 3.27. Pro kazdou regularni parametrizovandivku ¢ na orientované plos€ plati
K2 = k()% + /<L£2]
a v jejich neinflexnich bodech navic plati
il = ko (E)N + kg (N X ).

Definice 3.28.Rekneme, Ze parametrizovarfivka c(t) na plo3eS je geodetikajestlize v kazdém jejim
bock plati
C”(f) 1 Tc(t)S-

Véta 3.29. Parametrizovanaflvka c(t) je geodetika na ploS§ prawe tehdy, kdyz ma v kazdém béd
nulovou geodetickoufivost a parametrizace parametréma konstatni rychlogtc’ (¢)]].

Véta 3.30(Soustava rovnic pro geodetikyKfivka v magec(t) = p(u(t), v(t)) je parametrizovana geode-
tika prawe tehdy, kdyzZ jsou spény rovnice

d 1
a (g11u’ + g12v') = 5 ([gll]u(ul)2 + 2[g12]uu’v’ + [922]71(“/)2) )

d 1
o7 (@120 4 g220) = 5 ([na)u(u))” + 2lgralow's’ + (922l (v)°)

kdeG = {g;;} je matice prvni fundamentalni formy plochy.

Lemma 3.31. Pro kazdou mapp(u, v) existuji hladké funkc@fj(u, v) tak, ze

Puu = 1ﬂ%lpu + F%lpv + hllN
Puv = Pou = 1—‘%2pu + 1—‘%2p’u + thN
Pvww = F%qu + F§2pv + h2aN,

kde h;; jsou koeficienty druhé fundamentéalni formy plochy. Tytolfueffj (u,v) se nazyvajChristof-
felovy symboly Ize je vyjadit pomoci koeficiently;; prvni formy plochy a jejich derivaci.



Véta 3.32. Soustavu rovnic pro geodetiky Ize ekvivaledtryjadit jako

W4 T ()2 + 2T + Thy()? =

0
o+ T () + 20t + TR (0)? = 0

Dusledek 3.33.Pro dany bod, € S a nenulovy vekto& € T, existujee > 0 a prae jedna parametri-
zovana geodetika: (—e, €) — S takova, zec(0) = sp ac’(0) = w.

Lemma 3.34(Euler-Lagrangeovy rovniceNecht F(t,u1,v1,uz,v2) je hladka funkce nda, 3) x R%.
Necht 4, B € R? jsou dva pevé zvolené body. Pro libovolnoikku

c(t) = (u(t),v(t)) : (o, B) — R?
takovou, Zzec(«a) = A, ¢(B8) = B definujeme funkcional
B
®(c) :/ F(t,u,v,u,v")dt.

Jestlize kivka c je globalnim minimem funkciondl® pak proc plati pro kazdou hodnottinésledujici
rovnice

d (O0F oF
E (a—w(tauvvvulvvl)) = 8—u1(t,u,v,u’,v'),
d (OF oF
E (8_1)2(72)”71)7“/71)/)) = 8_1)1(72)”71)7“/71)/)'

Véta 3.35.Jestlize Kivka parametrizovana na ploSe konstantni rychlosti jera&i spojnici svych krajnich
bodl, pak je geodetikou.

4 Hlubsi vysledky o plochéach.

Definice 4.1. Zobrazenif : S — S mezi dvma plochami se nazyva hladké, jestlize pro kazdérdapy
p:0 — S,p: 0 — Sjezobrazeni

plofop
hladkym zobrazenim otéenych podmnoziiR2.

Definice 4.2.Necht f : S — S je hladké zobrazeni mezi &ma plochami. Pak pro kaZdg € S se
linearni zobrazeni 3
df(So) : TSOS — Tf(SO)S,

které vektoru:’(0) pfifazuje vektor( f o c)’'(0) nazyvateénym zobrazeniknf v boce s.

Definice 4.3. M&jme orientovanou plochf s jednotkovou normaloiN a S? je jednotkova sféra R3.
Zobrazeni,
N:S— 82

které kazdému bodufiazuje gisluSnou normalu se nazyvdaussovo zobrazeniDale pro kazdy bod
so € S definujeme Weingartenovo zobrazeni jako

w(so) = —dN(So) : TSOS — Tﬁ(SO)SQ = TSOS.
Véta 4.4. Weingartenovo zobrazeni je vyjaho vi€i bazi(p., p,) matici
W =G 'H,

a tedy hlavni sréry a hlavni Kivosti jsou vlastnimi sréry a vlastnimtisly Weingartenova zobrazeni.



DUkaz.(p., pv, N) je bazeR? Parcialni derivaci vztahi¥ - N = 1 dostavame, z&,, aN,, jsou kolmé na
N a tedy mlizeme pséat

N, = dN(p,) = —w11Py — W21Pw, N, = —wi2Py — W22Py. (2)

Parcialnim derivovanim vztah, - N = p,, - N = 0 dostavame alternativni vzorce pro koeficienty druhé
formy

hit = Puuw N=—py Ny =wi1g11 + w2912
hi2 = Puw N=-p, Ny =—p, Ny =wiag11 +wagiz = wii1ga1 + wa19g22
haa = Pov N =—py Ny = wiag21 + wa2g22,

coz dohromady davel = W7 -G = G - W. Tvrzeni o hlavnich vostech a srérech plyne £3.23. Vztah
zapsany bez sdadnic je
II(Wy, W) = —I(W1,dN(w3))

O

Poznamka Méjme zobrazenf : S — S, mapup : ¢ — S s matici prvni fundamentalni form§ a mapu
= fopnaS s matici prvni fundamentalni formy. Pro zobrazeni mezi plochami definujme vlastnosti
stejre jako 3. IP. Pak plati podobijako 3.1B

1. f je isometrické, pra& tehdy kdy? pro kazdou takovou mapu plat= G,

2. f je konformni, prae tehdy kdyZ pro kaZzdou takovou mapu plati= \G, kde X je kladnéa funkce
nac,

3. f zachovavé velikosti ploch, prévehdy kdyZ pro kazdou takovou mapu plitt G = det G.

Definice 4.5. Piedpokladejme, Z¢& je plocha vR?. Riemannova metrikaa S pfifazuje kazdému bodu
so € S skalarni sotin I, na t&ném prostor{’;, .S hladkym zplisobem.i@sréji pro kazdou mapp(u, v)

nas jsou polozky matice
911 912
1 =G =
Hlpup) (w,v) (921 922)
hladké. Symbolicky tuto Riemannovu metriku (ve zvolenyot¥adnicich) zapisujeme jako vyraz

ds? := Jg11 du?® + 2g12 dudv + goo dv?.

Poznamka. Na plo3e s Riemannovou metrikou miizeme studovat délky, atdchy, isometricka, kon-
formni a plochojevna zobrazeni. JsowsliS dvé plochy s R. metrikami s maticer6i a GG, pak vlastnosti
zobrazenif : S — S studujeme porovnanim matié a D”GD, kde D je maticedf vyjadfena vigi
prislusnym bazim. Geodetiky definujeme jakiivky splhujici rovnicd 3.30. NejkratSi spojnice jsou pak
geodetiky v duchu &ty[3.35.

Definice 4.6. Budeme uvazovat vektorovy prostdf® = {x = (zg,z1,22)|z; € R} s kvadratickou
formouQ(x) = —3 + 2% + «3. Definujeme plochu jako jeden list dvoudilného hyperbaloid

Hy = {(w0, 71, 72) € M3 — 23 + 22 + 23 = —1,29 > 0}.

V kazdém boé definujeme Riemannovu metriku jako zGZeni foighga t€ny prostor (toto uz je pozitivin
definitni).

Definice 4.7. Pfimky naH, definujeme jako priiniky rovin prochazejicichgatkem sH,. Use&ky defin-
ujeme jako souvislé omezené Usekinpek.

Véta 4.8. GrupaSO(2, 1), kterou definujeme jako podgrupu vSech regularnich matieg®anou mat-
icemi tvaru

1 0 0 coshfg sinhg 0
M; =10 cosa sina a M [sinh3 coshpg 0],
0 —sina cosa 0 0 1

tvori grupu gimych izometrii plochyH, s Riemannovou metrikou.



Definice 4.9. MnozinalU = {[u,v] € R?|u? + v* < 1} spolu s Riemannovou metrikou

4

2 _
ds” = (17u27v2)2(

du® + dv?)

se nazyva kruhovy Poincarého model hyperbolické roviny.

Véta 4.10. Stereograficka projekce mezi diskéima hyperboloidendi

14 u2 + 0?2 2u 2v
—u 2’

@(u,v):(l 29271 —u2—02" 1 —u2—

je isometrii vzhledem kifisluSnym Riemannovym metrikam.

Definice 4.11.MnozinaH = {[z,y] € R%|y > 0} spolu s Riemannovou metrikou
d 2 __ 1 d 2 d 2
§° = E( x + dy”).

se nazyva polorovinovy Poincarého model hyperbolickémpvi
Véta 4.12. Zobrazeni, které bodu= z + iy € H, pfifazuje bod, = u + iv € U, pro ktery plati

zZ—1

z41

¢ =

je isometrii meziH ;. aU vzhledem k pisluSnym Riemannovym metrikdm a jeho inverze mé tvar

__i1+9
1-¢
Véta 4.13. Zobrazeni tvaru
b
p(z) = %, a,b,c,de€R, ad—bc=1

tvori grupu Fimych isometriiH,.. Pfimky a Uséky v U a H, definujeme jako obrazyffimek a Uséek
v H,. Pfimky jsou v £chto modeleché¥né Gséky a kruhové oblouky kolmé na hranici modeldirRky
sphuji geodetické rovnice a U8ley jsou nejkratsimi spojnicemi svych boddl.



Véta 4.14.V polorovinovém modelu hyperbolické geometrie je plochpdmnpolického trojuhelnika s thly
«, B,y rovna
m™—(a+B+7).

Véta 4.15(Theorema egregium.)Gaussovu Kvost K Ize vypcitat pomoci koeficientli matice prvni fun-
damentalni formy7 a jejich derivaci.

Poznamka. Vzorec proK ma pfi obecné mapé pomérné komplikovany tvar

*%(gll)m + (912)uv — %(922)uu %(911% (912)u — %(911% 0 %(911)7; %(922%
(912)0 — %(922% g1 gi12 - %(911)7; g11 g12
%(922)7; g12 922 §(922)u gi12 g22
(det G)2

Definice 4.16.Rekneme, Zeflivka c(t) na ploSe orientované ploe je jednoducha, terad, klad@ ori-
entovana kivka, jestliZze existuje mapp : & — S takova, Zec(t) = p(€(t)), kdee(t) = (u(t),v(t)) je
Jordanova jednoduchd, uZawa Kivka v roviné, kladré orientovana (proti séru hodinovych raicek) a
navicInt ¢ C ¢. Ozn&melnt ¢ = p(Int ¢).

Véta 4.17. Necht ¢ jednoducha, uz&end, kladé orientovanaivka na ploseS. Pak

KdSZQTF—/KJgdS,
Int c c

kdex, je geodeticka Kvost Kivky c a K je Gaussovaikvost plochysS.

Definice 4.18(KFivotary mnohouhelnik na ploseRekneme, Ze&:(t) = p(c(t)), t € (a, ) je po
Castech hladka, jednoducha, uEna, kladé orientovand ivka na ploSe pokud splje vSechny pod-
minky definicd£4.16 krom hladkostic(¢) v kon&€né mnoha bodech = ¢y < t; < ... < ¢, = S,
ve kterych je pouze spojita a existuji jednostranné nerutberivacec’ (t;) a c/, (¢;) pro vsechna =
0,...,n,.

Mnozinu.#= c U Int(c) budeme nazyvatfkvocary mnohouhlenik, bodyg(¢;) se nazyvaji vrcholy
tohoto mnohouhlenika &ikka c zGZené na difl intervaly leni se nazyvé hranou mnohouhelnikévka
¢ se nazyva obvod mnohouhlenika. Orientovany (proBrninodinovych raicek) theky; € (—m, 7) mezi
vektroryc’ (t;) ac! (t;) se nazyva v@jsi Ghel mnohouhelnika u vrchab(t; ).

v oav s

Véta 4.19. Necht c(t) je obvod Kivocarého mnohouhelnika na ploSes vrejSimi orientovanymi thly
ai, ..., oy Usvych vrcholll. Pak

KdSzQﬂ'—/mgds—Zai.
Intc c i=1

Diisledek 4.20.Predpokladejme, Ze je kfivocary trojuhelnik s vnitnimi Ghly o, 3, u svych vrcholll a
Ze jeho hrany jsou jsou geodetiky. Pak

KdS=a+p+~v-—m
Int c
Definice 4.21(Triangulace a Eulerova charakteristika plochiecht S je kompaktni plocha. Jeji trian-
gulace je souborfivocarych mnohothelniki;,i = 1, ...,k naS s nasledujicimi vlastnostmi:
(1) existuje atlas n& takovy, Ze kazdy mnohouhelnik; se vejde i se svym obvodem dékteré mapy
tohoto atlasu;
(2) S = Uiy 4;
(3) proi # j je .#; N .#; bud' prazdna mnozina, nebo spoteé hrana, nebo sp@ey vrchol;
(4) Kazda hrana triangulace je hrana grawou mnohouhelnikd.
Eulerova charakteristika plochy je €islo, utené nasledujicim zplisobem: zvolme trinagulaci, ktera

ma mnozinu sin (mnohouhelnikly, ozn&meV mnozinu vSech vrchollil mnozinu vSech hran. Pak
Eulerova charakteristikg se definuje vztahem

x = [VI|—[H|+[S].



Véta 4.22.Necht' S je kompaktni plocha, pak

/KdS: 27y,
S

kde K je Gaussovalilivost ax je Eulerova charakteristiké.

Diikaz..#; jsou mnohothelniky tidci triangulaci plochyS, o jejich vrejsi ahly ag! = = — o jejich
vnitfni thly. Pak dostavame

S = S = — — 7 = S21 — J
/SKd ;/Imﬂjl(d ;(277 ///ljligds zi:al) 2 iz’j:al

:SQW—Zﬂ'—i—Zag25271'—2H7T+V27r:2ﬂ'x

4,J .3
(]

Diisledek 4.23.Eulerova charakteristika nezavisi na welriangulace. [, K dS se neréni i hladké
deformaci kompaktni plochy.

Definice 4.24.V kazdém vrcholu uzaeného mnohoéhu definujeme diskrétni Gaussovu jako defekt
solEtu dilehlych ahlu.

K(v) =2m— Z o

o €Stan(v)
Véta 4.25. Pro uzaveny mnohostn s mnozinou vrchol@l a Eulerovou charakteristikoy plati
Z K(v;) = 2my.
v, €V

Dlkaz.

Yo K@) =2aVI- > > ay

v, €V v; €V a;eStalv;)
=27|V| — Z Z Qg
fr€F akl € fi
=2|V| = ) m(m —2) =2r (V| - |E| + |F]).
fr€F
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