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Definice 1.1
Bud | C R interval. Diferencovatelné zobrazeni (tfidy C*) ¢ : | — R®
se nazyva parametrizovana kfivka v R3. Mnozina (c) := c(l) C R3 se
nazyvéa obraz kfivky. Parametrizovand kfivka se nazyva regularni,
jestlize c/(t) # (0,0,0)T pro kazdét € |.
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Poznamka

Je-li | uzavieny nebo polouzavfeny interval, rozumime
diferencovatelnym zobrazenim na | restrikci na | diferencovatelného
zobrazeni definovaného na néjakém otevieném nadintervalu.
Parametrizovana kfivka je charakterizovana trojici funkci definovanych
na l, tedy c(t) = (cx(t),cy(t),c,(t))". Pro rovinné kiivky ¢asto
uvadime jen prvni dvé slozky a predpokladame, Ze c,(t) je nulova
funkce.
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Definice 1.2

Je-li ¢ : | — R3 regularni parametrizovana kfivka a ¢ : | — |
difeomorfismus intervalu i na |, je & = c o ¢ : | — R3 regularni
parametrizovana kfivka se stejnym obrazem jako c. Difeomorfismus ¢
pak nazyvame zménou parametru a ¢ reparametrizaci c. Je-li navic
#' > 0 nal, nazveme & reparametrizaci ¢ zachovavajici orientaci.
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Definice (alemma) 1.3

Byti reparametrizaci je relace ekvivalence na mnoziné vSech
regularnich parametrizovanych kfivek a kazdou jeji tfidu nazyvame
kfivka. Kazdého zastupce prislusné tfidy ekvivalence nazyvame
parametrizaci této kfivky. Byti reparametrizaci zachovavajici orientaci
je rovnéz relace ekvivalence na mnoziné vSech regularnich
parametrizovanych kfivek a kazdou jeji tfidu nazyvame orientovana
kfivka.
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Poznamka

Pokud nebude nebezpeci omylu, budeme slovem kfivka (pfipadné
orientovana kfivka) oznaCovat nejen tfidu ekvivalence, ale i jejiho
reprezentanta (regularni parametrizovanou kfivku), se kterym prave
pracujeme, nebo dokonce jeji obraz. V diferencialni geometrii
studujeme pravé takové vlastnosti kfivek, které se nemeni pfi
reparametrizaci.

Zbynék Sir (MU UK) - Geometrie 6/103



Poznamka

Nadéle budeme pouZzivat zkraceny zapis parametrizaci téze kfivky.
Napfiklad pokud mame parametrizovanou kfivku c(t) budeme jeji
reparametrizaci c(s) = c(¢(s)) oznacovat jednoduSe c(s). Dale
budeme psat napfiklad t(s) namisto t = ¢(s) a v disledku i s(t)
namisto s = p~1(t). Koneéné kvlli zijenoduseni zapisu budeme nékdy
vynechavat hodnotu parametru a budeme psét napfiklad ¢’ misto c’(t)
a podobné. Pokud nefekneme jinak, c¢arka znaci derivaci % a teCka
derivaci &.
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Pro derivace dvou parametrizaci c(t) a c(s) = c(t(s)) téZe kfivky v
kazdém odpovidajicim bodé plati

c t 0 O c’
cl=[t t¢2 0 c”
c t 3tt t3/ \c”
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Definice (a lemma) 1.5
Délku kfivky dané parametrizaci c(t),t € | = («, ) definujeme jako

urcity integral
B
[ I,
o

ktery nezavisi na parametrizaci.
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Definice (a lemma) 1.6

V kazdém bodé kfivky dané parametrizaci c(t) definujeme jeji kfivost

[le” < e”||
lIe’I®

Tento vyraz nezavisi na parametrizaci. Bod, ve které je kfivost nulova
se nazyva inflexni bod.
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Definice (a lemma) 1.7

V kazdém neinflexnim bodé kfivky dané parametrizaci c(t) definujeme
jeji torzi

(C/ > C") .c
= ||C’ % C”||2

Tento vyraz nezavisi na parametrizaci.
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Poznamka

KFivost a torze jsou tedy definovany jako vyrazy invariantni v{ci
parametrizaci. Jejich geometricky vyznam brzy pochopime pfi studiu
takzvané parametrizace kfivky obloukem.
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Definice (a lemma) 1.8

V kazdém bodé orientované kfivky dané parametrizaci c(t) definujeme
jeji jednotkovy te¢ny vektor vyrazem

> c’(t
t(t) = ,() .
e’ ()]
Tento vektor se nemeéni pfi reparametrizaci zachovajici orientaci. Pfi

reparametrizaci kterd méni orientaci se te€ny vektor méni na vektor
opacny, tedy na —t(t).
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Definice (a lemma) 1.9

V kazdém neinflexnim bodé orientované kfivky dané parametrizaci
c(t) definujeme jeji jednotkovy binormélovy vektor

- C/ X Cl/
P = orcer
a jednotkovy normalovy vektor

A(t) = b(t) x {(t).

Tyto vektory se nemeéni pFi reparametrizaci zachovajici orientaci. PFi
reparametrizaci kterd méni orientaci zlistava normalovy vektor beze
zmeény a binormalovy vektor se méni na vektor opacny.
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Poznamka

Vektory {t, A, b} tvofi v kazdém neinflexnim bod& ON bazi R3. Vektor
n(t) je jediny jednotkovy vektor, pro ktery zarover plati

(), /() = (c'(t),c”(t)) A c/(t)-A(t)=0 A c”(t)-n(t) > 0.

Jinymi slovy, vektory {t, i} ziskdme Gram—Schmidtovym
orthonormalizaénim procesem z vektorli {c’,c”}.
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Véta 1.10

KFivost, torze, te¢ny, normalovy i binoralovy vektor jsou invariantni vici
pfimym shodnostem R3. Pfesné&ji m&jme pfimou shodnost ve tvaru

X — AX + a. Mame-li kfivku danou parametrizaci c(t) a v jejim
libovolném (neinflexnim) bodé «, 7, t, A, b, pak kfivka dana
parametrizaci Ac(t) + a ma v odpovidajicim bodé kfivost «, torzi 7,
teény vektor At, normalovy vektor Afi a binormalovy vektor AD.
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Definice 1.11

Pro kazdou kfivku ¢ definujeme v kazdém bodé jeji te¢nou pfimku jako
mnozinu c(t) + (t(t)) a dale v kazdém neinflexnim bodé definujeme

@ ortonormalni Frenetliv repér jako usporadanou trojici
{t(t),n(t),b(t)},

@ jeji polomér kFivosti jako R(t) = ﬁ

@ jeji stfed kfivosti jako bod c(t) + R(t) n(t),

—

° jejl’ oskulaéni rovinujako mnoZinu c(t) (t(t) n(t)),
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Definice 1.12

O parametrizované kfivce c(t) fekneme, Ze je parametrizaci obloukem
prislusSné kfivky, jestlize pro vSechnat € | plati ||c/(t)|| = 1.

Véta 1.13

Kazdou regularni kfivku Ize parametrizovat obloukem. Je-li c(t) néjakéa
parametrizace obloukem, pak vSechny reparametrizace c(s) obloukem
z ni ziskame zménou parametru ve tvaru t = S + sg, kde sg je
libovolna konstanta.
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Lemma 1.14
Pro kfivku c(t) parametrizovanou obloukem v kazdém bodé platl’
t(t) = c/(t) a v kazdém neinflexnim bodé& navic plati fi(t) = HC 0

" c(on @
k() = [|c"(t)]I.
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Véta 1.15 (Frenetovy vzorce)

Je-li c(t) parametrizace kfivky obloukem, pak v kazdém neinflexnim
bodé plati

—, N

t' = kN, A = —kt + b, b’ = —7n,

coz lze vyjadrit maticove jako

i 0 s 0\ /[t
nl|=|-« 0 r n
b’ 0O —7 0 b

nebo s vyuzitim takzvaného Darbouxova vektoru d = 7t + xb jako

' =dxt, N =d xn, b’=d xb.
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Poznamka

Vidime tedy, Ze v parametrizaci obloukem (kdy se poloha bodu méni
jednotkovou rychlosti) kfivost vyjadfuje rychlost okamzité zmény
te€ného vektoru (a tim i te¢né primky) a torze rychlost okamzité zmény
binormalového vektoru (a tim i oskula¢ni roviny). Rovnéz mizeme
okamzitou zmeénu celého Frenetova repéru chapat jako rotaci kolem
Darbouxova vektoru, jejiz rychlost je dana jeho délkou, tedy v k2 + 72,
které se nékdy Fika celkova kfivost.
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Definice 1.16

Méjme kFivku c(t) parametrizovanou obloukem na intervalu I.
Rekneme, Ze zobrazeni v : | — R3 je jednotkovy vektor s minimalni
rotaci, jestlize pro kazdé t e | plati V(t) - t(t)=0, |V(t)|| = 1 a V(t) je
nasobkem t(t). Jedna se tedy o promé&nny vektor, ktery je jednotkovy,
kolmy na kfivku a jeho okamzita zména je pouze v teCném smeéru.

Véta 1.17

Méjme kfivku c(t) bez inflexnich bodli parametrizovanou obloukem na
intervalu I. V(t) je jednotkovy vektor s minimalni rotaci pravé tehdy,
kdyz pro kazdé t € | plati

V(t) = cos(a(t))f(t) — sin(a(t))b(t),

kde «(t) je néjaka primitivni funkce k 7(t).
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Jednotkovy vektor s minimalni rotaci

Nalevo je hlavni normalovy vektor n(t) a napravo vektor s minimalni
rotaci. .
V(t) = cos a(t)n(t) — sina(t)b(t),

kde o/ = 7.
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Véta 1.18

V libovolném neinflexnim bodé orientované A kfivky ¢ uvazujme
parametrizaci obloukem c(t), pro kterou c¢(0) = A. V afinnich
soufadnicich danych pocatkem A a Frenetovym repérem v bodé A ma
tato parametrizace takzvany kanonicky Taylor{v rozvoj

r= HOEE

c(t)=| =Qe2 4 2O,
~(0)7(0
opos |
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Dusledek 1.19

Ve svém kazdém neinflexnim bodé k¥ivka
© protina normalovou rovinu
@ mali v tomto bodé nenulovou torzi, pak protind i oskulacni rovinu

© dotyka se rektifikacni roviny, ale neprotina ji (tedy v okoli tohoto
bodu zlstava pouze v jednom z poloprostorll, na které rektifikacni
rovina rozdéluje R3)

w7

ma ze vSech pfimek kontakt nejvyssiho fadu s te€nou pfimkou

~ w s

ma ze vSech rovin nejvyssi kontakt s oskulacni rovinou

00
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Véta 1.20

Necht f > 0, g jsou hladké funkce definované na otevieném intervalu
I. Pak existuje az na pfimou eukleidovskou shodnost prave jedna
hladk& kfivka c(t) parametrizovana obloukem na intervalu | tak, ze

A =f(t), 7(t) =g(t).

Tyto rovnice se nékdy nazyvaji pfirozené rovnice krivky.
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Véta 1.21

Pro regularni parametrizovanou kfivku ¢ : | — R3 bez inflexnich boddl
plati

7(t) =0,t € | < kfivka leZi v roviné.
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Poznamka

Na parametrizovanou kfivku ¢ : | — R? miizeme nahlizet jako na kfivku
v prostoru, doplnime-li tfeti soufadnici nulou. V neinflexnich bodech
mame Frenetllv repér s tim, Ze vektor binormaly bude identicky roven
(az na znaménko) tretimu vektoru kanonické baze es. Baze {t(t), f(t)}
mUze byt kladné nebo zaporné orientovana viici kanonické bazi.
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Definice 1.22

Pro regularni parametrizovanou kfivku ¢ : | — R? definujeme
znameénkovou kfivost v bodé t vztahem

kz(t) == o(D)k(t), tel,
kde o(t) := signum det(c’(t),c”(t)).
Véta 1.23
Pro regularni parametrizovanou kfivku ¢ : | — R? plati

~ det(c/(t), c"(t))
=" emE 0 e
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Definice 1.24

Pro regularni parametrizovanou kfivku ¢ : | — R? at € | definujeme
jednotkovy vektor n,(t) tak, aby {t(t),n.(t)} byla kladné orientovana
ortonormalni baze R2.

Véta 1.25

© V neinflexnich bodech kfivky plati n,(t) = o(t)n(t).
@ V kazdém bodé t < | regularni kfivky parametrizované obloukem
plati tato rovinna varianta Frenetovych vzorcu:

t(t) = ka(t)AL(t),

—

n(t) = —rz(t)t(t).

© k(1) urtuje rovinnou kfivku v parametrizaci obloukem az na
pfimou shodnost v rovingé.
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Véta 1.26

Bud c : | — R? kfivka parametrizovana obloukem. Pak existuje hladka
funkce 6 : | — R spliujici t(t) = (cosf(t),sind(t)), telapro
znaménkovou kfivost pak plati

k(1) =6'(t), tel.
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Dusledek 1.27

Bud ¢ : | — R? regularni parametrizovana kfivka. Pak plati:

Q #,(t) =0, t €1, pravé kdyz c(1) je Cast pFimky,

Q rx,(t)=k #0, t €1, pravé kdyz c(l) je ¢ast kruznice o poloméru
k=L
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Definice 1.28

Je-li t neinflexnim bodem kfivky ¢ v R?, nazyvame &islo R(t) = ﬁ
polomérem kfivosti a kruZnici se stfedem c(t) + R(t)n(t) a polomérem
R(t) oskulacni kruznici kfivky ¢ v bodé t.

Véta 1.29
Ve svém kazdém neinflexnim bodé ma krivka ze vSech kruznic kontakt
nejvyssiho fadu s oskulacni kruznici.
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Definice 1.30

Parametrizovana kfivka c : [a, b] — R? je uzaviena4, jestlize

c(a) = c(b)acl)(a) = c)(b) pro viechna i € N. Uzaviena kfivka je
jednoduch@, je-li c prosté na [a,b). Jordanova kfivka je jednoduch&
uzavrena regularni parametrizovana kfivka.

Véta 1.31 (Umlaufsatz)

Je-li c(t) Jordanova kfivka s kladnou orientaci (proti sméru hodinovych
rucicek) parametrizovana obloukem na intervalu t € [a, b], pak

b
/ e (1) dt = 21
a
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Poznamka

Uvazujmeé kladné orientovany (proti sméru hodinovych rucicek)
mnohouhelnik A1, Ay, ..., Ay s vnitinimi Uhly «;. V kazdém vrcholu A,

v s

uvazujme vnéjsi thel a; € (—mx, ), jako orientovany uhel zmény
tecného vektoru (méfeny proti sméru hodinovych rucicek). Pak plati

n
Z aj = 2.
i=0

Podobné pro kfivo€ary rovinny mnohouhelnik, jehoz strany jsou hladké
kfivky c;, které v bodech Ay, A,, ..., Ay havazuji s vnéjSim thlem @;

plati
n n
Z/ /<cz+z5q = 27.
i=0 Y Ci i=0
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Lemma 1.32

Bud ¢ = (x,y) : [a,b] — R? kladné orientovana Jordanova kfivka. Pak
ploSny obsah oblasti Int c je roven

b

b b
A:—/a y(t)x'(t)olt:/a x(t)y’(t)dt:%/a (xy' —xy)dt. (1)
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Véta 1.33 (Isoperimetrick& nerovnost)

Bud c : [a,b] — R? Jordanova kfivka délky | a bud’ A plo3ny obsah
vnitrku Int c. Pak

|2
— = A
47

pfitom rovnost nastane, praveé kdyz c je kruznice.

Lemma 1.34 (Wirtinger)

Necht f(t) : [0, 7] — R je hladka funkce, pro kterou plati

f(0) = f(xr) = 0. Pak
" 2 " 2
/0 f (t)dt>/O f2(t)dt

a rovnost nastane prave tehdy, kdyz f(t) = D sin(t), kde D je
konstanta.
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Definice 2.1 (Sféricka geometrie)

@ MnoZinou bodt jsou body jednotkové sféry S? ¢ R2.

@ Mnozinou pfimek jsou hlavni kruznice, tedy priseciky sféry s
libovolnou rovinou, ktera prochazi jejim stredem S.

@ Délky kfivek na sféfe méfime béznym zplisobem jako délky krivek
v RS,

@ Usecky jsou Useky piimek, které maji délku nejvyse .

@ Lze ukazat, Ze Gsecka je nejkratSi spojnici krajnich bodU. Jeji
délka je rovna pfisluSnému uhlu pfi stfedu sféry.

@ Sféricky trojuhelnik je definovan tfemi body na sfére, které nelezi
na jedné pfimce. Jeho hrany jsou tvofeny Useckami, spojujicimi
pFisludné tfi body. Za vnitfek trojuhelniku povazujeme mensi z
obou casti, na néz hrany trojuhelnika sféru rozdéli. Kazdy
trojuhelnik se zjevné vejde do néjaké polosféry ohranicené
néjakou hlavni kruznici.
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Véta 2.2
Jestlize vnitfni Ghly u vrchold sférického trojihelnika A, B, C postupné
oznacime «, 3, ~, pak pro velikost |[ABC| plochy trojuhelnika ABC plati

IABC|=a+ B+~ —m.

Zbynék Sir (MU UK) - Geometrie 39/103



Poznamka

Jsou-lia=m—a, f=m— B3, 7=m—~ vn&si thly trojuhelnika, pak
zjevneé plati B
|ABC| = 27 — (& + B+ 7).

Obecnéji uvaZzujme na sféfe uzavienou jednoduchou orientovanou
lomenou ¢aru Ay, Ay, ..., An, Ay V kazdém vrcholu A; lomené Cary
uvazujme uhel &; € (—m, ), jako orientovany Uhel zmény tecného
vektoru (méfeny proti sméru hodinovych ruci¢ek). Lomena ¢ara rozdéli
sféru na dva sférické mnohouhelniky. Pro velikost plochy
mnohouhelnika, ktery lezi po levé strané vSech orientovanych Usecek
pak plati

n
ALA . An| =21 =) &
i=0
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Poznamka
Pro kfivo€ary, jednoduchy kladné orientovany mnohouhelnik c, jehoz
strany jsou hladké kfivky c;, které v bodech Ay, A, ..., A, navazuji s

vnéjSim uhlem &; plati
@ Vv roviné

n n
Zw—Z/C./@Z—Zo'qzo
i=0 ™ i=0
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Poznamka
Pro kfivo€ary, jednoduchy kladné orientovany mnohouhelnik c, jehoz
strany jsou hladké kfivky c;, které v bodech Ay, A, ..., A, navazuji s

vnéjSim uhlem &; plati
@ Vv roviné

n n
27T—Z/C_HZ—254:0
i=0 ™ i=0

@ na jednotkové sfére

-y

i=0 v Ci

n
Rg — Zdi = Smtc
i=0
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Poznamka
Pro kfivo€ary, jednoduchy kladné orientovany mnohouhelnik c, jehoz
strany jsou hladké kfivky c;, které v bodech Ay, A, ..., A, navazuji s

vnéjSim uhlem &; plati
@ Vv roviné

n n
ZF_Z/C_HZ_ZO_”:()
i=0 ™ i=0

@ na jednotkové sfére

n n
2D ED L B
i=0 “Ci

i=0

@ na obecné orientované ploSe pozdeji dostaneme integral z
Gaussovy krivosti K

n n
27T—E /mg—g o_zi:/ K ds.
i—o /¢ i—0 Int c



Definice 2.3 (Polarita)

Pro kazdy bod A na sféfe definujeme jeho polarni pfimku (polaru) p(A)
jako prusecik sféry a roviny prochazejici jejim sttedem S a kolmé na
AS. A nazyvame polem p(A). Kazda pfimka mé& prave dva poly. Pro
kazdé dva body A, B zjevné plati

B € p(A) & Acp(B).

Rovnéz plati, Ze A i B lezi ve stejné polosféfe vymezené pfimkou p(A)
prave tehdy, kdyz lezi ve stejné polosféfe vymezené pfimkou p(B).
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Definice 2.4 (Polarni trojuhelnik)

Méjme trojuhelnik A, B, C, s Uhly «, 3,y a délkami stran postupné
a,b,c. Necht A’ je p6l pfimky urcené body B, C, ktery leZi na stejné
polosféfe jako bod A. Analogicky ziskame i body B’, C’. Trojuhelnik
A’ B’,C’ nazyvame polarni k trojahelniku ABC.

Zjevneé je pak i ABC polarni k A’,B’,C’. Pro thly o/, 3’,+ a délky stran
a’,b’, ¢’ trojuhelniku A’,B’, C’ plati

of = (W_a)v /8/ = (W_b)? 7/ = (W_C)? a = (71‘—0(), b’ = (ﬂ-_ﬁ)v ¢’ = (77_7

43/103
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Véta 2.5 (Sinova a cosinova véta)

Uhly pfi vrcholech sférického trojuhelniku A, B, C oznagime postupné
«a, 3,7 a délky stran protilehlych Ghléim o, 3,y 0zna¢ime postupné
a, b, c. Pak plati

o

cosc = cosacosb + sinasinbcos~.

o
COS7y = — COS « COS 3 + Sinasin 3 cosc.
o

sina _sinb  sinc
sina sin3  siny’

Disledek 2.6 (Pythagorova véta)

Jako dusledek pro pravouhly trothelnik (v = 7/2) dostaneme

cosc = cosacosb.

Zbynék Sir (MU UK) - Geometrie 441103



Definice 3.1
Necht & je oteviena podmnozina R?.

© Parametricka regularni plocha v R? je hladké regularni zobrazeni
p : 0 — R3, tedy takové, Ze hodnost Jacobiho matice p je ve
vSech bodech rovna 2. Ekvivalentné, vektory parcialnich derivaci
Pu, Pv Musi byt v kazdém bodé linearné nezavislé.

@ Mnozinu p(&) nazveme obrazem regularni plochy, nékdy ji
budeme znacit (p).

© Regularni param. plocha p se nazyva mapa, pokud je p navic
homeomorfismus & na (p).
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Necht p: ¢ — R3jemapaaf : R" 5 Q — R hladké zobrazeni, jehoz
obraz je podmnozZinou (p). Pak i zobrazeni p—! o f je hladké.
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Véta 3.3

Je-lip: 0 - R3mapaa ¢: ¢ — ¢ difeomeorfismus otevienych
podmnoZin R?, pak je také p = p o ¢ mapou. Naopak, jsou-lip a p dvé
mapy takové, ze (p) = (p), pak existuje difeomorfismus ¢ takovy, ze
p=po¢.
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Definice 3.4

Rekneme, 7e mnozina S c R3 je hladka plocha, pokud pro kaZdy bod
So € S existuje okoliU c R®amapap: 0 — Stak, ze UNS = p(0).
Soubor map, které pokryvaji celou plochu S se nazyva atlas plochy S.
Jsou-li p, p dv& mapy na S, pak budeme zobrazeni ¢ = ()t op
nazyvat (tam kde je definované) pfechodové zobrazeni mezi témito
dvéma mapami.
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Priklad 3.5

© Jednotkova sféra se Sesti mapami typu

p(U,V) = (U’V):l: 1—U%—Vf)
0 = {(u,v)eR?:u?+v2<1}
Q Valec (x,y,z) € R®:x? +y2 =1, |z| < 1) s mapami

P12(0,t) = (cos¢,sing,t), 01 = (—m,m) x (—1,1) a
O, =(0,27) x (—1,1).

© Graf hladké funkce z = f(x,y) je hladka plocha s jedinou mapou

p(u,v) = (u,v,f(u,v)).
© Jestlize F(x,y,z) je hladka funkce, pak definuji
S ={(x,y,z) : F(x,y,z) = 0}. Jestlize VF = (Fyx,Fy,F;) # 0 na
celé mnoziné S, pak S je hladkéa plocha s mapami z véty o
implicitnich funkcich.
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Poznamka

Pfipomenme si, Ze zobrazeni f je homeomorfismus, jestlize je to
bijekce a f i f 1 jsou spojita.

Poznamka

Necht p je prosta parametrizovana plocha definovana na omezené
oteviené mnoziné ¢. Jestlize navic Ize p spojité rozsifit na & a i po
rozSifeni je toto zobrazeni prosté, pak je p homeomorfismus a tedy i
mapa.
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Definice 3.6

Rekneme, Ze vektor W € R3 je teény vektor k plose S vbodé sy € S,
pokud existuje parametrizovana kfivka c(t) takova, Ze (c) C S,

c(tp) = sp a ¢/(tp) = W. MnoZina v8ech tecnych vektorli v bodé so € S
se nazyva tecny prostor k ploSe S v bodé sy a znaci se Ts,S.
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Véta 3.7

Te&ny prostor Ts,S Vv libovolném bodé je vektorovym podprostorem R3.
Jestlize p je mapana S a sg = p(ug, Vo), pak

TSOS — <pu(u07V0)7 pV(u07V0)>'
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Poznamka

Vektory py, py parcialnich derivaci v bodé (ug, vo) tedy tvofi bazi
teCného prostoru T, S a tento prostor je ztotoznén s R?
prostfednictvim derivace k p v bodé (ug, vp), kter4d ma tvar

p’: (a,b)" — apy + bpy.
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Definice 3.8

Jednodimenzionalni ortogonalni doplnék tecného prostoru Ts,S v
kazdéem bodé se nazyva normalnovy prostor a znaci se Ns,S.
Rekneme, Ze plocha S je orientovana, jestlize je v kazdém jejim bodé
zvolena jednotkova normala N takovym zplsobem, Ze existuje takovy
atlas plochy S, Ze pro kazdou jeho mapu p plati

_ Pu X Py
[Py X pv||

Poznamka

Pozdéji uvidime, Ze zobrazeni které kazdému bodu plochy pfifazuje
takovouto jednotkovou normalu je hladké zobrazeni z orientované
plochy na jednotkovou sféru a budeme ho nazyvat Gaussovo
zobrazeni.
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Definice 3.9

Je-li S plocha a sy € S jeji bod, pak na Ts,S definujeme skalarni
soucin jako restrikci kanonického Eukleidovského skalarniho soucinu
na R3

|50(W1,W2) = VT/l . V_\;z.

Tato symetricka bilinearni forma se nazyva prvni fundamentalni forma
plochy S v bodé sy € S.
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Véta 3.10

Je-li p(u,v) mapa, pak je prvni fundamentalni forma v kazdém bodé
vyjadrena vUci bazi (py, pv) symetrickou matici

911 912 Pu-Pu Pu-Pv nT
Gp = _ _ .
P <921 gzz> <pv “Pu Pv- pv) [P']" - [Pl

Poznamka

Prvni fundamentalni formu na ploSe mlzeme chapat rovnéz jako
kvadratickou formu, ktera se tradicné zapisuje jako

g11du? + 2g;,dudv + g,,dv?. Nékdy se pro koeficienty prvni
fundamentalni formy pouziva oznaCenigi; = E,gio = g1 =F a

g2 =G.
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Dusledek 3.11

Necht p(u,Vv) je mapa na ploSe S a c(t) = p(u(t),v(t)), t € (a, B)

/
parametrizovana kfivka na ploe. Pak ||c/(t)|| = (/(u’,v/)Gp <\lj/> a

/

jeji délka je tedy [ \/(u’,v’)Gp <\‘j,> dt.
Jestlize navic &(t) = p({(t), ¥(t)) je dali kfivka na ploSe S, kterd ma s
c(t) spole€ny bod, pak Ghel kfivek c(t), c(t) v jejich spole€ném bodé
definujeme jako Uhel jejich tecnych vektorll v tomto bodé a jeho
cosinus vypocitame jako

G/

(ulavl)Gp <\7/>

\/ v, (4] \/ @9 (§) |
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Poznamka

Pripomenmeé (MA), Ze je-li f hladka funkce na ploSe S, pak definujeme
integral prvniho druhu vzorcem

/ fdS ::/fop\/detGdudv:/fopHpuxpv\|dudv,
p(O) o o

ktery se neméni pfi reparametrizaci.

Poznamka
Velikost plochy dostaneme specialné pro f = 1.
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Definice 3.12

Mapap : ¢ — S se nazyva

© isometricka, pokud zachovava délku kfivek, tedy délka kazdé
(u(t),v(t)) je stejné jako délka p(u(t),v(t))

@ konformni, (téZ Ghlojevnd) jestlize zachovava thly meziNkﬁkaami,
tedy pro kazdé dve kfivky je thel mezi (u(t), v(t)) a (a(t), v(t))
stejny jako Uhel mezi p(u(t),v(t)) a p(a(t),v(t)).

Q pIocholevna jestlize je velikost kazdé oteviené podmnoziny
0 C 0 stejna jako velikost plochy p(&).
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Véta 3.13

Méjme mapu p : ¢ — S s matici prvni fundamentalni formy G,. Pak

O p je isometrickd mapa, pravé tehdy, kdyz G, = I,.

@ p je konformni mapa, pravé tehdy, kdyz G, = Al,, kde A > 0 je
hladké funkce u, v.

© p plochojevna mapa, praveé tehdy, kdyz detGp = 1.
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Priklad 3.14

© Mapy valce z prikladu 3.5 (2) jsou isometrické.
@ Mapa stereografické projekce je thlojevna.
© Mapy sféry ziskané z valce sloZzenim se zobrazenim

XvV1—22 yv/1—2z2 ,
VX2 y2 X2 y?

f(x,y,z]) = (

jsou plochojevné.
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Definice 3.15

Necht S je orientovana plocha, sp € S a Ns, jednotkova normala v
bodé sy. Druha fundamentalni forma lls, plochy S v bodé sg je
kvadraticka forma definovana na tecném prostoru Ts,S nasledujicim
zplisobem. Necht w € Ts,S a c(t) libovolna parametrizovana kfivka na
ploSe S takova, Ze c(ty) = sg a ¢/(tg) = w. Pak definujeme

IISQ(W) = C”(to) . NSO'
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Dusledek 3.16

Je-li p(u,v) mapa, pak je druha fundamentalni forma v kazdém bodé
vyjadrena vUci bazi (py, pv) symetrickou matici

H— <h11 h12> _ (puu ‘N puv - N>
h21 h22 pvu'N pw'N i
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Poznamka

Druhéa fundamentalni forma se tradi¢né zapisuje jako

hy1du? + 2h1,dudv + hypdv?. Né&kdy se pro koeficienty prvni
fundamentalni formy pouziva oznacenihy; =L, h1 =gy =M a
h22 = N.

Poznamka

Poznamka. Necht sy € S, Ng orientovana normala, w € TsS
jednotkovy te€ny vektor a kfivka c je parametrizovana obloukem a méa
oskulaéni rovinu so + (Ns,, W) (napfiklad je pfimo fezem plochy a
roviny obsahujici Ng,). Pak kfivost ¢ v bodé s je rovna =*lls, (W).
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Definice 3.17
Mé&jme orientovanou plochu S, bod na ploSe sg a nenulovy te€ny
vektor W € Ts,S. Pak definujeme normalovou kfivost plochy S v bodé

So Ve sméru w jako
Lo d(w)
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Disledek 3.18 (Meusnierova véta)

Necht c(t) je kfivka na orientované ploSe a « jeji kfivost. Pak v
kazdém jejim bodé plati

k€0S B = kn(c’),

kde 3 je thel, ktery sviraji vektory n a N.
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Definice 3.19

Minimum x4 a maximum x, normalové kfivosti v daném bodé sg
orientované plochy S se nazyvaiji hlavni kfivosti a odpovidajici sméry
se nazyvaji hlavni sméry.

Poznamka

PYi zméné orientaca méni druha forma plochy, normalové kfivosti a
hlavni kfivosti znaménko. Hlavni sméry zlstavaji stejné.
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Véta 3.20 (Eulerova formule)

V kazdém bodé sq orientované plochy S existuji dva navzajem kolmé
hlavni sméry (W1) (s minimalni norméalovou kfivosti k1) a (W) (s
maximalni normalovou kfivosti). Pro normalovou kfivost v libovolném
jiném sméru w € Tg S plati

kin(W) = cos?(a)ky + sin?(a)kz,

kde o je Uhel, ktery sviraji vektory w a w.
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Definice 3.21

V kazdém bodé orientovatelné plochy definujeme Gaussovu kfivost K
a stfedni kfivost H jako

K= KR1K2, H= w

Poznamka

Gaussova kfivost nezélezi na volbé orientace. BohuZel se pouziva
stejné pismeno H pro stfedni kfivost i pro matici druhé fundamentalni
formy. Nenechejme se tim zmast!
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Definice 3.22

Bod orientovatelné plochy se nazyva

O elipticky, jestlize v ném plati K > 0; jestlize navic x; = x, nazyva
se kruhovy.

@ parabolicky, jestlize v ném plati K = 0; jestlize navic k1 = rp =0
nazyva se planarni.

© hyperbolicky, jestlize v ném plati K < 0.
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Véta 3.23 (VypocCty v mapé.)

Jeslize p(u,Vv) je mapa na orientované oploSe a G, H pfislusné matice
prvni a druhé fundamentalni formy, pak

© hlavni kfivosti a hlavni sméry vyjadiené v soufadnicich vici bazi
{Pu, pv} nalezneme jako feSeni rovnice

a hi1 —Ag11 hio — )\912) <a)
H-G)(2) = =0,
( ) <b> <h21 —Ag21 hox — Mg/ \b
s neznamymi \ a (a,b)".

st _ gt
911022—9%, detG~

@ Pro Gaussovu kfivost plati K =

@ Pro stfedni kivost plati H = M12922—2Ni2012tho201;
2(911922—9%)
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Definice 3.24

Parametrizovanou kfivku c(t) na ploSe nazveme hlavni, jestlize pro
kazdé t je c/(t) hlavnim smérem. Kfivku nazveme asymptotickou,
jestlize pro kazdé t je xn(c/(t)) = 0.

Véta 3.25
Pro kfivku vyjadfenou v mapé jako c(t) = p(u(t),v(t)) plati, Ze je
© hlavni, pravé kdyz spliiuje diferencialni rovnici

(V/)Z —u'v’ (u/)z
det| 911 912 G2 | =0

his  hip hp

@ asymptoticka, pravé kdyz spliiuje diferencialni rovnici

hll(u’)z ain 2h12UIV/ ain h22(V/)2 =0.
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Definice 3.26
Necht c(t) je regularni parametrizovana kfivka na orientované plose

S. Geodetickou kFivost kfivky ¢ definujeme jako
c”-(Nxc’) det(c’,c” N)
lle[[® lerf)e

K/g 5
kde N je normala plochy v pfislusném bodé.

Poznamka

Geodeticka kfivost se neméni pfi reparametrizaci zachovéavajici
orientaci kfivky a méni znaménko pfi zméné orientace kfivky.
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Véta 3.27

Pro kazdou regularni parametrizovanou kfivku ¢ na orientované plose
S plati

K2 = kn ()% + /@é
a v jejich neinflexnich bodech navic plati

KR = kn(ON + Kg(N x ).
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Definice 3.28

Rekneme, Ze parametrizovana kfivka c(t) na plose S je geodetika,
jestlize v kazdém jejim bodé plati

C”(t) 1 Tc(t)S.

Véta 3.29

Parametrizované kfivka c(t) je geodetika na ploSe S pravé tehdy, kdyz
ma v kazdém bodé nulovou geodetickou kfivost a parametrizace
parametrem t mé& konstatni rychlost ||c’(t)||.
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Véta 3.30 (Soustava rovnic pro geodetiky)

Kfivka v mapé c(t) = p(u(t),v(t)) je parametrizovana geodetika prave
tehdy, kdyZ jsou splnény rovnice

d 1
at (911U' -+ gle') =3 ([gll]u(u/)z + 2[g12Juu’v’ + [gzz]u(Vl)2> )

d 1
ot (912u" + g22V') = > ([gll]v(u/)z + 2[g12]vu'V’ + [922]v (V/)2> :

kde G = {g;} je matice prvni fundamentalni formy plochy.
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Lemma 3.31

Pro kazdou mapu p(u, V) existuji hladké funkce F}j(u,v) tak, Ze

Puw = rilpu + I_ilpv +hyN
Puv = Pw = r%zpu + I_izpv +hoN
Pw = r%zpu + F%zpv + hoN,

kde hj; jsou koeficienty druhé fundamentalni formy plochy. Tyto funkce
Fk(u V) se nazyvaji Christoffelovy symboly a Ize je vyjadfit pomoci
koef|C|entu gij prvni formy plochy a jejich derivaci.

Véta 3.32

Soustavu rovnic pro geodetiky Ize ekvivalentné vyjadfit jako

u” 4+ (u)? +2rhuv/ +ri,(v')? = 0
v+ T2 (U2 + 2r2,u'v/ +F2(’)2 = "

‘
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Dusledek 3.33

Pro dany bod so € S a nenulovy vektor w € T, existuje e > 0 a pravé
jedna parametrizovana geodetika ¢ : (—¢, €) — S takova, Ze c(0) = s
ac’(0) =w.
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Lemma 3.34 (Euler-Lagrangeovy rovnice)

Necht F(t,uq,Vq,Us, Vo) je hladka funkce na (a, ) x R4, Necht
A,B € R? jsou dva pevné zvolené body. Pro libovolnou kfivku

c(t) = (u(t),v(t)) : (e, B) » R?

takovou, Ze c(a) = A, ¢(8) = B definujeme funkcional

B
<D(c):/ F(t,u,v,u’,v')dt.

Jestlize kfivka c je globalnim minimem funkcionalu ¢ pak pro ¢ plati
pro kazdou hodnotu t nasledujici rovnice

d [/ oF _ OF I
dt (a (t U,V,U V)) - 6ul(t’uvvau’v)a
d [/ oF , _ OF ;o
at <6 (t,u,v,u’, v)> = 6Vl(t,u,v,u V).
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Véta 3.35

Jestlize kfivka parametrizovana na ploSe konstantni rychlosti je
nejkratsi spojnici svych krajnich bodU, pak je geodetikou.
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Definice 4.1

Zobrazenif : S — S mezi dvéma plochami se nazyva hladké, jestlize
pro kazdé dvé mapyp: 6 —S,p: 0 — S je zobrazeni

f)_lofop

hladkym zobrazenim otevfenych podmnozin R2.
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Definice 4.2

Necht f : S — S je hladké zobrazeni mezi dvéma plochami. Pak pro
kazdé sq € S se linearni zobrazeni

df(So) ; TSOS — Tf(so)S,

které vektoru c’(0) pfifazuje vektor (f o ¢)'(0) nazyva te€nym
zobrazenim k f v bodé sg.
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Definice 4.3

Méjme orientovanou plochu S s jednotkovou normélou N a S? je
jednotkova sféra v R3. Zobrazeni,

N:S —S?,

které kazdému bodu pfifazuje pfisluSnou normalu se nazyva
Gaussovo zobrazeni. Dale pro kazdy bod sp € S definujeme
Weingartenovo zobrazeni jako

W(so) = —dN(So) : Ts,S = Ti(s)S” = Ts,S.

Véta 4.4

Weingartenovo zobrazeni je vyjadieno vici bazi (py, py) matici

W =G !H,

a tedy hlavni sméry a hlavni kfivosti jsou vlastnimi sméry a vlastnimi
Cisly Weingartenova zobrazeni.
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Poznamka

M&jme zobrazenif:S — S, mapup : 6 — S s matici prvni
fundamentalni formy G a mapu p = f op na S s matici prvni
fundamentalni formy G. Pro zobrazeni mezi plochami definujme
vlastnosti stejné jako v 3.12. Pak plati podobné jako v 3.13
Q fije isometricke, prave tehdy kdyZz pro kaZzdou takovou mapu plati
G =G,
Q fije konformni, pravé tehdy kdyZ pro kazdou takovou mapu plati
G = )G, kde X je kladna funkce na 2,
@ f zachovava velikosti ploch, prave tehdy kdyz pro kazdou takovou
mapu plati detG = detG.
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Definice 4.5

Pfedpokladejme, Ze S je plocha v R3. Riemannova metrika na S
pfitazuje kazdéemu bodu sy € S skalarni soucin Is, na teCném prostoru
Ts,S hladkym zplsobem. Pfesnéji pro kazdou mapu p(u,v) na S jsou
polozky matice

011 Y12
I :G U,V =
[pupe) = G(u,V) <921 922>

hladké. Symbolicky tuto Riemannovu metriku (ve zvolenych
souradnicich) zapisujeme jako vyraz

ds? := g1 du® + 291, du dv + gap dv?.
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Poznamka

Na plosSe s Riemannovou metrikou muzeme studovat délku, ahly,
plochy, isometricka, konformni a plochojevna zobrazeni. Jsou-li S S
dve plochy s R. metrikami s maticemi G a G, pak vlastnosti zobrazeni
f:S—>S studuleme porovnanim matic G a DTGD, kde D je matice df
vyjadrena vlci prislusnym bazim. Geodetiky definujeme jako kivky
splfiujici rovnice 3.30. NejkratSi spojnice jsou pak geodetiky v duchu
vety 3.35.

N
o
<
N
N
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Definice 4.6

Budeme uvazovat vektorovy prostor M3 = {x = (Xg, X1, X2)|X; € R} s

kvadratickou formou Q(x) = —x3 + x2 + x3. Definujeme plochu jako
jeden list dvoudilného hyperboloidu

Hy = {(X0,X1,X2) € M3| = x¢ +x% +xZ = —1,% > 0}.

V kazdém bodé definujeme Riemannovu metriku jako zUzeni formy Q
na te€ny prostor (toto uz je pozitivné definitni).

Definice 4.7
Pfimky na H, definujeme jako priiniky rovin prochazejicich poc¢atkem s
H,. Usecky definujeme jako souvislé omezené Gseky pfimek.

Zbynék Sir (MU UK) - Geometrie

87 /103



Véta 4.8

Grupa SO(2,1), kterou definujeme jako podgrupu v8ech regularnich
matic generovanou maticemi tvaru

1 0 0 coshgB sinhg 0
M;=1[0 cosa sina a My | sinhg coshs 0],
0 —sina cosa 0 0 1

tvofi grupu pfimych izometrii plochy H, s Riemannovou metrikou.
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Definice 4.9

Mnozina U = {[u,v] € R2|u? + v? < 1} spolu s Riemannovou metrikou

4

2 _

du? + dv?)

se nazyva kruhovy Poincarého model hyperbolické roviny.

Véta 4.10

Stereografick& projekce mezi diskem U a hyperboloidem H,

1+ u?+v? 2u 2v
q)(u?V)_ 1_u2_V2’1_u2_V2’1_u2_vz’

je isometrii vzhledem k pfisluSnym Riemannovym metrikam.
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Definice 4.11

Mnozina H;. = {[x,y] € R?|y > 0} spolu s Riemannovou metrikou

ds? = y—12(de +dy?).

se nazyva polorovinovy Poincarého model hyperbolické roviny.
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Véta 4.12

Zobrazeni, které bodu z = x + iy € H. pfifazuje bod { =u +iv € U,
pro ktery plati

oz
oz i
je isometrii mezi Hy a U vzhledem k pfislusSnym Riemannovym

metrikam a jeho inverze ma tvar

_i(1+9)
Z = 1-¢
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Véta 4.13

Zobrazeni tvaru

_az+b
cz4d’

©(z) a,b,c,deR, ad —-bc=1

tvori grupu pfimych isometrii H.. Pfimky a usecky vU a H
definujeme jako obrazy pfimek a Usecek v H,. Pfimky jsou v téchto
modelech béZné Usecky a kruhové oblouky kolmé na hranici modelu.
Pfimky spliuji geodetické rovnice a Usecky jsou nejkratSimi spojnicemi
svych bod0.
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Véta 4.14

V polorovinovém modelu hyperbolické geometrie je plocha
hyperbolického trojuhelnika s thly «, 5,y rovna

m—(a+B+7).
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Véta 4.15 (Theorema egregium.)

Gaussovu kfivost K Ize vypocitat pomoci koeficientli matice prvni
fundamentalni formy G a jejich derivaci.
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Poznamka
Vzorec pro K ma pfi obecné mapé pomérné komplikovany tvar

—3(911)w + (912)wv — 3(922)wu 3(912)u (912)u — 3(911)v 0
(912)v — 3(922)u g11 J12 — |3(912)v
%(gzz)v J12 J22 %(gzz)u
(detG)?
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Definice 4.16

Rekneme, Ze kfivka c(t) na ploSe orientované ploSe je jednoducha,
uzaviend, kladné orientovana kfivka, jestlize existuje mapap: & — S
takova, Ze c(t) = p(c(t)), kde c(t) = (u(t),v(t)) je Jordanova
jednoduchd, uzaviena kfivka v roving, kladné orientovana (proti sméru
hodinovych ruciek) a navic Int ¢ C ¢. Oznaéme Int ¢ = p(IntC).

Zbynék Sir (MU UK) - Geometrie 96 /103



Véta 4.17

Necht ¢ jednoduchd, uzaviena, kladné orientovana kfivka na ploSe S.

Pak
/ KdSZZTI'—/FLgdS,
Int c [

kde g je geodeticka kfivost kfivky ¢ a K je Gaussova kfivost plochy S.
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Definice 4.18 (Kfivocary mnohouhelnik na plose)

Rekneme, Ze c(t) = p(&(t)), t € (o, B) je po Eastech hladka,
jednoduchad, uzaviena, kladné orientovand kfivka na ploSe pokud
splfiuje vS8echny podminky definice 4.16 kromé hladkosti c(t) v
konecné mnoha bodech a =ty <t; < ... <t, = 3, ve kterych je
pouze spojita a existuji jednostranné nenulové derivace ¢’_(t;) a ¢/, (t;)
pro vSechnai =0,...,n..

MnoZinu .#= ¢ U Int(c) budeme nazyvat kfivoCary mnohouhlenik,
body c(t;) se nazyvaji vrcholy tohoto mnohouhlenika a kfivka ¢ zGZena
na dil¢i intervaly déleni se nazyva hranou mnohouhelnika. Kfivka ¢ se
nazyva obvod mnohouhlenika. Orientovany (proti sméru hodinovych
rucicek) thel oy € (—, w) mezi vektrory c’_(t;) a ¢/, () se nazyva
vnéjsi uhel mnohouhelnika u vrcholu c(t;).
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Véta 4.19

Necht c(t) je obvod kfivocarého mnohouhelnika na ploSe S s vnéjSimi
orientovanymi Ghly a4, ..., an u svych vrcholl. Pak

n
/ KdSzZW—/ﬁgdS—Zai.
Intc c i—1
Dusledek 4.20

Pfredpokladejme, Ze c je kfivocary trojuhelnik s vnitfnimi uhly o, 8, u
svych vrcholll a Ze jeho hrany jsou jsou geodetiky. Pak

/ KdS=a+p+y—7
Int c
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Definice 4.21 (Triangulace a Eulerova charakteristika plochy)

Necht S je kompaktni plocha. Jeji triangulace je soubor kfivocarych
mnohouhelnikd .#;,i = 1,...,k na S s nasledujicimi vlastnostmi:

(1) existuje atlas na S takovy, Ze kazdy mnohouhelnik .#; se vejde i se
svym obvodem do nékteré mapy tohoto atlasu;

(2)S = Urzljlﬁ

(3) proi #j je .4 N .#; bud prazdna mnoZzina, nebo spolecna hrana,
nebo spolecny vrchol;

(4) Kazda hrana triangulace je hrana pravé dvou mnohouhelnikd.
Eulerova charakteristika plochy S je Cislo, ur¢ené nasledujicim
zplsobem: zvolme trinagulaci, kterd ma mnozinu stén
(mnohouhelnikd) S, oznaéme V mnozinu vSech vrcholdl, H mnozZinu
v3ech hran. Pak Eulerova charakteristika x se definuje vztahem

x = V| = H[+[S].
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Véta 4.22

Necht S je kompaktni plocha, pak

/de = 27y,
S

kde K je Gaussova kfivost a x je Eulerova charakteristika S.

Dusledek 4.23

Eulerova charakteristika nezavisi na volbé triangulace. [q K dS se
neméni pfi hladké deformaci kompaktni plochy.
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Definice 4.24

V kazdém vrcholu uzavieného mnohosténu definujeme diskrétni
Gaussovu jako defekt souctu prilehlych Ghld.

Kv)=2r— > o

ajeStar(v)

-
5

v
¥

Spherical Vertex Euclidean Vertex Hyperbolic Vertex
3600 - (sum of ajs) > 0 3600 - (sum of as) = 0 3600 - (sum of azs) <0
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Véta 4.25

Pro uzavieny mnohostén s mnozinou vrchold V a Eulerovou
charakteristikou x plati

D K(vi) =27y

vieVv
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