
Geometrie - cvičeńı 5

Bodové hodnoceńı nemá praktický význam, pouze naznačuje obt́ıžnost př́ıkladu.

1. V libovolném bodě sféry x2 + y2 + z2 = r2 určete normálovou křivost v obecném směru,
hlavńı křivosti, Gaussovu a středńı křivost. (0,5 bodu)

2. V libovolném bodě plochy x sin z − y cos z = 0 vypoč́ıtejte normálovou křivost v obecném
směru a hlavńı křivosti. (0,5 bodu)

3. V obecném bodě určete hlavńı křivosti na rozvinutelných plochách:

(a) kuželové ploše, (0,5 bodu)

(b) válcové ploše, (0,5 bodu)

(c) ploše tečen prostorové křivky. (0,5 bodu)

4. Pro plochu danou mapou p(u, v) = [u, v, u2 − v2] v bodě p(0, 0) určete normálovou křivost
v libovolném směru, hlavńı křivosti a hlavńı směry. (0,5 bodu)

5. Určete hlavńı křivosti a hlavńı směry v libovolném bodě toru s mapou

p(u, v) = [(R+ r sinu) cos v, (R+ r sinu) sin v, r cosu], u, v ∈ (0, 2π) a R > r.

(0,5 bodu)

6. Určete prvńı a druhou základńı formu plochy nějaké mapy elipsoidu x2

a2 +
y2

b2 +
z2

c2 = 1. Určete
Gaussovu a středńı křivost v bodě [a, 0, 0]. (1 bod)

7. Určete Gaussovu a středńı křivost pro dvě r̊uzné mapy paraboloidu z = a(x2+y2) pro a > 0:

• p1(u, v) = [u, v, a(u2 + v2)], u, v ∈ R a

• pro mapu vzniklou rotaćı křivky c(t) = [t, 0, at2], t ∈ R okolo osy z.

Výsledek interpretujte. (1 bod)

8. Určete hlavńı křivosti na rotačńı ploše. Jaká je podmı́nka, aby Gaussova křivost byla kon-
stantńı? Vyjmenujte plochy s konstantńı Gaussovou křivost́ı K = −1, 0, 1. (1 bod)

9. Určete Gaussovu křivost obecné př́ımkové plochy, ukažte, že nikdy neńı kladná. (0,5 bodu)

10. Vypočtěte Gaussovu křivost pseudosféry s mapou

p(u, v) = [e−u cos v, e−u sin v,

∫ u

0

√
1− e−2tdt].

(0,5 bodu)

11. Určete funkci f(t) tak, aby byla plocha s mapou p(u, t) = [f(t) − 2u, tf(t) − 2tu, u + ut2]
rozvinutelnou. (0,5 bodu)



Výsledky

1. κn = 1
r , všechny směry jsou hlavńı, K = 1

κ2 , H = 1
κ (0,5 bodu)

2. V parametrizacei p(u, v) = [u cos v, u sin v, v] jsou hlavńı směry κ1,2 = ± +
u2+1 a normálová

křivost κn(w) =
−2w1w2√

u2+1(w2
1(u

2+1)w2
2)

(0,5 bodu)

3. (a) Pro p(s, v) = va(s), kde s je oblouk na a(s), která lež́ı na jednotkové sféře. Pak hlavńı

křivosti jsou κn1 = det[a,a′,a′′]
v , κn2 = 0. (0,5 bodu)

(b) Pro p(s, v) = a(s) + cv, kde s je oblouk na a(s) a c konstantńı jednotkový vektor. Pak
hlavńı křivosti jsou κn1

= det[a′′, a, c], κn2
= 0. (0,5 bodu)

(c) Pro plochu tečen křivky c(s) parametrizované obloukem jsou hlavńı křivosti κn1
= τ

vκ ,
κn2

= 0. (0,5 bodu)

4. κn1 = 2 s hlavńım směrem (±1, 0), κn2 = −2 s hlavńı směrem (0,±1). Normálová křivost ve
směru w1, který sv́ırá se směrem pu odpov́ıdaj́ıćım hlavńımu směru maximálńı křivosti úhel
α plat́ı κn = 2 cos 2α. (0,5 bodu)

5. κn1
= 1

r , κn2
= sinα

R+r sinα (0,5 bodu)

6. Pro mapu p(u, t) = [a cos t cosu, a sin t cosu, c sinu], u, t ∈ (0, 2π) je

G =

(
sin2 u(a2 cos2 t+ b2 sin2 t) + c2 cos2 u 1

4 (a
2 − b2) sin 2t sin 2u

1
4 (a

2 − b2) sin 2t sin 2u cos2 u(a2 sin2 t+ b2 cos2 t)

)

H =

(
−abc 0
0 −abc cos2 u

)
·
√

b2c2 cos4 u cos2 v + a2c2 cos4 u sin2 v + a2b2 sin2 u cos2 u.

K = a2

b2c2 a H = a(b2+c2)
2b2c2 . (1 bod)

7. K = 4a2

(1+4a2(u2+v2))2 a H = 2(a+2a3(u2+v2))

(1+4a2(u2+v2))
3
2

resp. K = 4a2

(1+4a2t2)2 a H = 2a+4a3t2

(1+4a2t2)
3
2
, t2 =

u2 + v2 (1 bod)

8. Rotujeme-li křivku c(s) = [x(s), 0, z(s)] podél osy z, dostáváme κn1 = z′x′′ − z′′x′ a κn2 =

− z′

x . Řešeńım je např́ıklad pro K = 0 rotačńı válcová plocha, rotačńı kuželová plocha, část
roviny, pro K = 1 sféra, pro K = −1 pseudosféra. (1 bod)

9. Pro plochu p(s, v) = c(s) + va(s) je K = − h2
12

det[G] . (0,5 bodu)

10. K = −1. (0,5 bodu)

11. f(t) = c
1+t2 , c ∈ R (0,5 bodu)


