Diferencialni geometrie kiivek a ploch
cviceni 1
Podminky pro ziskani zdpoctu: Celkem je tieba ziskat 30 bodi. Body je mozno ziskat nasledu-
jicimi zpusoby:

e (10 bodi1) Utast na minimélné 10 cvicenich (tj. maximélné 3 absence). Nelze ziskat jen Gést
bodu.

e (max. 4 body za cviceni) Za odevzdani feseni piikladu nespocitanych na cviceni a to do 2
tydnu od zadani.

Pro ty, ktef{ nenasbiraj{ dostatecny poc¢et bodi béhem semestru (poé¢itdme, ze nikdo takovy ne-
bude), bude ve zkouskovém obdobi zorganizovan 1 zdpoctovy test. Detaily doplnime nakonci se-
mestru.

1. V prostoru méjme body A =[1,2,3], B = [0, -2, —1].

(a) Naleznéte reguldrni parametrizaci usecky AB.

(b) Naleznéte vSechny parametrizace c(s) tsecky AB obloukem tak, aby bod ¢(0) lezel ve
tretiné AB, blize k bodu A.

(c) Naleznéte parametrizaci AB tak, aby obsahovala singuldrni bod. (1 bod)
2. Uvazujme v roviné kruznici 22 + 32 = 1. Postupné ji parametrizujte

(a) Obloukem pomoc{ goniometrickych funkei, uvazujte ruzné vychoz{ body a orientace.
(b) Projekei osy x na kruznici ze stiedu [0, —1] (stereograficka projekce).

(¢) Jako y = f(x), ptitom si pfipomente vétu o implicitnich funkeich.

Pokuste se najit nékteré reparametrizace mezi témito parametrizacemi. Pfi reparametrizaci
mezi a) a b) si pfipomeiite zndmou substituci tangens polovi¢niho tdhlu. (1,5 bodu)
)

3. Kubiky. Mdme tfi implictiné zadané kiivky jako mnoziny téch bodu v roviné, které spliuji

rovnice
y?—a2® =0 (0,5 bodu,)
yvP—a®—a2?=0 (0,5 bodu)
23 —y3 —3zy =0 (1 bod)

Najdéte néjaké (nejlépe raciondlni) parametrizace téchto kiivek zkuste je nacértnout.

4. Cykloida. Uvazujme kolo o poloméru a, které se vali konstantni rychlosti v po ose x doprava.
Parametricky popiste trajektorii bodu na kole, ktery v ¢ase ¢t = 0 nachdzel v bodé (0, 0).

(1 bod)

5. Hypocykloida. Uvazujme kruznici o poloméru r, kterd se vali po vnéjsi strané kruznice o po-
loméru R. Parametricky popiste trajektorii zvoleného bodu na pohyblivé kruznici. Na¢rtnéte
tuto kiivku pro piipad R = r, urcete parametricky interval na némz se kiivka uzavie a
spoctéte jeji délku.

(1,5 bodu)

6. Lemniskata. Uvazujme body F; = [~1,0], F» = [0,1] v R%. Najdéte parametricky popis
mnoziny téch bodii Z € R?, které spliuji rovnici

|y — Z2|Fy — Z* = 1. (1,5 bodu)
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Kissoida. Uvazujme kruznici £ o poloméru r a néjakou jeji te¢nu p. Oznacme jako S bod
dotyku piimky p s kruznici k£ a necht bod A lezi na kruznici k naproti bodu S. Pro polopfimku
q, kterd vychdzi z bodu A a kterd se protind s ptimkou p, ozna¢me jako R bod pruniku p a
q, jako @ bod pruniku k a g. Oznaéme jako P bod na ¢, ktery spliuje |[A — P| = |Q — R).
Najdeéte rovnici, kterd uréuje mnozinu vsech takovych bodu P, a najdéte parametricky popis
této mnoziny. (1 bod)

Tractrix je krivka, kterou kopiruje predmét tazeny na provdzku. Ve vychozi situaci se
predmét nachdz{ v bodé [0,1] a ¢lovék v pocdtku, tj. v bodé [0,0]. Clovék se pohybuje

konstantni rychlosti v podél osy x a tdhne pfedmét na provazku délky 1. Najdéte néjakou
parametrizaci tractrix. (1,5 bodu)

Vivianiho kfivka. Parametrizujte prunik sféry s vdlcovou plochou, kterd prochézi stfedem
stéry a m& poloviéni prameér. (1 bod)

Naleznéte hladkou parametrizaci mnoziny

{[0, ),y € (0, 1)} U{[, 0],z € (0,1)}

a nahédnéte, ze takova parametrizace musi mit singularni bod. (1,5 bodu)



Diferencialni geometrie kiivek a ploch
cviceni 1 - vysledky

1. (a) c(t)=[1—1t,2—4¢3—4t], t €[0,1]
(b) c(s) = [——ig—ié—i],se[—@ 2‘/ﬁ}nebo

o]

(
( V333 T V333 V33 R
s 2 4s 5 4s 2v33 V33
os) = [3+ g B+ 25 b+ ag] L se [-24B, 42
(c) c(t) = (1 — 12,2 — 4¢%,3 — 4t%), t € [0, 1]

2. (a) Pro vychozi bod [cos a,sin a] je parametrizace proti sméru hodinovych rucicek
c(s) = [cos(s + @), sin(s + «)], s € [0, 27]. (1)
A parametrizace po sméru hodinovych rucicek

c(s) = [cos(—s + a),sin(—s + a)], s € [0, 27]. (2)

(b) c(t) = [%L—ﬂ  teR.

(¢) horni pulkruznice: c(t) = [¢t, V1 —¢2], ¢t € [-1,1]
doln{ pulkruznice: c(t) = [t, —v1 — 2], t € [-1,]]
Napiiklad reparametrizace mezi (1) a (2) je sp = —s1, mezi (a) a (b) je t, = tg (), mezi
(a) a (c) je t. = cost,. Dolnf index vzdy odkazuje na parametrizaci.

Nésledujici parametrizace jsou jen jednim z nekone¢né mnoha spravnych feseni:
3. (a) ct)=[%t), teR
) ct) =2 -1L,tt*-1)], teR
() c(t) = [1;—3;%} t e R {-1}
4. c(t) = [a(t —sint),a(l — cost)], t e R

5. ¢(t) = [(R+r)cost —rcos (tEL)  (R+7)sint —rsin (tEL)], te R
Pro R = r se kiivka uzavie po ubéhnut{ intervalu ¢ € [0, 27), délka kiivky je 16R.

2 2si
6. clt) = |12t Y2sinteost] y e (]

.\1
| |

2at3
[1+t27 1+t2} , teR

cosht] teR

8. c(t) = [t — tght,
t) = [cos?t, 882 sint], t € (—m, 7]

10. y
[e!=t7,0] prote (—1,0)
c(t) =< 10,0] prot =0

-2

[0,e=t7] prote (0,1)



Diferencialni geometrie kiivek a ploch
cviceni 2

Pro kiivku c(s) parametrizovanou obloukem definujeme v kazdém jejim bodé c(s)

jejl teény vektor t(s) = c'(s),
jeji te¢nou primku jako mnozinu c(s) + (t(s)),

jejl krivost jako k(s) = |¢”(s)] = |t'(s)].

Body, ve kterych je kiivost nulova nazyvame inflexni. V kazdém bodé, ktery neni inflexni, dale
pro kiivku definujeme

jejl normdlovy a binormdlovy vektor

t’ t/
n=—=—, b=txn,
It &

ortonormdlni Frenetiv repér jako uspoiadanou trojici {t(s),n(s), b(s)},
jejl oskulacnd rovinu jako mnozinu c(s) + (t(s), n(s)),

jejl rektifikacnd rovinu jako mnozinu c(s) + (t(s), b(s)),

jeji normdlovou rovinu jako mnozinu c(s) + (n(s), b(s))

a jeji torzi T vztahem b’(s) = —7(s) n(s).

V obecné parametrizaci plati vzorce

C(€x@)-&  det[é,&,¢]
EE T exelr T Jexé?

_|(:><é|

. Parametrizujte nasledujici kiivky obloukem:

(a) c(t) = [at,av2Int,at™'] pro t € (0,00), (0,5 bodu,)
(b) c(t) = [t —sint,1 — cost,4sin(%)] pro t € R. (0,5 bodu)
Je dana prostorova kiivka
c(t)=[3t—t33t>3t+t*], teR
spoctéte jeji kiivost a torzi v obecném bodé a urcete Frenetuv repér v bodé ¢(0). (1 bod)

Urcete Frenetuv repér kiivky c(t) = [t, 12, et] , t€eR vbodét=0. (0,5 bodu)

Je dana parametrizovand kiivka

Ls o Ly 23, 243
==t + 2 -2t ——t+ 283 +42, -3 — 42|, te(0,2).
c(t) P gt T3ttt (0,2)
V bodé t = 1 naleznéte jeji kiivost, torzi a Frenetuv repér. (1 bod)

Urcete kiivost a torzi v obecném bodé sroubovice c(t) = [Rcos(t), Rsin(t),at], ¢t € R.
(0,5 bodu)
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Spoctéte rovnici oskulacni roviny kiivky:

c(t) = [cos® t,sin’ ¢, cos(2t)] te (0, g)
(1 bod)
Urcete prusecnici roviny z = 0
(a) s normélovou rovinou
(b) s oskulaéni rovinou
sroubovice c(t) = [cost,sint, ], t € R v bodeé ¢(F). (1 bod)
Zjistéte zda kiivka c(t) = [%, %, t+ 2} , t € R\ {1} lezi v roving, piipadné v jaké.
(1 bod)
Studujte kfivost pro elipsu Z—; + z—j =1, urcete jeji maxima a minima. (1 bodu)

Odvodte vzorce pro kiivost kiivky dané jako graf funkce y = f(z), = € R v kartézskych
soufadnicich a pro kfivost kiivky dané jako graf funkce v poldrnich soufadnicichr = g(p), ¢ €
R. (1,5 bodu)

Urcete funkei f(t), tak aby méla kiivka c(t) = [rcost,rsint, f(¢)], t € R nulovou torzi.
(1 bod)
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Diferencialni geometrie kiivek a ploch
cviceni 2 - vysledky

(a) s =lal (t= )
(b) s=2t
/{(t) =3 21 Pl T(t) = %
+1)2> 3(t2+1)
— 1 1 _ _ 1 1
60) = (J5.0. %) +n(0) = (0,1,0),b(0) = (=450, %)

<
80) = (J5:0. J5) -n00) = (5% 595503 PO = (.5 3)

K(t) = goige, T(t) = oripe

4(x cost —ysint) — 3z = cos 2t

Oskulacni rovina je v+ 2z = 7 prisecnice z = 5, normdlovd rovina je —x +z = 3, prisecnice

= _T
xr = R

Kiivka lezi v roving, protoze 7(t) = 0. Jednd se o parabolu, kterd lez{ v roviné z—3y+3z = 5.

Pro parametrizaci c(t) = [acost, bsint], ¢ € [0,27) je pro a < b maximalni kiivost v bodech

t=75 at:%’r a minimalni vi=0at=mr.
Pro kiivku zadanou jako graf funkce v kartézskych souradnicich k = % a v poldrnich
142
2 . o
soufadnicich x = 129" 994971
V92 +g?

Funkce musf splitovat f(t) + f(£) = 0, tedy f(t) = a+ bcost + csint, kde a,b, ¢ € R.
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Zobecnénd Sroubovice je ktivka pro kterou existuje smér, se kterym teény ktivky sviraji konstantni

thel.

Pro reguldrni kiivku c(t) definujeme v kazdém jejim bodé c(tp) s nenulovou kiivost{

e jeji polomeér krivosti jako R(t) = R(l

oL
o jeji stred krivosti jako bod c(t) + R(t)n(¢),

Pro reguldrni rovinnou kfivku c(t) definujeme v kazdém jejim bodé c(¢p) s nenulovou kiivosti
oskulacni kruznici jako kruznici se stfedem c(t) + R(¢)n(¢) a polomérem R(t).

Evoluta je kiivka stfedt oskula¢nich kruznic.
Evolventou k reguldrni kiivce c(t) nazveme kiivku e(t) splaujici v kazdém bodeé c(to)

e e(tp) lezi na pifmce c(tg) + (c'(to))
e ¢(to) L ¢(to)
Priklady
1. Dokazte, ze pokud je c(t) reguldrni kiivka a c(tp) bod s nenulovou kfivosti, ma ze vsech
kruznic oskula¢ni kruznice s kiivkou c(t) v bodé c(tg) dotyk nejvyssiho fadu. (1 bod)
2. Ukaizte, ze c(t) = [3t — ¢3,3t?,3t + ¢3] , ¢ € R (viz pifklad 2 z druhého cviceni) je zobecnénou
Sroubovici a urcete smér, se kterym tecné vektory sviraji konstantni thel. (0,5 bodu)
3. Vypoctéte v obecném bodé kiivost a torzi kiivky
c(t) = [3t—t3,2¢3+3¢%,2¢> - 3¢*], t€(0,2).
Ukazte, ze pomeér kiivosti a torze je konstantni.
Ukazte, ze c(t) je zobecnénou §roubovici a uréete smér, se kterym teéné vektory svirajf
konstantn{ tihel. (1,5 bodu)
4. Dokazte, ze kiivka c(t) s nenulovou kiivosti je zobecnénou sroubovici pravé tehdy kdyz je
pomeér % konstantni. (1,5 bod)
5. Ukazte, ze evoluta kfivky s konstantni kiivosti a nenulovou torz{ ma stejnou konstantni
kiivost. Jakd je torze evoluty? (2 body)
6. Dokazte, ze pro evolventu e(s) kiivky ¢(s) parametrizované obloukem plat{
e(s) = c(s) + (so — s)t(s),
kde s¢ je néjaky bod definiéniho oboru c(s). (0,5 bodu)
7. Ukazte, ze kiivka je envolutou své evolventy a naopak. (1 bod)
8. Najdéte evolutu k elipse Z_z + ‘Z—j =1 (1 bodu)
9. Retézovka je kiivka, kterd odpovidd hmotnému elastickému lanu o hustoté p zavéseného v

bodech [—b, a], [b, a]. Parametrizujte ji.

Ndpovéda: Piedpoklddejme, Ze po¢atek soustavy soufadnic je nejnizsim bodem lana. Necht
T(z) = (T (z), T2(x)) je tahovéa sila pusobici na bod lana, tj. sila, ktera je reakci na gravitaéni
silu é4sti lana, kters lez{ mezi danym bodem a vzdalenéjsim koncem lana. Necht 0 < x¢ < 7.
Pak mdme z rovnosti sil T1(zo) = —T1(21).- (1,5 bodu)
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Ovéite, ze tractrix je evolventou fetézovky. (1,5 bodu)
Ovéfte, ze evolventa S§roubovice je rovinnd kiivka. (1 bod)
Ukazte, ze evolventa cykloidy je opét cykloida. (1 bod)

Uvazujme kiivku c(t) = [t,#2,¢3] v R? pro realny parametr ¢t € R. Ukazte, ze pro libovol-
nou ¢tvetici po dvou ruznych bodu lezicich na c(t), neexistuje rovina, kterd by tyto body
obsahovala. (1,5 bodu)
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Diferencialni geometrie kiivek a ploch
cviceni 3 - vysledky

. Porovnanim ¢lenti v Taylorové rozvoji podle oblouku.

a=(0,01),a=71

_ _2V2 _ 2 Ko _ 1 T YIL
K= sanint T = 3@ - = V2, a= 7(1,1,1), a =54°44
Derivaci a - t = konst. dostaneme, ze a lezi v rektifika¢ni rovniné, derivovanim dostaneme

£ — tana.
=

I{2

Tpiv

Z definice, hledame jaky nasobek te¢ny lezi na evolventé, dostdvame, ze jeho derivace musi
byt —1.

( az )2/3+( bx )2/3:1

a2—b2 a2—b2
c(t) = [t, C cosh (%) + k’], kde C' = T;—(po) a k urcéime dle poc¢atecénich podminek.

e(t) = [cost + tsint + t—‘\/’i sint,sint — tcost + t—(’2 cost, t—‘\/%}
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Krivkovy integrdl 1. druhu

B
/ Wz, y)ds = / B (t), y(t)e(t)|dt

Cc «

Krivkovy integrdl 2. druhu

B

/f(w,y)dw+g(w,y)dy ::/ [f (@), y(1)2(t) + g(2(t), y(t))y(B)]dt.

pro c(t) = [z(t),y(t)], t € (o, B) rovinou parametrizovanou kiivku a f(z,y), g(x,y), h(z,y) spojité
funkce definované v bodech kiivky.
Greenova véta Necht Q C R? je oblast (t.j. jednoduse souvisld omezend oteviend mnozina),
jejiz hranice 99 je kladné orientovand (proti sméru hodinovych rucicek) jednoduchd uzaviend
rovinna kiivka. Necht f(z,y) a g(x,y) jsou hladké funkce definované na néjakém okoli Q. Pak

_ [ (%9 _9f
/{m f(z,y)dz + g(x, y)dy = /Q (8x 8y> dzdy.

Plocha A oblasti uzavrené krivkou

1

B B8 B
A= / w(t)i(t)dt = — / y(B)i(t)dt = / (2(t)3(t) — y(t)(t))dt.

2

kde c(t) = [z(t),y(t)], t € (o, B) je jednoduchd rovinnd uzaviend kiivka parametrizovand libo-
volnym parametrem proti sméru hodinovych rucicek.

(0,5 bodu)

(0,5 bodu)

(0,5 bodu)

Priklady
1. Spoctéte délku kiivky c(t) = [t —sint, 1 — cost,4 cos 1| na intervalu t € (0,27). (0,5 bodu)
2. Spoététe délku asteroidy c(t) = [acos®t, asin® t] na intervalu ¢ € (0, %).
3. Vypoctéte kiivkovy integral 1. druhu
/ |z|ds,

kde c je parabola y = 22, z € (0,1).

4. Vypoctéte kiivkovy integral 2. druhu
/(a —y)dx + xdy,

kde c(t) je cykloida c(t) = [a(t — sint),a(1 — cost)], ¢t € (0,27).

5. Spoctéte kiivkovy integrédl 2. druhu

2 2
- x
/ 5y 5d$+ 5 5dy
c T3 + Y3 r3 +ys3

=1 od [0,1] do [1,0].

2
3

kde c je kfivka T3+ y

(0,5 bodu)
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Pomoci Greenovy véty spoctéte kiivkovy integral

/ (& + y)dz — (= — y)dy,

Cc

kde c je kladné orientovand elipsa z—z + z—z =1,a>0,b>0. (0,5 bodu)

. Urcete obsah plochy ohranicené kiivkou c(t) = [sint, g}, kde t € (—m, 7). Tuto oblast

nacértnéte. (0,5 bodu)

Jaky obsah m4 plocha, kterou muze spést koza pfivdzand na provazu o délce L k mohutnému
stromu, ktery mé kmen o kruhovém prufezu s polomérem a, L < wa. Misto, kde je provaz

privazany ke stromu se nehybe. (1,5 bodu)
Urcete kiivku s pfirozenymi rovnicemi x(s) =5 a 7(s) = —2. (0,5 bodu)
Uréete kiivku s piirozenymi rovnicemi k(s) = s~1, 7(s) = 0, pro s > 0. (1 bod)

Naleznéte parametrizaci kiivky (sta¢i integralni formule), kterd mé nulovou torzi a jejiz
k¥ivost je k(s) = s. Kfivku nacrtnéte. (1 bod)
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Diferencialni geometrie kiivek a ploch
cviceni 4 vysledky

b6

—4ma?

— 37 parametrizace c(t) = [sin® ¢, cos®t], t € [0, 3]
—2mab

27

L® | nL®
3a+ 2

. c(s) = [25—9 cos(£v/29s), o sin(+v/29s), ifjéig}

c(s) = [5(cos(In(s) + ¢) +sin(In(s) + ¢)) + k1, 5 (sin(In(s) + ¢) — cos(In(s) + ¢)) + k2,0]
Pro volbu integracnich konstant c, k1, ks = 0 se bude kiivka asymptoticky blizit k pocatku
a bod odpovidajici hodnoté parametru s = 1 bude lezet na pfimce y = —=.

klotoida c(s) = [f cos gds, [ sin %ds}.



Diferencialni geometrie kiivek a ploch
cviceni 5
Hlavni kruznice (neboli ptimka ve sférické geometrii) je prunik sféry a roviny prochézejici stredem
sféry.

Loxodromou - nazveme kiivku protinajici vSechy poledniky pod stejnym tihlem.

Uhly pri vrcholech sférického trojuhelniku A, B, C' ozna¢ime postupné «, 3,y a délky stran proti-
lehlych dhlum «, 3,y oznac¢ime postupné a, b, c. Pak plati

obsah trojuhelnika |[ABC|=a+8+~y—m
cosiova véta cos ¢ = cosacos b+ sin asin b cosy
cosy = —cosacos B + sin asin B cos ¢
sina _ sinb _ sinc

sinova véta - = — = -
sina  sinf  sinvy

Pythagorova véta pro pravouhly trothelnik (v = 7/2) dostaneme
cosc = cosacosb
1. Parametrizujte sféru S° = {[z,y,2] € R?, 22 + y? + 22 =1}

(a) pomoci goniometrickych funkei, jakou m4 tato parametrizace spojitost se zemépisnymi
soufadnicemi?

(b) pomoci stereografické projekce ze severniho pélu,

(¢) pomoci véty o implicitnich funkcich. (1,5 bodu)

2. (sss) Urcete vnitini dhly sférického trojihelniku uréeného stranami a = 60°, b = 120° a
¢ = 135°. Kolik je obsah takového trojihelniku? (0,5 bodu)

3. (uuu) Urcete délky stran sférického trojihelniku uréeného thly o = 60°, § = 115°10' a
~v = 75°33’. Kolik je obsah takového trojuhelniku? (0,5 bodu)

4. (sus) Urcete délku strany ¢ a thly « a [ sférického trojihelniku urc¢eného stranami a =
55°20, b = 23°10" a tthlem v = 108°05’. Kolik je obsah takového trojihelniku? (0,5 bodu)

5. (usu) Urcete délky stran a,b a dhel v sférického trojihelniku uréeného dhly o = 60°17’,
B = 80°08" a stranou ¢ = 120°27’. Kolik je obsah takového trojtihelniku? (0,5 bodu)

6. Dopoctéte zbyvajici strany a tihly pravothlého trojihelniku s odvésnami a = 55°55', b =
124°08'. (0,5 bodu)

7. Rovnostranny sféricky trojihelnik ABC m4 obsah 36 — 180°. Necht body L, M, N jsou po
fadé stredy stran BC, AB a AC. Ukazte, ze thel LNM je mensi nez 6. Kolik je obsah
trojuhelniku AMN? (1 bod)

8. Vepisme do koule krychli tak, ze stfed krychle splyva se stifedem sféry. Zobrazme hrany
krychle stfedovou projekei se sttedu sféry na sféru. Vznikne 6 shodnych sférickych ¢tyiihelnikua.
Kazdy z nich nazveme cétvercem. Zjistéte tihly a obsah téchto ¢tvercu. Proc¢ nelze definovat
sféricky ¢tverec jako ¢tyfthelnik se 4 pravymi thly? (0,5 bodu,)

9. Parametrizujte loxodromy na sféte. (1 bod)



10.

11.
12.

13.

14.

Vypoctéte vzdalenost z Prahy (50°05 s.8., 14°25" v.d.) do New Yorku (40°42’ s.5., 74°0’ z.d.)

(a) po loxodromeé

(b) po hlavni kruznici
a vysledky porovnejte. (1,5 bodu)
Ukazte, ze hlavni kruznice ma v kazdém bodé normélu shodnou s normélou sféry. (0,5 bodu)

Dokazte, ze kiivka je sférickd, pokud se vSechny jeji normélové roviny protinaji v jednom
bodeé. (1 bod)

(Eulerova formule) Pro libovolny mnohostén vepsany do koule dokazte Eulerovu formuli
s—h+v=2,
kde s znaci pocet stén, h pocet hran a v pocet vrcholu daného mnohosténu. (1 bod)

Dokazte, ze parametricka kiivka
t t t
c(t) = (eﬁ cos(t),ev? sin(t),eﬁ> , teR

lezi na kuzelové plose x2 + 3% = 22 a protin jeji povrsky pod tihlem 45°. (1 bod)
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11.
12.

13.

14.

Diferencialni geometrie krivek a ploch
cviceni 5 - vysledky

(a) S(0,p) = [rcosbsing,rsinfsinp,rcosy|,d € [0,27],¢ € [0, 7]

2 21 — 1422442
(b) S(x7y) = |:1+w2z+y2a 14z ’lj+y2’ 1+(L‘€+y’% :| 71' S R,y S R

(c) S(z,y) = [x,y, /1 — 22 — y?] pro (z,y) € R? spliujici 22 +y*> < 1
a =769, 8 =103°50" a vy = 127°33', |ABC| = 127,53°
a=63°17", b =110°59" a ¢ = 87°18', |ABC| = 70, 72°
a =59°36", B =24°22" a ¢ = 65°, |ABC| = 12,05°
a=61°7",b=96°37 a v =121°14', |ABC| = 81,65°
a=60°44", § =119°18" a ¢ = 108°19’
180+ 6 — ZLNM
thly 120°, obsah 120°
V parametrizaci la splauji b0 = Intan £ + ¢, kde b,c € R

(a) 6966,88 km
(b) 6578,50 km

Uhel u kazdého vrcholu je 27 a plocha plasté koule je 47, mame tedy 27mv = 47 + sw. Kazda
hrana patii do dvou trojihelnikt: 3s = 2h, coz ve spojeni s predchozi rovnosti dava vysledek.



Diferencialni geometrie kiivek a ploch
cviceni 6

Hladka plocha je mnozina S C R3, pokud pro kazdy bod s € S existuje okoli U C R?® a mapa
p: O — S (homeomorfismus) tak, ze U NS = p(O). Soubor map, které pokryvaji celou plochu S
se nazyva atlas plochy S.

Piechodové zobrazeni mezi dvéma mapami p, p je zobrazeni ¢ = (p)~! o p.

_ Op

e Zmaceni p, = g—z apy= 5.

Teény prostor 75,5 k plose S v bodé sy je mnozina vSech tecnych vektort v bodé sg € S.
Jestlize p je mapa na S a so = p(uo, vo), pak

T5,S = (Pu(u0,v0), Pu(uo0, v0))-
Jednotkovy normalovy vektor k plose S s mapou p

Pu X Po
n=_-——.
IPu X Py

Prvni fundamentélni forma plochy S s mapou p(u,v) je v kazdém bodé vyjddiena vuci
bazi {pu, Py} symetrickou matic{

G = gir 912 _ Pu  Pu  PuPo
921 922 Pu'Pv Puv'Pv/’
Priklady

1. Naleznéte atlas roviny zadané tfemi jejimi body A, B a C. (0,5 bodu)

2. Naleznéte atlas sféry

(a) pomoci sférickych soufadnic, (0,5 bodu)
(b) pomoci stereografické projekce, (0,5 bodu)
(¢) pomoci kolmé projekce kruhu do polosféry. (0,5 bodu)

Diskutujte minimélni poc¢et map v atlase a ovéite hladkost prechodovych funkei.
3. Napiste definici toru (pneumatiky) pomoci jedné rovnice v R3 a atlas pro torus. (1 bod)

4. Standardn{ kuzel K = {(x,y,2)|2?> + y?> = 22} m4 vrchol v pocatku. Zdiivodnéte, pro¢
neni standardni kuzel plocha ve smyslu nasi definice a pro¢ kuzel bez vrcholu plochou je, a
naleznéte jeho atlas. (0,5 bodu)

5. Naleznéte atlas s prechodovymi funkcemi Md&biova pésku. (1 bod)

6. Naleznéte mapy regularnich kvadrik, a,b,c > 0, o jaké kvadriky se jedna?

N
M
S

(2 LT+L -4 =1 (0,5 bodu)
(b) g_z;_%z:l (0,5 bodu,)
(© £ 48 —c: (0,5 bodu)
(d) zz _ g; = ¢z (0,5 bodu)

7. Naleznéte mapu plochy vzniklé rotac kiivky c(t) = [f(¢),0,g(t)], t € I kolem osy z, f(t) # 0
prot e l. (0,5 bodu)



10.

11.

12.

. Napiste rovnici te¢né roviny a urcete jednotkovy normalovy vektor plochy

p(u,v) = [u+ v, u® + v, u® + 0]

v jejim bodé p(—1,1). (0,5 bodu)

. Napiste rovnici te¢né roviny a urcete jednotkovy normalovy vektor plochy dané rovnici xyz =

6 v jejim bodé A =[-2,1,-3]. (0,5 bodu)
Napiste rovnici te¢né roviny a urcete jednotkovy normalovy vektor plochy

p(u,v) = [ucosv, usinv, 2v]
v jejim bodé p (1, %). (0,5 bodu)

Necht f(x,y, z) = 0 je implicitn{ rovnice uréujici reguldrn{ plochu p(u,v). Dokazte, Ze vektor

an (2.20,20)
~\ oz’ Oy’ 0z

je normélovym vektorem roviny p. (1 bod)

Urcete matice prvni fundamentalni formy

(a) roviny p(u,v) = [u,v,0], (0,5 bodu)
(b) rotacni vélcové plochy p(u,v) = [Rsinu, R cosu,v], (0,5 bodu)
(c) stéry p(u,v) = [Rcosvsinu, Rcosvcosu, Rsinv], (0,5 bodu)
(d) helikoidu p(u,v) = [vcosu, v sinu, ku]. (0,5 bodu)



Diferencialni geometrie kiivek a ploch
cviceni 6 - vysledky

1. p(u,v) = A+ u(A—B)+v(A—C), u,v € R, celd rovina je pokryta jednou mapou.

2. (a) p1(p,0) = (cospcosh,cospsinb,sing); p € (—7/2,7/2), 0 € (0,2),
p2(p,0) = (—cospcosb,sinp,cospsinb); ¢ € (—n/2,7/2), 6 € (0,27)
Pfechodové funkce

, . 2 2 2
(b) Ze severniho pélu pg(u,v) = [1+u§+u2, T L — 1+u2+v2} ,u,v € R.
cev . 2 2 2
Z jizniho pélu ps(u,v) = [1+u2u+v2’ Ty — 1+ 1+u2+v2:| ,u,v € R.

Piechodové funkce pglpJ s u,v] = [%ﬂ?’ %ﬂﬂ}

(€) Pot(z,y) = {wy Vi-a?— yﬂ, p-—(z,y) = [l’y —V/1-a?- yz} pro z? +y* <1
Py+(z, 2) = [1:, V1—22 =22, z], py—(z,2) = [x, —/1—x2— z2,z] pro 22 4+ 22 < 1
Part(y,2) = [ 1—y2— z%y,z}, Pa—(y,2) = {f 1—y2— 227y7z} proy? + 22 <1
Prechodové zobrazeni p_ | py+ : [2,2] = [2, V1 — 22 — 22, atd.

2
(R— /ac?—i—y?) 122

p1(u,v) = [(R+ rcosv) cosu, (R + rcosv)sinu, rsinv] kde u,v € (0,27),

w

p2(u,v) = [(R+ rcosv) cosu, (R+ rcosv) sinu, rsinv] kde u,v € (a,27 + a), a # 2k,

p3(u,v) = [(R + rcosv)cosu, (R + rcosv)sinu, rsinv] kde u,v € (b,2r +b), b # 2kw a
b+ akeN.

4. Mapa, kterd pokryvé kuzel bez jedné pifmky: pi(r,8) = [rcosf,rsiné,r],r # 0,6 € (0, 2n)
a druhd (otocend) pa(r,8) = [rcos@,rsinb, r],r # 0,6 € (0+a,2r+a), a # 0 Ale neexistuje
mapa, kterd by pokryvala okoli vrcholu. To je vidét z toho, ze pro libovolné malé okoli U
pocatku 0 v R? je mnozina U N K — {0} nesouvisld, zatimco jeji vzor v libovolné mapé je
nutné mnozina souvisla. Ty se ovSem na sebe nemohou zadnym homeomorfismem zobrazit,
proto kuzel tedy neni plocha ve smyslu nasi definice a kuzel bez vrcholu plochou je.

5. p(g,t) = {cos,(z)(l + tcos %)7sin¢(1+tcos%)7tsin %} kde t € (f%,%) a ¢1 € (0,27) pro
prvni mapu a ¢1 € (—m, ) pro druhou mapu. Prechodové zobrazeni [t, ¢] — [—¢, —27 + ¢].

6. (a) Jednodilny elipticky hyperboloid p(u,v) = [acosucoshwv,bsinucoshv,csinhv],u €

(0,27),v € R

(b) Dvojdilny elipticky hypernoloid p(u,v) = [a coshu cosh v, bsinhu cosh v, ¢sinhv], u, v €
R

(¢) Elipticky paraboloid p(u,v) = {u, v, % (Z—j + Z—j)} Ju,v €R

(d) Hyperbolicky paraboloid p(u,v) = {u,v,% (Z—; — Z—z)} ,u, v €R
7. p(t,¢) = [f(t) cos o, f(t)sin g, g(t)], ¢ € (0,2m)

1
0, Tro)'

L . _ . . . ; -3
8. Te¢nd rovina 3z — z = 0, jednotkovy normalovy vektor ( N
9. Tetnd rovina —3x + 6y — 2z =18 an = %(3, —6,2).

10. Tetnd rovina 2z +z—m7=0an = %(2,07 1).



11. Parametrizujeme plochu p(u,v) = [z(u,v),y(u,v), z(u, v)] Derivovanim
fa(u,v), y(u, v), 2(u,v)) =0

podle u, v ziskdme (g—ﬁ, 37]:7 g—ﬁ) ‘Ppu.=0a (%, %ch’ %) -Pvy = 0, z ¢ehoz je zfejmé, ze vektor
(Bf of of

o5 0y g) je kolmy na p,, a p, a jedna se tedy o normalovy vektor plochy.

12 (a) (é ?)
o (% 1)

© (% Aecosu)
@ (7

v2+E2 0
1



Diferencialni geometrie ktivek a ploch
cvireni 7

Prvni fundamentalni forma plochy S s mapou p(u,v) je v kazdém bodé vyjadiena vuci bézi
{Pu, Pv} symetrickou matici

G — gir 912\ _ (Pu Pu Pu Pv
921 922 Pu'Pv Puv'Pu/

Délka ktivky c(t) = p(u(t),v(t)), t € (o, 8) na plose s mapou p je

/a ? S ocoT dr,

Uhel kiivek c(t) = p(u(t), v(t)) a &(t) = p(a(f), 9(f)) v jejich spoleéném bodé na plose s mapou

p je

(i, 9)G (11, 0)T '
(2, 0)G (1, 0) T/ (4, 0)G (1, ©)T

cosx =

Plosny integrdl prvniho druhu z f ptes plochu S, kterd je pokryta mapou S = p(O),

/de::/f|pu><pv|dudv:/f\/detGdudv.
s o o

Velikost plochy

/ldSz //vdetGdudv.
S

Priklady

1.

Urcete obecny tvar prvni fundamentéalni formy rotacni plochy

p(u,v) = [f(v) cosu, f(v)sinu, g(v)],u € (0,27),v € I. (0,5 bodu)
Rotaci kiivky c(u) = [acoshu,0, au] kolem osy z vznikne katenoid. Uréete prvni zakladni
formu katenoidu a vypoctéte délku kiivky u = v pro u € (0,In(1 + v/2)). (1 bodu)

Jsou dany dveé kiivky ¢1(t1) a ca(t2). Uvazujme plochu, kterou vytvoii sttedy usecek, jejichz
koncové body lezi po fadé na kfivkach c; a co. Najdéte atlas této plochy a prvni zdkladni
formu. (0,5 bodu,)

Na plose s mapou p(u,v) = [ucosv,usinv, 2u], u € R, v € (0,27) jsou ddny kiivky
(a) k1 :u(t) =3 —t,v(t) =t/2 a ky:u(t) =t,v(t) =12 t € (0,00). (0,5 bodu)
(b) k1 :u+v=0aky:u—v=0. (0,5 bodu)
Urcete thel kiivek v jejich pruseciku.

1 0
0 4+u?
kfivek v dané mapé spliujici k1 :u+v=0a ke :u—v =0. (0,5 bodu)

Je ddna mapa p(u,v) plochy s matici prvni zdkladni formy G = ( . Urcete thel

Na vélcové plose s mapou p(u,v) = [rcosu,v,rsinu], r € R je polomér, v € R, u € (0, 2m)
je déna tfida sroubovic c(u) = p(u,au + k), a, k € R. Najdéte kiivky lezici na této vélcové
plose, které budou kolmé na vsechny c(u). (1 bod)

Na toru s mapou p(u,v) = [(R+7rsinu) cosv, (R+rsinw) sinv, r cosu|, u,v € (0,27) a R > r
pomoci prvni zékladni formy plochy vypoctéte délky parametrickych kiivek ki : u = konst. a
k2 : v = konst. prochdzejicich bodem [R + r,0, 0]. (0,5 bodu)



10.

11.
12.

13.

14.

Na plose s mapou p(u,v) = [ucosv,usinv,u], u € R, v € (=F, 37”) je déna kiivka

Vypoctéte délku kiivky k£ mezi body v = 0 a v = 7. Déle ukazte, ze konstanta 8 vyjadiuje

velikost thlu, ktery svird k s parametrickymi kiivkami v = konst. plochy. (1 bod)
Na sféie s mapou p(u,v) = [sinucosv,sinusinv, cosu], u € (0,7), v € (0,27) urcete délku
kiivky

u

d
k:v= / a:

= sinx

4
mezi body u; = § auz = 7. (0,5 bodu)

Vypocitejte plosny integral prvniho druhu

(a) fs rz dS pies plochu S = [sinu cosv,sinusinv, cosul, v, u € [0, §] (0,5 bodu)
(b) [ T dS pfes plochu S = [u+ v, u — v, uv], v, u € [0,1] (0,5 bodu)
Uréete obsah plochy zadané rovnici 22 + y2 = 2, kde z < 1. (0,5 bodu)

Vypoctéte obsah

(a) kulové plochy o poloméru r, (0,5 bodu)
(b) vélcové plochy o poloméru r a vysce v, (0,5 bodu)
(¢) toru o polomérech R, . (0,5 bodu)

Sférickd kruznice se stfedem s € S2? a polomérem R je mnozina bodl S? majicich sférickou

vzdélenost (po hlavni kruznici) R od s. Ukazte, ze pokud 0 < R < T, plati:

(a) Sférickd kruznice o poloméru R je kruznice o poloméru sin R. (0,5 bodu)
(b) Plocha ohranic¢end sférickym kruhem o poloméru R je 27(1 — cos R). (0,5 bodu)
Pro nenulovy redlny parametr a je dédna plocha p(u,v) = [ucosv,usinv,av], u € (0,00),

v € R. Na této plose urcete délku kiivky dané v parametrech rovnici v = In(u + vu? + a?).
Déle urcete obsah ¢asti p(£2) této plochy, kde € : (u,v) € (0,a) x (0,1). (1 bod)



10.

11.
12.

13.

14

Diferencialni geometrie kiivek a ploch
cvifeni 7 - vysledky

Pro mapu p(u,v) = [f(u) cosv, f(u)sinv, g(u)], w € I, v € (0,27) mé prvni fundamentalni
u

f2(w) 0
forma tvar 0 F2(u) + g2(u) ) (0,5 bodu,)
a? cosh? u 0 (lka v/2
0 o2 cosh?u )’ délka v/2a (1 bodu)

Pokud budou kfivky parametrizované obloukem, atlas je tvofen jedinou mapou p(ti,te) =

1(c1(t1) + c2(t2)) a prvni zékladn{ forma mé tvar § <t1 %tg b itQ), kde t; a tz jsou po
fadé tecné vektory kiivek c; a cs. (0,5 bodu)

(a) Krivky v bodé p(1,1) sviraji thel 125°35'. (0,5 bodu)
(b) Ktivky v bodé p(0,0) sviraji dhel 0°. (0,5 bodu)
Krivky v bodé p(0, 0) sviraji dhel 126°52’. (0,5 bodu)
Hledanymi kiivkami je opét tfida Sroubovic p(u, —TzT“ +¢) = [rcosu, —TzT“ +e¢,rsinul, c € R.

(1 bod)
Délka kiivky kq je 2rm a délka ko je 2(r + R)7. (0,5 bodu,)
Délka kiivky je
cfﬁ VT 1).

Necht kiivky sviraji thel o, pak plati cosa = \/% = cosf3. (1 bod)
Délka kiivky je T+/2. (0,5 bodu,)
Vypocitejte plosny integral prvniho druhu

(a) 3 (0,5 bodu,)
(b) V2 (0,5 bodu)
Z(5v5—1) (0,5 bodu)
Vypoctéte obsah

(a) 4mr? (0,5 bodu)
(b) 27rv (0,5 bodu)

(c) 4m2ab (0,5 bodu)

(a) Na sféru muzeme aplikovat izometrii (zachovava délky i plochy) a tedy BUNO miuizeme

predpokladat, ze nase sférickd kruznice ma stied na severnim polu. Pti parametrizaci
sféry [cosusinv, cosucosv,sinu] je vidét, ze sférickd kruznice vytvoi{ rovnobézku o
odpovidajici u = R, neboli kruznici o poloméru sin R. (0,5 bodu)

(b) Ve stejné mapé jako vyse dostaneme dosazenim do vzorce plochu 27(1 — cos R)
(0,5 bodu)

Délka kiivky od u1 k ug je v/2(uz —u;). Obsah plochy je pro a > 0 roven %(\/ﬁ—i—ln(l—i—\/ﬁ)).
(1 bod)



Diferencialni geometrie kiivek a ploch
cviceni 8

Hladké zobrazeni f : S; — Ss, pokud p2_1 o f opi je pro kazdé dvé mapy p; : O — S,
p2 : O2 — S3 hladé zobrazenim otevienych podmnozin R2.
Oznactme G matici prvni fundamentélni formy p; a G matici prvni fundamentalni formy f o py

e isometrické

— pokud zachovava délku kiivek
— délka c(t) je stejnd jako délka f(c(t))
-G=G

e konformni

— pokud zachovava uhly mezi kiivkami
— pro kazdé dvé kiivky je tihel mezi c(t) a &(f) stejny jako tihel mezi f(c(t)) a f(&(%))
— G = \G, kde ) je kladnd funkce na O

e zachovava velkosti ploch

— pokud je velikost kazdé plochy S C S stejné jako velikost plochy f(g)
— det G = det G
Isometrické plochy - existuje isometricky difeomorfismus mezi nimi.

Piimkova plocha - méjme dédnu fidic{ k¥ivku c(u) a f{dici smér a(u), které jsou pro kazdé u
linedrné nezavislé, piimkové plocha je pak vyjadrena jako p(u,v) = c(u) + va(u).

Piiklady
1. Napiste izometrii mezi kuzelem p(u,v) = [ucosv,usinv,u], u € RT,v € (0,27) a rovinou.
(0,5 bodu)
2. Uvazujme mapu helikoidu p;(u,v) = [coshucosv,coshusinv,u] a katenoidu po(u,v) =
[ucosv,usinv,v], u € R, v € (0,27). Je zobrazeni p;(u,v) na pa(sinhu, v) izometrie?
(0,5 bodu)
3. Ukazte, ze stereograficka projekce je konformni zobrazeni. (0,5 bodu)
4. Ukazte, Ze kruhovd inverze je konformni zobrazeni. (0,5 bodu)
5. Méjme sféru s mapou p(u,v) = [cosucosv,sinucosv,sinv], u € (0,27), v € (=5,75) a

rovninu s mapou p(u,v) = [u, h(v),0], kde h'(v) # 0. Jak je nutné zvolit h(v), aby bylo
zobrazeni dané rovnosti parametru ze sféry do roviny

(a) konfromni? (0,5 bodu)
(b) zachovévajici velikost ploch? (0,5 bodu)
6. Méjme sféru s mapou p(u,v) = [cosucosv,sinucosv,sinv] a rovinu s mapou p(u,v) =

[h(v) cosu, h(v)sinu, —1], u € (0,27), v € (=5, %) tak, ze f- f' # 0. Jak je nutné zvolit
h(v), aby bylo zobrazeni sféry do roviny

(a) konfromni? (0,5 bodu)
(b) zachovévajici velikost ploch? (0,5 bodu)



10.

11.

12.

13.

14.

. Ukazte, ze Mercatorova projekce ze sféry do roviny dand

1 1+ si
f:p(u,v) = [cosucosv,sinucosv,sinv] = |u, = In ﬂ = p(u,v)
2 1 —sinwv

je konformni zobrazeni. (0,5 bodu)

. Dokazte, ze Mercatorova projekce nezachovava velikosti ploch. Pro lepsi zapamatovani to-

hoto faktu muzete vyfesit ,Mercator puzzle®

http://gmaps-samples.googlecode.com/svn/trunk/poly/puzzledrag.html (0,5 bodu)

. Ukazte, ze hyperbolicky paraboloid z = x? — y? je pifmkovou plochou generovanou dvémi

ruznymi ti{dami pfimek. Je hyperbolicky paraboloid z = xy pfimkovéa plocha? (0,5 bodu)

Najdéte parametrizaci plochy tecen dané kiivky c(t), t € I, za jakych podminek je plocha
tecen reguldrni? Jak4 je jeji prvni fundamentdln{ forma? (1 bod)

Najdéte plochu tecen a jeji atlas pro Sroubovici (acost,asint,bt), ¢ € R. Nacrtnéte ji a
naleznéte jeji 1. fundamentalni formu. (0,5 bodu)

Pro plochu teéen s ridici kiivkou c(t) ukazte, ze v kazdém bodé povrsky ¢ = konst. mé plocha
stejnou normaélu. (0,5 bodu)

Jsou plocha tecen Sroubovice a rovina izometrické? Pokud ano, najdéte hledanou izometrii.

(0,5 bodu)

Piimkovou plochu tvofenou piimkami protinajicimi dané dvé kifivky c¢; a co a rovnobénymi
s danou rovinou p nazveme konoid. Najdéte atlas plochy dané

(a) osou z, sroubovici [cost,sint,t], ¢t € (0,27) a rovinou xy, (0,5 bodu)

(b) pifmkou [x,0,1], = € R, kruznicf 2% + 4% = 1 a rovinou yz. (0,5 bodu)
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1. f:p(u,v) =[ucosv,usinv,u] — [uv2cos %mﬂsin \%,O] = p(u,v).

Oveétime, ze je to izometrie: Gp = ((2) £2> =Gp. (0,5 bodu)

12
cosh™u 0 ) (0,5 bodu)

. Ano, obé maji prvni fundamentalni formu rovnou G = ( 0 12
cosh” u

. Vezméme sterografickou projekci ze severniho pélu a mapu sféry bez severniho pélu

2z 2y 2?2 4y? -1 9
) = ) ) ) ) e R *
P(®y) L2+y2+1 w24y + 1722 42 41 (=:9)
e 0
Potom prvni fundamentalni forma sféry je Gp = @ty +27%) 4 .
(@2 +y?+27)?

1 0
0 1
je konformnf. (0,5 bodu)

Mapa roviny p(x,y) = [z, y, 0] mé prvni fundamentélni formu Gp = ( a tedy zobrazeni

. Méjme stfed inverze v pocatku a r polomér kruznice. Kruhova inverze v roviné je popsana

, . re ry
zobrazenim f : [z,y] — {Wv $2+y2]

Rovina s mapou p(zx,y) = [ﬁ, ﬁ} , (z,y) € R? m4 prvni zdkladni formu

7_2
Gp = <($2+y2)2 :)2 )
0 e

A rovina s mapou p(z,y) = [z,y] ma prvni fundamentalni formu Gy = (1) ?) a tedy
zobrazeni je konformni. (0,5 bodu)

2
. Prvni fundamentalni forma sféry a roviny jsou Gp = (COS v 0), Gp = (1 0 )

0 1 0 h2
(a) h(v) =+31In (%) + ¢, kde ¢ je libovolnd redlné konstanta. (0,5 bodu,)
(b) h(v) = +£sinv + ¢, kde ¢ je libovolna redlna konstanta. (0,5 bodu)
2 2
. Prvni fundamentalni forma sféry a roviny jsou Gp = (COZ v (1)), Gp = (ho hg)
(a) h(v) = ¢y/1E2Y kde c je libovolnd kladna redlnd konstanta. (0,5 bodu)
(b) h(v) = £v2sinv + ¢, kde ¢ je libovolnd redlnd konstanta. (0,5 bodu,)
2
. Prvni fundamentdlni forma sféry a roviny jsou Gp = (CO% v ?), Gp = (1 (1) ) a
cos2 v
zobrazeni je zfejmé konformni. (0,5 bodu)
. Je vidét z tvaru prvni fundamentdln{ formy v predchozim prikladu. (0,5 bodu)

. Hyperbolicky paraboloid mizeme parametrizovat jako p(u,v) = [“52, 222 wv], (u,v) € R2.
o 1ze vyjadiit dvéma zptisoby p(u,v) = [%, %,0]+v(3, 5, u), neboli dostdvame Fidici pfimku
Tol jadrit dve isob, 55,0 %% boli dostavame ridici primk
, nebo druhym zpisobem p(u,v) = [2, +u(3, =, v) a pak dostdvame F{dic{ pfimku
% 0], nebo druhym zpiisob 52 0]+u(l, L k dostavame Fidici pifmk

2 92
3,50

[N



10.

11.

12.

13.

14.

Hyperbolicky paraboloid zy = z je také ptimkova ploch s fidicimi kiivkami [u, 0,0] a [0, v, 0].
(0,5 bodu)

Méme kiivku c(t) a jeji jednotkovy teény vektor t(¢). Plocha tecen je ddna mapou p(t,u) =
c(t) +ut(t), t € I, uw € R\ {0}. Plocha je reguldrni, pokud c(¢) neobsahuje inflexni body.

2,2
L+uts 1). (1 bod)

Jeji prvni fundamentdlni forma mé tvar G = 1 1

p1,2(t,u) = [acost — ausint,asint + aucost,bt + bu], t € (0,27), u € R\ {0}, resp. t €
(a2—|—b2)(1+ aa;f;z) a2—|—b2
a® + b2 a’ + b2

(0,5 bodu)

(—m,7), u € R\{0} . Prvn{ fundamentalni forma m4 tvar G = <

Uvazujme obecné vyjddien{ plochy tecen p(t,u) = c(t) + ut(t), dostdvame tedy parcidln{
derivace p; = t+ut’ a p, = t mdme p; X p, = u(t’ x t), tedy normélovy vektor nenf zavisly

na parametru u a je pro konstantni ¢ konstantni. (0,5 bodu)

Uvazujme atlas roviny bez kruznice p12(t,u) = [hcost — husint, hsint + hucost, 0], t €

(0,27), v € Rt resp. t € (—m,m), v € RT s prvn{ fundamentdln{ formou G = (hz(lhﬁ u?) Zz

Pak zobrazeni spliujici h = Va2 +b2, a @ = \/aafw je zfejmé izometrie plochy tecen z
ptikladu 11 do roviny.

(0,5 bodu)

(a) p(u,v) = [vcosu,vsinu,ul, u € (0,27) a napt. v € (0,1) (0,5 bodu)

(b) p(u,v) = [cosu,vsinu,1 —v], u € (0,27) a napf. v € (0,1) (0,5 bodu)
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Druhi fundamentalni forma I/, orientované plochy S v bodé s s jednotkovou normalou N
je kvadraticks forma definovand na teéném prostoru T3S néasledujicim zptsobem: Necht w € TS
a c(t) libovolnd kiivka na plose S takova, ze c(tg) = s a €(tg) = w:

I1,(w) == é(to) - N,

Je-li p(u, v) mapa, pak je druhd fundamentaln{ forma v kazdém bodé vyjadrena vaci bézi {p., pv}

symetrickou matici
H = hll h12 _ Puu - N Puv - N
h21 h22 Pou - N Poov - N/-
Pokud je ¢ obloukem parametrizovany normaélovy fez (tedy prunik plochy S s rovinou s +
(N, w)), pak kiivost ¢ v bodeé s je rovna ITs(w).
Normalova ki#ivost plochy S v bodé s ve sméru w
II(w)
Kn(W) :1= ——=.
Hlavni kiivosti Minimum k7 a maximum ks normalové kiivosti a odpovidajici sméry se nazyvaji
hlavni sméry. Hlavn{ kiivosti a hlavni sméry vyjadiené v soutadnicich viéi bdzi {p., p,} nalez-
neme jako fegeni rovnice s neznamymi A a (a,b)”

a hi1 —Agin hi2 — Agie a
H-)\G = =0,
( ) (b) <h21 —Ag21 haa — Aga2 b
Eulerova formule V kazdém bodé s € S existuji dva navzdjem kolmé hlavni smeéry (wy) (s
minimélni normalovou kiivosti k1) a (ws) (s maximélni normalovou kfivost{). Pro « thel, ktery
sviraji vektory w a wi:
Fon (W) = cos?(a)r1 + sin?(a) ks,
Gaussova kiivost

hi1hay — h2 det H
K =K1k = ke 212 =
911922 — gis det G

Stfedni kfivost
K1+ K2 _ hi1g22 — 2h12g12 + ha2g11

2 2(g11922 — 9%5)

Rozvinutelna plocha ma nulovou Gaussovu kiivost.

H =

Piiklady

1. V libovolném bodé sféry 22 + y? + 22 = r? uréete normalovou kiivost v obecném sméru,
hlavni kfivosti, Gaussovu a stfedni kfivost. (0,5 bodu)

2. V libovolném bodé plochy xsinz — ycosz = 0 vypocitejte normélovou kfivost v obecném
sméru a hlavn{ kiivosti. (0,5 bodu)

3. V obecném bodé uréete hlavni kiivosti na rozvinutelnych plochéch:

(a) kuzelové plose, (0,5 bodu,)
(b) vélcové plose, (0,5 bodu)
(c) plose tecen prostorové kiivky. (0,5 bodu)

4. Pro plochu danou mapou p(u,v) = [u,v,u? — v?] v bodé p(0,0) uréete normédlovou kiivost

v libovolném smeéru, hlavn{ kiivosti a hlavni sméry. (0,5 bodu)
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11.
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13.

14.

15.

Urcete hlavni kiivosti a hlavni sméry v libovolném bodé toru s mapou
p(u,v) = [(R + rsinu) cosv, (R + rsinu)sinv, r cosu], u,v € (0,27) a R > r.
(0,5 bodu)

Urcete prvni a druhou zakladni formu plochy néjaké mapy elipsoidu i—; + ‘Z—j + i—z = 1. Urcete
Gaussovu a stfedni kiivost v bodeé [a, 0, 0]. (1 bod)

Uréete Gaussovu a stiednf kiivost pro dvé rizné mapy paraboloidu z = a(z? +y?) pro a > 0:

o pi(u,v) = [u,v,a(u® +v?)], u,v €ER a

e pro mapu vzniklou rotaci kiivky c(t) = [t,0, at?], t € R okolo osy 2.
Vysledek interpretujte. (1 bod)

Urcete hlavni kfivosti na rota¢ni plose. Jaka je podminka, aby Gaussova kfivost byla kon-
stantni? Vyjmenujte plochy s konstantni Gaussovou kfivosti K = —1,0, 1. (1 bod)

Urcete Gaussovu kiivost obecné primkové plochy, ukazte, ze nikdy nenf kladné. (0,5 bodu)

Vypoctéte Gaussovu kiivost pseudosféry s mapou

p(u,v) = [e” " cosv,e” " sin v,/ V1 —e2tdt].
0

(0,5 bodu)

Urcete funkci f(t) tak, aby byla plocha s mapou p(u,t) = [f(t) — 2u,tf(t) — 2tu,u + ut?]
rozvinutelnou. (0,5 bodu,)

Je ddna plocha S; a So = S1 + aN, kde @ € RT a N je jednotkovy vektor normély plochy
S1. Kdy je zobrazeni plochy S1 na So dané rovnosti parametru konformni? (1 bod)

Ukazte, ze pfimkovou plochou s nulovou stifedni kiivosti je kromé roviny pouze plocha
hlavnich normal sroubovice. (1 bod)

Ukazte, ze rotacni plochou s nulovou stfedni kiivosti je kromeé roviny pouze katenoid (plocha
vznikla rotaci Fetézovky). (1 bod)

(Bonus) Na rotacnim paraboloidu 2z = 22 + 3? najdéte zobecnénou sroubovici, jejiz te¢ny
sviraji s osou z thel 45° a prochdzi bodem [1, 0, %] Spocitejte jeji délku (oblouk), kiivost a
torzi. (1 bod)
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. Kp = %, vSechny sméry jsou hlavni, K = 51—2, H=1 (0,5 bodu)

K

. . . . .2 e ‘o ~ _ + 7 7
V parametrizacei p(u,v) = [ucosv,usinv,v] jsou hlavni sméry x1 2 = + 777 a normdlova

kiivost kn,(w) = 7 +1257§’(1$11)1U§) (0,5 bodu)

(a) Pro p(s,v) =wa(s), kde s je oblouk na a(s), kterd lezi na jednotkové sfére. Pak hlavni

kiivosti jsou kp, = M, Fny, = 0. (0,5 bodu)

(b) Pro p(s,v) = a(s) + cv, kde s je oblouk na a(s) a ¢ konstantni jednotkovy vektor. Pak

hlavni kfivosti jsou ky, = det[a”, a,c], Kn, = 0. (0,5 bodu)

(c) Pro plochu tecen kiivky c(s) parametrizované obloukem jsou hlavni kiivosti £y, = -,

Kny = 0. (0,5 bodu,)

Kn, = 2 s hlavnim smérem (£1,0), kp, = —2 s hlavni smérem (0, £1). Normalova kiivost ve

sméru w1, ktery svird se smérem p,, odpovidajicim hlavnimu sméru maximélni kfivosti ihel

o plati ky, = 2 cos2a. (0,5 bodu)

By =, Ky = % (0,5 bodu)
Pro mapu p(u,t) = [acostcosu,asint cosu, csinu], u,t € (0,27) je

G- <sin2 u(a?cos?t + b?sin®t) + c2cos®u  +(a? — b?)sin2¢sin2u )

1(a® — b%)sin 2t sin 2u cos? u(a?sin® t + b cos? t)
—ab . -
H = < ave 0 5 ) - V/b2e2 cost 1 cos? v + a2c? cost usin® v + a2b2 sin® u cos? w.
0 —abccos® u
2 2 2

K:bgTaH:a(;b;;g)' (1 bod)
_ 4a® _ 2(a+2d°(uP+0?)) _ 4a? _ _2a+4d%t? 42 _
. K = T (W on)? & H = (Lt (aror) 3 resp. K = TFdazm)z @ H = i3 t? =
u? + v? (1 bod)
Rotujeme-li kiivku c(s) = [z(s),0, z(s)] podél osy z, dostdvame k,, = z'z"” — 2"2" a Ky, =

—Z. ReSenim je napiiklad pro K = 0 rotacni vélcovd plocha, rotacni kuzelovd plocha, ¢ast

roviny, pro K = 1 sféra, pro K = —1 pseudosféra. (1 bod)
Pro plochu p(s,v) = c(s) +va(s) je K = —#%G]. (0,5 bodu)

K= -1. (0,5 bodu)
f(t) =1, ceR (0,5 bodu)
Pokud je plocha sféra a nebo je to plocha s nenulovou stiedni kiivosti H a a = % (1 bod)

Pro plochu p(s,v) = c(s) +va(s), miazeme predpoklddat, Ze ¢ je parametrizovand obloukem,
t(s) = c/(s) je kolmy na a(s) a ze a(s) je jednotkovy. Protoze gia a haa jsou nulové, bude
stFedn{ kiivost nulova prave tehdy kdyz je h11 = 0. Neboli h1; = (kn+wva’”)-(t xa+va' xa) =
kdet[n,t,a] +vdet[a”,t,a] + vdet[a”,a’, a] +v* det[a”, a’, a]. To musi platit pro vSechna v,
tedy det[n, t,a] = 0, neboli a = +n aplocha je plochou hlavnich normél néjaké kiivky. Navic
mus{ platit det[n, —xt + 7b, —£'t + 7'b] = 0, tedy —x7’ + £’ = 0. Kfivka je tedy rovinnd
nebo zobecnénd srobovice, ale protoze je 7 = 0, je Sroubovice. (1 bod)

TODO (1 bod)

c(t) = [V1+t2cos(t — arctgt), V1 + t2sin(t — arctgt), %], t € (1,00), oblouk s = %,

kiivost 37 a torze 3. (1 bod)
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Bod plochy se nazyva

e elipticky, jestlize v ném plati K > 0; jestlize navic k1 = ko nazyva se kruhovy.
e parabolicky, jestlize v ném plati K = 0; jestlize navic kK1 = k3 = 0 nazyva se planarni.

e hyperbolicky, jestlize v ném plati K < 0.

Hlavni kiivka c(t) = p(u(t),v(t)) pro kazdé ¢ je ¢(¢) hlavnim smérem.
Spliiuje diferencidlni rovnici

02— 0P
det | gi1  g12 9o =0
hir hiz  ho

Asymptoticka kiivka c(t) = p(u(t),v(t)): pro kazdé ¢ je k,(¢(t)) = 0.
Splinuje diferencialni rovnici

Byt (1) 4 2h1900 + haa(0)? = 0.

Geodeticka kiivost kiivky ¢ na orientované plose S, kdy c(s) je jeji parametrizace obloukem, je

I{!] = C// . (N X C/) = det(C/,C”,N),

kde N je normala plochy v ptislusném bodé.

Geodetika je kfivka na orientované plose, kterd ma v kazdém svém bodé nulovou geodetickou
kfivost.

Kfivka na orientované ploSe je geodetika pravé tehdy kdyz v kazdém svém neinflexnim bodé je
norméla kiivky n kolmé na plochu, tedy n = £N.

Piiklady

1. Popiste eliptické, parabolické a hyperbolické body na anuloidu

p(a, 8) = [(R+ rsina)cos B, (R + rsina) sin 3, r cos af ,

kde R,r e RY,R>r, a, 8 € (0,2m). (1 bod)
2. Zjistéte zda na plose p(u,v) = [u,v,u? + v?] je n&jaky kruhovy bod. (0,5 bodu)
3. Uréete typy bodl na plose p(u,v) = [u,v,u? + v?]. (1 bod)
4. Dokazte, ze primka na ploSe je asymptoticka kfivka. (0,5 bodu)
5. Urcete asymptotické kiivky na plose z = axy. (0,5 bodu)
6. Urcete asymptotické kiivky na plose

p(u,t) = [usint,ucost, t(1 + u)].
(1 bod)

7. Parametrické kiivky plochy jsou asymptotické, pravé kdyz pro vSechny body plochy plati
h11 = hgg = 0. Dokazte. (1 bOd)

8. Naleznéte hlavni a asymptotické kiivky na Enneperové plose

1 1
p(u,v) = |u— §u3 +uv?, —v —u?v + —v3 u? — 02| (u,v) € R

3
(1,5 bodu)



10.

11.

12.

13.

14.

15.

je v kazdém bodé nulové.

Naleznéte hlavni kiivky rota¢niho paraboloidu

p(u,v) = [u,v,u2 + vz] )

Vypocitejte hlavni kiivky na obecné rotacni plose

p(t, @) = [x(t) cos ¢, z(t) sin @, z(t)].

Ovéite, ze kiivka
c(t) = [rcost + trsint,rsint — trcost, 0]

je hlavni kiivka plochy tecen sroubovice

§(t) = [rcost,rsint,ct],c # 0.

Je déna rota¢ni kuzelovd plocha p(u,v) = [ucosv, usin v, qul.

e Ukazte, ze kiivka u(t) = t,v(t) = vy € R je geodetikou plochy p.
e Ukazte, ze kiivka u(t) = up € R, v(t) = ¢ neni geodetikou plochy p.

Ovéite zda plati n = NN pro poledniky a obecné rovnobézky rotacni plochy

p(u,v) = [x(u) cos v, x(u) sin v, u]

. Ovéite, ze je Ennapova plocha z minulého piikladu minimélni plocha, tj. jeji stfedni kiivost

(0,5 bodu)

(1 bod)

(1 bod)

(1 bod)

(0,5 bodu)

kde w € I,v € (0,27) a z(u) # 0 pro u € I. A rozhodnéte, kdy se jednd o geodetiky v

zévislosti na vlastnostech funkce z(u).

(0,5 bodu)

Oveéftte zda Sroubovice §.(t) = [rcost, rsint, ct] pro ¢ € R, ¢ # 0 lezici na vdlcové plose

p(u,v) = [rcosu, rsinu, v]

maji normalu kolnou na plochu p a jsou geodetikami valcové plochy.

(0,5 bodu)
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. Hlavni kfivosti jsou k1 = % a Ky =

Diferencialni geometrie kiivek a ploch
cviceni 10 - vysledky

sin o
R+rsina”

(a) Eliptické body « € (0,7) pak je ko kladnd a K > 0.
(b) Parabolické body a € {0,7} a ke =0 a K = 0.
(c) Hyperbolické body « € (m,27) a K < 0.

(1 bod)

. Kruhovy bod je pro u =v = 0. (0,5 bodu)
. Gaussova krivost K = m. Body s v > 0 jsou eliptické, body pro nez je v = 0 jsou
parabolické a body, které maji v < 0 jsou hyperbolické. (1 bod)

. TODO (0,5 bodu)

. Plochu parametrizujeme p(z,y) = [z, y, axy]. Asymptotické kiivky jsou Fesenim diferencidlnf

2a8(H)§(t)
Va2 (@2 () +y2 (1) +1
trické kiivky z(t) =z € R, y(t) =t a z(t) =t,y(t) = yo € R.

rovnice = 0. Dostaneme z(t)y(t) = 0 a asymptotické kiivky jsou parame-

(0,5 bodu)

. Asymptotické kiivku jsou jisté piimky ¢t = kostanta. Dale hleddme kiivku ve tvaru p(u(t),t),

2 2
tato kfivka bude asymptotickou pravé tehdy, je-li g—z, %,2;& + % = 0. Dostadvame

2 7’ —_ ~
% = “Tt z ¢ehoz mame v = 0 nebo u = ﬁ, pro kazdou konstantu ¢ € R dostaneme

asymptotickou kiivku a pro u = 0 dostaneme ptimku p(0,¢) = [0, 0, ¢] (1 bod)

. Parametrické kiivky jsou asymptotické = hy; = hos = 0 pro vSechny u,v € I:

BUNO u(t) = t,v(t) = cost, pak & = 1,0 = 0, dosadime do rovnice pro asymptotické kiivky
hi1()? = 0, z toho dostaneme, Ze hy; = 0, stejné pro has.

h11 = haa = 0 pro vSechny u,v € I = parametrické kiivky jsou asymptotické:

Dosadime do diferencidlni rovnice pro asymptotické kiivky 2hiouv = 0, z toho dostavame
moznosti hjp = 0,7 = 0 nebo ¥ = 0. (1 bod)

. Hlavn{ kfivky jsou FeSenim rovnice u'v’ = 0. Dostaneme ze hlavn{ kiivky jsou tvaru p(C,v)

nebo p(u,C), kde C' € R je konstanta. Asymptotické kiivky jsou Fesenfm rovnice (u')? —
(v")? = 0, dostaneme u = +v + C, C konstanta a vSechny asymptotické kiivky miizeme

parametrizovat p(¢, =t + C), kde C € R je konstanta. (1,5 bodu)
. Ano, H =0. (0,5 bodu)
Hlavnimi kfivkami rota¢niho paraboloidu jsou kruznice z = konst. a paraboly p(u, cu), kde
¢ € R je konstanta. (1 bod)
Hlavnimi kfivkami na rota¢ni plose p(t,¢) = [z(t) cos ¢, z(t) sin ¢, z(t)] jsou parametrické
kiivky. (1 bod)

Plocha tecen §roubovice je popsdna mapou p(u,v) = [r cos u—vr sinu, r sin u+vr cos u, c(u+
v)]. Zadan4 kiivka je v této mapé popsdna u = t,v = t. Rovnice, kterou mus{ spliiovat hlavn{
kiivka po upravdch mé tvar w(u 4+ v) = 0, coz je jisté splnéno pro u =t,v = t. (1 bod)

Druhd derivace kiivky c(t) = p(¢,vg) je nulovy vektor proto je geodetickd kfivost nulovd a
jednd o geodetiku.

Normala plochy je N = \/qlz? (—gcosv, —gsinw, 1). Kfivka u(t) = ug € R, v(t) = t m4

neodpovidajici normalovy smér (—ug cost, —ugsint,0) v odpovidajicich si bodech, proto se
o geodetiku nejedna. (0,5 bodu)



14.

15.

Pro poledniky p(u) = [z(u) cos vy, x(u) sinvg, u] je podminka n = +N splnéna, poledniky
jsou geodetikami rotacni plochy. Pro rovnobézky je podminka n = +IN splnéna jen pro body
kdy je @(u) = 0, to nastava naptiklad pro extrémy funkce x(u) nebo pro ¢asti, kde je funkce
x(u) konstantni. (0,5 bodu)

Normala plochy je N = (cos u, sin u, 0) norméla sroubovice je n = (— cost, —sint,0), sméry
si odpovidaji. (0,5 bodu)
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Definice 4.1 Piedpokladejme, ze S je plocha v R3. Riemannova metrika na plose S piifazuje
kazdému bodu s € S skalarni soucin gs; na teéném prostoru TS takovy, ze pro kazdou mapu
p(u1,u2) na S jsou funkce

gij(ul,UQ) = gp(ul,uz) (pumpu,-) 5 Za] S 1a2
hladké. Symbolicky tuto Riemannovu metriku (ve zvolenych souradnicich) zapisujeme jako vyraz
d82 =411 du% + 2g12 d’LLl d’LL2 + go2 dug

Definice 4.2 Budeme uvazovat vektorovy prostor M? = {x = [xg, z1, z2]|7; € R} s kvadratickou
formou Q(x) = —x3 + 27 + 23 s Minkowského signaturou (1,2). Kvadratickd forma @ zad4dvé
dvoulisty hyperboloid {x € M3|Q(x) = —1}. Jeho hornf list ozna¢ime Hs, tedy

Hy = {[xo,x1,12) € M3 — 23 + 2?2 + 23 = —1,2¢ > 0}.
V kazdém bodé definujeme Riemannovu metriku jako zizeni formy ) na tec¢ny prostor.

Definice 4.3 Piimky na Hs definujeme jako pruniky rovin prochéazejicich pocatkem s Ho. [jseéky
definujeme jako souvislé omezené useky piimek.

Véta 4.4 Grupa SO(2,1), kterou definujeme jako podgrupu vsech reguldrnich matic generovanou
maticemi tvaru

1 0 0 coshu sinhu 0
0 cosu sinu a sinhu coshu 0],
0 —sinu cosu 0 0 1

tvori grupu primych izometrii plochy Hs s Riemannovou metrikou.

Definice 4.5 Mnozina U = {{ = u + iv € C||{| < 1} spolu s Riemannovou metrikou

4
2 _ 2 2
se nazyva Poincarého model hyperbolické roviny.
Véta 4.6 Zobrazeni
1+ u? + 0? 2u 20
®(u,v) = <1—u2—v2’ 1—u2—02"1—u2 -2’

je stereografickou projekci mezi diskem U a hyperboloidem Hs a je isometrii vzhledem k piislusnym
Riemannovym metrikam.

Definice 4.7 Mnozina H, = {[z,y] € R?|y > 0} spolu s Riemannovou metrikou
1
ds® = ?(dx2 + dy?).

se nazyva polorovinovy Poincarého model hyperbolické roviny.

Véta 4.8 Zobrazeni, které bodu z = x + 1y € H, pfifazuje bod ( = u+ tv € U, pro ktery plati
Z—1
z+1

je isometrii mezi Hy a U vzhledem k piislusnym Riemannovym metrikdm a jeho inverze ma tvar

i(1+¢)

e

(=



Véta 4.9 Zobrazeni tvaru

az+b
cz+d’

o(z) = a,byc,deR, ad—-bc=1

tvorf grupu primych isometriif H, (grupa se nazyvd Mobiova grupa).

Definice 4.10 Mnozinu v roviné nazveme zobecnénd kruznice, pokud je to bud’ kruznice, nebo
ptimka. Kazdou zobecnénou kruznici v komplexni roviné lze popsat rovnici

azz —wz —wi+c=0, |w|®>>ac, a,c € R,w e C.

Prislusnd mnozina feseni je primka pravé kdyz a = 0.

Véta 4.11 Jsou-li P = [0,a],Q = [0,b], a < b dva body v hyperbolické roviné a c(t) = (0,t),t €
(a, by usecka, kterd je spojuje, pak m4 kiivka ¢ nejkratsi délku mezi viemi reguldrnimi kiivkami v
H, které zacinaji v bodé P a konéi v bodé Q.

Véta 4.12 V libovolném modelu hyperbolické geometrie je plocha hyperbolického trojuhelnika s
uhly «, 8,7 rovna

T—(a+B+7).

Priklady
1. Dokazte, ze Riemannova metrika z definice 4.2 je pozitivné definitni. (0,5 bodu)
2. Spoctéte stabilizator bodu i € Hy v grupé pifmych izometrii H . (0,5 bodu,)
3. Ukazte, ze g(¢) = e 1C:aac je izometrie Poincarého modelu hyperbolické roviny, pro 6 € R,

aeC,lal <1 (1 bod)
4. Ukazte pro zobrazeni ¢(z) = gzzis,@’(z) = g,/zzidb; z 4.9, 7e p o ¢’ m4 koeficienty, které

odpovidaji koeficientim

a b\ [(d ¥V
c d)j\d d)}-
(0,5 bodu)

5. Ukazte, Ze zobrateni ¢, = 2z + o a @g = Bz, kde § > 0, jsou izometrie H. (0,5 bodu)
6. Prvky Mobiovy grupy pfevadi zobecnéné kruznice na zobecnéné kruznice. (1 bod)
7. Jaky je obsah trojuhelniku ABC pokud vSechny jeho vrcholy lezi v nekone¢nu, t.j. vSechny

jeho strany jsou rovnobézné. Nacértnéte takovy trojuhelnik v Poinkarého disku a vSechny

moznosti takového trojihelniku v polorovinovém modelu hyperbolické geometrie.

(0,5 bodu)

8. Jaky obsah mé ctyithelnik ABCD v H,, jehoz strany jsou tvofeny piimkami - polo-

kruznicemi se stiedy v bodech —2r, —r,r a 2r s poloméry ve stejném potadi 4r,r,r a 4r,

pro r € R. (0,5 bodu,)
9. Jaka je vzdélenost bodit A = [0,2] a B = [V/3,1] v H,? (0,5 bodu)
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(0,5 bodu)
. Stabilizdtor tvoii prvky ¢(z) = flfz'fa, kdy a? +b? = 1. (0,5 bodu)
(1 bod)
’ ’ aa,/z+b/
. Vysledek dostaneme dosazenim (% ZZIS,) = —22H — a rozndsobenim matic. (0,5 bodu)
P

1
= 0

. Identickd mapa p(z,y) = [x,y] na Hy md G = (Zg 12> . Pro ¢ op(z,y) = [t+a,y] ipro
y

pgop(z,y) = [Bz, By] dostaneme stejné prvni fundamentdlni formy. (Nesmime zapomenout

na Riemannovu metriku.) (0,5 bodu)

. Obecné kruznice v roviné mé rovnici
(x— AP+ (y—-B)?=FR,

t.j.
x? +y? —2Ax — 2By + (A> + V> — R*) = 0.

To nyn{ sta¢i upravit do komplexnfho tvaru (a = 1). Piipad a = 0 ziejmé odpovidd obecné

rovnici piimky. Tvrzeni se pak snadno ovérf pro jednotlivé generdtory. (1 bod)
. Obsah je 7. (0,5 bodu)
2r—Z (0,5 bodu)

3

. Pifmka kterd v polorovinovém modelu spojuje body A, B je kruznice se stfedem v bodé [0, 0]
a polomérem 2, A = [0,2] = [2cosT,2sin7] a B = [V/3,1] = [2cos , 2sin T, 2]]. Vzdalenost
bodi je In(tan 5) — In(tan §). (0,5 bodu)
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Rovnice pro geodetiky Kiivka v mapé c(t) = p(u(t),v(t)) je parametrizovand geodetika,
pravé tehdy kdyz jsou splnény rovnice

—_

d . . . .. .
£(911U + 9120) = = ([g11]u®® + 2[g12]u 00 + [g22]u®?),

\V]

d . . 1 . L. .
a(guu + goo?) = 5([911]1;“2 + 2[g12]v D + [g22]u®?),

kde G = {g;,;} je matice prvni fundamentalni formy plochy.

Gauss-Bonnet pro hladké kiivky Nechf ¢ : (a,b) — O je kladné orientovand, hladka
jednoduchd uzaviend kiivka takova, ze Inte C O a ¢'(b_) = ¢'(ay). Definujme nyn{ kiivku ¢ na
plose S predpisem ¢ = p o ¢ a oznacme Intc = p(Intyp).

Pak

KdSZQTF—/ngdS,
Intc c
kde kg je geodetickd kiivost kiivky ¢ a K je Gaussova kiivost plochy p.
Gauss-Bonnet pro kiivoéaré mnohoihelniky Predpoklddejme, ze c(t) t € (0,a) je obvod

kiivoc¢arého mnohothelnika na plose p s vnitinimi uhly aq, ..., a, u svych vrcholu. Pak
/ KdS:Zozif(n—Q)w—/kgds.
Intc =1 c

Eulerova charakteristika plochy S je ¢islo, uréené nasledujicim zpusobem: zvolme trinagu-
laci S a ozna¢me V pocet viech vrcholt, H pocet vSech hran, a S pocet vSech mnohouhelniki
(stén). Pak Eulerova charakteristika x se definuje vztahem

x=V-H+S.

Gauss-Bonnetova véta Necht S je kompaktni plocha, pak

/ K dS =27y,
S
kde K je Gaussova kiivost a y je Eulerova charakteristika S.
Priklady
1. Jaka je geodeticka kiivost Sroubovice
c(t) = [acost,asint,bt],a > 0

(a) jako kiivky na plose
p(u,v) = [ucosv,usinv, bv),

(0,5 bodu)

(b) jako kiivky na vélcové plose. (0,5 bodu)

2. Ovéite zda parametrické kiivky na kuzeli p(u,v) = [ucosv, usin v, u] splitujf soustavu dife-

rencialnich rovnic pro geodetiky. (0,5
bodu,)

3. Ovéite zda kiivky
(a) u(t) =t,v(t) =0 (0,5 bodu,)
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(b) u(t) =t,0(t) =t (0,5 bodu,)
(c) u? +v? =1 (0,5 bodu)

spliuji soustavu diferencidlnich rovnic pro geodetiky na sféfe dané stereografickou projekci

(u, ) 2u 2v 1 2 cR
u,v) = — U, v .
pith 14+ u2+02" 1+ u+ 02’ 1+u2+02]" 7
Spoctete Eulerocu charakteristiku pro sféru pomoci triangulace. (0,5 bodu)
Spoctete Eulerovu charakteristiku pro torus pomoci triangulace. (0,5 bodu)
Oveérte vypoctem Gauss-Bonetovu vétu
/ K dS = 2ny,
s

(a) na sfére, (0,5 bodu)
(b) na toru. (0,5 bodu)

Ovéite vypoctem Gauss-Bonetovu vétu pro kruznici ¢(t) = [cost,sint, 1] na sfére
22+ y?4+22 =2
(0,5 bodu)

Pomoci jedné z Gauss-Bonetovych vét ukazte, ze na plose s konstantni zdpornou Gaussovou
kfivosti neexistuje jednoduchd uzaviensd geodetika. (0,5 bodu)

Pomoci Gauss-Bonetovy véty ovéite vzorce pro obsah trojihelniku na jednotkové sfére a v
hyperbolické geometrii (K=-1). (0,5 bodu)

Neékolik pirikladt na zopakovani
Naleznéte parametrizaci obloukem kiivky c(t) = [ef,e~%, v/2t],t > 0. (0,5 bodu)

Necht ¢(s) je kiivka parametrizovand obloukem lezici na sfére. Ukazte, ze pak plati

1 11V
()
K T\ K
pokud mé vyraz na levé strané smysl a kde x a 7 jsou kiivost a torze kiivky c(s). A naopak
pokud kiivka c(s) spliuje zadany vztah, pak lezi na néjaké kulové plose. (1 bod)
Parametrizujte kiivku v prostoru spliiujici rovnice
> +y? =1, z=cose’

a napiste rovnici jeji oskulacni roviny prochazejici bodem [0, 1,in%]. (0,5 bodu)
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(a) kg = g2 (0,5 bodu)
(b) kg =0, jednd se o geodetiku na vélcové plose. (0,5 bodu,)
Soustava rovnic je 2ii = u?, ui + 2uui = 0. K¥ivka p(t, const) splituje rovnice, jedna se tedy
o geodetiku. K¥ivka p(const,t) soustavu rovnic nespliuje, o geodetiku se nejedna. (0,5
bodu)
(a) TODO (0,5 bodu)
(b) TODO (0,5 bodu)
(c) TODO (0,5 bodu)
Eulerova charakteristika sféry je y = 2. (0,5 bodu)
Eulerova charakteristika toru je x = 0. (0,5 bodu)
(a) TODO (0,5 bodu)
(b) TODO (0,5 bodu)
KruZnice je parametrizovana obloukem, geodetickd kfivost je kg = %, sféra ma K = %, obé
strany rovnosti vyjdou (2 — v/2) (0,5 bodu)

Sporem necht je v jednoduchd uzaviend geodetika potom posle Gauss-Bonetovy véty plati
0= [ryds=2m— [, KdS>2r. (0,5 bodu)

Trojuhelniky na sféfe i v hyperbolické geometrii maji strany geodetiky, proto geodeticka
kiivost bude nulova. D4l uz staci cosadit do vzorce. (0,5 bodu)

Neékolik prikladu na zopakovani
ct)=[A(Vs2+4+5),3(Vs2+4—5),V2In (3(Vs2+4+5))] (0,5 bodu)
TODO (1 bod)

c(z) = [cose?,sine?, z], oskulacni rovina T —y — %22 +1+ %lng =0. (0,5 bodu)



