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Eulerovy udhly

Center of
Gravity

Pitch Axis

+ Pitch

Roll Axis

http://www.youtube.com/watch?v=UpSMNYTVqQI
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http://www.youtube.com/watch?v=UpSMNYTVqQI

Eulerovy dhly - maticovy zapis

R(e, B,7) =
cosa  sina 0 cosB 0 —sinpg 1 0 0
—sina cosa 0 0 1 0 0 cosy sinvy
0 0 1 sin 0 cosf 0 —siny cosvy
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Eulerovy dhly - nevyhody

zavislost na soufadném systému
soutradny systém je lokalni vici télesu
zavislost na potadi rotaci

slozity inverzni problém

singularity (gimbal lock)
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William Rowan Hamilton 1805 - 1865

@ 1835 - komplexni &isla

@ zkousi vymyslet néco podobného pro 3D geometrii
“Every morning on my coming down to breakfast, your little
brother William Edwin, and yourself, used to ask me: "Well,
Papa, can you multiply triplets?’ Whereto | was always
obliged to reply, with a sad shake of the head: 'No, | can only
add and subtract them.”"

@ 16. fijna 1843 objev kvaternion(i
@ vyryl jejich rovnici do Broughamského mostu

@ po zbytek Zivota se vé&noval jejich vlastnostem
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Kvaterniony - definice

H={q|lg=a+bi+c+dkab,c,dcR,i?=j2=k>=ik=—1}
o zapisH > qg=a+bi+cj+dk=(av) kdescR,v=(bc,d)cR3

o S&itani
g1+ g2 = (s1,v1) + (52, v2) = (51 + 52, V1 + Vv2)

@ Nasobeni
o q1* g2 = (51 + x1i + y1j + z1k) * (82 + xei + yoj + 22k) =
(519 — X120 — y1y2 — 2122) + (S1%2 + S2X1 + Y120 — yoz1)i + (S1y2 +
Y1+ Xz1 — x122)j + (5122 + $221 + x1y2 — X2y1)k
o g1 * G2 = (s1,v1) * (S2,v2) = (5152 — V1 - V2,V1 X V2 + §1V2 + V1)

e neni [
SO O T O &

11 i)k
if|i|-1]k|-j
JIlJl-k|-1]1i
k[ k| j[-i]-1 @ (k)
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o skalarni kvaternion - nulovd vektorova ¢ast

@ ryzi kvaternion - nulova skalarni &ast

e opactny kvaternion ke kvaternionu g = (s, v) je kvaternion
—q = (-s,—V).

@ Mezi kvaterniony existuje jednotkovy prvek vi¢i nasobeni
1=(1,(0,0,0)), tedy g1 = 19 = q.

e konjugovany kvaternion g = (s,v) = (s, —v).

e norma kvaternionu g = (s,v) = (s, (x,y,2)):

lall = Vs> + X2+ y2 + 22 = \/qq.
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Prvky 1.i, j, k mlZeme reprezentovat jako komplexni matice
S(30) (40
i=(%0) = (T0)

Pro kvaterniony mame maticové zapisy

s —-x z -y
. . . h s
S+Xl+yj+zk:g+hj:<_gi—7 g_): _XZ by 5; )Z( ,
y —z —-x s

kdeg=s+xia h=y+z.
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vé kvaterniony

@ inverzni kvaternion k nenulovému kvaternionu g je kvaternion
-1_ _4q
9= TaP

e jednotkovy kvaternion, je kazdy kvaternion, pro ktery plati: ||g|| = 1
@ mnozinu viech jednotkovych kvaternionl oznacujeme H;
@ Jedna se o multiplikativni grupu.

1

e Pro q,q1 € Hj plati: ||qqi|]|=1a ¢ " =7.
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o Kazdy jednotkovy kvaternion g lze zapsat v ndsledujicim tvaru:
q = (cosa, nsina), kde n je jednotkovy vektor v R3 a a € [0, 7].

e Vé&ta: Pro pevny jednotkovy kvaternion q je zobrazeni R® — R3
r — grg

rotaci kolem osy n o thel 2« proti sméru hodinovych rucicek.

@ Pro nejednotkovy kvaternion p mame

prp_lzpr P __P r P
pl2 [lpll |lpl]

= qrq,
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Rotace ve 3D - Rodriguesova formule

Jak spotitame rotaci vektoru r € R3 kolem jednotkového vektoru n o thel
0 proti sméru hodinovych ruciek.

er=r;+n
o ry projekce do n, ry = (r-n)n
erpkolmykn rp=r—r

v kolmy k n,rp, v=nxrp=nxr

(r )2—r2c059+vsm0

‘) =

r = (1—cost9)(r n)n+rcosf+ (nxr)sinf

e 6 o6 ¢
—~~
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Formule pro kvaterniony

Co udéla s ryzim kvaternionem r zobrazeni r — qrg, kde g je jednotkovy
kvaternion?

@ miZzeme psit g = (cosa,nsina), kde [n| =1

@ vyuZijeme vzorce vi X (v X v3) = (v1 - v3)va — (V1 - v2)v3

e upravime (s,v)(0,r)(s,v)"! = (0,(s®> —v-v+2(v-r)v+2s(v x r))

@ provedeme substituci s = cosa and v =nsina

o dostdvame

(s,v)(0,r)(s,v)™t = (0, (1 —cos2a)(r-n)n+rcos2a + (n x r)sin 2c)
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Rotace pomoci kvaternioni

Theorem (Euler)

SloZeni dvou rotaci je opét rotace

Dikaz.

@(q1pa; V' = (92q1)p(q2q1) ™t O

Theorem

Zobrazeni, které q pfFifadi zobrazeni v — qvq~! je 2:1 homomorpfismus
mezi grupou jednotkovych kvaternioni a SOs.

Diikaz.

g dava stejnou rotaci jako —gq.

@ jednotkové kvaterniony jsou dvojitym nakrytim SO3
e dostaneme z toho Hopfovu fibraci S3 — S2, kde fibry jsou ~ S?.
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3D rotace pomoci kvaternioni

o Jednotkové kvaterniony g = (cosa, nsina), kde [n| =1, a € [0, 7].
@ Pro pevné q je
r— qrg (1)
rotace kolem osy n o thel 2« proti sméru hodinovych rudi¢ek
@ Zjevné g a —q davaji stejnou rotaci
@ Pro nejednotkovy kvaternion p mame
prpt = pr p__ P ; p
[plIZ lpll [lpl]

= qrg, (2)

takZe vlastné to¢ime jednotkovym kvaternionem g =
formule (1).

o Jako cvilenitko: jak vypadaji vSechny jednotkové kvaterniony, které
rotuji vektor [1,0, 0] na vektor [0, 1,0]?
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Interpolace poloh objektu ve 3D

@ Mdame 2 polohy objektu dané jednotkovymi kvaterniony {qo, g1} a
chceme prejit spojité od jedné ke druhé.
@ Nejjednodusi je LERP (linear interpolation), tedy vypocitat

qr = (1 —t)qo + tq1

a pouzit formuli (2). Ale to je vlastn& rotace pomoci jednotkového

kvaternionu
(1—1t)qo + tq1

[[(1 = t)qo + tqu||’

coz takova krasa neni.
o Lepsi je SLERP (spherical linar interpolation)
_sin(1—1t)0 sin t0
T sing 7T Ging

qt

kde 0 je thel mezi qg a g1 (brdno v R*).
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SLERP

e Véta: Formule (3) je rovnomérna parametrizace kruhového oblouku
mezi gp a q1.

@ SLERP a LERP probiha stejné polohy, vyhoda je SLERP je v
rovhomeérnosti.

o Vzdy je t¥eba pfipadné vzit —g; misto g; tak, aby 6 < 7/2. Jinak by
doslo k tomu, Ze se objekt do té samé polohy bude pfesouvat
doplitkovym (mnohem del3im) zpiisobem.

@ Pokud se kromé rotace objekt i posouva, interpolujeme posunutf
linedrn& v R3.

@ Pokud mame posloupnost vice poloh, interpolujeme kaZzdé dvé& pozice
(lomena sféricka &ara), nebo globdln& pomoci sférického spline.

o KaZda animace rotaci je vlastné kfivkou v jednotkovych
kvaternionech, tedy sférickou kFivkou na S3.

Zbynék Sir (MU UK) - Rotace ve 3D a kvaterniony




