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VYSKY A OSY STRAN V TROJUHELNIKU

7ZBYNEK SR

Mnoho geometrickych tloh se tyka vyznacnych pirimek a bodu
v trojuhelniku. Takovou tlohou je i 70-A-I-2 matematické olympiady,
jejiz zadani zni:

V ostrouhlém trojuhelniku ABC' lezi na strané BC body D a E tak,
e D jemezi B a E, |AD| =|CD| a |AE| = |BE)|. Bod F je takovy bod,
e FD||AB a FE||AC. Dokazte, Ze |FB| = |FC|.

V tomto prispévku se pokusime ¢tenare motivovat k moznému syn-
thetickému i analytickému feSeni této tlohy. Nasim vychodiskem budou
pritom pfredevsim ruzné dukazy znamé poucky o spolecném pruseciku
vysek v trojuhelniku.

1 Osy stran

Pojmem, ktery je mozno nejsnadnéji uchopit, je osa strany. Nasledujici
popis je trivialni, ale uzitecny a zajimavy z hlediska budovani matema-
tiky.

Definice 1.1. Osa tsecky AB je primka, kterd prochadzi jejim stredem
a je na ni kolma.

Je velice zajimavé, ze tento pojem vyuzivajici v podstaté jen kolmosti
nam piimo popiSe vyznamnou mnozinu bodu.



A2 16

Lémma 1.2. Méjme ddny dva ruzné body A a B. Pro libovolny bod C
plati, Ze je od obou stejné vzddlen, tedy |AC| = |BC|, prdvé tehdy, kdyz
lezi na ose usecky AB.

Zduraznéme, ze tvrzeni ma tvar ekvivalence, coz se muze v ruznych
ulohéch hodit. Jinymi slovy, osa tsecky je pravé ta mnozina bodu, které
maji stejnou vzdalenost.

Toto jednoduché lémmatko nebudeme formélné dokazovat. Bylo by
to mozné z nékterych jednoduchych vét v Eukleidovych Zdkladech, po-
moci Pythagorovy véty ¢i analyticky. Ve skutecnosti ale toto tvrzeni,
které dava do souvislosti kolmost a rovnost vzdalenosti, patii do samych
zakladu a vychodisek geometrie. Mohlo by byt povazovano za zjevny po-
stulat.

Veéta 1.3. V libovolném trojuhelniku ABC' se osy stran AB, BC a CA
protinaji pravé v jednom bodé.

Dukaz. Osy o, a 0o, nemohou byt rovnobézné (protoze v trojihelniku
nejsou rovnobézné tsecky BC a C'A), a proto se protnou v bodé, ktery
oznacime S. Protoze S € o, plati |BS| = |CS]. Protoze S € op plati
|AS| = |CS|. V dusledku tedy i |AS| = |BS| a tedy S € o. O

2 Vysky

vvvvvv

Definice 2.1. Vyska v trojuhelniku je primka vedend libovolnym ze tri
vrcholi a kolmd na protilehlou stranu. Trojihelnik md tedy vZdy ti vysky.
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Pokud mé nékdo ze ¢tenaiu to Stésti, ze dukaz nasledujiciho tvrzeni
nikdy nevidél, velice doporucuji pokusit se dukaz samostatné vymyslet.
Ukazuje se, ze bez znalosti jistého triku nebo bez pouziti analytickych
vypoctu to neni jednoduché. My si vSak ukazeme dva dikazy, které se
pravé o uvedené prostiedky opiraji. Délame to zejména proto, ze jsou
vhodnou motivaci k podobnym feSenim soutézni tlohy.

Veéta 2.2. V libovolném trojuhelniku ABC' se tii vysky protinaji prdvé
v jednom bodé.

Dukaz. Prvni dukaz je ¢isté syntheticky. Kazdym vrcholem vedeme rov-
nobézku s proteéjsi stranou (tedy kolmici na vysku). Tyto tii nové piimky
jsou vzajemné ruznobézné a protnou se v bodech nového trojihelniku

FEG.
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G

Vysky puvodniho trojihelniku ABC jsou osami stran nového troj-
thelniku FFEG a proto se protinaji v jednom bodé podle Véty 1.3.

Druhy dukaz je ¢isté analyticky. Je pritom dulezité dobfe si promys-
let, kolik vstupnich parametri budeme pouzivat. Na prvni pohled jich
je 6, totiz z-ové a y-ové soufadnice bodu Alay,ay|, Blbs,by], Clcg, ¢yl
S jejich pomoci bychom si mohli vyjadrit rovnice vysek, a pak ukdzat,
Ze se protnou v jednou bodé.

Ve skutecnosti ale muzeme trojihlenik posunout a otocit tak, ze bod
A je v pocétku, tedy a; = ay = 0, a navic bod B lezi na kladné ¢ésti
osy z, tedy by > 0 a by, = 0. To bychom odborné nazvali nezavislosti
(invarianci) dokazované véty vuéi shodnostem. Navic se vlastnost za-
chové, kdyz trojihelnik zvétsime nebo zmensime (nezavislost na podob-
nostech). Proto muzeme volit b, = 1.
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Celkové tedy muzeme predpoklddat polohu bodu A[0,0], B[1,0]
a Clcg, ¢y], pracujeme tedy jen se dvéma parametry. Obecnd rovnice
Ve je ziejmé x = c¢,. Smérovy vektor vysky vy musi byt kolmy na vek-
tor AC' = (cg,¢y) a tedy je to napiiklad vektor (—cy,c;). Tim ziskdme
parametrické vyjadieni primky vy,

v: x=1-tcy, y=0+tc,, teR.

l1—cs
Cy
(cy je totiz nenulové, jinak by se nejednalo o trojihelnik), a tedy pro

prusecik dvou vysck plati

Pro prusecik s v, musi tedy platit ¢; = 1 —1t ¢, ¢imz dostdvdme t =

2
Cyp —C
O=v.Nuy = lcm,u} .
Cy
K tomu, abychom ukazali, ze i tfeti vyska v, prochdzi bodem O postaci,
ze vektory B a fﬁ jsou kolmé. To vSak snadno ovérime skaldarnim
soucinem, protoze

A

Cy

3 Dvé ulohy na zavér

Nas prispévek zakonc¢ime dvéma tlohami k samostatnému feSeni.

Uloha 3.1. Meéjme trojuhelnik ABC' s vijskami v,, vy a ve a jejich pa-
tami P,, Py a P.. Dokazte, Ze v,, vp a v. jsou osami uhlu trojuhelniku
P,P,P..

Uloha 3.2. Méjme trojihelnik ABC' s vyskami vg, vy a ve a jejich
prusecikem O. Necht X je bod osové soumérné sdruzeny s O podle
primky AB a 'Y stredové soumérné sdruZeny s O podle stredu strany
AB. Dokazte, Ze X 1Y leZi na kruznici opsané trojuhelniku ABC'.

Literatura

[AG] M. Koc¢andrle, L. Bocek: Matematika pro gymndzia, Analytickd
geometrie, Prometheus 2009.

[EG] E. Chen: Euclidean Geometry in Mathematical Olympiads, Ame-
rican Mathematical Society, 2016.

[IMO] Matematickd olympidda. http://www.matematickaolympiada.cz



