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Zkušenosti s distančńım vzděláváńım talentovaných

středoškolák̊u II: Polynomy

Karel Pazourek a Zbyněk Š́ır

Abstrakt

Tento př́ıspěvek navazuje na náš prvńı článek v tomto sborńıku a je

věnován našim zkušenostem s online výukou matematiky v druhé části

kurzu Matematické algoritmy a jejich geometrické interpretace pořádeného

v rámci projektu Talnet.

V krátkosti zmı́ńıme matematický obsah kurzu i strukturu jeho lekćı.

Provedeme srovnáńı možnost́ı vzděláváńı nadaných student̊u v rámci

online výuky a korespondenčńıch seminář̊u.

1 Úvod

Projekt Talnet od roku 2003 vzdělává nadané děti (zejména ve věku 14–18 let)
v př́ırodńıch vědách, a to kombinovanou formou: Během roku prob́ıhaj́ı inter-
netové kurzy, ve kterých studenti řeš́ı úkoly a debatuj́ı nad problémy, posléze
vytvářej́ı seminárńı práce, které před spolužáky a instruktory obhajuj́ı. Následuje
soustředěńı, během kterého studenti své práce prezentuj́ı i před účastńıky jiných
kurz̊u Talnetu. Vše doplňuj́ı exkurze a prosemináře (např. o historických osob-
nostech vědy).

Prvńı, podzimńı část kurzu Matematické algoritmy a jejich geometrické in-

terpretace se zabývala přeměnou rovinných útvar̊u na čtverec, jej́ı pr̊uběh je
shrnut v článku [5].

Druhá část kurzu se zabývala polynomy, hledáńım kořen̊u polynomů a jejich
použit́ım v geometrii – interpolacemi. Téma polynomů, polynomiálńıch rovnic a
polynomiálńıch křivek je ve středoškolské matematice prob́ıráno jen ve velmi
omezené mı́̌re. Teorii polynomů však lze student̊um nadaným v matematice
dobře přibĺıžit.

2 Matematický obsah a struktura kurzu

Jarńı část matematického kurzu Talnetu sestávala ze sedmi lekćı. Každé z prvńıch
šesti lekćı byl věnován jeden týden, během něhož studenti studovali učebńı ma-
teriály a plnili úkoly. Sedmá lekce byla přidána jako pomůcka při vypracováváńı
seminárńıch praćı.



2 Karel Pazourek a Zbyněk Š́ır

2.1 Polynomy, kořeny a iteračńı metody

Polynomy jakožto matematické objekty maj́ı široké uplatněńı jak v abstraktńı,
tak v aplikované matematice. V kurzu jsme se zaměřili předevš́ım na hledáńı
kořen̊u a na aplikace.

Nejprve jsme zavedli pojem polynomu, osvětlili základńı termı́ny (např. stupeň
polynomu) a následně zavedli tři operaćı na množině polynomů: sč́ıtáńı, odč́ıtáńı
a násobeńı; k tomu přibyly pojmy derivace a (neurčitého a určitého) integrálu,
ovšem byly zavedeny pouze jako operace, teoretický př́ıstup nebyl v rámci kurzu
z rozsahových d̊uvod̊u možný, ostatně to ani nebylo ćılem kurzu. Děleńı poly-
nomů úzce souviśı s kořeny polynomů: Pokud č́ıslo a je kořenem polynomu P (x),
pak při děleńı P (x) : (x−a) nedostaneme žádný zbytek. Stejně tak kořeny poly-
nomu P (x) je vhodné chápat nejen jako pr̊useč́ıky grafu př́ıslušné polynomiálńı
funkce, ale i jako řešeńı polynomiálńı rovnice P (x) = 0.

Tento př́ıstup umožňuje výklad algebraických i iteračńıch metod hledáńı
kořen̊u. Kromě vzorc̊u pro výpočet kořen̊u kvadratické rovnice nebo Viétových
vztah̊u se pracovalo s Descartesovým znaménkovým pravidlem, Hornerovým
schématem a Eukleidovým algoritmem.

Iteračńı metody pak ukázaly výhody přibližného určeńı kořene a jejich využit́ı.
Věnovali jsme se metodám p̊uleńı (bisekce), sečen a Newtonově metodě, která
pracuje s derivaćı. Stejně tak hledáńı počtu kořen̊u na daných intervalech pomoćı
Sturmových posloupnost́ı využ́ıvá derivace, nikoliv však jej́ı geometrický aspekt;
student tak nebyl omezen na jedinou představu o funkci derivace v matematice.
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Obrázek 1 Př́ıklad metody sečen

Daľśı didakticky zaj́ımavou aplikaćı polynomů jsou polynomiálńı interpo-
lace (nahrazováńı složité křivky polynomiálńı křivkou), zaměřili jsme se na La-
grangeovu a Hermitovu interpolaci. Dı́ky jejich širokému uplatněńı při zpra-
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cováváńı dat je možné nalézt celou řadu př́ıklad̊u a úloh, které lze přizp̊usobit
možnostem a nárok̊um jednotlivých student̊u. Interpolace se také často objevo-
vali v zadáńıch seminárńıch praćı.

2.2 Struktura kurzu

Kurz byl postaven tak, aby umožnil se zapojit student̊um s co neǰsirš́ı mı́rou
nadáńı a znalost́ı. Zopakovaly se základńı pojmy, doplňovaly se a upevňovaly
vědomosti nabyté ve školńım vyučováńı. Dále byly jednotlivé metody a problémy
zařazeny do historických souvislost́ı.

Přitom úroveň znalost́ı student̊u umožňuje ”pouze” algoritmický př́ıstup k
tématu, hlubš́ı studium by vyžadovalo daľśı př́ıpravu, která je nad časové možnosti
kurzu, a nad (současné) schopnosti většiny student̊u. Źıskané vědomosti je předevš́ım
motivuj́ı pro daľśı studium. Nav́ıc studenti dokáž́ı použ́ıt iteračńı a interpolačńı
algoritmy v daľśıch situaćıch.

Témata byla do lekćı rozdělena následovně:

1. lekce Polynomy - základńı pojmy. Sč́ıtáńı, odč́ıtáńı a násobeńı poly-
nomů. Derivováńı a integrováńı polynomů.

2. lekce Kořeny polynomů. Děleńı polynomů.
3. lekce Polynomiálńı funkce. Kvadratická funkce a jej́ı graf.
4. lekce Descartesovo znaménkové pravidlo. Hornerovo schéma.

Euklid̊uv algoritmus.
5. lekce Iteračńı metody. Metoda bisekce. Metoda sečen.
6. lekce Derivace v algoritmech: Newtonova iteračńı metoda,

Sturmovy posloupnosti.
7. lekce Polynomiálńı interpolace: Lagrangeova a Hermitova interpo-

(doplňuj́ıćı) lace.

Sedmá lekce, jak už bylo zmı́něno, měla ulehčit student̊um sháněńı materiál̊u
o interpolaćıch při vytvářeńı seminárńıch praćı.

3 Analýza a pozorováńı

3.1 Problém zd̊uvodňováńı

Během celého kurzu byl kladen d̊uraz na vyjadřovaćı schopnosti student̊u: Často
se stávalo, že studenti nećıtili potřebu své výsledky od̊uvodňovat nebo vysvětlovat,
přitom jim to bylo opakovaně připomı́náno. Je možné, že to zp̊usobila ńızká
poč́ıtačová gramotnost - studenti vńımaj́ı on-line prostřed́ı jako mezikrok od
psaného projevu (kde jsou zvykĺı zd̊uvodňovat) a př́ımého kontaktu (kde je
zd̊uvodňováńı od nich vyžadováno až doplňuj́ıćı otázkou, popř́ıpadě zd̊uvodněńı
chápou jako dovysvětleńı postupu, tedy ne jako nezbytnou složku řešeńı úlohy).
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3.2 Hledáńı a vyhodnocováńı informaćı

Daľśım problematickým mı́stem, které souviśı s poč́ıtačovou gramotnost́ı, byla
práce s informacemi źıskanými na Internetu.

Ukázala se u student̊u značná neochota (nebo nevědomost) ověřovat si in-
formace z v́ıce zdroj̊u. Mnoźı studenti si vystačili s jediným zdrojem informaćı
(obvykle portál Wikipedia), někteř́ı pracovali pouze s texty psanými v češtině.

3.3 Korespondenčńı seminář vs. online výuka

Využit́ı matematických algoritmů je v rámci korespondenčńıho semináře omezené.
Např́ıklad v úlohách Pikomatu MFF UK, se kterým autor spolupracuje a který
je zaměřen na žáky druhého stupně základńıch škol a nižš́ıho gymnázia, algorit-
mické myšleńı se v úlohách často nevyskytuje. Je zde několik př́ıčin:

• Jednotlivé úlohy jsou předkládány pomoćı jednoduchých zadáńıch. Přitom
úlohy o algoritmech často vyžaduj́ı větš́ı př́ıpravu nebo obsáhleǰśı vysvětlováńı.

• Algoritmy nejsou tradičńım tématem, se kterým se v korespondenčńıch
seminář́ıch pracuje. Ostatně ani ve školské výuce se téměř s algoritmy
ćıleně nepracuje.

• Chyb́ı možnost vrátit řešeńı k dopracováńı: Analýza algoritmu nebo jeho
konstrukce je náročná na logické myšleńı a formulováńı myšlenek. Málokteř́ı
(nadańı) studenti jsou schopni uvést dostatečně úplné řešeńı. Zkušenosti z
online výuky ukazuj́ı, že vypracovat složitěǰśı algoritmické úlohy do požadovaného
stavu je pro studenty velmi obt́ıžné, i při četných konzultaćıch s instruk-
torem a dostatku času.

3.4 Seminárńı práce

4 Závěr

Projekt Talnet umožňuje vzdělávat se velkému spektru nadaných student̊u a
student̊u se zájmem (nejen) o matematiku. Algoritmické postupy přitom plńı
několik ćıl̊u:

• Procvičuje se logické, zejména algoritmické myšleńı.

• Oblasti matematiky, které by jinými prostředky pro jejich náročnost nešlo
vyučovat, jsou zde představovány na úrovni znalost́ı student̊u. Procvičované
postupy lze pak uplatnit v běžné praxi; dále při vhodném výkladu motivuj́ı
studenty k daľśımu vzděláváńı v dané oblasti.

• Algoritmy utřid’uj́ı źıskané vědomosti do jednoho celku. Jeho procvičováńım
jsou pak d́ılč́ı znalosti procvičovány.
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• Pokud se studenti pod́ıĺı na tvorbě algoritmu, nutně muśı uvažovat o
matematických principech, na kterých je řešeńı daného problému založeno.
Je však třeba pečlivě volit mı́ru vhledu do problematiky přiměřeně ke
schopnostem student̊u a daľśım podmı́nkám (časové omezeńı, dostupnost
studijńıch materiál̊u atd.).

Z uvedených fakt̊u vzplývá, že zásadńım bodem při použ́ıváńı algoritmického
myšleńı ve výuce matematiky je komunikace mezi učitelem a studentem, možnost
přepracovat a doplnit řešeńı úloh, stejně tak volba náročnosti problémů. Student
se však při jedné aktivitě uč́ı nové poznatky nebo nabyté poznatky utřid’uje,
zdokonaluje logické a zvláště algoritmické myšleńı.
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