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Zkušenosti s distančńım vzděláváńım talentovaných

žák̊u I: Wallace-Bolyai-Gerwienova věta

Zbyněk Š́ır a Karel Pazourek

Abstrakt

Tento př́ıspěvek je věnován naš́ı zkušenosti s online výukou matem-

atiky talentovaných středoškolák̊u. Konkrétně se budeme věnovat prvńı

části matematického kurzu pořádeného v rámci projektu TALNET. Krátce

shrnujeme matematický obsah tohoto rozšǐruj́ıćıho kurzu a zp̊usob jakým

je látka rozvžena v lekćıch. Dále se věnujeme konkrétńım otázkám spo-

jeným s výukou student̊u v roce 2007 a uvád́ıme ukázky studentských

výsledk̊u.

1 Úvod

V tomto článku iformovat o matemtickém kurzu pořádaném v rámci projektu
Talne - viz [1] Talnet je projektem, který je zaměřen na vzděláváńı talentovaných
žák̊u a student̊u. Projekt prob́ıhá pod hlavičkou NIDM a je realizován Laboratoř́ı
distančńıho vzděláváńı Katedry didaktiky fyziky Matematicko-fyzikálńı fakulty
Univerzity Karlovy v Praze. Náplńı Talnetu jsou předevš́ım kurzy z fyzikálńıch
discipĺın, chemie, biologie a geografie. Počátky Talnetu sahaj́ı až do r. 2003,
kdy byl spuštěn prvńı kurz. Od té doby se postupně zvyšuje počet kurz̊u i
zúčastněných student̊u, zvětšuje se nab́ıdka témat, typ̊u vzdělávaćıch aktivit
a i rozsah věkových kategoríı od (13) 14 do 19 let (od roku 2007).

Kurzy prob́ıhaj́ı převážně on-line formou, zač́ınaj́ı úvodńım prezenčńım soustředěńım
v zář́ı a skládaj́ı se ze čtyř výukových blok̊u. Na podzim prob́ıhá prvńı kolektivńı
výukový blok a následuje blok věnovaný individuálńı práci žáka na seminárńı
praćı pod vedeńım instruktora, jej́ı online obhajobě před spolužáky. Na společném
zimńım soustředěńı v únoru prezentuj́ı své práce před plénem. Jarńı výukový
blok prob́ıhá podle shodného schématu jako na podzim. T-kurzy konč́ı společným
tř́ıdenńım letńım soustředěńım v červnu.

Během kurz̊u věnovaných př́ırodńım vědám se projevovalo přáńı i potřeba
zařadit do Talnetu rovněž kurzy matematické. Proto v roce 2007 autoři tohoto
článku vytvořili dva semestrálńı kurzy pod rámcovou hlavičkou Matematické al-

goritmy a jejich geometrické reprezentace. Záměrem kurzu je studenty seznámit
s několika algoritmy, jejichž výsledkem je přesné, nebo přibližné řeseńı problémů
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matematických či reálných. Důraz je přitom kladen na souvislost čistě algorit-
mického postupu s jeho porozuměńım, které je navozeno předevš́ım geometricky.
Tento článek je věnován prvńı polovině tohoto kurzu, která se zabývá měřeńım
plošných útvar̊u a převodem jednoho na druhý. Druhé části, zabývaj́ıćı se algo-
ritmy pro polynomy, je věnován článek [6].

Zbytek tohoto článku je organizován následuj́ıćım zp̊usobem. Ve druhé části
stručně představ́ıme matematický obsah prob́ırané látky a jej́ı didaktické rozvržeńı
do lekćı. Ve třet́ı části pojednáme o našich konkrétńıch zkušenostech s on-
line vyukou talentovaných student̊u a ukážeme některá jejich řešeńı zadaných
problémů. V závěrečné diskuzi se pokuśıme zaujmout nadhled k naš́ı zkušenosti
a představ́ıme plánované pokračováńı projektu.

2 Matematický obsah a struktura kurzu

V této části stručně představ́ıme téma kurzu Wallace-Bolyai-Gerwienova větu
a naznač́ıme, jakým zp̊usobem jsme jej́ı osvojeńı rozložili do jednotlivých lekćı
kurzu Talnet.

2.1 Problém přeměny rovinných útvar̊u

Porovnáváńı obsah̊u rovinných útvar̊u je klasickým tématem geometrie. Např́ıklad
značná část Eukleidových Základ̊u je věnována tomuto problému. Nejedná se
přitom jen o otázku zaj́ımavou samu o sobě. Být schopen porovnat obsahy
vposledku znamená být schopen měřit v nějakých jednotkách! Např́ıklad v naš́ı
společnosti je zvykem vyč́ıslit plochy nějakého pozemku t́ım, že se porovná s
plochou čtverce o straně 1m. Ř́ıkáme totiž kupř́ıkladu, že pozemek má plochu
1000m2. Kromě výpočtu obsah̊u je ve středoškolské látce obĺımeným tématem
konstrukce útvar̊u o stejném obsahu; jako př́ıklad uved’me konstrukci čtverce o
stejném obsahu jako daný obdélńık. Zněńı Wallace-Bolyai-Gerwienovy věty je
následuj́ıćı:

Dva mnohoúhelńıky maj́ı stejný obsah právě tehdy, když je možné je

rozdělit na stejný počet po dvou shodných mnohoúhelńık̊u.

Jako ukázku uvád́ıme na obr. 1 shodné rozděleńı trojúhelńıka a čtverce.
Tato p̊uvabná věta je samozřejmě poměrně jednoduchá, ale naše zkušenosti

ukazuj́ı, že jej́ı platnost i d̊ukaz jsou mezi matematiky poměrně neznámé. Velice
stručně naznačme jej́ı d̊ukaz. Nejprve si ujasněme, že pro každý daný mnohoúhelńık
umı́me pomoćı kruž́ıtka a prav́ıtka sestrojit stranu čtverce o stejném obsahu. Ne-
jprve si rozděĺıme mnohoúhelńık na trojúhelńıky, každý trojúhelńık převedeme
na obdélńık (se stejnou jednou základnou a polovičńı výškou) a tento obdélńık
na čtverec (např. užit́ım Eukleidovy věty o výšce). Takto vzniklé čtverce po dvou
začneme spojovat do jednoho užit́ım Pythagorovy věty - až dostaneme čtverec
jediný.
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Obrázek 1 Přeskládáńı trojúhelńıka na čtverec

Dále si ujasněme, že všechny zmı́něné kroky jsme schopni provést př́ımým
rozřezáńım. Jak rozřezat trojúhelńık a slozit obdélńık je snadné a známé. Méně
známý je převod obdélńıka na čtverec, ktetý je patrný z obrázku 2. Obdélńık
vhodným zp̊usobem vlož́ıme do čtvercové śıtě (se stranou rovnou výslednému
čtverci - tu muśıme nejprve sestrojit!) a toto śıto nám obdélńık rozřeže. Pak
stač́ı části jen bez otáčeńı přesunout. Pro spojeńı dvou čtverc̊u do jediného

Obrázek 2 : Přeměna obdélńıka na čtverec.

potřebujeme už́ıt d̊ukaz Pythagorovy věty založený na rozděleńı - nejjednodušš́ı
(a rovněž historicky velmi starý) je zřejmě d̊ukaz patrný z obrázku 3. Konečně
je třeba si uvědomit, že řezáńı potřebná v každém kroku můžeme zkombinovat -
výsledné části jsou pr̊uniky část́ı v každém kroku. Máme-li dva mnohoúhelńıky o
stejném obsahu, pak je možno každý z nich rozřezat a z část́ı složit tentýž čtverec.
Zkombinováńım obou rozčezáńı výsledného čtverce źıskáme shodná rozřezáńı
obou výchoźıch mnohoúhelńık̊u.
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Obrázek 3 : Řezaćı d̊ukaz Pythagorovy věty.

2.2 Struktura kurzu

Látka tohoto kurzu byla rozdělena do šesti lekćıch. Každou lekci měli studenti
zvládnout přibližně za jeden týden. Náplńı lekćı bylo prostudováńı textu a následné
plněńı úkol̊u, vztahuj́ıćıch se k danému textu - hledáńı daľśıch informaćı, aplikaci
poznatk̊u v př́ıkladech. Pro informaci uvád́ıme obsah a strukturu jednotlivých
lekćı.

Témata jednotlivých lekćı byla následuj́ıćı:

1. Motivace. Prostřednictv́ım studijńıho textu měli studenti pochopit, že slavný
problém kvadraturym, tedy přeměny na čtverec má úzký vztah k teorii
měřeńı (ve čtverečńıch jednotkách) a neńı samoúčelný. Známé vzorce (ty
si studenti připoměli poč́ıtáńım obsahu dosti složitého útvaru) jsme se
pokusili interpretovat jako výsledky kvadratury r̊uzných obrazc̊u.

2. lekce: Cavalieriho princip - za jeho použit́ı se studenti naučili pro libovolný
mnohoúhelńık sestrojit trojúhelńık téhož obsahu (rovnověžným posouváńım
vrchol̊u).

3. lekce: Eukleidova a Pythagorova věta. Konstrukce odmocnin. Připomenut́ı
a r̊uzné alternativńı d̊ukazy, včetně d̊ukaz̊u rozřezáńım.

4. lekce: Geometrická algebra. Studenti se seznámili s t́ım jak konstruovat
vypoč́ıtané hodnoty za pomoci kruž́ıtka a prav́ıtka. Aplikováno v úkolu
např́ıklad na kostrukci strany čtverce se stejným obsahem, který má daný
rovnostranný trojúhelńık, což vede na konstrukci
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5. lekce: Přeměna mnohoúhelńıku na čtverec se stejným obsahem. Syntéza
celého postupu, aplikace na konkrétńı mnohoúhelńıky.

6. Optimalizace algoritmu z hlediska počtu část́ı. Aplikace na složitěǰśı mnohoúhelńıky.
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V každé lekci se studenti seznámili s jedńım d́ılč́ım krokem v postupu přeměny
mnohoúhelńıka. Následně si tento krok procvičovali na př́ıkladech. Instruktoři s
nimi jejich postupy konzultovali, bylo-li třeba, opravovali studentovi omyly.

3 Zkušenosti s prvńım během kurzu

3.1 Praktická implementace kurzu

Studenti mohli komunikovat s instruktory jak o jednotlivých lekćıch, tak o tématech
souvisej́ıćıch. V závěru bloku studenti diskutovali nad pojmem algoritmus.

3.2 Výsledky student̊u

Obrázek 4 Studenské řešeńı: šestiúhelńık na čtverec. Autor Ondřej Bajgar.

– obrázky ... úkoly student̊u
– seminárńı práce ...
Šestá lekce pak měla dvoj́ı ćıl: Prvńım ćılem bylo sestavit samotný algoritmus

přeměny mnohoúhelńıka na čtverec se stejným obsahem. Došlo tak k utř́ıděńı a
seřazeńı vědomost́ı, které studenti mohli źıskat v předchoźıch lekćıch. Druhým
ćılem bylo ukázat možnou neefektivitu použit́ı algoritmu. Zformulovaný algorit-
mus nemuśı být vhodným postupem v konkrétńı situaci - pokud mnohoúhelńık
obsahuje symetrie, lze jich využ́ıt a některé kroky algoritmu zjednodušit nebo
vynechat. Student tak uvažuje o předpokladech algoritmu, jeho zjednodušeńı -
zaob́ırá se samotnými matematickými principy, na kterých je algoritmus postaven.

4 Diskuze

Během prvńıho bloku kurzu proběhla diskuze, ve které se studenti vyjadřovali k
pojmu algoritmus. Ukázali se následuj́ıćı skutečnosti:

Studenti neuvažuj́ı nebo nezd̊urazňuj́ı konečnost procesu. To patrně souviśı
s nedostatkem zkušenost́ı s nekonečnými matematickými objekty a procesy.
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Studenti si uvědomuj́ı, že algoritmus může obsahovat ”podprogramy” - tedy
algoritmy, které plńı d́ılč́ı úkony. Samotný algoritmus se pak pouze odkazuje
na tyto ”podprogramy”. Někteř́ı studenti však takový algoritmus považovali za
”nepřesný”.

Problém přesnosti se odráž́ı i v otázce studenta, zda neńı ”algoritmus syn-
onymem pro podrobný návod”. Naráž́ı se tu na problém determinovanosti výstup̊u
vstupńımi daty - toto nebylo studenty explicitně zmı́něno. Přitom studenti měli
př́ıstup k materiál̊um, ve kterých byla tato vlastnost algoritmů uvedena.

Jeden student se pod dojmem z diskuze napsal: ”Když jsem se nad t́ım trochu
zamyslel, tak mi přǐslo, že matematika je v podstatě celá jenom z algoritmů a že
vlastně všechny operace, které v matematice provád́ıme, tak provád́ıme pomoćı
určitých postup̊u - tzn. pravděpodobně algoritmů...”

5 Závěr

výkřik do tmy
Do budoucna plánujeme .... .
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