UZITI TEORIE PROPORCI
U EUKLEIDA, ARCHIMEDA A APOLLONIA

7ZBYNEK SIR

1 Uvod

Recka teorie proporci patii k nejpozoruhodnéj$im vydobytktim antického matematického
mysleni. Jeji objev je ptipisovan Eudoxovi z Knidu! (1. pol. 4. stol. p. n. L.), rozpracovana
a doloZena je vSak predevSim v V. knize Eukleidovych Zdkladi. Po mnoho stoleti tato
teorie fascinuje dalsi a dal$i generace matematikii svoji hloubkou a propracovanosti.

Ziejm¢e nejpozoruhodnéjSim rysem teorie proporci je jeji univerzalnost. Nejenze ji lze
pouzit na veli¢iny libovolného druhu, ale rovnéZ je schopna popsat jak raciondlni tak
i iraciondlni poméry veli€in. Z hlediska soucasné matematiky pak opravnéné zaujme
pfedevsim jeji podobnost s moderni definici redlnych ¢isel.? V nasem piispévku se
chceme zaméfit na jiny a poné¢kud opomijeny aspekt teorie proporci, totiZ na jeji roli jako
zékladniho prostiedku a jazyka ur¢eného pro formulaci a dikaz matematickych vysledka.

V naSem pfispévku nejprve pfipomeneme misto teorie proporci ve struktufe
Eukleidova spisu, a rovnéZ nazna¢ime hlavni rysy této teorie. Poté se budeme vénovat
uziti teorie proporci v Sesté knize Zdkladu a dale u Archiméda ze Syraktlis a Apollonia
z Pergy.

2 Teorie proporci a jeji misto v Eukleidovych Zdkladech

Mezi tfinacti autentickymi knihami Zdkladu nalézdme nékolik pasazi, které v jistém
smyslu vybo¢uji z celkového uspotfadéni. Samotny ndzev Zdklady (GTOlYEIQ) je odvozen
od slov (GTOYETIOV), (OTOTXOC), kterd v feltiné oznauji opracovany blok kamene,
vojdka stojictho v tadé, hldsku abecedy, obecné tedy ¢len dopliujici posloupnost. Je
rovnéz uzivan k oznaceni Ctyt zivli. VZzZity Cesky pieklad Zdklady je tedy ponékud
zavadgjici a je tfreba mu rozumét ve smyslu Zdkladni prvky. Ma se pak jednat o zdkladni
prvky geometrie a aritmetiky. Rovinné geometrii jsou vSak vénovany knihy I-IV a VI,
prostorové geometrii knihy XI-XIII a aritmetice knihy VII-IX. Zbyvajici knihy V a X
jsou, stejné jako tzv. spole¢né pojmy, vénovany obecné nauce o veli¢indch.3

2.1 Spole¢né pojmy

Spole¢né pojmy (KOwvai £VVOlait), jsou zafazeny na podatku prvni knihy a maji zcela
obecny charakter. Jako ptiklad pfipomenime prvni z nich Veliciny témuz rovné i navzdjem
rovny jsou.* Aristoteles spole¢né pojmy, které nazyva rovnéz ,,axiomy* ¢i ,,spole¢né
usudky*, povazuje za o sob¢ jisté a nedokazatelné principy spolecné mnoha védam. Jako
piiklad vyslovné udava tieti z Eukleidovych obecnych pojmi: JestliZe se od stejné
velkych veci odejmou stejné velké véci, pak se zbytky rovnaji. Tyto principy se podle

1 Diskusi objevu teorie proporci z hlediska dochovanych prament lze nalézt v [2], dil 2, str. 508.

2 Viz napf. [3], str. 20.

3 O knize X toto tvrzeni plati jen CésteCné: ve své podstat€ se zabyva piedev§im souméFitelnosti
a nesoumefitelnosti obecnych veli¢in, ale obsahuje i vysledky o konkrétnich geometrickych a aritmetickych
veli¢inach.

4 Cituji dle [1]. Originél ovSem doslovné zni: Co se rovnd témuz, rovnd se i navzdjem. UZiti vyznamové silné
zatizeného terminu ,veli¢ina“, ktery se v origindle objevuje az v V. knize, je z ptrekladatelského hlediska
na tomto mist€ nepfipustné a kvalitni cizojazy¢né preklady se mu vyhybaji — viz napt. [2], [6].
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Aristotela aplikuji na kazdou védu analogicky. Tak naptiklad ony ,,stejné velké véci®
nebudou tytéZ v aritmetice a v geometrii.’

2.2 V. kniha Zdkladi

V. kniha pokracuje v podobné obecném duchu. Jejimi hlavnimi pojmy jsou: veli¢ina
(uey€00g), pomér (AOYOG) a tdméra (AvoAOyia).® Podobné jako ostatni zdkladni
terminy neni (a nemuze byt) pojem velicina v Zdkladech definovan. Pojem pomeér sice
definovén je, ale pouze jako vdgni poukaz: Pomér je jakysi vztah (TOW0. GYEGLS) dvou
sourodych veli¢in podle jejich velikosti (KOTO TNAIKOTNTA). Uchopitelnd a nasledng
v dliikazech uzita je aZ definice totoZnosti pomért. Pomoci celych ¢isel jsou v ni poméry
uspofdddny s jemnosti, kterd odpovidd modernimu zavedeni redlnych cisel. Podle této
definice rovnost pomérd A : B = C : D nastane, jestlize pro libovolna celd ¢isla m, n
nastdvd mezi nasobky mA a nB soucasné tyZ vztah nerovnosti ¢i rovnosti jako mezi
nasobky mC a nD. Tato definice je matematicky velice hlubokd a charakterizuje
libovolny (i iraciondlni) pomér jeho postavenim vi¢i pomérim celoéiselnym.’
Zduraznéme, Ze zatimco veli¢ina A musi byt stejného druhu jako B a veli¢ina C stejného
druhu jako D, naprosto neni nutné, aby veliiny A, B byly stejného druhu jako C, D.
Postaci, aby bylo mozno znasobovat veli¢iny (pfirozenym ¢islem) a porovnavat veli¢iny
stejného druhu mezi sebou.?

Pro tucely tohoto ¢lanku se z celého dalSitho bohatého obsahu paté knihy omezime
pouze na zakladni technické manipulace s poméry a jejich rovnostmi, které jsou shrnuty
v nasledujici tabulce:

M¢jme dz’uvlu rovnost poméri A : B=C: D v
Pak plati rovnost Recky Latinsky termin | Cesky
termin pireklad
A:C=B:D ,EVOO\.}\.(‘X&_, Alternado Stiidave
B:A=D:C > AvAamoiy Invertendo Prevracené
(A+B):B=(C+D):| Zovbeoig Componendo Souctoveé
C
(A-B):B=(C-D):C | Awipeoig Separando Rozdilové
A:(A-B)=C:(C-D) |’ Avoctpo@ Convertendo Obracené
n

Jestlize je ddna rovnost poméri A : B = C : D, pak plati i rovnost ddna stfidave,
prevracené atd. (viz prvni sloupecek tabulky). Pomér, ktery nachdzime na levé strané
rovnosti, se pak nazyva stiidavym, pfevracenym atd. Nazvy pomeért jsou zavedeny
v definicich 12-15 a pfislusné rovnosti pomérti jsou dokdzdny ve vétich 16-19 paté
knihy.

Abychom plné docenili vyznam uvedenych rovnosti a feckych i latinskych termint, je
tfeba si uvédomit, ze az do 17. stoleti se pro geometrii neuzival symbolicky zapis. Vse
bylo zapisovano slovnim vyjadifenim. Aby bylo moZno sledovat fetézec odvozovanych

5 Srv. Aristotelés, Druhé analytiky, 76b 11-16, viz [8].

6 Z latinského proportio, kterym je pieklddano fecké avoloyia pak vznikl i ustaleny nazev teorie proporci.
7 Piedpokldddme, 7e Ctendfe stouto kli¢ovou definici a jejim matematickym vyznamem obezndmen.
Matematicky rozbor lze nalézt kuptikladu v [3], str. 20. ¢i v [4], dil I, str. 385. V téchto publikacich, nebo
pochopiteln€ piimo v [1], je rovn€Z mozZno se seznamit s celkovym obsahem V. knihy Zdkladii.

8 Navic Eukleidés postuluje tvz. Archimédiv axiom, totiz aby se veliiny stejného druhu pii zndsobovéni

vzdjemné pfesahovaly — tedy nepfipousti zde veliiny nekone¢né malé.
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rovnosti, bylo nezbytné mit standardizované ,,aipravy” rovnosti. UZitim terminu napiiklad
,stifidaveé” se tedy autor odkdzal nejen na vSeobecné zndmy obrat, ale i pfimo na
prisluSnou definici a vétu Zdkladii Jak zminuje Leibniz, jest€ v 17. stoleti matematici
znali Eukleidovo dilo tak dobie, Ze pro kazdé Cislo véty ihned védé€li jeji obsah.
V soucasné dob& bychom piislusné klicové slovo nejspiSe nahradili jednoduchym
,po uprave”. Diky zbé&hlosti v dpravach vyrazii by pak bylo jasné, jakd Uprava vlastné
byla provedena.’

3 Ukazky uziti teorie proporci

3.1 Prvni véta Sesté knihy Zdkladi

Hned v prvni vété Sesté knihy Eukleidés uziva definice rovnosti poméri. Snadnost
dikazu je tfeba pricitat pravé genidlnosti definice. Znéni této véty je nasledujici:

E A Z Trojuhelniky a rovnobéZzniky s touz vySkou se

k sobé navzdjem maji jako jejich zdkladny. M¢&jme

trojuhelniky ABI" a AT'A a rovnobéZzniky EI' a I'Z

s touz vyskou AI; tvrdim, Ze jako se ma zakladna

BI' k zdkladné¢ I'A, m4a se 1 trojuhelnik ABI

® H B I A K A k trojahelniku  AI'A  a rovnobéZznik EI' k
rovnobézniku I'Z.

Pfi dikazu (zminime pouze piipad trojihelnikil) Eukleidés uzivd diive dokdzaného
vysledku, Ze trojihelniky se stejné velkou zdkladnou a vyskou maji stejny obsah. Nalevo
od bodu I'" nanese libovolny pocet (dnes bychom tekli m, obrazek znazoriiuje situaci pro
m = 3) useCek o délce BI'. Stejné tak napravo nanese n-krat I'A. Pro délky vzniklych
usecek a obsahy trojihelnikii € udsecky a trojuhelniky pak zjevné plati OI' = mBI,
OI'A =mBI'A, TA=nl'A a T'AA=nl'AA. Ihned tedy ziskdvime ekvivalence
(mBI' <>=nl'A) & (mBI'A <>=nl'AA). Tim je tedy splnéna definice pro
BI': TA=BI'A :TAA.

3.2 Ukazka z Archimédova spisu Méieni kruhu

Treti véta Archimédova spisu je zcela zdsadni pro celkovy vysledek odhad Cisla . Na samém
pocatku odvozeni vidime samoziejmost s jakou Archimédés uziva technickych obratt.
M¢jme kruh o praméru AT, sttedu E, I'AZ necht’ je
Z teCnou a uhel ZEI" necht’ je tfetinou pravého. EZ je
tedy k ZI' v poméru jako 306 : 153. EI' je k I'Z
v poméru veétsim nez 265 : 153. Rozdélme uhel ZEI'
napil dseCkou EH. Pomér ZH k HI je tedy tyzZ jako
T E A ZE k EI''% a rovnéz stiidavé a souctové. Takze ZE se
dohromady s EI' ma k ZI" stejné jako EI' k I'H.
Takze pomér I'E k I'H je vétsi neZ pomer 571 : 153.

1. re T

9 V tomto kontextu je vhodné zdlraznit, Ze procviCovéni tzv. ,,dprav vyrazii“, jemuZ je vénovédna ¢dst vyuky
matematiky na zdkladni a stfedni $kole, je naprosto nezbytné — vytvaii nutnou oporu matematického mysleni.
Muzeme byt jen vdécni, Ze mame k dispozici elegantni algebraicky kalkulus a nemusime travit dlouhy cas
zapisovanim a dpravami slovnich obratt.

10 Zde Archimédés uZivd vlastnost kliGovou pro sviij postup: Osa thlu trojihelniku déli protilehlou stranu
v poméru délek obou stran svirajicich tento dhel. To je dokdzdno v Zdkladech — véta V1,3.
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V tomto pifipadé¢ se tak zrovnosti poméria ZH:HI = ZE:EI' nejprve ,souctove®
dovozuje  rovnost (ZH+HI) : HI'=(ZE + EI') : EI" a  posléze ,,stiidave*
(ZE+ El') : (ZH+ HI') = EI' : HI'. Protoze ale ZH+ HI'=ZI", dostavame vyslednou
rovnost (ZE+ ED): ZI' =EI' : HI'. Protoze ale ZE : ZI' =306 : 153 a
EI': ZI' > 265 : 153 dostavame, Ze EI' : HI" > 571 : 153, jak je uvedeno v textu.

33 Teorie proporci v Apolléniovych KuZeloseckdch

Uziti aparatu teorie proporci u Apollénia nejlépe demonstrujeme tim, ze do tiSt€né verze
naSeho ptispévku Zadnou ukdzku nezatadime. Ve své praci KuZelosecky Apollonios odvozuje
v prostoru zdkladni vlastnosti kuzele, které pak v osmi knihach svého spisu rozviji ptedevsim
uvahami rovinnymi. Prostorovy charakter kuzelosecek spolu s faktem, Ze se jedna o kiivky
popsané kvadratickou vlastnosti, vede nezbytn¢ k velmi bohatému a slozitému uziti teorie
proporci, které neni mozno zachytit v tomto ¢ldnku. Spokojme se s konstatovdnim, Ze teorie
kuzeloseCek byla v jazyce proporci studovdna od Apollénia az do konce 17. stoleti.
Poslednim z monumentalni svazkl pieplnénych obraty nélezejicimi do svéta teorie proporci
bylo zitejmé dilo Philippa de La Hire Sectiones conicae [5].

4 Zavér
V naSem kratkém piispévku jsme se nejprve vénovali vyjime¢nému postaveni, které ma
kniha V v rdmci Zdkladii. S ur¢itou nadsazkou by se dalo fici, Zze spolu se Spole¢nymi
pojmy by mohla tvofit samostatné dilo.

Pokusili jsme se rovnéz obrétit pozornost na ulohu teorie proporci jako jazyka

a nistroje matematické prace. V tomto svétle ziskdvaji ponckud nudné a zdlouhavé
pasaze paté knihy Eukleidovych Zdkladit novy vyznam. Zaroven tak chceme upozornit

Py

na prospesnost cetby vyznamnych matematickych pasazi v doslovném piekladu. Timto
zpusobem je moZno dospét k porozuménim, kterd by zastala ztracena pii pievodu
autorova postupu do moderniho symbolického zapisu.
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