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jsou stfedova promitani a ostatni projekce. Jejich vyznam pro aplikace
jakymi jsou kuptikladu panoramatické lepeni fotografii, ziskdvani idaju
z fotografii, orientace v roviné a v prostoru, umeélé vidéni ¢i robotika je
obrovsky, viz napf. [Mul]. O jejich vyznamu v kontextu déjin matema-
tiky i univerzdlniho védéni se kratce zminime v zavéru ¢lanku.

V naSem prispévku se pokusime naznacit zpusob, jak toto dulezité
téma priblizit zdkum, a jak ho propojit s béznym ucivem, zejména s
teorii funkei a analytickou geometrii.

1 Projekce jako interpolac¢ni funkce

V této sekci nejprve na jedné tloze ukazeme, ze linedrni lomené funkce
jsou velmi vhodné k interpolaci tiif zadanych hodnot.

Uloha 1.1. Naleznéte prostou, spojitou, diferencovatelnou, rostouct

funkci f, kterd zobrazuje interval (0,1) na sebe a splruje f(%) = %

Idealné bychom chtéli, aby funkce i funkce k ni inverzni mély libo-
volné vysokou derivaci (takova funkce se nazyva difeomorfismus). Funkce
f tedy musi splnovat

f1) =1. (1.1)

Ptirozenym feSenim by bylo pfedpokladat, ze funkce f je kvadratickd a
ma tedy tvar
f(x) = az? + bz + c.

Rovnice (1.1)) maji v tomto piipadé tvar

c =0
1 +1b+ 1
—a+=b+c = -
4 2 5
a+b+c = 1
tetich feseni a = 8. b= —1 ¢ — 0 vede k funkci _ 6,2 _ 1
a jejich feseni a = ¢, b = —%, ¢ = 0 vede k funkci f(z) = g2° — sz.
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Vypocet derivace f'(z) = %(12@" — 1) potvrzuje vizuélni dojem: funkce
je klesajicf na intervalu (0, ;) a rostouci na intervalu ({5,1), a tedy
nespliuje zadani ulohy.

Nepochybujeme o tom, ze ¢tenai by dokazal najit fadu funkei, které
zadani splnuji. Nicméné nam dovolte predlozit obecny princip interpo-
lace pomoci linedrnich lomenych funkei.

Pokusme se nalézt takovy bod v roviné, aby stfedovd projekce z
tohoto bodu zobrazovala usecku [0, 0], [1,0] na dsecku [0,0],[0,1] tak,
jak je naznaceno na nésledujicim obréizku.
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Tento bod zjevné musi lezet na piimce spojujici body [0, 1] a [1, 0], tedy
na piimce p s obecnou rovnici 4y —1 = 0. Vzhledem k zadani ilohy se
pokusime tento bod zvolit tak, aby se v projekeci bod [%, 0] zobrazil na
bod [0, %] Stred projekce tedy musi lezet i na piimce ¢ s parametrickym

vyjadienim
1 1 1
=|=,0|+t(=,—= ).
[z, 9] [2, ]+ (2, 5)



Dosazenim tohoto parametrického vyjadieni do rovnice pro p vypocitame
1

t= %, a tedy stfed projekce jako S = [%, —3].

Nyni se zobrazeni definované jako projekce osy x na osu y se stfedem
S = [4,—3%] pokusime vyjadiit analyticky. Bod A = [z,0] se zobraz
na bod B = [0,y] a my chceme vyjadiit y v zavislosti na x. Bylo by
mozno vyjadrit parametricky pfimku spojujici body AS a spocitat jejich
prusecik s osou y. Pouzijeme v8ak rychlejsi postup zaloZeny na tom, ze v
roviné plati, ze tii body lezi na jedné primce praveé tehdy, kdyz je nulovy
determinant matice 3 x 3 sestavené ze souradnic bodu a jednoho sloupce
(1,1,1)". V nasem pifpadé tedy

4 1
3 —3 1 1 4 -1 3 1
x 0 1 =3 0 1 :§(3xy+a:—4y):0,
0 y 1 0 y 1
atedy y = ﬁ, coz je predpis funkce fesici nasi tlohu
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X

f(z) = 3ria (1.2)

Vskutku, jedna se o linedrni lomenou funkei, ktera je hladké a rostouci
mimo bod z = %, ktery viak lez{ mimo defini¢n{ obor [0, 1].

2 Lomené linearni funkce

V této ¢asti budeme obecné studovat lomené linearni funkce, tedy funkce

tvaru b
azr
fz) = wrd ad — be # 0, (2.1)

kde a, b, ¢, d jsou redlné parametry. Podminka ad — bc # 0 je ne-
zbytnd, aby funkce f(z) nebyla konstantni. Vskutku, v opa¢ném piipadé




je mozné Citatele a jmenovatele vydélit beze zbytku. Je snadné se
presvédcit, ze slozeni dvou funkci tvaru ma opét stejny tvar.
Uvédomme si rovnéz, ze hodnoty parametru Aa, Ab, Ac, Ad odpovidaji
stejné funkci, nebot \ se zkrati.

Lomené funkce tvaru ([2.1]) nejsou ve stredoskolské matematice prilis
oblibené kviili problematické hodnoté nulového jmenovatele x = —%, viz
napt. [Fce|. Pii peclivéjsim pohledu vsak vidime, ze pro definiéni obor
a obor hodnot plati

orm (2], mem )

a funkce f je na téchto mnozinach bijektivni. Protoze navic plati

lim f(z)= lim f(z)= g, lim f(z) = £oo,

Tr—+00o T——00 C Iﬁfgi
(&

existuje formélné precizni zptisob, jak definovat mnozinu R = RU {co},
kde oo reprezentuje obé limitni hodnoty +o0o. Po dodefinovani f (—%) =
o0 a f(oo) = ¢ je f hladkou bijekef R na sebe, a v tomto smyslu tedy
dokonalou funkei.

Ptedchozi ptistup je vSak piilis vzdalen od stfedoskolské matematiky;,
a proto budeme postupovat odliSné. Budeme studovat ty funkce tvaru
, které (podobné jako funkce ) jsou rostouci a zobrazuji interval
[0,1] na sebe. Z podminky f(0) = 0 dostdavdme b = 0, coz vynucuje
a # 0, a diky vynasobeni vhodnou hodnotou A muzeme predpokladat,
ze a = 1. Poté podminka f(1) = 1 znamend, ze ¢ + d = 1, a muzeme
tedy volit ¢ = 1 — d a celkové dostdvame funkce tvaru

X

Ja(z) = O—dz+d

Zbyva jesté vysetiit, pro které hodnoty d je problematickd hodnota
T = —fdd mimo interval [0, 1]. Je snadné spocitat, ze tato podminka
je splnéna praveé pro d € (0,00). Funkce (1.2) odpovidd volbé d = 4.

Véta 2.1. Funkce

fa(z) =

X

O—dz+d d € Ry = (0,00),

jsou rostouci difeomorfismy intervalu [0,1] na sebe. Navic tyto funkce
tvori grupu vzhledem ke skldddni funkci. Pro libovolné hodnoty xg,yo €
(0,1) existuje pravé jedno d € Ry takové, Ze fy(xo) = yo.
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Funkce f; pro nékolik hodnot parametru d.

Drikaz. Jak jsme jiz poznamenali, hodnota, pro kterou je jmenovatel fy
nulovy, je x = —ﬁ a lezi mimo interval [0, 1]. Protoze se jedna o slozeni
hladkych (elementarnich) funkei, je vyslednd f; rovnéz hladka na [0, 1].
Jeji derivace je
d

[(1—d)x+d?
z ¢ehoz plyne, ze fy je rostouci na [0, 1].

Slozenim funkeci dostavame fg, o fo, = fa,d,, & tedy fi je identické
zobrazeni a f; Ly i Jinymi slovy pfifazeni d — fy je isomorfismus

fa(x) =

multiplikativni grupy Ry a grupy funkei f; spolu s operaci slozeni.
Konecné interpola¢éni podminka f;(z¢) = yo odpovida rovnosti

T B
A—dao+d
ktera je pii predpokladu zg,yp € (0,1) ekvivalentni s vyjaddrenim

zo(1 — yo)

d= ,
Yo(1 — zo)

kterazto hodnota lezi v R . O

3 Urceni vzdalenosti objekti na fotografii

Mezi velkym mnozstvim tloh, pfi kterych lze vyuzit analyticky po-
pis projekci, si vybirdme jednu pomérné jednoduchou, a pritom velice
dulezitou z praktického hlediska.



Uloha 3.1. Na fotografii rovné ulice vidime t7 pouliéni lampy a jednoho
chodce. Vime, Ze rozestup lamp v realité je rovnomérny, a to 50 metri.
Na fotografii je vzddlenost pronich dvou lamp 6 centimetri a vzddlenost
druhé a treti lampy 2 centimetry. Chodec je na fotografii presné uprostred
mezi proni o druhou lampou. Jak je od proni lampy vzddlen v realité?

Jestlize v realité i na fotografii umistime prvni lampu do pocatku
soufadnic, muzeme si situaci popsanou v zadani ilohy graficky znazornit
nésledujicim zpusobem.
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Pouceni predchozimi tvahami predpokladdme, ze projekce z reality na
fotografii ma tvar linearniho lomeného zobrazeni. Totéz plati i o in-
verznim zobrazeni, které si oznacime

ar +b

f(z) = I

a které tedy musi spliovat podminky f(0) =0, f(6) = 50 a f(8) = 100.
Odpovidajici systém linearnich rovnic

b = 0
6a+b = 50(6¢c+d)
8a+b = 100(8¢c+d)

ma feSeni a = 50, b = 0, ¢ = —1, d = 12, které je jednoznacéné az na
nasobek libovolnym redlnym ¢islem. Funkce f je tedy déna jednoznaéné
jako
50z
o)==

6



a ziskdvame tedy realnou soufadnici chodce, kterd je zaroven jeho

vzdélenosti od prvni lampy, f(3) = % ~ 16.67. O

Bylo by skoda nezminit alespon bez dikazu jesté jeden velmi efek-
tivni postup, jak tuto ulohu vyfeSit. Zajisté jsme si jiz povsimli, ze
stiedové projekce (na rozdil od rovnobézného promiténi) nezachovavaji
poméry délek. Jestlize si lampy oznacime Ly, Lo, L3 a chodce C, potom
napiiklad pomér délek tsecek }é;é;} neni stejny v realité (kde je roven
1) a na fotografii (kde je roven 3). Z teorie projektivni geometrie vsak
plyne, ze komplikovanéjsi vyraz nazyvany dvojpomér ¢tyt bodu se pii
projekcich neméni. Naptiklad vyraz

|L1C|
ICLs|  |L1C|[LaLs]

|LiLa| — |C'Ls|| L1 L
e |C L[ L1 La|

musi tedy mit stejnou hodnotu na fotografii i v realité. Na fotografii
T 1 . |L1C . . o . oY

ma pritom hodnotu ¢ a v realité 001, 0] % ¢ehoz muzeme vypocitat

stejnou hodnotu, jakou jsme ziskali pFedchozi metodou |L1C| =~ 16.67.

4 Zavér aneb chvala projekci

Cilem tohoto textu bylo pfiblizit ¢tenafi teoreticky i prakticky vyznam
studia projekci. Nemohli jsme pfitom ovsem ani zdaleka postihnout celou
§if1 jejich aplikaci [Mul], ani souvislosti s dalsimi partiemi matematiky.

Zminme na tomto misté, ze projekce a projektivni geometrie hraly
zcela zédsadni roli v déjindch studia kuzelosecek, které 1ze zajisté chapat
jako projekce kruznice z jedné roviny do druhé [Bro]. Maji i hlubokou
souvislost s konformni a algebraickou geometrii.

Nasnadé je vyznam projektivnich zobrazeni pro veskeré zobrazovaci
metody, renesancni perspektivou pocinaje a deskriptivni geometrii a
pocitacovou grafikou konce. [Déj]

Konetné se zda, ze projekce hraji roli jakéhosi archetypélniho
zpusobu fungovani lidského poznani. Vskutku, nalezneme je kupiikladu
v Platénové podobenstvi o jeskyni [Rep| ¢i ve Freudové vykladu lidské
psychopatologie [Psy].
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