
O PROJEKCÍCH

Zbyněk Š́ır

Těžko bychom hledali užitečněǰśı geometrická zobrazeńı než jakými
jsou středová promı́táńı a ostatńı projekce. Jejich význam pro aplikace
jakými jsou kupř́ıkladu panoramatické lepeńı fotografíı, źıskáváńı údaj̊u
z fotografíı, orientace v rovině a v prostoru, umělé viděńı či robotika je
obrovský, viz např. [Mul]. O jejich významu v kontextu dějin matema-
tiky i univerzálńıho věděńı se krátce zmı́ńıme v závěru článku.

V našem př́ıspěvku se pokuśıme naznačit zp̊usob, jak toto d̊uležité
téma přibĺıžit žák̊um, a jak ho propojit s běžným učivem, zejména s
teoríı funkćı a analytickou geometríı.

1 Projekce jako interpolačńı funkce

V této sekci nejprve na jedné úloze ukážeme, že lineárńı lomené funkce
jsou velmi vhodné k interpolaci tř́ı zadaných hodnot.

Úloha 1.1. Nalezněte prostou, spojitou, diferencovatelnou, rostoućı
funkci f , která zobrazuje interval 〈0, 1〉 na sebe a splňuje f(12) = 1

5 .

Ideálně bychom chtěli, aby funkce i funkce k ńı inverzńı měly libo-
volně vysokou derivaci (taková funkce se nazývá difeomorfismus). Funkce
f tedy muśı splňovat

f(0) = 0, f(
1

2
) =

1

5
, f(1) = 1. (1.1)

Přirozeným řešeńım by bylo předpokládat, že funkce f je kvadratická a
má tedy tvar

f(x) = ax2 + bx+ c.

Rovnice (1.1) maj́ı v tomto př́ıpadě tvar

c = 0
1

4
a+

1

2
b+ c =

1

5
a+ b+ c = 1

a jejich řešeńı a = 6
5 , b = −1

5 , c = 0 vede k funkci f(x) = 6
5x

2 − 1
5x.
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Výpočet derivace f ′(x) = 1
5(12x − 1) potvrzuje vizuálńı dojem: funkce

je klesaj́ıćı na intervalu (0, 1
12) a rostoućı na intervalu ( 1

12 , 1), a tedy
nesplňuje zadáńı úlohy.

Nepochybujeme o tom, že čtenář by dokázal naj́ıt řadu funkćı, které
zadáńı splňuj́ı. Nicméně nám dovolte předložit obecný princip interpo-
lace pomoćı lineárńıch lomených funkćı.

Pokusme se nalézt takový bod v rovině, aby středová projekce z
tohoto bodu zobrazovala úsečku [0, 0], [1, 0] na úsečku [0, 0], [0, 1] tak,
jak je naznačeno na následuj́ıćım obrázku.
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Tento bod zjevně muśı ležet na př́ımce spojuj́ıćı body [0, 1] a [1, 0], tedy
na př́ımce p s obecnou rovnićı x+y−1 = 0. Vzhledem k zadáńı úlohy se
pokuśıme tento bod zvolit tak, aby se v projekci bod [12 , 0] zobrazil na
bod [0, 15 ]. Střed projekce tedy muśı ležet i na př́ımce q s parametrickým
vyjádřeńım

[x, y] =

[
1

2
, 0

]
+ t

(
1

2
,−1

5

)
.
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Dosazeńım tohoto parametrického vyjádřeńı do rovnice pro p vypoč́ıtáme
t = 5

3 , a tedy střed projekce jako S = [43 ,−
1
3 ].

Nyńı se zobrazeńı definované jako projekce osy x na osu y se středem
S = [43 ,−

1
3 ] pokuśıme vyjádřit analyticky. Bod A = [x, 0] se zobraźı

na bod B = [0, y] a my chceme vyjádřit y v závislosti na x. Bylo by
možno vyjádřit parametricky př́ımku spojuj́ıćı body AS a spoč́ıtat jejich
pr̊useč́ık s osou y. Použijeme však rychleǰśı postup založený na tom, že v
rovině plat́ı, že tři body lež́ı na jedné př́ımce právě tehdy, když je nulový
determinant matice 3×3 sestavené ze souřadnic bod̊u a jednoho sloupce
(1, 1, 1)T . V našem př́ıpadě tedy∣∣∣∣∣∣

4
3 −1

3 1
x 0 1
0 y 1

∣∣∣∣∣∣ =
1

3

∣∣∣∣∣∣
4 −1 3
x 0 1
0 y 1

∣∣∣∣∣∣ =
1

3
(3xy + x− 4y) = 0,

a tedy y = x
−3x+4 , což je předpis funkce řeš́ıćı naši úlohu
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f(x) =
x

−3x+ 4
. (1.2)

Vskutku, jedná se o lineárńı lomenou funkci, která je hladká a rostoućı
mimo bod x = 4

3 , který však lež́ı mimo definičńı obor [0, 1].

2 Lomené lineárńı funkce

V této části budeme obecně studovat lomené lineárńı funkce, tedy funkce
tvaru

f(x) =
ax+ b

cx+ d
, ad− bc 6= 0, (2.1)

kde a, b, c, d jsou reálné parametry. Podmı́nka ad − bc 6= 0 je ne-
zbytná, aby funkce f(x) nebyla konstantńı. Vskutku, v opačném př́ıpadě
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je možné čitatele a jmenovatele vydělit beze zbytku. Je snadné se
přesvědčit, že složeńı dvou funkćı tvaru (2.1) má opět stejný tvar.
Uvědomme si rovněž, že hodnoty parametr̊u λa, λb, λc, λd odpov́ıdaj́ı
stejné funkci, nebot’ λ se zkrát́ı.

Lomené funkce tvaru (2.1) nejsou ve středoškolské matematice př́ılǐs
obĺıbené kv̊uli problematické hodnotě nulového jmenovatele x = −d

c , viz
např. [Fce]. Při pečlivěǰśım pohledu však vid́ıme, že pro definičńı obor
a obor hodnot plat́ı

Df = R \
{
−d
c

}
, Hf = R \

{a
c

}
,

a funkce f je na těchto množinách bijektivńı. Protože nav́ıc plat́ı

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→−∞

f(x) =
a

c
, lim

x→− d
c
±
f(x) = ±∞,

existuje formálně precizńı zp̊usob, jak definovat množinu R̄ = R ∪ {∞},
kde ∞ reprezentuje obě limitńı hodnoty ±∞. Po dodefinováńı f(−d

c ) =
∞ a f(∞) = a

c je f hladkou bijekćı R̄ na sebe, a v tomto smyslu tedy
dokonalou funkćı.

Předchoźı př́ıstup je však př́ılǐs vzdálen od středoškolské matematiky,
a proto budeme postupovat odlǐsně. Budeme studovat ty funkce tvaru
(2.1), které (podobně jako funkce (1.2)) jsou rostoućı a zobrazuj́ı interval
[0, 1] na sebe. Z podmı́nky f(0) = 0 dostáváme b = 0, což vynucuje
a 6= 0, a d́ıky vynásobeńı vhodnou hodnotou λ můžeme předpokládat,
že a = 1. Poté podmı́nka f(1) = 1 znamená, že c + d = 1, a můžeme
tedy volit c = 1− d a celkově dostáváme funkce tvaru

fd(x) =
x

(1− d)x+ d
.

Zbývá ještě vyšetřit, pro které hodnoty d je problematická hodnota
x = − d

1−d mimo interval [0, 1]. Je snadné spoč́ıtat, že tato podmı́nka
je splněna právě pro d ∈ (0,∞). Funkce (1.2) odpov́ıdá volbě d = 4.

Věta 2.1. Funkce

fd(x) =
x

(1− d)x+ d
, d ∈ R+ = (0,∞),

jsou rostoućı difeomorfismy intervalu [0, 1] na sebe. Nav́ıc tyto funkce
tvoř́ı grupu vzhledem ke skládáńı funkćı. Pro libovolné hodnoty x0, y0 ∈
(0, 1) existuje právě jedno d ∈ R+ takové, že fd(x0) = y0.
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Funkce fd pro několik hodnot parametru d.

D̊ukaz. Jak jsme již poznamenali, hodnota, pro kterou je jmenovatel fd
nulový, je x = − d

1−d a lež́ı mimo interval [0, 1]. Protože se jedná o složeńı
hladkých (elementárńıch) funkćı, je výsledná fd rovněž hladká na [0, 1].
Jej́ı derivace je

f ′d(x) =
d

[(1− d)x+ d]2
,

z čehož plyne, že fd je rostoućı na [0, 1].
Složeńım funkćı dostáváme fd1 ◦ fd2 = fd1d2 , a tedy f1 je identické

zobrazeńı a f−1d = f 1
d
. Jinými slovy přǐrazeńı d 7→ fd je isomorfismus

multiplikativńı grupy R+ a grupy funkćı fd spolu s operaćı složeńı.
Konečně interpolačńı podmı́nka fd(x0) = y0 odpov́ıdá rovnosti

x0
(1− d)x0 + d

= y0,

která je při předpokladu x0, y0 ∈ (0, 1) ekvivalentńı s vyjádřeńım

d =
x0(1− y0)
y0(1− x0)

,

kterážto hodnota lež́ı v R+ .

3 Určeńı vzdálenosti objekt̊u na fotografii

Mezi velkým množstv́ım úloh, při kterých lze využ́ıt analytický po-
pis projekćı, si vyb́ıráme jednu poměrně jednoduchou, a přitom velice
d̊uležitou z praktického hlediska.
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Úloha 3.1. Na fotografii rovné ulice vid́ıme tři pouličńı lampy a jednoho
chodce. Vı́me, že rozestup lamp v realitě je rovnoměrný, a to 50 metr̊u.
Na fotografii je vzdálenost prvńıch dvou lamp 6 centimetr̊u a vzdálenost
druhé a třet́ı lampy 2 centimetry. Chodec je na fotografii přesně uprostřed
mezi prvńı a druhou lampou. Jak je od prvńı lampy vzdálen v realitě?

Jestliže v realitě i na fotografii umı́st́ıme prvńı lampu do počátku
souřadnic, můžeme si situaci popsanou v zadáńı úlohy graficky znázornit
následuj́ıćım zp̊usobem.

Poučeni předchoźımi úvahami předpokládáme, že projekce z reality na
fotografii má tvar lineárńıho lomeného zobrazeńı. Totéž plat́ı i o in-
verzńım zobrazeńı, které si označ́ıme

f(x) =
ax+ b

cx+ d
,

a které tedy muśı splňovat podmı́nky f(0) = 0, f(6) = 50 a f(8) = 100.
Odpov́ıdaj́ıćı systém lineárńıch rovnic

b = 0

6a+ b = 50(6c+ d)

8a+ b = 100(8c+ d)

má řešeńı a = 50, b = 0, c = −1, d = 12, které je jednoznačné až na
násobek libovolným reálným č́ıslem. Funkce f je tedy dána jednoznačně
jako

f(x) =
50x

−x+ 12
,
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a źıskáváme tedy reálnou souřadnici chodce, která je zároveň jeho
vzdálenost́ı od prvńı lampy, f(3) = 150

9 ≈ 16.67.

Bylo by škoda nezmı́nit alespoň bez d̊ukazu ještě jeden velmi efek-
tivńı postup, jak tuto úlohu vyřešit. Zajisté jsme si již povšimli, že
středové projekce (na rozd́ıl od rovnoběžného promı́táńı) nezachovávaj́ı
poměry délek. Jestliže si lampy označ́ıme L1, L2, L3 a chodce C, potom
např́ıklad poměr délek úseček |L1L2|

|L2L3| neńı stejný v realitě (kde je roven

1) a na fotografii (kde je roven 3). Z teorie projektivńı geometrie však
plyne, že komplikovaněǰśı výraz nazývaný dvojpoměr čtyř bod̊u se při
projekćıch neměńı. Např́ıklad výraz

|L1C|
|CL3|
|L1L2|
|L2L3|

=
|L1C||L2L3|
|CL3||L1L2|

muśı tedy mı́t stejnou hodnotu na fotografii i v realitě. Na fotografii
má přitom hodnotu 1

5 a v realitě |L1C|
100−|L1C| , z čehož můžeme vypoč́ıtat

stejnou hodnotu, jakou jsme źıskali předchoźı metodou |L1C| ≈ 16.67.

4 Závěr aneb chvála projekćı

Ćılem tohoto textu bylo přibĺıžit čtenáři teoretický i praktický význam
studia projekćı. Nemohli jsme přitom ovšem ani zdaleka postihnout celou
š́ı̌ri jejich aplikaćı [Mul], ani souvislosti s daľśımi partiemi matematiky.

Zmiňme na tomto mı́stě, že projekce a projektivńı geometrie hrály
zcela zásadńı roli v dějinách studia kuželoseček, které lze zajisté chápat
jako projekce kružnice z jedné roviny do druhé [Bro]. Maj́ı i hlubokou
souvislost s konformńı a algebraickou geometríı.

Nasnadě je význam projektivńıch zobrazeńı pro veškeré zobrazovaćı
metody, renesančńı perspektivou poč́ınaje a deskriptivńı geometríı a
poč́ıtačovou grafikou konče. [Děj]

Konečně se zdá, že projekce hraj́ı roli jakéhosi archetypálńıho
zp̊usobu fungováńı lidského poznáńı. Vskutku, nalezneme je kupř́ıkladu
v Platónově podobenstv́ı o jeskyni [Rep] či ve Freudově výkladu lidské
psychopatologie [Psy].
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