Zbyné&k Sir: Nékolik matematickych a
terminologickych poznamek k Euklei-
dovym Zdkladiim

1 Uvod

Tento kratky ¢ldnek je predevsim autorovym svédectvim o jeho
setkani s Eukleidovym dilem a feckou matematikou obecné. Jedna se
tedy o pohled matematika, ktery se v§ak z riiznych diivodi pomérné
dtikladné sezndmil s texty pocatku novovéké geometrie i geometrie
antické.

Poprvé jsem se do Zdkladu dikladnéji zacetl v ramci ptipravy
na doktorskou zkousku pti svém studiu na Matematicko-fyzikdln{
fakulté UK. N&§ vedouct, prof. Petr Vopénka, totiz dobre védél, Ze
pfimou Cetbu matematického dila takového vyznamu neni mozno
nahradit ¢tenim si o ném pouze v sekunddrni literature. Jednim
z poZzadavkd zkousky tedy byla podrobnd diskuze nad nékterou
vyznamnou matematickou praci. Jak se pozdéji ukazalo, setkaci s
knihou, uréenou individudlné kazdému z doktorandd, mélo velky vliv
na jejich dal3{ praci. V. mém pripadé se znalost Eukleida zdrodila pri
préciv Centru pro pracis patristickymi, stfedovékymi a renesanénimi
textu na projektu komentované antologie, kterd v tomto roce vyjde
v nakladatelstvi Oikuméné pod ndzvem Recké matematické texty.

Tézistém pripravované publikace jsou pomérné rozsdhlé fecko-
Ceské ukdzky z dochovanych antickych praci. Ctenaf se v nif sezné-
mi s pracemi matematik( nejvéhlasnéjsich (Eukleidés, Archimedés,

1

Apollonios, Ptolemaios, Pappos, Diofantos) i téch méné vyznamnych,
¢i hitte dochovanych; zafazujeme tedy rovnéz vSechny predeuklei-
dovské zlomky, ukdzky z neopythagorejské matematiky (Nikomachos
z Gerasy a Thedn ze Smyrny) a celou fadu ukdzek z dal$ich men-
$ich autort (Héron, Thedn z Alexandrie, atd.). Tyto komentované
a nové prelozené ukdzky jsou doplnény stru¢nymi tvody, jejichz
cilem je poskytnout celkovy obraz o fecké matematice, vyznamu
prezentovanych ukdzek, o dochovanych pramenech atd.

Jednim z cilt tohoto ¢lanku je udélat urcitou reklamu zminéné
ptipravované publikaci. Proto chceme upozornit na nékolik pro-
blémt a pozoruhodnosti, na néz jsme pri nasi praci narazili. v
nasledujicich kapitolach tedy stru¢né komentujeme nékolik konkrét-
nich pasazi vybranych z Eukleida a ¢aste¢né i z dalsich dochovanych
feckych textu. Snazime se ptitom volné spojovat pohled jazykovy a
matematicky. Nemame pritom Zadnou snahu o systematické pokryt{
néjakého tématu; jednd se o dosti ndhodny vybér, jehoz cilem je pre-
dev$im zaujmout a motivovat Ctendre. Celé radé lukrativnich témat
se vyhybadme, protoze byla v {eském prostredi jiz bohaté zpracovéna,
kuprikladu autory ostatnich prispévka v tomto sborniku.

Nejprve se kratce zastavime u prvnich definic Euklediova dilaa u
problému spojenych s prekladem zdkladnich termima. V dal{ kapi-
tole se presuneme na samy konec Eukleidovy planimetrie a ukdZeme
souvislost mezi jeho feSenim kvadratickych tloh a vlastnostmi kuze-
losecek. Nésledujici kapitola se vénuje definici a vlastnostem te¢ny
z hlediska infinitesimalni matematiky. Na zavér se kratce zminime o
zlatém tezu a jeho uZit{ pt¥i konstrukci pravidelného dvanéctisténu
v posledni vété Zdkladii.

2 Primky nebo tsecky?

Zékladnimi objekty Eukleidova matematického svéta jsou body, pfim-
ky, kruZnice a pozdé&ji &isla a Gtvary prostorové.! Na tomto mist&

1 Na tomto misté zdiraznéme, Ze jiz dlouho pred Eukleidem byly studovany
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Primky nebo vsecky?

chceme ukézat nékteré obtiZe spojené s volbou Ceskych termind,
kterd je kviili jejich ¢etnému vyskytu velmi dileZit4.

Pripomenime si prvni ¢tyti definice Zakladl (uvadime trecky
original z kritického vydani Heibergova? a Servitav Cesky preklad?).

. ZNueidv €otiv, o0 uépog o0Oév. - Bod jest, co nemd dilu.

. Tpayur) 8¢ pfikog dmAatéq. - Cara pak délka bez 3itky.

. Tpapuufig 8¢ népata onueia. - Hranicemi ¢ary jsou body.

. E0Oela ypauun €otiv, ftig €€ Toov T0ic €@’ £avthg onueiolg Keital.
- P¥imd jest Cra (pFimka), kterd se svymi body tdhne rovné.
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S prekladem terminu "bod" nenf zdsadni problém, nebot je v sou-
Casné Skolské matematice vypracovan v duchu Eukleidové. V novém
prekladu se drzime ptesnéji feckého origindlu i modernf stylistiky a
prekldddme "Bod je to, co nemd Zadnou ¢ast". Tato prvni definice je
negativni a téZko tomu mize byt u tohoto zdkladniho pojmu jinak -
je poukazem k ndhledu do geometrického svéta. Poznamenejme, Ze
podobné definuje bod i Aristotes jako "to, co je naprosto nedélitelné,
ale mé polohu" (srv. Met. 1016b24-26). Pov§imnéme si jesté feckého
terminu pro bod onueidv, ktery ma vyznam ,,znacka*“ a zacal se
systematicky uZivat pravé od Eukleida. Ceské slovo "bod" odpovid4
star§imu feckému terminu otiypy] s vyznamem ,,stopa po bodnuti*.
Aristotelés ve svych spisech uziva obou téchto termint soub&zné.

Definice druha jiz prinasi drobné tskalf: v ¢estiné nemame nad-
Fazeny odborny termin pro primku a k¥ivky. Je zvykem i primku
fadit mezi k¥ivky, ale tento tizus (uZivany naptiklad v diferecnidln{
geometrii) je zjevné v rozporu s etymologif: pfimost je protikladem
k¥ivosti. Proto je nejlepsim reSenim ponechat Servitiv termin ¢ara,
prestoze zni ponékud neodborné a prili§ evokuje fyzickou stopu

i dal3i objekty zvlasté kuZelosecky a dalsi rovinné i prostorové k¥ivky; jasné
vidime, Ze cilem Zakladt nebylo pokryt celou tehdejsi matematiku.

Euclidis opera omnia, 1-1V, vyd. 1. L. Heiberg, Leipzig 1883-1888. Nejnoveé;jsi
vydan{ Heibergovy edice p¥epracoval E.S. Stamatis (Leipzig 1969-1973).

3 Eukleidovy zdklady, ptel. F. Servit, Praha 1907.
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po tuZce. Poznamenejme, Ze v mnoha evropskych jinych jazycich
tento problém neexistuje; napt. angli¢tina m4 "line", kterd mazZe byt
"strait" nebo "curved".

Treti definice uvad{ do vztahu &4ry a body. Recké mépag je mozno
prekladat jako hranice, mez nebo konec. V novém prekladu jsme se
priklonili k slovu "mez", zejména abychom se dostali do souladu s
prekladem zaporu €ic &neipov - neomezené. Chtéli jsme se vyhnout
obratu "do nekonelna", ktery je zatiZen novodobou predstavou
aktudlniho nekoneéna. Zdtraznéme, Ze v antické matematice ¢ara
nenf sloZena z bod, stejné jako ¢as nenf sloZen z okamziku a Ze na
are neexistuji sousedni body; to na nékolika mistech opakuje napf.
Aristotelés. Body vSak mohou byt mezemi ¢ary, pokud ¢ara meze ma
(naptiklad kruZnice body jako meze nema4).

Nejvétsi prekladatelské problémy ptinasi definice ¢tvrta, jejiz
novy preklad zni "P¥ima ¢ara je ta, kterd je viici bodiim na nf leZicim
poloZena stejné". Servitav preklad obratu €€ {oov jako "rovné" je
ponékud zavadéjici (snad se zde pokusil vyuZit ptibuznosti dvojic
vyrazil "p¥my - rovny" a "rovny - stejny"). Jednd se vak o stejnost
ve smyslu identity (srv. predklad Heathiv "evenly"?, ¢i Vitraciv
"de maniere égal"®. Tato definice, kterd nebyla plné srozumitelnd
ani antickym komentatorim, zfejmé poukazuje na stejnorodost a
symetrii pfimé cary.

Hlavnim otazkou vsak je, jak dale v textu "pFimou ¢aru" ozna-
Covat. Servit uziva soustavneé slova "ptimka". To je vSak v kontextu
moderni $kolské matematiky silné zatiZeno - ptimka se tdhne do
nekone&na. Zadné aktudlné nekonecné objekty viak antickd matema-
tika neznala. Mnohem vhodnéjsi je uZivat terminu "tsecka", ktery
si zvolil ve svém pretisku Servitova prekladu Vopénka.b I zde viak
narazime na uskal{ vysoké vyznamové zat{Zenosti slava secka. Pre-
devsim usecka je z néteho useknutd - a z éeho vlastné (kdyz p¥imka

The Elements, pt. a kom. T. L. Heath, I-1II, New York 1956, dil I, str. 153

Les Eléments, ptel. a kom. B. Vitrac, I-1V, Paris 1990-2001, dil I, str. 154.
Eukleides, Zdklady, Knihy I-1V, komentované Petrem Vopénkou, Nymburk
2007.




Kvadratické problémy a kuZelosecky.
neexistuje)? Déle je z nékterych pasézi Zakladii patrné, Ze ptim4 ¢ara
nemus{ mit koncové body. Naptiklad ve vété 12 prvn{ knihy mame za
kol "Vést kolmici na danou neomezenou (dneipov) ptimou <¢aru> z
daného bodu, ktery na ni nelez{". Explicitné se tedy hovoti o pfimé
ére, kterd nema mezni body. Jsme presvédleni, Ze podobné pasdze
neni tfeba interpretovat ve smyslu aktudlni nekonecnosti pfimé ¢ary.
Postaci uznat, Ze Eukleidés uZiva ptimych Car jejichZ zakoncenost se
explicitné netesi - v intencich Vopénkovych bychom tekli, Ze jejich
meze leZ{ na obzoru, & za nim.

Cesky jazyk viak umoZtiuje pomérné elegantn{ a jednoduché fe-
Sen, totiz podrZet doslovné "ptima ¢ara". Rovnéz se ndm osvédcilo
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v souladu s Feltinou opomenout na mnoha mistech slovo "¢ara" a
ponechat pouze zpodstatnélé "prima". Tento termin je osvobozen od
silné zafixované nekonecnosti spojené se slovem "primka" a necha-
va tak vyniknout jedinému konstitutivnimu znaku, totiZ ptimosti.
Poznamenejme jesté, Ze toto FeSenf nenf mozné napt. v anglicting,
kde analogické "strait line", &i pouze "strait" je béZné uZivano a nese
tak celou zatéZz moderniho pojeti.

3 Kvadratické problémy a kuZelosecky.

Prejdéme nyni na samy konec Eukleidovy planimetrie k vétdm 28 a
29 Sesté knihy. Na pFipojenych obrazcich (viz obr. 5-6) mdme zaddnu
pfimou ¢aru AB, plo$ny obsah T a tvar reprezentovany rovnobéz-
nikem A. Na$im dkolem je sestrojit rovnobéznik, (na obrdzku 5 se
jedna o rovnobéZnik s pfeponou AZ a na obrazku 6 o rovnobéznik
AZIT), ktery md stejny obsah jako T, a ktery p¥imou ¢4ru AB bud’
presahuje o rovnobéZnik daného tvaru A (obréazek 5), nebo mu do ni
takovy rovnobéznik chybi (obrazek 6).

Tyto véty jsou vyvrcholenim jednoho z Eukleidovych vyznam-
nych témat - pfemény Gtvaru na utvar stejného obsahu. vV tomto
Clanku nemédme dostatek prostoru pro podrobnou matematickou
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analyzu,” ale poznamenejme, Ze tato tloha odpovida feseni kvad-
ratickych rovnic. Pro vySku v hledaného rovnobéznika musf totiz
platit
AB-v+k-v?=T,

kde k je konstanta zavisejici na tvaru rovnobéznika A; "+" pritom
plati pro obrazek 5 a "—" pro obrazek 6. Eukleidovo feSen{ je plné
geometrické a je zaloZeno na pozoruhodném konceptu gnémoénu -
na obrazku 5 se jednd o itvar AMENEB.

Zdiraznéme vztah téchto vét ke kuzeloseckdm. Jednd se totiZ o
ulohy ,,priloZit danou plochu k dané ptimce s nadbytkem, ptipadné
nedostatkem®. V fectiné pak mély ulohy ndzev ENAerig a UmepfoAn
a pozdéji byly tyto terminy uZity pro ndzvy kuZzeloselek elipsy a
hyperboly.® Abychom vztah mezi kuZelose¢kami a Eukleidovymi
ulohami pochopili, obratme nasi pozornost k vétdm 11 a 12 Apollé-
niova spisu Kuzelosecky (viz obr. 7 a 8). Pomoc{ prostorovych tvah je
zde obvozeno, Ze v kuZeloselce existuje pfima ¢ara zvand pramér
(naptiklad na obrazku 7 je to EA), kterd puli dsecky rovnobézné
s jistym smérem (na obrdzku 7 jsou to rovnobézky s AM). Navic
plati tak zvand charakteristickd vlastnost elipsy: ¢tverec nad AM
je stejné velky jako obdélnik EMZO. Tento obélnik je vsak ziskdn
praveé vyreSenim Eukleidovy tlohy EAAenng. Vztah mezi hyperbolou
a druhou z Eukleidovych tloh je obdobny. Detaily je opét mozno
nalézt v pFipravované antologii, na tomto misté pouze vyzyvame
tendfe k porovnani pFislusnych obrazki (obrdzku 5 s obrdzkem 7 a
obrazku 6 s obrdzkem 8).

Podrobnéjsi rozbor celého problému a Eukleidova feSeni 1ze nalézt v chystané
antologii, v komentarich k témto vétdm v cizojazy¢nych vydéani Zdklad -
viz napt. pozn. 4,5, &i v knize Heath, T. L., A History of Greek Mathematics, 2
dily, Oxford 1921, dil 1, str. 394-397.

Jméno paraboly pochézi od nejjednodusi tlohy prostého priklddani, Fecky
napafolr.
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Definice a vlastnosti tecny.

4 Definice a vlastnosti te¢ny.

Jednou z pomérné rozsitenych povér historie matematiky je predsta-
va, Ze infinitesimalni matematika zaéind a7 s Newtonem a Leibnizem
(i s jejich nékolika bezprorosttednimi predchiidci). Pravdou viak je,
Ze jiz u antickych geometr( nalézdme zcela korektnf{ infinitesimaln{
postupy a diikazy. Tato ¢ast matematiky vzkvétala rovnéz u autorti
arabskych.” Infinitesimélni Givahy se tykaly predeviim uréenf obsahti
a objem (viz naptiklad dvanactou knihu Zdkladii a spisy Archimé-
dovy). Tyto tvahy jsou predzvésti integrace. Druhou oblasti, v niz
se rozvijely infinitesimaln{ postupy bylo studium vlastnosti te¢ny,
které je predzvésti derivovani. Poznamenejme jesté, Ze prinos New-
tona a Leibnize spo¢ivé (velmi zjednodus$ené feseno) v pochopeni
inversntho vztahu obou téchto tloh a déle v jejich formalizaci jejich
feSeni prostfednictvim algebraického (infinitesimalniho) kalkulu.

Eukleidés uvaZzuje pochopitelné pouze te¢nu ke kruZnici, kterou
vymezuje v definici 2 t¥eti knihy Zdkladii.

E0Beia kUkAov é@dmnteaBot Aéyetat, fiTig amtopévn tod KUKAoU
Kal EkBaAlopévn ol Téuvel TOV KUKAoV. - O primé tikdme, Ze se
dotyka kruhu, jestliZe se s kruhem setkav4, ale pti prodlouzeni ho
neprotina.

Tecna je zde tedy v podstaté vymezena jako pfima Cara, kterd ma
s kruzZnici spole¢ny praveé jeden bod. Tato definice je pochopitelné
vhodna pouze pro vyjimecné k¥ivky; kromé kruzZnice jesté napriklad
pro elipsu a hyperbolu, ale ne uz naptiklad pro parabolu - jeji pramér
s ni ma také jen jeden spoleny bod. V Zaddné ptipadé tato definice
nenf infinitesimdlni. Zarodek infinitesimélnich uvah v§ak mtzZeme
nalézt ve vété 16 treti knihy Zdklada:

Primd, kterd se vede kolmo k priiméru kruhu a z jeho kraje, padne mimo
kruh; do mista mezi tuto pfimou a kruznici se jind pfimd nevejde; tihel
pilkruhu je vétsi nez kazdy ostry pfimocary tihel, zatimco zbyvajici tihel je
mensi.

9 Viz napf. monumentdlni dilo R. Rahed, Les mathématiques infinitesimales
du IX au XI siécles, 1-4, London 1993-2000.

Jak je obvyklé, znéni véty se vyjasni az p¥i konkretizaci na
pripojeném obrazku 1. Véta (mimo jiné) tvrdi, Ze mezi kruznici
a te¢nu AE se 74dna p¥im4 &4ra jiz nevejde.!’ Tecna je zaroveni
jedind ptima ¢ara s touto vlastnosti a ma tedy extremalni vlastnost
nejlepsiho prilnut{ ke kruznici.

Analogicky vysledek dokazuje pro kuZelosecky Apollonios z Pergy
ve své praci KuZelosecky. Citujme vétu 32 prvni knihy:

Jestlize se vrcholem fezu kuZele vede primd rovnobézné s pfimou vedenou
rddné, pak se fezu dotkne a do mista mezi fezem kuZele a touto pfimou se
Jjind primd nevejde.

Na ptipojeném obrazku 3 to znamend, 7e TA je te¢nou a mezinia
parabolu se jiz Zddn4 jind pfim4 Cara nevejde. Te¢na neni u Apollonia
definovéna, ale o pfimce I'A se m4 za dokdzané, Ze je te¢nou, kdyz
se nahlédne, Ze "celd leZi vné paraboly". M4 tedy spole¢ny bod, ale
pritom celd leZ{ na jedné strané cary.

Nemoznost vloZeni dal$i pfimky mezi k¥ivku a jeji te¢nu je jiz ma-
tematicky silnd vlastnost. Na rozdil od definice umozriuje naptiklad
rozli$it skutenou te¢nu k hladké k¥ivce (jak ji chdpeme moderni
diferencidlni geometrie) od p¥imky prochézejici vrcholem Etverce,
kterd zlistavd mimo néj. U Archiméda vSak nalézame vlastnost te¢ny
kruZnice, kterd plné obsahuje infinitesimaln{ vlastnost te¢ny, totiz
Ze aproximuje kruZnici az do prvniho fadu. Ve vété 5 spisu O spirdldch
Archimédés dokazuje (viz obrazek 4), Ze miiZzeme vést ptimou ¢aru
stfedem (naptiklad K@Z) tak, aby pomér ©Z k délce oblouku B byl
libovolné maly.

/7 v
5 Zlaty rez.
Na zavér se kratce zminime o vyznamu takzvaného zlatého fezu v
10 Tato véta fascinuje matematiky mnoha staleti predevsim proto, Ze se zde
uvazuje jiny thel nez p¥fmocary. Uhel doteku je pro Eukleida nenulovy, ale
mensi nez libovolny ptimocary dhel. Mdme zde tak jasny vyskyt nekonecné

malé veli¢iny.
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Zlaty tez.

fadé Eukleidovych konstrukci. Jeho vymezeni nalézame v definici 3
Sesté knihy z4kladu.

"Akpov Kai péoov Adyov e00sia TeTpuficfat Aéyetat, Stav i wg
1 6An mpdg To peilov Tufipa, oUtwg To ueilov mpdg tod EAattov. - O
primé fekneme, Ze je roztata v poméru krajnim a stfednim, jestliZe se
celda mé k vétsimu tseku jako vétsi k mensimu.

Termin "délen{ ve zlatém fezu" pochdzi aZ z renesance, kdy
jeho vlastnosti byly ¢asto studovény a kdy slouzilo jako kritérium
krésy.!! Pro Eukleida je toto déleni v poméru krajnim a st¥ednfm
predevsim prosttedkem ke konstrukci pravidelniho pétithelnika
a dvandctisténu. Pozoruhodné je, Ze konstrukci tohoto rozdélent
nalézdme v Zdkladech hned dvakrét. Nejprve je ve vété 11 druhé
knihy médme za tikol Danou pfimou rozetnout tak, aby se obdélnik sevieny
celou pfimou ajednim z isekii rovnal ¢tvercinad zbyvajicim tisekem. Pozdéji
ve vété 30 Sesté knihy mame rozdélit danou primou v poméru krajnim
a strednim. Tato dvoji formulace souvisi se strukturou Eukleidova
spisu. Prvni ¢tyti knihy se vyhybaji uZiti teorie proporci. Neni tedy
mozno hovofit o rovnosti pomért, ale pouze o rovnosti obsahti. Rada
vztahti tak ma dvoji formulaci.'?

UZiti rozdélen{ ve zlatém tezu pti konstrukci pravidelného pé-
tidhelnika je dobte znamo. Na tomto misté vSak chceme zminit
jeho kli¢ovy vyznam pti kostrukci pravidelného dvanictisténu -
viz obréazek 9. Vychodiskem je krychle, kterd reprezentuje jakysi
trojrozmérny souradnicovy systém. Polovina jeji strany se rozdél{ v
poméru zlatého fezu a pak jsou konstruovany vrcholy dvanéctisténu
Cisté uzitim kratsi a delsi dsecky tohoto rozdéleni. Tak naptiklad
usecky PO, 20, INT, TX, PY a ®X jsou stejné dlouhé jako delsi ¢ast

Podrobné pojednani o tomto tématu lze nalézt v: R. Herz-Fischler, Amathema-
tical History of Division in Extreme and Mean Ratio, Waterloo (Ontario, Canada),
1988.

Oba pristupy byly pritom obvyklé pred Eukleidem. Jako priklad uved'me
nézor Aristoteliv na formulaci problému kvadratury obdélnika - De an.
413a17-20: ,Naptiklad na otdzku, co je kvadratura, odpoviddme, Ze je to
rovnost pravothlého rovnostranného ¢tytuhelnika s obdélnikem. Avsak ten,
kdo fekne, Ze kvadratura je nalezeni stfedn{ imérné, udava také divod véci.”

9
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rozdéleni a Usecky PN, ZZ a TO jako kratsi ¢ast rozdéleni. Body Y, ® a
X jsou tedy sestrojeny ve vzdalenosti del$i ¢asti rozdélen{ od nejblizsi
stény krychle a jejich praméty maji na krychli "soufadnice" vyjadre-
ny rovnéz pomoci dels{ a krats{ ¢asti rozdéleni. Diky konstitutivni
vlastnosti zlatého fezu se pak snadno dokaze, Ze body BXI'®Y uréuji
pravidelny pétidhelnik. Napriklad to, Ze vSech pét leZ{ v jedné roviné
plyne z rovnosti ®0 : O¥ = XT : T®, neboli "cela se ma k vétsimu
useku jako vétsi k mensimu".

6 Zavér

Tento skromny prispévek a chystand antologie mé byt predevsim
vyzvou k etbé dochovanych antickych praci. Vzhledem k nezbytné
jazykové a historické erudici je obtiZné stat se skute¢nym odborni-
kem na feckou matematiku a zdtiraznéme, Ze autor tohoto ¢ldnku
se za néj nepovazuje. Kazdému zdjemci o matematiku ¢i feckou
kulturu mize vSak pfima a podrobnd ¢etba feckych matematickych
textd poskytnout poznani a radost, spocivajici, dle mého nézoru,
predevsim v napéti mezi podobnosti a soucasnou odliSnosti mezi
matematickym myslenim a vyjadfovanim modernim a antickym.
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