Priblizna parametrizace krivek pro robotiku
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Abstrakt. V nasem piispévku predstavujeme metodu pro piibliznou
parametrizaci algebraickych kfivek vysokého stupné. Tato metoda
je zalozena na kombinaci G interpolace ve vybranjch bodech a Lo
aproximace na zbylych ¢astech kifivky. Déale metodu aplikujeme na
jistou kfivku popisujici singularni pohyb paralelniho manipulatoru.
Klicovd slova: Splajny, pfibliznd parametrizace, implicitni kfivky,
paralelni manipulator.

1 Uvod

V nejriznéjsich oblastech aplikované geometrie jsou vyuzivany polynomi-
alni a racionalni kiivky a plochy. Pfitom jsou obvykle upfednostiovany
geometrické objekty popsané parametricky pfed objekty zadanymi im-
plicitné. Divodem je pfedevsim jednodussi zobrazeni a pripadné vyroba
parametrickych objekti. Celd fada geometrickych problému a konstrukei
vsak vede na implicitni rovnice, které je pozdé€ji nutno parametrizovat.
Jak je znamo z elementarni algebraické geometrie, tfida vsech algebraic-
kych kiivek/ploch je podstatné $irsi nez tf¥ida k¥ivek/ploch racionalnich.
Z tohoto diivodu techniky presné algebraické parametrizace v mnoha pri-
padech selhdvaji a je nutno sahnout k technikdm p¥ibliznym.

Nase publikace navazuje na nékolik praci vénovanych pfiblizné para-
metrizaci [2, 3, 4]. Pfedstavujeme novou metodu, kterd je zaloZena na
kombinaci G! interpolace ve vybranych bodech a nésledné aproximace
vybraného segmentu implicitni kfivky. Nasi metodu déle pouzivame pro
feSeni problému aplikované robotiky ptrevzatého z [1].

2 Obeny popis uzité metody parametrizace
V této kapitole popiSeme obecny algoritmus pro prfibliZnou parametrizaci
implicitni rovinné kiivky

flz,y) =0.
Algoritmus pracuje tim zpusobem, Ze nejprve nalezne fadu bodu S;, lezi-
cich na kfivce f, které ji rozdéli na nékolik tseki. Na kazdém tseku pak
nalezne pribliznou parametrizaci pfislusného segmentu ktivky f pomoci
Bézierovy kiivky B(«) tak, aby sousedni tiseky mély v krajnim spole¢ném
bodé stejnou tecnu. Nakonec tuto parametrizaci na kazdém segmentu op-
timalizujeme a jednotlivé ¢asti spojime do po ¢astech polynomidlni (splaj-
nové) kiivky.

Algoritmus popiSeme schématicky ve tfech krocich:



1. Nalezeni délicich bodu S;.
2. Sestrojeni pocatecnich Bézierovych kubik na tsecich S;5;41.

3. Optimalizace jednotlivych Bézierovych kubik.

Nyni kazdy krok popiseme podrobné.

Krok 1 Mgjme rovinnou implicitni kifivku f. Na této kiivce nalezneme
jeden bod S; (naptiklad protindnim kiivky vhodnou testovaci sadou pii-
mek). Bod S; je poéateénim bodem postupu pro nalezeni bodt S; na
kiivce f.

Obecné tento postup popiseme pro bod Sy € f - viz obr 1. v bodé S
sestrojime teénu tx(Sk) ke kiivce f, jejiz normalovy vektor ziskdme jako
Vf(Sk). Z této tecny budeme uvazovat jen polopfimku s krajnim bodem
Sk, pricemz v kazdém kroku algoritmu zachovame smér, ktery zvolime
na pocatku. Na této polopfimce vezmeme bod Sii1 v dané vzdalenosti
(kterd je parametrem algoritmu) od Sk

|Sk§]€+1‘ = K.

Obrazek 1: Konstrukce bodu Si41 jako nasledovnika bodu Sj.

V bodé §k+1 déle sestrojime pfimku ngiq = (§k+1, Vf(§k+1)) a na-
lezneme bod Si41 jako priusecik primky ngiq1 a kiivky f. Bod Sii1 je
dalsim bodem na kiivce f.

Opakovanim algoritmu nalezdme body na kiivce, dokud ji celou neo-
bejdeme. Vysledkem prviho kroku je usporaddany seznam bodt lezicich na
kiivce f.

Pfi této konstrukci muze nastat nékolik problémt. Pokud je bod Sk11
singularnim bodem kiivky f, nemiizeme sestrojit te¢nu v tomto bodé. Ta-
kové body musi byt vynechany (napfiklad zvySenim konstanty x). V pfi-
padé, ze primka nyy1 a kiivka f maji vice spoleénych bodt, zvolime pfi-
slusnou polopfimku pfimky ngy1 a vybereme ten bod, ktery je nejblize
bodu §k+1.



Krok 2 Na kazdém tseku SiSki1 vytvoiime Bézierovu kubiku. Pro
definovéni Bézierovy kubiky B(«) potfebujeme ¢tyti body Py, ..., Py. Za
krajni body Bézierovy kubiky vezmeme body Py = Sk, Py = Sky1. Za
body P», P; vezmeme obecné body lezici na teénach tx(pk), tk+1(Pr+1)
v krajnich bodech Sg, Sk41. Soufadnice bodu Py, Ps jsou tedy vyjadieny
pomoci parametrl py, px4+1 - viz obr. 2.

Obrazek 2: Usecka Sj,Sii1 je rozdélena na tfetiny. V jedné a ve dvou
tfetinach sestrojime kolmice k tisecce SpSk41 a nalezneme priseciky s
tefnami ti(pr), tk+1(Pr+1). Hodnoty parametri pro tyto body na teénach
vezmeme jako pocatecni.

Krok 3 V poslednim kroku algoritmu pfiblizime na kazdém tseku Bé-
zierovu kubiku co nejblize k pivodni krivce. Tedy budeme optimalizovat
hodnotu parametri pg, pr+1 tak, abychom minimalizovali vhodnou funkci
vzdalenosti parametrické Bézierovy kiivky B(«) od segmentu implicitni
kiivky f. Je tedy tfeba hledat minimum vhodné funkce (tzv. objective
function). Po fadé experimentti jsme zvolili nasledujici funkci, ktera pfi-
blizné vyjadiuje Lo vzdalenost obou kiivek
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Minimalizace této funkce je nelinearni optimalizac¢ni problém, ktery fe-
§ime numericky pomoci Newtonovy metody. Volba pocate¢nich hodnot
parametrl pg,pr+1 je patrné z obr. 2.

3 Aplikace na samopohyb paralelniho manipulatoru

Jak popsal A. Karger v [1], paralelni manipuldtor mtze za uréitych okol-
nosti vykazovat vlastni pohyb, tedy pohyb ke kterému dochéazi pti kon-
stantnich délkach ramen. Tento pohyb je popsan v prostoru parametra
(na Studyho sféfe) pomoci soustavy implicitnich nelinedrnich algebraic-
kych rovnic. Pro vizualizaci je nezbytné vlastni pohyb parametrizovat.



Vzhledem k nemoznosti provést presnou parametrizaci budeme aplikovat

pribliznou metodu popsanou v predchozi kapitole.
Soustavu implicitnich kfivek je mozno pomoci projekci redukovat na
jedinou rovinou kfivku, z niZ je moZno (po parametrizaci) pohyb zrekon-

struovat. Uvedme piiklad jedné takové kiivky prevzaty z [1] - viz obr. 3.

Obrazek 3: Priklad implicitni kiivky Sestého stupné.

flz,y) = —2601900 — 99975456 23> + 68112324 z2y* — 47996928 5y
—12771360 zy® + 9613800 % + 159460956 2* + 121674924 2.2
+12921300 y* + 705600 y° + 15256836 26 + 97135560 24y>
4204604848 2y — 171734976 2y — 90740160 zy
—103511520 zy> = 0.
Tuto kfivku zparametrizujeme pomoci algoritmu popsaného v predchozi
kapitole.

Krok 1 V prvnim kroku ziskdme 14 bodu na kiivce f - viz obr. 4

Krok 2 Vypocteme Bézierovy kubiky na vSech tsecich. Uvadime zde
vysledek na tuseku s krajnimi body Sig, S11, pro néjz ma aproximujici
Bézierova kubika kontrolni body

Pp = [0.4374,2.3453], Py = [0.4374 + 9.9876 p10, 2.3453 + 31.8766 p1o],
P3 = [0.6531 — 2.2188 p11,2.0998 + 32.5099p11], Py = [0.6531,2.0998].

Krok 3 Minimalizaci funkce
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dojdeme ke koneénym parametriim pio = 0.9836 x 1072 a py; = 0.1648 x
1071, pomoci kterych ziskdme optimalni Bézierovu kubiku:
B(a) = [0.4374 (1 —a)® +1.6071c (1 — a)? +1.8497a% (1 — a) + 0.6531 o®
2.3453 (1 — @) +7.9767a (1 — a)? 4+ 7.9076 o2 (1 — o) + 2.0998 o3].



Obrazek 4: Body nalezené pomoci kroku 1 algoritmu.

Chyba parametrizace. Chyba pfiblizné parametrizace zavisi na kon-
stanté x a v disledku na vzdalenosti bodt Sk, Sk+1. Ukdzeme tii hodnoty
chyby pfi rtuznych vzdalenostech krajnich bodd. Chybu vyhodnocujeme
samplovanim maximalni vzdalenosti ptivodni kfivky od nové parametrické
krivky.

1. Na kfivce je nalezeno 14 bodt. Na jednotlivych tsecich jsou nalezeny
nésledujici chyby parametrizace (vzdélenost Béziérovych kubik od
ptvodni kiivky):

0.3671 x 10~4,  0.5982 x 1075,  0.4670 x 10!,  0.2366 x 1073,
0.6131 x 1075,  0.9800 x 1073, 0.6470 x 10~%,  0.1539 x 10~ 4,

0.6178 x 10~4,  0.2741, 0.9446 x 10~%,  0.1852 x 10~4,
0.2547 x 1072,

Maximum z téchto hodnot (a tedy celkova chyba parametrizace) je
0.2741 a nastdva mezi body Sig,.S11 - viz obr. 5, nalevo.

2. V pripadé, zZe na kfivce nalezneme 44 bodt, bude maximéalni vzda-
lenost 0.0518.

3. V poslednim piipadé nalezneme na kfivce 130 bodt. Maximalni
vzdalenost je potom 0.6789 x 1073. Pokud vykreslime zparamet-
rizované useky a piuvodni kfivku, neni jiz jako v prvnim pripadé
patrny rozdil - viz obr. 5, napravo.

4 Zavér

V nasSem pfispévku jsme piedstavili metodu pro pfibliznou parametrizaci
algebraickych rovinnych kiivek. Tato metoda je zaloZena na kombinaci
G interpolace ve vybranych bodech a Ly aproximace na zbylych ¢astech
kfivky. Funkénost metody jsme prokazali aplikaci na kfivku popisujici sa-
mopohyb paralelniho manipulatoru. V budoucnosti planujeme zobecnit
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Obrézek 5: Chyba mezi ptivodni kiivkou f (¢ervend) a Bézierovou kifivkou
(zelend) pro kiivku rozdélenou na 14 segmentlt (chyba je viditelna ve
zvétSeni) a na 130 segmentii (chyba jiz neni na pohled patrna).

algoritmus pro nalezeni vSech vétvi singularnich kiivek. Rovnéz chceme
vyuzit parametrizace konkrétnich kiivek k vizualizaci samopohybu para-
lelniho mainipulatoru.
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