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Abstrakt. Nahrazeni rovnych hran v triangulaci za vhodné kruhové ob-
louky vede k vylepSeni nejmensich thla v triangulaci. Jedna z vhodnych
oblasti pro aplikaci této vylepSené triangulace je metoda koneénych
prvka. P zachovani stejného poétu trojuhelnikii dosdhneme lepSich
vysledki predevsim diky lepsi triangulaci a také lepsi reprezentaci
oblasti. Zejména pro oblasti, které maji po ¢astech kruhovou hranici,
je tato metoda vyhodna.
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1 Uvod

Trojihelnikové sité jsou nezbytnym néstrojem geometrického zpracovani
dat. Slouzi k rozdélovani a spojovani struktur a hraji tstfedni roli v geo-
metrické reprezentaci. Kvalita dané triangulace samoziejmé zavisi na veli-
kosti a tvaru tvoficich trojihelniki. Zejména thly v triangulaci patii mezi
kritické otézky v hlavnich oblastech aplikace, jako je modelovani, inter-
polace a metoda kone¢nych prvku. Naptiklad trojihelniky s malymi thly
zpusobuji nevyhovujici podminky pro metodu kone¢nych prvki [2].

Pro praktické tucely je ¢asto volena Delaunyho triangulace, protoze
maximalizuje nejmensi thly pfes vSechny mozné triangulace dané kone¢né
mnoziny bodt v roviné. Pfesto se nelze vyhnout ob¢asnému vyskytu ,Spat-
ného“ trojuhleniku, zejména v blizkosti hranice vstupni oblasti nebo z
dtvodu pritomnosti vrcholt s vysokym pocétem hran. Tyto vrcholy nelze
vylepsit prehozenim hran nebo jinou lokalni operaci, protoze rozmisténi
hran Delaunayho triangulece je jiz optimalni vzhledem k uhlim.

Situace se zméni v piipadé, ze pozadevek, aby hrany triangulace byly
asecky, zrusime. Nékteré aplikace nejsou omezeny pozadavkem, aby hrany
triangulace byly tsecky a pro nékteré dokonce tsecky nejsou vhodné. Na-
priklad v metodé konecnych prvka prislusné funkce muzZe byt definovana
vyhodné nad ,trojuhelniky“ s nelinearnimi hranami. Také v aplikacich
zabyvajicich se kreslenim grafii miZe ponechani rovnych hran znamenat
prekazku v ¢itelnosti vykresleného grafu. V téchto a dalsich aplikacich, vy-
pocetnich a estetickych vyhod grafu, ktery zarucuje pékné thly, mizeme
dosahnout pouze tehdy, pokud jsou povoleny zak¥ivené hrany [1].



2 Optimalizace triangulace a MKP

V tomto ¢lanku se budeme zabyvat aplikaci tzv. triangulaci pomoci kruho-
vych oblouk® na metodu koneénych prvki. Zkracené budeme psat oblou-
kova triangulace a klasickou triangulaci s hranami ve tvaru tsec¢ek budeme
nazyvat rovnou triangulaci. Na piikladu porovname vysledky ziskané po-
uzitim klasické triangulace a tzv. obloukové triangulace.

Uprava triangulace takovymto zpiisobem p¥inasi nékolik vyhod v pii-
padé, ze je potfeba optimalizovat thly. Typicky se malé thly v rovné
triangulaci vyskytuji v okoli hranice oblasti. Takové thly mohou byt nyni
pomoci optimalizace kiivost{ obloukt dané triangulace zvétseny. Dalsi pro-
blém s malymi thly zpiisobuji vrcholy s vysokym stupném. Tato situace
miZe byt nyni zlepSena pfehazovanim hran v obloukové triangulaci tak,
Ze redukujeme stupeii vrcholu.

Maximalizace nejmensiho vrcholu v kombinatoricky pevné obloukové
triangulaci muze byt formulovana jako linearni program. To v praxi zaru-
¢uje rychlé feSeni optimalizace triangulace obloukem.

2.1 Optimalizace thla

Uvazujme rovnou triangulaci 7 v dané oblasti D v roviné. Na D nejsou
déana Zadna omezeni, ale pro usnadnéni, necht D je spojitd a ma po ¢astech
kruhovou (nebo linearni) hranici. Obecné plati, Ze 7 bude pouZzivat vrcholy
uvnit¥ D. Zajima nés néasledujici optimalizaéni problém: Nahrad'te kazdou
vnitini (tj. ne hrani¢ni) hranu 7 né&jakym kruhovym obloukem tak, Ze
nejmensi dhel ve vysledné triangulaci bude maximalizovan.

Abychom vidéli, Ze tento problém je spravné definovan, pozname-
nejme, ze vysledna optimalni triangulace 7*, nemize obsahovat zaporné
thly. Nejmensi tthel mezi oblouky musi byt nejméné tak velky, jako nejmensi
thel 7. Pro kazdy vrchol S plati, Ze poradi obloukt prochazejicich S v 7*
je stejné jako pofadi odpovidajicich hran v 7. Jinymi slovy, kazdy ob-
loukovy trojihelnik v 7* je dobfe orientovany, tj. méa stejnou orientaci
jako jeho ekvivalent v 7. Proto nemuze nastat zddné piekryti oblouki
nebo obloukovych trojuhelnikit v 7*. Je zajimavé, Ze toto plati specialné
pro triangulaci, posledni zavéry nejsou pravdivé, pokud zakladni prvky
rozdéleni maji vice nez t¥i hrany [1]. Pfedpokladejme déle, Ze obloukové
trojihelniky jsou dobfe orientované.

Nyni zformulujeme optimalizaci thla jako linearni program. Pro kaz-
dou rovnou hranu e = pg v triangulaci 7 zavedeme dvé proménné ¢,, a
¢gp- Proménna ¢, predstavuje thel, ktery svird oblouk

pq s hranou pg p¥i pohledu z p a ¢, pii pohledu z ¢ (obr.1). Pro

vSechny hrany pg plati ¢, = —@gp-
Pro kazdou hranu e’ v 7, ktera lezi na hranici 6D, zafixujeme dvé

odchylky dor a —d.s s ohledem na §D. Tedy pro €' = pg na hranici mame
Ppqg = —Pgp = der-



Obrézek 1: Odchylky

Vstupni nerovnosti pro optimalizaci pomoci linearniho programovani
vychazeji z Ghli agp,, které sviraji hrany v 7. Dvé hrany pg a pr, které
sviraji tthel gy, jsou sousedni hrany z bodu p, kde pr je nasledujici hrana
proti sméru hodinovych ruci¢ek. Potom bereme v tvahu tthel mezi dvéma
prislusnymi kruhovymi oblouky Bgpr = —@pg + 0gpr + ¢pr a polozime

5 < Bypr-

Linearni funkce L, ktera je maximalizovana je jednoduSe L = 0.

Je ziejmé, Ze maximalizace § bude maximalizovat nejmensi thel S,
v obloukové triangulaci. Poznamenejme, ze muze nastat S, < § v 77,
protoze vzhledem ke kruhovym obloukiim na hranici, mtze byt soucet
vnitinich ahla 0D vétsi nez w(h — 2), kde h je pocet vrcholi na dD.
Pokud n je celkovy pocet vrcholii, mame O(n) nerovnosti/rovnosti a O(n)
proménnych.

Nékdy nenf cilem optimalizovat jen nejmensi thel, ale maximalizovat
lexikograficky sefazeny seznam vsech uhlu, tak jak to zaru¢uje Delaunyho
triangulace. Toho mizeme dosdhnout opakovanym feSenim linearniho pro-
gramu se zafixovanim jiz optimalizovanych dhli.

V optimalizované triangulaci mohou vzniknout ihly vetsi nez 7. Pokud
je v konkrétni aplikaci tento jev nezadouci, mizeme pridat podminku

—bpq + Cgpr + Ppr <

pro v < m. Zejména volba v = m — 20 soucasné snizi velké dhly a to
vede k obloukovym trojuhelnikiim tak ,rovnothlym* jak je to jen mozné.
Nicméné tim ztratime moznost maximalizace nejmensiho thlu nad prosto-
rem vSech moznych obloukovych triangulaci. Dals{ rizné linearni omezeni



Obrazek 2: Optimalizovana Delaunyho triangulace

mohou mit smysl v riznych aplikacich, jako zafixovani sou¢tu uhli v kaz-
dém obloukovém trojihelniku na 7, nebo udrzeni kazdého obloukového
trojuhelniku uvnitf¥ kruznice uréené jeho t¥emi vrcholy.

Obrézek 2 ukazuje optimalizaci Delaunyho rovné triangulace s nejmen-
§im thlem u vrcholu u. ZlepSeni je zde pfiblizné 41%.

2.2 Metoda kone¢nych prvki

V isoparametrickém pristupu k metodé konecnych prvka je oblast popsana
souborem zakladnich prvkia P;, kde kazdy je obrazem napf. trojihelniku
A; pii zobrazeni G;.PTesnéji, mnozina bazovych funkei ¢;; je na A; defi-

novano takto:
Gi = Z¢ijcijj-

Koeficienty c;; jsou obvykle odvozeny z vrcholil a stfedt hran zakladnich
prvki. Testovaci funkce ziskdme sloZzenim bazovych funkci s inverznim
zobrazenim

fig =i o G

Vhodnym souborem funkei definovanych na sousednich trojthelnicich
ziskdme spojité testovaci funkce.

Kazdy obloukovy trojahelnik muiize byt reprezentovan jako racionalni
kvadraticky Beziéruv trojuhelnik. Bazové funkce jsou racionélni Bernstei-
novy béazové funkce. Mizeme predpokladat, ze takovy trojihelnik je ve
standartni formé, tedy Ze vahy ve vrcholech jsou rovny jedné. Opét vhod-
nym souborem funkci na sousednich trojuhelnicich ziskame spojité testo-
vaci funkce. Tedy, libovolna obloukova triangulace miize byt pouzita pro
metodu kone¢nych prvki. Pocet testovacich funkei je stejny jako v pripadé
kvadratickych prvki s rovnymi trojihelniky.

Pouziti obloukovych trojihelniki misto rovnych nabizi dvé vyhody.
Za prvé, mnoho zajimavych oblasti pro numerické simulace mé hranici po
Géastech z kruhovych obloukt. Takové oblasti mohou byt pomoci oblouko-
vych triangulaci reprezentovany presné. Za druhé, obloukova triangulace



Obrazek 3: u (z,y) = (#? + y* — 1) cos (z + 1) sin (y)

zlepsuje velikost vnitinich thld, takze prvky maji lepsi tvar. To umoziuje
ziskat mensi chyby se stejnym po¢tem trojihelnikii.

V sérii testovanych pfikladi jsme ve vysledku vzdy ziskali vyrazné
lepsi priblizné FeSeni nez se stejnym poctem rovnych trojihelniki. Diky
jednoduchosti nasi optimalizace, mohou byt optimalizovany i velké sité
a pouzity pro konecné prvky s rozumnou vypocetni dobou. Na piikladé
ukézeme vysledné zlepSeni.

Priklad: UvaZujeme funkci u(z,y) (obr. 3) na jednotkovém kruhu spl-
fujici homogenni Dirichletovu hrani¢ni podminku a aproximujeme ji ko-
neénymi prvky odvozenymi z obloukové triangulace a z rovné triangulace.
Pouzijeme vyhovujici kvadratické racionalni a kvadratické polynomialni
funkce kone¢nych prvkia.

Na obrazcich 4 a 5 jsou zobrazeny triangulované domény pomoci rovné
a pomoci obloukové triangulace. Pomoci obloukové triangulace je hranice
kruhu reprezentovana piesné.
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Obrazek 4: Rovna trian- Obrazek 5: Obloukova
gulace triangulace



Vysledek je ukdzan na obrazcich 6 a 7, kde aproximace funkece u(z,y)
jsou reprezentovany pomoci vrstevnic. Jemné rozdily jsou patrné prede-
vSim okolo hranice, oviem ¢im vice trojuhelniki je v triangulaci pouzito,
tim méné mizeme z pouhého obrazku vy¢ist. Pfi pouziti rovnych troja-
helnikii je chyba vypoétena samplovanim 0,0404 a L? chyba je 0.0033. V
pripadé obloukové triangulace je chyba vypoc¢tena samplovanim 0,0079 a
L? chyba je 0.0001. V tomto i dalsich testovanych piikladech vede pou-
ziti obloukové triangulace ke zna¢nému snizeni chyby, které je zpiisobeno
lep8imi tvary trojihelnika a vylepSené reprezentaci oblasti.

Obrazek 6: Aproximace Obrazek 7: Aproximace
u(z,y) pomoci rovneé tri- u(z,y) pomoci oblé tri-
angulace angulace
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