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Abstract. In this paper I want to discuss my experience with teaching Differen-
tial geometry and Geometric modeling at the Charles University. In particular I
want to focus on several concrete topics and different ways how to handle them.
The most interesting is connection between the theoretical and applied aspects
of these topics. We will thus discuss the reparameterization of curves, curvature,
torsion, various frames along the curve, polynomial and rational curves.
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1 Úvod

V tomto přı́spěvku se chceme zamyslet nad některými tématy a problémy, se

kterými se setkáváme při výuce geometrických předmětů pro obor Obecná ma-

tematika na MFF UK. Nepůjde přitom o nějké převratné objevy. Většina látky,

kterou zmı́nı́me je standartnı́. Spı́še se bude jednat o určitá pozorovánı́, koncepty

a přı́stupy, která dle našich zkušenostı́ mohou přispět ke zkvalitněnı́ výuky.

Geometrie nenı́ na našı́ fakultě ve studiu přı́liš bohatě zastoupena. V rámci

hlavnı́ho matematického bakalářského oboru Obecná matematika se setkáváme

s tradičnı́ dominancı́ matematické analýzy. Rovněž algebraické předměty jsou

poměrně dobře zastoupeny. Z geometrických předmětů je povinná pouze dife-

renciálnı́ geometrie po jeden semestr v rozsahu 2/1. Na nı́ volně navazuje nepo-

vinně volitelný předmět Geometrické modelovánı́. Právě o zkušenosti s výukou

těchto dvou předmětů se opı́rá tento přı́spěvek.

Přes omezenou hodinovou dotaci je možno pojmout vyuku relativně náročně,

právě proto, že se můžeme opřı́t o řadu znalostı́ z kvalitně pojaté analýzy a

lineárnı́ algebry. Můžeme tak z matematické analýzy předpokládat velmi so-

lidnı́ znalosti z diferenciálnı́ho a integrálnı́ho kalkulu jedné a vı́ce proměnných,

křivkový a plošný integrál včetně Greenovy věty a teorie řešenı́ obyčejných di-

ferenciálnı́ch rovnic. Z lineárnı́ algebry pak využijeme dobrou znalost vlastnostı́

vektorových prostorů, rozkladu matic a zejména orthogonálnı́ diagonalizace bi-

lineárnı́ch forem.
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2 Význam parametrizované křivky

Na rozdı́l od teorie ploch je diferenciálnı́ geometrie křivek založena podstatně na

globálnı́ parametrizaci. Je to způsobeno tı́m, že křivky na rozdı́l od ploch nemo-

hou mı́t komplikovanou topologii.
”
Lepenı́m“ obrazů intervalů dostaneme vždy

pouze obraz intervalu (přı́padně uzavřenou křivku jako obraz kružnice), nenı́

možné žádné větvenı́. Proto je vhodné vyjı́t z definice parametrizované křivky,

tedy dostatečně hladkého regulárnı́ho zobrazenı́ z intervalu do reálného prostoru

c : I → R
3. (1)

Zobecněnı́ do vyššı́ dimenze podle mého názoru nepřinášı́ hlubšı́ matema-

tické pochopenı́ a je vhodnějšı́ se mu vyhnout. Naopak zásadnı́ je pojem repara-

metrizace

c̃(t̃) := c(φ(t̃)), t̃ ∈ Ĩ , (2)

kde φ : Ĩ → I je diffeomorfismus (či obecněji bijekce která má dostatečně

mnoho derivacı́ spojitých stejně jako jejı́ inverze). Křivku pak definujeme jako

třı́du všech reparametrizacı́ a diferenciálnı́ geometrii chápeme jako studium vlast-

nostı́ nezávislých na reparametrizaci.

Hledánı́ vhodných parametrizacı́ je velmi důležité, ale prakticky nenı́ možné

se mu rychle naučit, protože odhaluje pravé geometrické a matematické myšlenı́.

Dovolı́m si uvést svých několik oblı́bených přı́kladů.

• Kubiky. Máme implicitnı́ křivku jako množinu bodů v rovině, které splňujı́

rovnici y2 − x3 − x2 = 0. Najděte parametrizaci této křivky.

• Cykloida Najděte parametrický popis trajektorie bodu, který ležı́ na po-

vrchu kola o poloměru a, které se valı́ bez prokluzovánı́ po ose x doprava

konstantnı́ rychlostı́ v, přitom v čase t = 0 se bod nachazı́ v bodě [0, 0].

• Epicykloida. Uvažujme kružnici o poloměru r, která se valı́ po vnějšı́

straně kružnice o poloměru R. Parametricky popište trajektorii zvoleného

bodu na pohyblivé kružnici. Načrtněte tuto křivku pro přı́pad R = r,
určete parametrický interval na němž se křivka uzavře a spočtěte jejı́ délku.

• Kissoida. Uvažujme kružnici k o poloměru r a nějakou jejı́ tečnu p. Označ-

me jako S bod dotyku přı́mky p s kružnicı́ k a necht’ bodA ležı́ na kružnici

k naproti bodu S. Pro polopřı́mku q, která vycházı́ z bodu A a která se

protı́ná s přı́mkou p, označme jako R bod průniku p a q, jako Q bod

průniku k a q. Označme jako P bod na q, který splňuje |A−P | = |Q−R|.
Najděte rovnici, která určuje množinu všech takových bodů P , a najděte

parametrický popis této množiny.

• Tractrix je křivka v R
2, kterou opisuje hmotný předmětA, který je tažený

na provázku délky 1 předmětem B. Ve počátečnı́m čase t = 0 se předmět

A nacházı́ v bodě (0, 1) a předmět B v bodě (0, 0). Předmět A se po-

hybuje konstantnı́ rychlostı́ 1 podél osy x doprava. Najděte parametrizaci

tractrixu.
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Obrázek 1: Dvě různé parametrizace kružnice.

• Vivianiho křivka. Parametrizujte průnik sféry s válcovou plochou, která

procházı́ středem sféry a má polovičnı́ průměr.

3 Reparametrizace křivek

Je vhodné rovněž procvičovat reparametrizaci křivek. Jako jednoduchý přı́klad

lineárnı́ reparamterizace uved’me různé parametrizace úsečky. V prostoru mějme

body A = [1, 2, 3], B = [0,−2,−1]. Nalezněte regulárnı́ parametrizaci úsečky

AB. Nalezněte všechny parametrizace c(s) úsečky AB obloukem tak, aby bod

c(0) ležel ve třetině AB, blı́že k bodu A. Nalezněte parametrizaci AB tak, aby

obsahovala singulárnı́ bod, tj. bod, kde je vektor prvnı́ derivace nulový.

Velice krásným přı́kladem jsou však dvě různé parametrizace jednotkové

kružnice bez bodu [−1, 0], viz Obr. 1. Ta je samozřejmě parametrizována jako

[cos(α), sin(α)] , α ∈ (−π, π). Zároveň ji však můžeme parametrizovat stereo-

grafikou projekcı́ z osy y se středem v bodě [−1, 0]. Přesněji uvažujme přı́mku,

která spojuje body [−1, 0] a [0, t]. Jako snadné cvičenı́ z analytické goemetrie

nahlédneme, že protne kružnici v dalšı́m bodě o souřadnicı́ch

[

1− t2

1 + t2
,

2t

1 + t2

]

. (3)

Když měnı́me parametr t ∈ R, procházı́me celou kružnici (bez bodu [−1, 0]).
Ze vztahu mezi obvodovým a středovým úhlem je patrné, že obě parametrizace

spolu souvisı́ prostřednictvı́m reparametrizace t = tan(α/2). Tento přı́klad je

velmi elegantnı́, protože poskytuje vzorce pro vyjádřenı́ funkcı́ cos a sin pomocı́

tangens polovičnı́ho úhlu. Zároveň poskytuje racionálnı́ parametrizaci kružnice.
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Racionálnı́ parametrizace majı́ z hlediska reparametrizacı́ ještě jednu důležitou

vlastnost, totiž že jejich stupeň se neměnı́ při reparametrizaci lineárnı́ lomenou

funkcı́. Speciálně funkce tvaru

t =
λs

(λ− 1)s+ 1
, kde λ ∈ R

+ je pevné (4)

jsou difeomorfismy intervalu [0, 1] na sebe. Kupřı́kladu tak parametrizace 3 pro

t ∈ [0, 1] parametrizuje čtvrtinu kružnice ležı́cı́ v prvnı́m kvadrantu. Pomocı́

reparametrizace 4 můžeme upravit distribuci parametru na tomto intervalu a

přitom zı́skat parametrizaci téhož typu.

Při obecném pohledu na reparametrizace je klı́čové vědět, jak se měnı́ jejich

derivace. Máme-li parametrizaci c(t) a jejı́ reparametrizaci c̃(s) := c(φ(s)),
pak derivovánı́m složené funkce dostáváme dc̃

ds
= dc

dt
· dφ

ds
. Podobně můžeme

pokračovat pro vyššı́ derivace. Pokud zavedeme zjednodušujı́cı́ zápis, ve kterém

reparametrizovanou křivku označujeme c(s) = c(t(s)) a dále tečkou značı́me

derivaci d
dt

a čárkou derivaci d
ds

, dostáváme vztahy pro prvnı́ tři derivace, které

můžeme shrnout v maticovém tvaru jako





c′

c′′

c′′′



 =





t′ 0 0
t′′ (t′)2 0
t′′′ 3t′t′′ (t′)3









ċ

c̈
...
c



 . (5)

Jedná se o jakousi matici přechodu, která bude hrát klı́čovou roli ve studiu inva-

riantů křivek (křivost a tozre). Rovněž z nı́ můžeme vyčı́st některé geometrické

vlastnosti. Napřı́klad vektory prvnı́ a druhé derivace vždy určujı́ stejnou rovinu

(oskulačnı́) a navı́c vektor druhé derivace mı́řı́ do stejné poloroviny (která obsa-

huje střed křivosti).

4 Repéry podél křivky

Máme-li parametrizaci c(t), pak z prvnı́ rovnice (5) plyne, že parametrizaci

obloukem zı́skáme reparametrizacı́ t(s), která splňuje |t′| = 1/||ċ||. Zároveň

je zjevné, že každé dvě parametrizace obloukem se lišı́ pouze reparametrizacı́

s̃ = ±s + s0, tedy počátečnı́m bodem a směrem procházenı́. Parametrizace

obloukem je tak přirozená, že je téměř
”
geometrická“. Je to význačný repre-

zentant třı́dy všech reparametrizacı́, nebot’ odpovı́dá isomorfismu parametrickéo

inervalu a obrazu křivky. Proto je vhodné využı́t jı́ k definici základnı́ch pojmů.

Tento postup se nám osvědčil lépe, než jejich definice v obecné parametrizaci.

Definujeme tedy v parametrizaci obloukem tečný vektor t = c′ a křivost κ =
||t′|| jako velikost změny tohoto vektoru. Při nenulové křivosti pak doplnı́me t

na orthonormálnı́ (Frenetův) repér vektory n = t′/||t′|| a b = t × n. V tuto

chvı́li přicházı́ klı́čové tvrzenı́, které je zároveň větou (Frenetovou) a definicı́,
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totiž že existuje jediná funkce τ (nazývaná torze) taková, že platı́





t′

n′

b′



 =





0 κ 0
−κ 0 τ
0 −τ 0









t

n

b



 .

Důkaz této věty je v literatuře často zastřen speciálnı́mi vlastnostmi Fre-

netova repéru. Je lépe pochopitelný, uvažujeme-li obecný pohyblivý ON repér

{v1(s),v2(s),v3(s)}. Jeho okamžitá změna vyjádřená opět v tomto repéru je

vyjádřena maticı́





v′1
v′2
v′3



 =





0 α β
−α 0 γ
−β −γ 0









v1

v2

v3



 , (6)

kde α, β, γ jsou reálná čı́sla. Důkaz je přı́močarý, nebot’ vi ·vj = δi,j a tedy

0 = (vi · vj)
′ = v′i · vj + vi · v

′
j . Matice v (6) tedy antisymetrická, čı́mž jsme

mimochodem určili Lieovu algebru speciálnı́ orthonormálnı́ Lieovy grupy.

V přı́padě Frenetova repéru dostáváme z definice vektoru n, že β = 0 a

α = κ. Zbývajı́cı́ funkce γ je pak označna jako τ a nazývána torze. Význam

Frenetovy věty je obrovský, je v nı́ shrnuta celá lokálnı́ teorie křivek. Z po-

hybu Frenetova repéru je možno pochopit geometrický význam křivosti a torze.

Zároveň z přı́slušných diferenciálnı́ch rovnic plyne, že κ a τ určujı́ křivku jed-

noznačně až na přı́mou shodnost. Takto určená křivka existuje a je možno jı́ s

pomocı́ Frenetovy věty lokálně kanonicky rozvinout

c(s) = c(0)+ t(s−
κ2

6
s3+ . . .)+n(

κ

2
s2+

κ′

6
s3+ . . .)+b(

κτ

6
s3+ . . .). (7)

Významné jsou ale i dalšı́ přı́pady pohyblivých repérů, zejména když v1 = t

a navı́c v (6) předpokládáme, že γ = 0, dostáváme repér s minimálnı́ rotacı́.

Takovým přı́kladem je napřı́klad volba

v2 = (cosφ)n + (sinφ)b,

kde φ = −
∫

τ . Tento repér má velký teoretický výnam, protože je přı́kladem

paralelnı́ho přenosu (podél křivky) a rovněž velký význam pro aplikace. Pro ně

je totiž Frenetův repér nevhodný, jak je patrné z následujı́cı́ho přı́kladu.

Pro danou křivku c(t)můžeme parametrizovat trubicovou plochu o poloměru

r s křivkou c(t) jako páteřnı́ křivkou dvěma následujı́cı́mi způsoby

p1(t, θ) = c(t) + (cos θ)n(t) + (sin θ)b(t) (8)

p2(t, θ) = c(t) + (cos θ)v1(t) + (sin θ)v2(t). (9)

Ve druhém přı́padě dostaneme lepšı́ kvalitu parametrických čar - viz Obr. 2.
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Obrázek 2: Dvě různé parametrizace trubicové plochy. Nalevo s využitı́m Fre-

netova repéru, napravo s využitı́m repéru s minimálnı́ rotacı́.

Na závěr této části chceme zmı́nit, že náš přı́stup nám umožňuje velmi ele-

gantnı́ a systémový důkaz formulı́ pro křivost a torzi v obecné parametrizaci

κ =
|ċ× c̈|

|ċ|3
, τ =

(ċ× c̈) ·
...
c

|ċ× c̈|2
=

det[ ċ, c̈,
...
c ]

|ċ× c̈|2
.

V parametrizaci obloukem tyto formule platı́ triviálně a zároveň snadno nahlédneme,

že tyto výrazy jsou invariantnı́ vůči reparametrizacı́m dı́ky formulı́m (5).

5 Křivky v geometrickém modelovánı́

V nejrůznějšı́ch aplikacı́ch nenı́ praktické uchovávat celou parametrizaci křivek.

Namı́sto toho je křivka reprezentována pouze koeficienty vůči vhodné bázi. V

ideálnı́m přı́padě majı́ tyto koeficienty geometrický význam (řı́dı́cı́ polygon).

Jako dobrý úvod do této problematiky se nám osvědčilo studium C1 Hermi-

tovské interpolace. Hledáme křivku c(t) tak, aby na intervalu t ∈ [0, 1] interpo-

lovala koncové body a tečné vektory. Řešı́me tedy rovnice

c(0) = P0, c(1) = P1, c′(0) = V0, c′(1) = V1. (10)

Nejprve hledáme kubickou c(t) v monomiálnı́ baziM = {1, t, t2, t3}. Křivku

tedy napı́šeme jako

c(t) = A0 +A1t+A2t
2 +A3t

3
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a koeficienty (A0,A1,A2,A3) pak dostaneme jako řešenı́ soustavy









1 0 0 0
1 1 1 1
0 1 0 0
0 1 2 3

















A0

A1

A2

A3









=









P0

P1

V0

V1









.

Existuje taková baze F = {f0(t), f1(t), f2(t), f3(t)}, ve které bude mı́t

problém jako řešenı́

c(t) = P0f0(t) +P1f1(t) +V1f2(t) +V2f3(t)?

Jinými slovy, odpovı́dajı́cı́ soustava lineárnı́ch rovnic má jednotkovou matici? Je

snadné nahlédnout, že výše uvedená matice musı́ být maticı́ přechodu [id]M
F

od

monomiálnı́ báze k této ideálnı́ (Fergusonově) bazi a tedy dostáváme

[id]FM =









1 0 0 0
1 1 1 1
0 1 0 0
0 1 2 3









−1

=









1 0 0 0
0 0 1 0
−3 3 −2 −1
2 −2 1 1









.

Jinými slovy Fergusonovu bazi máme vyjadřenu vůči monomiálnı́ bazi ve

sloupečcı́ch této poslednı́ matice a tedy

f0(t) = 1− 3t2 + 2t3

f1(t) = 3t2 − 2t3

f2(t) = t− 2t2 + t3

f3(t) = −t2 + t3.

Za archetyp geometrického modelovánı́ je však třeba považovat Bézierovy

křivky, tedy polynomálnı́ křivky vyjádřené v Bernsteinově bázi polynomů stupně

nejvýše n

Bn = {Bn
0 (t), B

n
1 (t), · · · , B

n
n(t)} ,

kde Bn
i (t) =

(

n
i

)

ti(1− t)(n−i). Křivku potom parametrizujeme jako

c(t) =

i=0
∑

n

PiB
n
i (t),

kde Pi ∈ R
N jsou kontrolnı́ body.

Výklad teorie Bézierových křivek je standartnı́ a dobře zpracovaný v lite-

ratuře. Za zmı́nku ovšem stojı́, že Bernsteinovy polynomy byly poprvé použity
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Obrázek 3: Bézierova kubika a jejı́ řı́dı́cı́ polygon.

ke konstrukčnı́mu důkazu Weierstrassovy věty. Jsou úzce spojeny s teoriı́ prav-

děpodobnosti, nebot’
(

n

i

)

ti(1 − t)(n−i) je pravděpodobnost, že jev který má

pravděpodobnost t nastane z n opakovánı́ právě i krát. Z toho ihned plyne nenu-

lovost polynomů na intervalu [0, 1] a to, že jsou rozkladem jednotky.

Od Bézierových křivek, které jsou jakýmsi ideálem geometrického mode-

lovánı́ chceme přejı́t ke skutečně významným objektům pro aplikace, kterými

jsou NURBS [4]. Za tı́mto účelem musı́me udělat tři kroky: přejı́t ke splajnům,

přejı́t k racionálnı́m křivkám a přejı́t od křivek k plochám.

Teorie B-splajnů je často vykládána bez náležité vazby na lineárnı́m algebru.

Našı́m základnı́m pohledem je, že máme-li dáno uzlové dělenı́ (u0, u1, . . . , um)
kde u0 ≤ u1 ≤ . . . ≤ um, definujme prostor funkcı́ Pp(u0, u1, . . . , um) obsa-

hujı́cı́ funkce f : [u0, um]→ R, které majı́ na celém intervalu [u0, um] spojitou

(p− 1) derivaci a zůžené nakaždý inteval [ui, ui+1] jsou to polynomy stupně p.
Jedná se zjevně o vektorový prostor, jakou má dimenzi? A je elegantnı́m jevem

geometrického modelovánı́, že je možno rekurzivně sestrojit posloupnost funkcı́

stupně p

Ni,0(t) =

{

1 ti ≤ t < ti+1

0 jinde

}

(11)

Ni,p(t) =
t− ti

ti+p − ti
Ni,p−1(t) +

ti+p+1 − t

ti+p+1 − ti+1
Ni+1,p−1(t), (12)

která tvořı́ bázi (B-spline) tohoto protoru funkcı́ (ovšem zúžených na interval

[up, um−p]).

Přechod k racionálnı́m křivkám je možno vyložit na přı́kladu Bernsteinovy

báze s tı́m, že pro B-spine bázi je konstrukce analogická. Z matematického

pohledu je přirozené racionálnı́ Bézierovy křivky chápat jako afinnı́ verze po-

lynomiálnı́ch křivek. Z důvodů geometrického modelovánı́ je však nutné, aby

zároveň řı́dı́cı́ polygon byl afinnı́ verzı́ projektivnı́ho řı́dı́cı́ho polygonu. Z toho

důvodu se váhy objevujı́ nejen na poslednı́ (homogenizujı́cı́) souřadnici, ale jsou

jimi přenásobeny všechny souřadnice. Uvažujeme tedy polynomiálnı́ křivku s
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řı́dı́cı́mi body wi[Pi, 1], jejı́ž afinnı́ verze má tvar

c(t) =

∑n

i=0 wiPiB
n
i (t)

∑n

i=0 wiBn
i (t)

. (13)

V tuto chvı́li je vhodné připomenout reparametrizaci (4), pomocı́ nı́ž dostaneme

reparametrizovanoukřivku c(s), která má tytéž řı́dı́cı́ body, ale váhy (w̃0, . . . , w̃n),
kde w̃i = λiwi. Důkaz je přı́močarý

Bn
i (t(s)) = Bn

i (s)
λi

[(λ− 1)s+ 1]n

a tedy i

∑n

i=0 wiPiB
n
i (t(s))

∑n

i=0 wiBn
i (t(s))

=

∑n

i=0 λ
iwiPiB

n
i (s)

∑n

i=0 λ
iwiBn

i (s)
=

∑n

i=0 w̃iPiB
n
i (s)

∑n

i=0 w̃iBn
i (s)

.

Z toho vyplývá, že každou racionálnı́ křivku můžeme reparametrizovat tak, aby

prvnı́ a poslednı́ váha byla rovna 1. Tohoto vyjádřenı́ se využı́vá zvláště v přı́padě

kuželoseček.

6 Závěr

V našem přı́spěvku jsme se pokusili ukázat, jak některé základnı́ pojmy z teorie

křivek můžeme využı́vat jak k teoretickému výkladu, tak k aplikacı́m. Při výuce

je velmi vhodné tyto pohledy kombinovat. V našem přı́štı́m přı́spěvku se chceme

podobně věnovat teorii ploch.
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