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Abstract. In this paper I want to discuss my experience with teaching Differen-
tial geometry and Geometric modeling at the Charles University. In particular I
want to focus on several concrete topics and different ways how to handle them.
The most interesting is connection between the theoretical and applied aspects
of these topics. We will thus discuss the reparameterization of curves, curvature,
torsion, various frames along the curve, polynomial and rational curves.
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1 Uvod

V tomto prispévku se chceme zamyslet nad nékterymi tématy a problémy, se
kterymi se setkdvame pii vyuce geometrickych pfedmétu pro obor Obecna ma-
tematika na MFF UK. Nepujde pfitom o n¢jké pievratné objevy. Vétsina latky,
kterou zminime je standartni. SpiSe se bude jednat o urcitd pozorovani, koncepty
a pristupy, ktera dle nasich zkusenosti mohou pfispét ke zkvalitnéni vyuky.

Geometrie neni na nasi fakulté ve studiu pfili§ bohaté zastoupena. V ramci
hlavniho matematického bakalaiského oboru Obecnd matematika se setkavame
s tradi¢ni dominanci matematické analyzy. Rovnéz algebraické piedméty jsou
pomérn¢ dobie zastoupeny. Z geometrickych pfedmétd je povinna pouze dife-
rencialni geometrie po jeden semestr v rozsahu 2/1. Na ni voln¢ navazuje nepo-
vinné volitelny piedmét Geometrické modelovani. Praveé o zkuSenosti s vyukou
téchto dvou predmétii se opira tento prispévek.

Ptes omezenou hodinovou dotaci je mozno pojmout vyuku relativné naro¢né,
praveé proto, ze se mizeme opiit o fadu znalosti z kvalitné pojaté analyzy a
linearni algebry. Mlizeme tak z matematické analyzy predpokladat velmi so-
lidni znalosti z diferencialniho a integralniho kalkulu jedné a vice proménnych,
ktivkovy a plosny integral v¢etné Greenovy véty a teorie feSeni obycejnych di-
ferencidlnich rovnic. Z linearni algebry pak vyuZzijeme dobrou znalost vlastnosti
vektorovych prostorti, rozkladu matic a zejména orthogonalni diagonalizace bi-
linearnich forem.
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2 Vyznam parametrizované krivky

Na rozdil od teorie ploch je diferencialni geometrie kiivek zaloZena podstatné na
globalni parametrizaci. Je to zpisobeno tim, ze kiivky na rozdil od ploch nemo-
hou mit komplikovanou topologii. ,JLLepenim* obrazi intervali dostaneme vzdy
pouze obraz intervalu (pfipadné uzavienou kiivku jako obraz kruznice), neni
mozné zadné vétveni. Proto je vhodné vyjit z definice parametrizované kiivky,
tedy dostate¢né hladkého reguldrniho zobrazeni z intervalu do realného prostoru

c: I —R3. (1)

v

Zobecnéni do vyssi dimenze podle mého nazoru nepfindsi hlubsi matema-
tické pochopeni a je vhodnéjsi se mu vyhnout. Naopak zasadni je pojem repara-
metrizace ~

c(t) :==c(o(t)), tel, (2)
kde ¢ : I — I je diffeomorfismus (¢i obecnéji bijekce kterd ma dostatecné
mnoho derivaci spojitych stejn¢ jako jeji inverze). Kiivku pak definujeme jako
tiidu vSech reparametrizaci a diferencialni geometrii chapeme jako studium vlast-
nosti nezavislych na reparametrizaci.

Hledani vhodnych parametrizaci je velmi dilezité, ale prakticky neni mozné
se mu rychle naucit, protoze odhaluje pravé geometrické a matematické mysleni.
Dovolim si uvést svych nekolik oblibenych ptikladi.

o Kubiky. Mame implicitni kfivku jako mnozinu bodii v roving, které spliuji

rovnici 52 — 23 — 22 = 0. Najdéte parametrizaci této kiivky.

e Cykloida Najdéte parametricky popis trajektorie bodu, ktery lezi na po-
vrchu kola o poloméru a, které se vali bez prokluzovani po ose = doprava
konstantni rychlosti v, pfitom v ¢ase ¢ = 0 se bod nachazi v bod¢ [0, 0].

e Epicykloida. Uvazujme kruznici o poloméru r, ktera se vali po vné&jsi
stran€ kruznice o poloméru R. Parametricky popiste trajektorii zvoleného
bodu na pohyblivé kruznici. Nacrtnéte tuto kiivku pro ptipad R = r,
urcete parametricky interval na némz se kiivka uzavie a spoctéte jeji délku.

e Kissoida. Uvazujme kruznici k o poloméru r a n¢jakou jeji tecnu p. Oznac-
me jako S bod dotyku piimky p s kruznici k a nechf bod A lezi na kruznici
k naproti bodu S. Pro polopfimku ¢, ktera vychazi z bodu A a ktera se
protina s pfimkou p, ozna¢me jako R bod priniku p a ¢, jako @ bod
priniku & a ¢. Oznaéme jako P bod na g, ktery spliiuje |A— P| = |Q —R).
Najdéte rovnici, ktera urcuje mnozinu vsech takovych boda P, a najdéte
parametricky popis této mnoziny.

e Tractrix je kfivka v R?, kterou opisuje hmotny piedmét A, ktery je tazeny
na provazku délky 1 pfedmétem B. Ve pocateénim Case ¢t = 0 se predmet
A nachazi v bod¢ (0,1) a pfedmét B v bodé (0,0). Pfedmét A se po-
hybuje konstantni rychlosti 1 podél osy = doprava. Najdéte parametrizaci
tractrixu.
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1-t2 2t }

cos, sina) = [H—tz, e

Obrazek 1: Dvé rizné parametrizace kruznice.

e Vivianiho kfivka. Parametrizujte prunik sféry s valcovou plochou, ktera
prochazi sttedem sféry a ma polovi¢ni prumér.

3 Reparametrizace kiivek

Je vhodné rovnéz procvicovat reparametrizaci kiivek. Jako jednoduchy piiklad
linearni reparamterizace uved me riizné parametrizace tise¢ky. V prostoru m&jme
body A = [1,2,3], B = [0,—2, —1]. Naleznéte regularni parametrizaci usecky
AB. Naleznéte v8echny parametrizace c(s) use¢ky AB obloukem tak, aby bod
¢(0) lezel ve tieting AB, blize k bodu A. Naleznéte parametrizaci AB tak, aby
obsahovala singularni bod, tj. bod, kde je vektor prvni derivace nulovy.

Velice krasnym piikladem jsou v8ak dvé rGzné parametrizace jednotkové
kruznice bez bodu [—1, 0], viz Obr. 1. Ta je samoziejmé& parametrizovana jako
[cos(a),sin(a)] , & € (—m, 7). Zaroven ji viak miZeme parametrizovat stereo-
grafikou projekei z osy y se stiedem v bodé [—1, 0]. Pfesnéji uvazujme piimku,
ktera spojuje body [—1,0] a [0, ¢]. Jako snadné cvi¢eni z analytické goemetrie
nahlédneme, ze protne kruznici v dal$im bodé¢ o soufadnicich

1—t2 2t 3)
14+t27 142"

KdyZ ménime parametr ¢ € R, prochazime celou kruZnici (bez bodu [—1, 0]).
Ze vztahu mezi obvodovym a sttedovym thlem je patrné, ze ob& parametrizace
spolu souvisi prostiednictvim reparametrizace ¢ = tan(a/2). Tento ptiklad je
velmi elegantni, protoze poskytuje vzorce pro vyjadieni funkci cos a sin pomoci
tangens polovi¢niho thlu. Zaroven poskytuje racionalni parametrizaci kruznice.
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Racionalni parametrizace maji z hlediska reparametrizaci jest¢ jednu dalezitou
vlastnost, totiz ze jejich stupen se nemeéni pii reparametrizaci linearni lomenou
funkeci. Specialné funkce tvaru

As
l= —7——— kde A € RT j $ 4
EEEITESL eN€E je pevné “)

jsou difeomorfismy intervalu [0, 1] na sebe. Kuptikladu tak parametrizace 3 pro
t € [0,1] parametrizuje Etvrtinu kruznice leZici v prvnim kvadrantu. Pomoci
reparametrizace 4 muizeme upravit distribuci parametru na tomto intervalu a
ptitom ziskat parametrizaci t¢hoz typu.

Pti obecném pohledu na reparametrizace je kliCové veédét, jak se méni jejich
derivace. Mame-1i parametrizaci c(t) a jeji reparametrizaci ¢(s) := c(¢(s)),
pak derivovanim slozené funkce dostavame Z—‘z = % : %. Podobné miizeme
pokracovat pro vyssi derivace. Pokud zavedeme zjednodusujici zépis, ve kterém
reparametrizovanou kiivku oznacujeme c(s) = c(¢(s)) a dale te¢kou znacime
derivaci % a carkou derivaci %, dostavame vztahy pro prvni tfi derivace, které
muzeme shrnout v maticovém tvaru jako

c t/ 0 0 c
= )2 o ¢l (5)
C/// t”/ St/t// (t/)B C

Jedna se o jakousi matici pfechodu, ktera bude hrat kli¢ovou roli ve studiu inva-
riantd kiivek (kfivost a tozre). Rovnéz z ni miizeme vyc¢ist nekteré geometrické
vlastnosti. Naptiklad vektory prvni a druhé derivace vzdy urcuji stejnou rovinu
(oskulaéni) a navic vektor druhé derivace mifi do stejné poloroviny (ktera obsa-
huje stied kiivosti).

4 Repéry podél krivky

Mame-li parametrizaci c(t), pak z prvni rovnice (5) plyne, Ze parametrizaci
obloukem ziskdme reparametrizaci ¢(s), ktera spliwyje || = 1/||¢||. Zaroven
je zjevné, ze kazdé dvé parametrizace obloukem se 1i§i pouze reparametrizaci
§ = 4s + sp, tedy pocatetnim bodem a smérem prochéazeni. Parametrizace
obloukem je tak pfirozena, ze je téméf ,geometrickd™. Je to vyznacny repre-
zentant tiidy vSech reparametrizaci, nebof odpovida isomorfismu parametrickéo
inervalu a obrazu kfivky. Proto je vhodné vyuzit ji k definici zakladnich pojmu.
Tento postup se nam osveédcil Iépe, nez jejich definice v obecné parametrizaci.
Definujeme tedy v parametrizaci obloukem teny vektor t = ¢’ a kiivost k =
||t’]| jako velikost zmény tohoto vektoru. P¥i nenulové kiivosti pak doplnime t
na orthonormalni (Frenetiv) repér vektory n = t'/||t’|[ab = t x n. V tuto
chvili prichazi klicové tvrzeni, které je zaroven vétou (Frenetovou) a definici,
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totiz ze existuje jedina funkce 7 (nazyvana torze) takova, ze plati

t/ 0 k 0 t
n|l=-~ 0 r n
b’ 0O —7 0 b

Diikaz této véty je v literatufe Casto zastfen specidlnimi vlastnostmi Fre-
netova repéru. Je 1épe pochopitelny, uvazujeme-li obecny pohyblivy ON repér
{vi(s),va(s),vs(s)}. Jeho okamzitd zména vyjadfena opét v tomto repéru je
vyjadiena matici

v 0 a B\ (1
vil=1-a 0 ~])|va], (6)
\E -8 = 0/ \vs

kde a, 3, jsou redlna &isla. Diikaz je pfimocary, nebof v; - v; = 4, ; a tedy
0= (v;v;) =vi-v;+v; v} Matice v (6) tedy antisymetricka, ¢imZ jsme
mimochodem urc¢ili Lieovu algebru specialni orthonormalni Lieovy grupy.

V piipadé Frenetova repéru dostavame z definice vektoru n, ze § = 0 a
a = k. Zbyvajici funkce ~y je pak ozna¢na jako 7 a nazyvana torze. Vyznam
Frenetovy véty je obrovsky, je v ni shrnuta celd lokalni teorie kiivek. Z po-
hybu Frenetova repéru je mozno pochopit geometricky vyznam kfivosti a torze.
Zaroven z prislusnych diferencidlnich rovnic plyne, ze « a 7 urcuji kiivku jed-
noznaén¢ az na piimou shodnost. Takto urcend ktivka existuje a je mozno ji s
pomoci Frenetovy véty lokalné kanonicky rozvinout

K2 K K KT
c(s) =c(0)+t(s— €s3 +.. .)+n(582—|— ES3+ oY) —|—b(?s3 +...). (D
Vyznamné jsou ale i dalsi ptipady pohyblivych repért, zejména kdyzv; =t
a navic v (6) pfedpokladame, ze v = 0, dostavame repér s minimalni rotaci.
Takovym ptikladem je naptiklad volba

vy = (cosd)n + (sin@)b,

kde ¢ = — [ 7. Tento repér ma velky teoreticky vynam, protoze je piikladem
paralelniho pienosu (podél kiivky) a rovnéz velky vyznam pro aplikace. Pro né
je totiz Frenetiv repér nevhodny, jak je patrné z nasledujiciho ptikladu.

Pro danou kiivku c(t) miZeme parametrizovat trubicovou plochu o poloméru
r s kiivkou c(t) jako patefni kiivkou dvéma nasledujicimi zptisoby

p1(t,0) = c(t) + (cosO)n(t) + (sin0)b(t) ®)
p2(t,0) = c(t) + (cosO)vy(t) + (sinb)va(t). ©)

Ve druhém ptipadé dostaneme lepsi kvalitu parametrickych ¢ar - viz Obr. 2.
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Obrazek 2: Dvé rizné parametrizace trubicové plochy. Nalevo s vyuzitim Fre-
netova repéru, napravo s vyuzitim repéru s minimalni rotaci.

Na zéavér této Casti chceme zminit, Ze nas pristup nam umoznuje velmi ele-
gantni a systémovy dikaz formuli pro kiivost a torzi v obecné parametrizaci

_ |& x €] _ (ex¢)-¢ _ det[¢, ¢, €]
le)3 e x ¢[? ¢ x ¢|?

V parametrizaci obloukem tyto formule plati trivialné a zaroven snadno nahlédneme,
Ze tyto vyrazy jsou invariantni vii¢i reparametrizacim diky formulim (5).

5 Krivky v geometrickém modelovani

V nejraznéjsich aplikacich neni praktické uchovavat celou parametrizaci kiivek.
Namisto toho je kfivka reprezentovana pouze koeficienty vici vhodné bazi. V
idealnim piipad¢ maji tyto koeficienty geometricky vyznam (tidici polygon).

Jako dobry uvod do této problematiky se ndm osvéd¢ilo studium C'* Hermi-
tovské interpolace. Hledame ktivku c(t) tak, aby na intervalu ¢ € [0, 1] interpo-
lovala koncové body a te¢né vektory. Resime tedy rovnice

c(0) =Py, c(1)=Py, (0)=Vy, c(1)=V,. (10)

Nejprve hledame kubickou c(t) v monomiélni bazi M = {1,t,t2 #3}. K¥ivku
tedy napiSeme jako

c(t) = Ag + At + Aot® + Ast?
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a koeficienty (Ao, A1, A2, As) pak dostaneme jako feSeni soustavy

10 0 0\ [Ag P
111 1][Aa]| [P
010 0f|As] ™ |Vo
01 2 3) \Aj v,

Existuje takova baze F = {fo(t), f1(t), f2(t), f3(t)}, ve které bude mit
problém jako feSeni

c(t) = Pofo(t) + Pifi(t) + Vifa(t) + Vafs(t)?

Jinymi slovy, odpovidajici soustava linearnich rovnic ma jednotkovou matici? Je
snadné nahlédnout, Ze vyse uvedena matice musi byt matici prechodu [id]%! od
monomialni baze k této idedlni (Fergusonove) bazi a tedy dostavame

-1

100 0 1 0 0 0
111 1 0 0 1 0

Fo_ _

idv=10 1 0 o =|-3 3 -2 —1
01 2 3 29 —2 1 1

Jinymi slovy Fergusonovu bazi mame vyjadienu vici monomialni bazi ve
sloupeccich této posledni matice a tedy

fot) = 1-—3t2+2
) = 31223
falt) = t—2t2 413
fa(t) = —t? 4145

Za archetyp geometrického modelovani je vSak tieba povazovat Bézierovy
ktivky, tedy polynomalni ktivky vyjadiené v Bernsteinove bazi polynomu stupné
nejvyse n

B, = {Bg(t)a B?(t)a e >B:1L<t)} )

kde B'(t) = (7)t(1 — t)("~". Kfivku potom parametrizujeme jako

oty = S PiBI(1),

kde P; € RY jsou kontrolni body.
Vyklad teorie Bézierovych kiivek je standartni a dobfe zpracovany v lite-
ratufe. Za zminku ovSem stoji, ze Bernsteinovy polynomy byly poprvé pouzity
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Obrazek 3: Bézierova kubika a jeji fidici polygon.

ke konstrukénimu dtikazu Weierstrassovy véty. Jsou tizce spojeny s teorii prav-
d&podobnosti, nebot (7)t'(1 — ¢)("~ je pravdépodobnost, ze jev ktery ma
pravdépodobnost ¢ nastane z n opakovani prave ¢ krat. Z toho ihned plyne nenu-
lovost polynom na intervalu [0, 1] a to, Ze jsou rozkladem jednotky.

Od Bézierovych kiivek, které jsou jakymsi idedlem geometrického mode-
lovani chceme piejit ke skutecné vyznamnym objektiim pro aplikace, kterymi
jsou NURBS [4]. Za timto uc¢elem musime udélat ti kroky: ptejit ke splajniim,
ptejit k racionalnim kfivkam a prejit od kiivek k plocham.

Teorie B-splajnil je ¢asto vykladana bez nalezité vazby na linearnim algebru.
Nasim zakladnim pohledem je, Ze mame-li dano uzlové déleni (ug, u1, . .., Up,)
kde up < uy < ... < uyy, definujme prostor funkei P, (ug, u1, . . ., Up,) obsa-
hujici funkce f : [ug, um] — R, které maji na celém intervalu [ug, u,,] spojitou
(p — 1) derivaci a ztizené nakazdy inteval [u;, u; 1] jsou to polynomy stupné p.
Jedna se zjevné o vektorovy prostor, jakou ma dimenzi? A je elegantnim jevem
geometrického modelovani, ze je mozno rekurzivné sestrojit posloupnost funkei
stupné p

1 t;,<t<t;
Niolt) = { 0 jinde } (an
t—t ti —t
Ni,p(t) = 7Ni,p71(t) + LNiJrl,pfl(t)v (12)
titp — ti titp+1 — tit1

ktera tvofi bazi (B-spline) tohoto protoru funkci (ovSem zuzenych na interval
[tp, Um—p))-

Prechod k raciondlnim kfivkam je mozno vylozit na ptikladu Bernsteinovy
baze s tim, ze pro B-spine bazi je konstrukce analogicka. Z matematického
pohledu je pfirozené racionalni Bézierovy kiivky chapat jako afinni verze po-
lynomialnich kfivek. Z divodla geometrického modelovani je vSak nutné, aby
zaroven fidici polygon byl afinni verzi projektivniho fidiciho polygonu. Z toho
divodu se vahy objevuji nejen na posledni (homogenizujici) soufadnici, ale jsou
jimi pienasobeny vSechny soufadnice. Uvazujeme tedy polynomialni kiivku s



Krivky v diferencialni geometrii a geometrickém modelovani 25

Fidicimi body w; [P;, 1], jejiz afinni verze ma tvar

Z’L 0 wlP Bz ( )
Zl owiB Pt )
V tuto chvili je vhodné pfipomenout reparametrizaci (4), pomoci niz dostaneme

reparametrizovanou k¥ivku c(s), kterd ma tytéz fidici body, ale vahy (wy, . . . , Wy, ),
kde w; = M\w;. Diikaz je pfimocary

c(t) =

(13)

)\i

B(t(s)) = B?(S>m

atedy i

S wPiB(i(s) | S NwiPiBI(s) | Y, dPiBI(s)

YiowiBP(t(s) Zi:o/\sz"() Yo WiB}(s)

Z toho vyplyva, ze kazdou raciondlni kiivku miizeme reparametrizovat tak, aby
prvni a posledni vaha byla rovna 1. Tohoto vyjadieni se vyuziva zvlasté v ptipadé
kuzelosecek.

6 Zavér

V nasem prispévku jsme se pokusili ukdzat, jak n€které zakladni pojmy z teorie
ktivek mizeme vyuzivat jak k teoretickému vykladu, tak k aplikacim. Pfi vyuce
je velmi vhodné tyto pohledy kombinovat. V naSem pfistim ptispévku se chceme
podobné vénovat teorii ploch.
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