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Abstrakt. Isogeometricky pristup k metodé konecnych prvka spociva
v uziti téze béaze funkci pro parametrizaci oblasti, na které je tloha
feSena a pro popis feSeni. V souCasnosti se vyuzivd téméf vyhradné
baze tensor-product Bernsteinovych polynomt. V nasem piispévku
popisujeme alternativni pfistup zalozeny na trojihelnikovych Bern-
steinovych polynomech dvou proménnych. Diky tomu ziskavame
moznost lepsiho srovnani s klasickou FEM zalozenou na primocaré
triangulaci. Pouzivdme postupné tii typy bézovych funkci: kvadratické
polynomialni, kvadratické racionalni s pridavnou podminkou vynucujici
kruhové hranice trojuhelnikt a kone¢né kubické polynomialni bazové
funkce. Pro vSechny typy bazovych funkci provadime optimalizaci pa-
rametrizace oblasti, pfi¢emz vychazime z dané primocaré triangulace.
Srovnéni uziti raznych bazovych funkci pfedstavujeme na jednom
numerickém prikladé.
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1 Uvod

V ¢lanku se budeme zabyvat aplikaci obloukovych triangulaci v metodé
kone¢nych prvka. Metoda koneénych prvki je numerickd metoda pro hle-
dani priblizného feseni parcidlnich diferencidlnich rovnic. Pomoci oblouko-
vych trojihelnikt optimalizujeme parametrizaci oblasti. Tuto optimalizo-
vanou parametrizaci oblasti popiSeme stejnou bazi funkci jakou pouzijeme
pro popsani feseni, coz je podstata isogeometrické analyzy. Rozsifime op-
timalizaci triangulace pomoci kruhovych obloukt [1] na optimalizaci po-
moci parabolickych a kubickych oblouki. V piipadé kruhovych oblouki
jsme vazani podminkou, Ze odchylka oblouku od pivodni hrany musi byt
u obou vrcholi shodné, aby tyto thly definovaly kruhovy oblouk nad
touto hranou. Pokud uvazujeme parabolické hrany, mohou byt tyto od-
chylky rtzné, avsak oblouk nesmi hranu protnout, proto jsou odchylky
vazany podminkou shodného znaménka. Ziskdme tedy vice stupni vol-
nosti a miniméalni thel v trojuihelnicich potom muze byt 1épe optimali-
zovan. Konecné uvazujeme kubické hrany. Odchylky v koncovych bodech
jedné hrany nejsou svazany zadnou podminkou. Po optimalizaci thld v
triangulaci dojde k nejlep$imu moznému rozlozeni velikosti ihlf.



Obrazek 1: Konstrukce obloukového trojuhelnika

2 Optimalizace parametrizace oblasti

Méjme primocarou triangulaci 7 v dané oblasti Q2 v roviné. Optimalizace
hla je formulovana néasledovné:

Nahradme kaZdou vnitini hranu v 7 obloukem (kruhovym, parabo-
lickym, ¢i kubickym) tak, aby nejmensi tihel byl v nové triantulaci 7*
maximalizovan. Vyslednad optimalni triangulace 7* nemuze obsahovat za-
porné uhly a poradi hran zastava téz zachovano, proto je tloha spravné
definovana a nehrozi kiizeni hran v nové triangulaci (viz [1]).

Pro kruhové a kubické oblouky zformulujeme optimalizaci triangulace
jako linedrni program, pro kubické oblouky jako nelinedrni program.

Pro kazdou rovnou hranu, kterd spojuje body p, r v triangulaci 7
zavedeme dvé proménné ¢, a ¢r,. Proménna ¢,, predstavuje thel, ktery
svira oblouk pr s hranou pr u bodu p a ¢rp u bodu 7 (obr.1).

Pro kazdou hranu v 7, kterd lezi na hranici 612, zafixujeme obé od-
chylky s ohledem na 6.

Pro optimalizaci pomoci linedrniho (resp. nelinedrniho) programovani
vytvofime vstupni nerovnosti. Uhly mezi oblouky v optimalizované trian-
gulaci oznac¢ime B, a jejich velikost vyjadiime pomoci thld agpr = Zgpr,
které oznacuji thly mezi hranami v puvodni triangulaci, a pomoci thla
Ppr @ Ppg-

Vyjadiime thel Bgp, mezi dvéma oblouky

Bapr = —Ppg + Agpr + pr-

Polozme § < Bgpr. Pro kazdy thel optimalizovné triangulace vytvofime
tuto nerovnici. VSechny nerovnice vytvofi soustavu linedrnich nerovnic S.
Pro rtzné typy oblouki pfidame dalsi podminky.



Kruhové hrany
Aby byl oblouk u hrany pr kruhovy, musi byt ahly ¢, a ¢, u kazdé
hrany pr shodné. Vytvorime soustavu nerovnic Sy tak, ze pro kazdou
hranu pr provedeme substituci ¢,, = ¢, v soustavé S. Protoze je
systém nerovnic S linedrni budeme optimalizovat pomoci linedrniho
programovani a pouzijeme linearni funkci L1 = §.

Parabolické hrany

V pripadé, ze pozadujeme, aby oblouky v optimalizované triangu-
laci byly parabolické, neni potfeba, aby uhly u jedné hrany byly
shodné. Je potieba zajistit, aby oba uhly ¢, a ¢,, byly na stejné
strané hrany, tedy, aby mély shodnad znaménka. Soustavu nerovnic
So vytvorime pfiddnim vhodnych nerovnic k soustavé S. Pro kazdé
takové dva tihly u jedné hrany pfiddme nerovnici ¢,p - ¢pr > 0. Sou-
stava nerovic S5 je jiz nelinearni a pro optimalizaci musime pouzit
nelinedrni programovéani. Nelinearni funkce Ly bude Lo = 4.

Kubické hrany
Pro kubické hrany nemusime omezovat uhly ¢,, a ¢,, Zddnou pod-
minkou. Pouzijeme linearni programovani se systémem nerovnic S
a line4rni funkci L3 = 6.

Optimalizaci ziskdme hodnoty thld ¢, a ¢y, které urcuji thly v nové
triangulaci 7*. V pfipadé kruhovych hran jsou hrany presné urceny jen
pomoci ahld ¢, a ¢rp. Pokud jsou tyto dva thly nulové, ztistane hrana
rovna. V pfipadé parabolickych a kubickych hran nejsou presné oblouky
hran urceny. Zname pouze thel, ktery ma oblouk svirat s odpovidajici
hranou ptivodni triangulace 7. Pfesné urceni obloukt provedeme dle po-
tfeby pri aplikaci optimalizované triangulace. Pokud jsou oba thly nulové
je hrana v 7* shodnd s odpovidajici hranou v 7.

Déale mize nastat, ze tGhel ¢, = 0 a zaroven thel ¢,, # 0. Tyto
hodnoty neurcuji ani rovnou hranu avSak ani parabolickou ¢i kubickou
hranu. Abychom zachovali nenulovy tthel, zménime nulovy Ghel na néjakou
nizkou hodnotu, ktera pfilis nezméni velikost vysledného thlu 5y, a kterd
nam umozni reprezentovat hranu jako oblouk.

V optimalizaci triangulaci pomoci parabolickych a kubickych hran je
mozné stejnym zpiisobem aplikovat dalsi podminky popsané v ¢lanku [1],
jako je omezeni souctu vnitinich ahld v jednotlivych trojuhelnicich, pro-
hazovani hran, minimalizace nejvétsiho thlu, atd.

3 Metoda kone¢nych prvki a isogeometricka analyza
Princip metody konec¢nych prvka sestava ze dvou zakladnich krokd. Prv-
nim je pfepis zadané tlohy do odpovidajici slabé formy. V druhém kroku
slabou formu diskretizujeme v koneéné dimenzionalnim prostoru.



Resme napiiklad Poissonovu tilohu, kde k dané funkci f na oblasti
hledame funkci u tak, aby

Au(xy,12) = f(21,22) v Q,
u(z1,x2) = 0 na 09,

kde A = % + 8‘9—; je Laplacetiv operator.
‘1 2
Vhodnymi upravami ziskame tak zvanou slabou formulaci talohy. V té
méame nalézt u(zy,xs) € C*

/ f(z1, z2)v(21, 2) d1dae = —/ Vu(zy,z2) - Vu(a1, ) drides,
Q Q

pro viechny testovaci funkce v € C*, v = 0 na 5.
V druhém diskretiza¢nim kroku nahradime prostor C! kone¢né dimen-
zionalnim podprostorem V. Méame nalézt u(zq,22) € V

/ flx1, z2)v(21, 22) dordas = —/ Vu(zy,x2) - Vu(zy, x2) drrdas,
Q Q

pro vSechny testovaci funkce v C V, v = 0 na 59, kde V c C'.

Po tomto diskretizac¢nim kroku ziskavame konkrétni vztahy pro velky,
ale kone¢né dimenzionalni linearni problém, jehoz feSeni aproximuje feseni
plvodni dlohy. Existuje mnoho zptisobii jak volit podprostor V. Klasicka
MKP obvykle voli tento prostor jako prostor po ¢astech linedrnich nebo
polynomiélnich funkci nad pfimocarou triangulaci funkci.

V isoparametrickém pfistupu k metodé konec¢nych prvku je oblast po-
psana souborem zakladnich prvka P;, kde kazdy je obrazem napf. troju-
helniku A; pfi zobrazeni G;. Piesnéji, mnozina bazovych funkci v;;, které
definuji prostor V' je na A; definovano takto:

G = Z Yijcij ;-

Koeficienty c;; jsou obvykle odvozeny z vrcholi a stfed hran zakladnich
prvkl. Testovaci funkce ziskdme slozenim bézovych funkci s inverznim
zobrazenim

fij = ¥ij o Gt

Vhodnym souborem funkci definovanych na sousednich trojihelnicich
ziskdme spojité testovaci funkce.

Kazdy obloukovy trojuhelnik mtizeme repezentovat jako Béziéruv troj-
thelnik. Bazové funkce jsou Bernsteinovy bazové funkce. Pfedpokladame,
ze takovy trojuhelnik je ve standartni formé, tedy Ze vahy ve vrcholech
jsou rovny jedné. Libovolnou obloukovou triangulaci miizeme takto pouzit
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Obrézek 2: Ridici body pro kubické hrany

pro metodu kone¢nych prvkt. V pripadé kruhovych hran reprezentujeme
obloukovy trojuhelnik jako racionalni kvadraticky Béziériuv trojuhelnik.

Trojuhelnik s parabolickymi hranami reprezentujeme jako kvadraticky
Béziériiv trojuhelnik. Ridici body mezi vrcholy lezi na priisecicich tecen
z vrcholi k obloukovym hrandm. Vahy v téchto bodech volime rovny
jedné.

Trojuhelnik s kubickymi hranami reprezentujeme jako kubicky Bézié-
ruv trojuhelnik. Pro tuto reprezentaci musime vhodné zvolit fidici body
Plog, P201, P210, Plgo, P()Ql, P012 (ObI‘. 2) Abychom zachovali OdChylky ¢
od ptivodnich hran ziskané optimalizaci, musi te¢ny k oblouku svirat s pi-
vodni hranou tuto odchylku ¢. Ridici body tedy volime na téchto teénéch.
Dale musime zvolit fidici bod P;1; tak, aby trojuhelnikovy Béziéruv plat
helnika. Pokud tento bod nevyhovuje, volime dale body na téznicich blize
k vrcholiim dokud neziskdme bod, ktery urcuje spolu s ostatnimi Fidicimi
body regularni Béziéruv trojuhelnikovy plat.

4 Numericky piiklad

Meéjme oblast 2, jejiz hranici 62 tvori jednotkova kruznice a na této ob-
lasti méjme triangulaci 7. Tuto triangulaci optimalizujeme vzhledem k
hlim pomoci metody popsané v ¢asti 1. Tabulka nize ukazuje velikosti
nejmensich a nejvétsich thld v ptvodni triangulaci a v triangulacich op-
timalizovanych pomoci kruhovych, parabolickych a kubickych obloukt.
Vsechny triangulace jsou znazornéné na obrazcich 3-6.

Uvazujeme funkci u (z,y) = (22 + y? — 1) cos (z + 1) sin (y) na jednot-
kovém kruhu splnujici homogenni Dirichletovu hrani¢ni podminku. Apro-
ximujeme ji koneénymi prvky odvozenymi z obloukovych triangulaci s
kruhovymi, parabolickymi a kubickymi hranami. Pouzijeme vyhovujici



kvadratické racionalni, kvadratické polynomialni a kubické funkce konec-
nych prvku.

Vysledek je ukazan na obrazcich 3 — 6. Tabulka uvadi porovnani chyb
pro jednotlivé optimalizované triangulace i pro ptvodni pfimocarou trian-
gulaci. Poznamenejme, ze mnohem lepsi chyba pro kubické hrany vznika
také tim, Ze testovaci funkce jsou kubické oproti ostatnim kvadratickym.

Obrazek 3: Klasicka triangu-

Obrézek 4: Kruhové hrany
lace

Obrézek 5: Parabolické hrany Obrézek 6: Kubické hrany

| | rovné | paraboly | kruznice | kubiky |

nejmensi ahel 10,92 | 27,869 21,16 47,36

nejvétsi ahel 157,08 128 137,67 90,00

maximalni chyba | 0,22 0,1858 01433 | 0,0725

L2 chyba 0,18 0,00814 0,00709 0,000939
5 Zavér

V tomto ¢lanku jsme predstavili alternativni metodu pro isogeometrickou
analyzu. Vychazime z dané pfimocaré triangulace dané oblasti a tsecky
nahradime polynomalnimi k¥ivkami druhého nebo tietiho stupné. Pritom



optimalizujeme thly této kiivocaré triangulace. Vnitiky vznikych kiivoca-
rych trojuhelnikt pak prirozené parametrizujeme Bézierovymi platy a tuto
parametrizaci vyuzijeme k feseni PDE metodou isogeometrické analyzy.
Pocatecni numerické testy ukazuji, ze takto optimalizovand geometricka
parametrizace prinasi presnéjsi feSeni dané PDE. V budoucnu chceme stu-
dovat optimalizaci kubickych plata z hlediska absence skoro singularnich
bodua a dale metody pro zajisténi vyssi spojitosti spocitaného Feseni.
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