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Zadani:

Najdéte a popiste grupy symetrii,
1) rovnostranného trojihelniku

2) Ctverce

3) Ctyfsténu

Najdeéte tiidy konjugaci grupy symetrii
4) rovnostranného trojthelniku
5) ¢tverce
6) Ctyrsténu

7) Najdéte charakter reprezentace grupy symetrii rovnostranného trojihelniku na vek-

torovém prostoru vsech fezti vektorovych bandli malych vychyleni molekuly a charakter
této reprezentace napiste jako soucet charakteri ireducibilnich reprezentaci.



Vv

které splyva s ortocentrem nazyvejme stfedem S. Tvrdim, Ze grupou symetrii tohoto
trojuihelnika je grupa s operaci ,,0¢ skladani slozena z prvki

e i : identity (pfipadné libovolného otoceni kolem bodu S o tihel, ktery je celo¢iselnym
nasobkem 360)

e 0; : otoceni kolem bodu S o tthel +120° (pfipadné libovolného jiného otoceni kolem
bodu S, které je je tvaru 360k + 120 pro néjaké celé k)

e 0y : otoceni kolem bodu S o tthel —120° (ptipadné libovolného jiného otoceni kolem
bodu S, které je tvaru 360k — 120 pro néjaké celé k)

e 51 : osové symetrie podél vysky incidentni s vrcholem A
e 55 : osové symetrie podél vysky incidentni s vrcholem B
e 53 : osové symetrie podél vysky incidentni s vrcholem C

Grupa je maximalni moznd, protoze mame-li permutovat dané 3 vrcholy trojihelnika,
tak nemame vice nez 3 X 2 x 1 = 6 riznych moznosti, jak toho docilit.

Pokud vrcholy pojmenujeme v potfadi ,po sméru kladného tthlu“, pak mtzeme psat,
ze plati nasledujici:

X ’L(X) 01(X> OQ(X) Sl(X) SQ(X) Sg(X)
Al A B C A C B
B| B C A C B A
c| C A B B A C

Tabulka operace skladani:

o) ) 01 02 | S1 S9 | S3
7 ) 01| 02| 81| S2 | S3
01 | 01 | O2 ) S9 S3 | S1
09 | O2 1 01 S3 | S1 S9
S1 | S1 18382 2 |0g]| 0
So2 | S92 | S1 | S3 | 01 1 02
S3 | 83| S2 | S1 | 02 | 01 )

Vidime, Ze je grupa uzaviena, ze méa neutralni prvek, ze ke kazdému prvku existuje
prvek inverzni a z vlastnosti skladani funkci vime, Ze je operace ,0 asociativni.



priisecikem thlopticek, nazyvejme stfedem S. Tvrdim, ze grupou symetrii tohoto ¢tverce

je grupa s operaci ,,0“ skladani slozena z prvki

e i :identity (pfipadné libovolného otoceni kolem bodu S o tihel, ktery je celo¢iselnym
nasobkem 360)

e 0; : otoceni kolem bodu S o tthel +90° (pfipadné libovolného jiného otoceni kolem
bodu S, které je je tvaru 360k + 90 pro néjaké celé k)

e 0y : otoceni kolem bodu S o tthel +180° (pfipadné libovolného jiného otoceni kolem
bodu S, které je tvaru 360k + 180 pro néjaké celé k, nebo téz stfedové symetrie se
stfedem v .S)

e 03 : otocCeni kolem bodu S o tthel +270° (pfipadné libovolného jiného otoceni kolem
bodu S, které je tvaru 360k + 270 pro néjaké celé k)

e 51 : 0sové symetrie podél osy strany AB
® S, : osové symetrie podél osy strany BC
e s3: osové symetrie podél uhlopficky AC
e 54 : osové symetrie podél thlopricky BD

Grupa je maximalni mozné, protoze mame-li permutovat dané 4 vrcholy ¢tverce se
zachovanim jeho struktury (sousednosti vrcholil), tak nemame vice nez 4 x 2 x 1 x 1 =38
riznych moznosti, jak toho docilit.

Pokud vrcholy pojmenujeme v potfadi ,po sméru kladného tihlu“, pak mtzeme psat,
ze plati nasledujici:

X Z(X) Ol(X) OQ(X) Og(X) 81<X> SQ(X) 83<X> S4(X)
Al A B C D B D A C
B | B C D A A C D B
c| C D A B D B C A
D| D A B C C A B D

Tabulka operace skladani:

o) ) 01 | O2 | 03 | S1 S92 | S3 | S4

1 7 01 | O2 | O3 | S1 So | S3 | S4
01 01 | O2 | O3 ) S3 | S4 | S2 | S1
Oy | O2 | O3 1 O1 | S2 | S1 | S4 | S3
03 | 03] %2 | 01| 02| Sa|S3| ST | S
S1 | S1 | S4 | S2 | S3 ) 02 | 03 | 01
So | S9 | S3 | S1 Sq4 | O2 1 01 | O3
S3 | S3 | S1 S4 | S2 | 01 03 ) 09
Sa | Sa | So|S3| 581 |03|01|09] 2

Vidime, zZe je grupa uzaviend, ze ma neutralni prvek, ze ke kazdému prvku existuje
prvek inverzni a z vlastnosti skladani funkci vime, Ze je operace ,,0* asociativni.



3) Popis grupy symetrii ¢tyfsténu bude znaéné komplikovanéjsi. Pojmenujme si body
jako na obrazku nize a hledejme prvky grupy s operaci ,0o¢ skladani. Tézisté tohoto
¢tyfsténu pojmenujme S. Uvedme, Ze plati, ze piimka XS pro libovolné X € {A, B,C, D}
tvori vysku ctyfsténu incidentni s vrcholem X. A definujme si, ze Sxy oznacuje stied
usecky XY. Kdyz mluvime o orientovaném thlu vici vysce incidentni s bodem X, tak
jeho orientaci uré¢ime pravidlem pravé ruky z orientované usecky SX.

Snizime miru podrobnosti a ur¢ime zastupitele operaci, které zvolime jako prvky grupy:
e ¢ : identita

® 0,4 : otoceni kolem vysky incidentni s bodem A o thel +120°
® 04 : otoceni kolem vysky incidentni s bodem A o thel —120°
e 0p; : otoCeni kolem vysky incidentni s bodem B o thel +120°
® 0ps : otoceni kolem vysky incidentni s bodem B o tthel —120°
® 0¢1 : otoceni kolem vysky incidentni s bodem C' o tthel +120°
® 0c9 : otocCeni kolem vysky incidentni s bodem C' o tthel —120°
e op; : otoceni kolem vysky incidentni s bodem D o tihel +120°
® 0po : otoceni kolem vysky incidentni s bodem D o thel —120°
® 0g,,5., : otoceni kolem piimky S4pScp o thel 4+180°

® 05,.55, : otoCeni kolem piimky SscSpp o thel +180°

® 0g,,Ssc - otoceni kolem piimky S4pSpc o thel 4+180°

® 5,p : plosna symetrie vici plose urcéené body ABS

e s,c : plosna symetrie vici plose urcené body AC'S

e s,p : plosna symetrie vici ploSe urcéené body ADS

e spc : plosna symetrie vici plose urcené body BC'S

e spp : plosna symetrie vici plose urcené body BDS

® scp : plosna symetrie vici plose ur¢ené body C' DS

Maximalni velikost grupy symetrii mtizeme urcit vypoctem 4 x 3 x 2 x 1 = 24. My
jsme nalezli 18 symetrii, proto je mozné, ze na dalsi narazime béhem sestrojovani tabulky
operace ,,0%.



Miuizeme definovat jiz nalezené symetrie vypisem funkénich hodnot:

X Z(X) OAl(X) 0A2(X> OBl<X) OBQ(X) OCl(X) OCQ(X) ODl(X) 0D2<X)
Al A A A C D D B B C
B| B D C B B A D C A
c| C B D D A C C A B
D| D C B A C B A D D
X 0SaBScp (X) 0S4cSBD (X) 0SapSpc (X)
A B C D
B A D C
C D A B
D C B A
X SAB(X) SAc(X) SAD(X) SBC(X) SBD(X) SCD(X)
A A A A D C B
B B D C B B A
C D C B C A C
D C B D A D D

V tuto chvili mi dosly iluze, ze celou tabulky sepisi ru¢né a tak jsem si vytvoril pro-
gram, ktery ji spoc¢itd za mé. Pro pfipadny zajem kdéd v souboru typu ,,.py“ a vstupni
textové dokumenty zasilam spolu s timto dokumentem. Soucasné jsem si timto softwarem
zkontroloval jiz uskute¢néné vypocty.

Sestrojime tabulku operace ,0“ z jiz definovanych operaci (viz pfedposledni stranka
dokumentu).

Miij software pfi jejim sestrojovani nalezl nové prvky a pojmenoval je abecedné, zde
je tabulka jejich definice:

X | a(X) | (X) | e(X) | d(X) | e(X) | f(X)
Al'D | ¢ | B | D | C | B
Bl A | D | D | C | A|C
c| B | B | A| A | D|D
p|l ¢c | A c| B | B | A

Tyto prvky nedokazi pojmenovat z geometrického pohledu, ale vznikly slozenim jiz
definovanych. Ovéime ted, zda je jiz grupa uzaviena.

Sestrojime novou tabulku se zahrnutymi nové nalezenymi prvky (viz posledni stranka
dokumentu nize).

Jelikoz software pfi jejim sestrojovani jiz dalsi prvky nenasel a tabulka je zcela vy-
plnéna, tak je grupa uzaviena. Citd 24 prvki, coz je rovno hornimu odhadu a je tedy
kompletni. Grupa ma neutralni prvek (identitu) a diky tomu, Ze se pravé identita nachézi
v kazdém tadku i sloupci, tak ke kazdému prvku existuje prvek inverzni, déle z vlastnosti
skladani funkci vime, Ze je operace ,,0¢ asociativni.




4) Se sestrojenymi tabulkami operace ,,0¢ by uz nemélo byt tak tézké odhadnout tfidy
konjugaci. P¥ijdeme na né pomoci skute¢nosti, 7e G da~be G Ip € G :a = pbp !,
kde G je nase zkoumana grupa.

Vp e G:pilp)~t =p(p)~t =i=[i] = {i}
$201(82) ™" = 5182 = 02 = [01] = [02)]
8231(82)_1 = 0152 = S3 = [s1] = [s3]
S382(s3) 7" = 0153 = 51 = [s9] = [s1]

Tvrdim, zZe 01 » sq:

e i:i01(i)" =0y

® 01 :0101(01)7! = 0300 = 04
® 0y:0901(02)7 ' =i0) = 0y
o 51 :5101(51) 7 = 8380 =0y
® Sy 8901(82) 7t = 8150 = 0y
® 53:5301(83) 1 = 8983 = 09

Z toho uz vidime, Ze [i] = {i}, [01] = {01, 02} a [s1] = {51, $2, 53}



5) Budeme postupovat obdobné jako v pfedchozi tloze. Ozna¢me zkoumanou grupu
jako H.

Vp € H:pi(p)~' =p(p) =i =[] = {i}

3101(51)_1 = 5481 = 03 = [01] = [03]
5351(33)’1 = 0153 = 55 = [51] = [s9]
s153(51) " = 0351 = 54 = [s3] = [s4]

Tvrdim, Ze [05] = {02}:

o i:i09(i)7! = 0y

® 01 :0105(01)7t = 0303 = 0y

® 0y :0309(02)7 1 =10y = 0y

® 03:0302(03)"' =010, = 0y

o 51 :5109(81) 7 = 538, = 0y

® Sy :5209(82) 7 = 5189 = 0y

® 53 8309(83) 7t = 8483 = 0y

® 54 8409(84) "t = 8354 = 09

Tvrdim, Ze [01] = {01, 03}

o i:i01(i) =0

® 01 :0101(01)7F = 0203 = 0

® 0y:0901(02)7 1 = 0300 = 0

® 03:0301(03)"' =040, = 0

o 51 :5101(51) 7 = 5481 = 03

® S5 :5201(82) 7! = 5380 = 03

® 53:5301(83) "t = 5153 = 03

® 54 :5401(84) 1 = 8984 = 03

Tvrdim, Ze [s1] = {s1, $2}

o i:is(i) =5

® 01 :0151(01)7 = 8303 = 5y

® 0y:0951(02)7 1 = 8900 = 59

® 03:0351(03)7 = 5401 = 89

o s1:5181(s1) L =is; =8

® S5 :551(82) = 0380 = 5y

® 53:5351(83) 1 = 0153 = 9

o 54 :5451(84) 7 = 0384 = 89

Ze ziskaného jiz plyne, ze [i] = {i}, [o1] = {o1,03}, [02] = {02}, [s1] = {s1,52} a

[83] = {83, 84}.



6) Tuto lohu budu opét fesit pomoci algoritmu a zase si zpétné zkontroluji vysledky.
Budu importovat tabulku operace ,,0“ a vyhodnocovat primo tridy konjugaci.

Omlouvam se, ze takhle sprosté vyplivnu vysledek bez postupu, mohl bych donutit
algoritmus alespon néjaké mezivypocty vypsat, ale myslim, ze by jich bylo tolik, Ze by to
stejné nikdo nemél zajem Ccist.



Vv

7) PoloZme si trojihelnik do prostoru R?, poloZzme poc¢atek tohoto prostoru do t&ziste
trojuhelnika a necht osa x je rovnobézna se stranou a trojihelnika ABC, kde jsou vr-
choly pojmenovany v poradi ,,po sméru kladného thlu“, oznac¢me ptislusné fibry k témto
vrcholim po fadé E1, B, F3, pak plati B} ~ Ey ~ E3 = R? a M(E) = RS,

Uz vime, Ze grupa symetrii rovnostranného trojihelniku je G = {i,01, 09, 81, S2, 83},
pricemz jsme jiz naéli i tiidy konjugaci [i] = {i}, [01] = {01, 02} [ ] = {51, S9,83}. Diky
konjugace rovny a staci nam si vzdy zvolit jednoho zastupce trldy, zvolim prvky, kterymi
jsem t¥idy pojmenoval.

) . T 1 0 T
i1 (D)e (00 (2)

x 0s(120°) —sin(120°)\ (z\ (-3 —%g x
ov iy = B, (y)'_)(sm( 120°) cos(120°) ) \y) ~ (£ —1 ] \y
x cos(120°) —sin(120°)\ (z\ [ —3 —‘/75 x
Ez = Ea, (y) ~ (sm( 120°)  cos(120°) ) \y) “ (£ —1 ] \y
x cos(120°) —sin(120°)\ (z\ [ —3 —‘/75 x
E3HE1’(y) ~ (sm( 120°) cos(120°) ) \y) ~ (£ —1 ] \y
10
weme ()= (63 ()
x 1 0\ (=
mo s (0) = (03 6)
x 1 0\ (=
mom(0) = (01 6)
Spocteme charaktery
XME (i) = Z i)=Y (1+1)=6
i(j)=) j=12,3
j= 123
XM(E)(Ol)I Z ZX = XM(E)(Oz)
01(j)=J
_7 1,2,3
YMP)(5)) = Z YFi(sy) = Z(_l +1) =0 = yMB(sy) = yMB)(s5)
51(j)= i=1
7=1,2,3

Tim jsme jiz urcili charakter reprezentace nasi grupy.
Jelikoz ma grupa G pravé 3 tiidy konjugaci, tak ma 3 neekvivalentni reprezentace.
Pomoci skalarnich soucinti nalezneme vyjadreni vii¢i témto 3, nutné ireducibilnich repre-



zentacim. Necht rM®E) = qr; + bry + crs.

a= (M x) = é (Z XM (g)x" (9))

geG
OMB @) (8) + 2 XM F (01)x™ (01) + 3 - XM P (s1)x" (1))
(6x™ (1) +2-0-x"(01) +3-0-x"(s1)) = X" (4)

B % (6x™2(1) +2-0-x"(01) +3-0-x"(s1)) = X"*(4)

1 , ; . v
Px®) = G (6x(0) +2:0- X (01) +3-0- X" (1)) = X" (i)
= M = XX+ X)X X ()X
Z tabulky charakteri grupy Ss (jde o stejnou grupu jako nase G) jiz vycteme, Ze
X" (i) =1, x™(i) =2 a x"3(i) = 1. Rovnost tedy bude vypadat takto:

M(E)

XU =X A2 A X

Kde rq, 75 a r3 jsou akce neekvivalentnich reprezentaci grupy G.
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SAB SAD b SAD 0SapSsc 0SacSep 1 0B2
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b d . SAC SaC d €
cC A
c SBD d SAD
J d a c ScpD
e SC’D b
e f SBC




