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SADA PRIKLADU 1

Reseni vybranych p¥ikladu

Nejprve si fekneme, jak najit vSechny n-té odmocniny z 1, kde n € N, neboli vSechny kofeny polynomu 2" — 1.
Jedna se o polynom n-tého stupné, ma tedy maximéalné n kofenii. Oznacme jako ¢ argument arg w komplexniho
Cisla w. (Z definice arg w je velikost thlu, ktery svird vektor w s kladnou poloosou x. Zde pfirozené ztotoziujeme
C s R? a ¢ budeme pro pohodli uvazovat z intervalu [0, 27)). Z Moivreovy véty plyne

w" = (Jw| exp(i))” = (Jw|(cos ¢ + isin go))n
= |w|"™( cos(ny) + isin(nyp))
= |w|" exp(nip), n € N.
Jestlize m4 platit w™ = 1 = €%, pak nutné |w| = 1 a ny = 0 mod 2. Zde zépis a = b mod 27 znadi, 7e existuje

k € 7Z tak, ze a — b = 2km. Tudlz o =2k | =0,1,2,--- ,n — 1. Nagli jsme tedy celkem n riznych n-tych

n )
odmocniny z 1, a to

0 0 0
exp(ETri) = cos(—m) +isin(—m7) = 1,

2 2
exp(ETri) = cos(ﬁw) + iSiD(Eﬂ'),

S
ro 3

2(n—1) 2(n—1) .. 2(n—1)

exp( 7i) = cos( ) + isin( ).

Jelikoz vic n-tych odmocnin z jedné byt nemuze tak jsme nasli vSechny.
Oznacme q := exp(:7 271). Vimnéte si, ze ¢F = exp( kri) a viechny n-té odmocniny z 1 jsou tvaru

Cva"’aq 7q =1L
Specialné n-té odmocniny z 1 tvori cyklickou grupu fadu n a q je generator této grupy. Déle ¢, - - - , ¢" tvofi vrcholy
pravidelného n-tthelnika.

(3.b) Najdéte vechny hodnoty komplexnich odmocnin +/1 + i.

Reseni: Mame najit viechna feseni rovnice 22 = 1 + i neboli mame najit vSechny kofeny polynomu 2% — (1 +1).
Jedné se o polynom tretiho stupné, ma tedy maximalné t¥i kofeny. Jsou-li z1, zo dva ruzné koreny, pak ziejmé
21 #0azm#0a(2/2) =233 = (1 +1)/(14+1) =1, tj. z21/22 je tfeti odmocnina z 1. Naopak jestlize o € C
spliiuje o = 1, pak (za)3 = 2303 = 23. Vidime tedy, ze nam staci najit viechny tieti odmocniny z 1 a pak né&jakou
odmocninu z 1 + i.

Podle postupu uvedéno nahoie najdememe vSechny tfeti odmocniny z 1, jsou to

ap = exp(0mi) = cos(07) + isin(07) = 1,

2 1 3

a) = exp(gwi) = cos(gw) + isin(gw) =3 + i\g,
4 4 4 1 3

ay = exp(gwi) = COS(gTI’) + isin(gw) =-z- i\g.

Nyni najdeme goniometricky tvar ¢isla zg = 1 +1i. Plati |2o| = v/12 + 12 = v/2. Déle 2 lezi v prvnim kvadrantu
a tedy argument z; je roven arg zy = arctan %ﬁg = arctan 1 = 7. Tedy

1 1
20 = |2z0] exp(iarg zo) = \/5((:05(177) + isin(zﬂ)).
Tudiz napt. g = f/iexp(%wi) je tfeti odmocnina ze zg. VSechny tfeti odmocniny ze zg jsou tvaru

Bag = B, Bag = \[exp(—m) Bag = \/iexp(i—;wi).



(4. b) Najdéte (v C) vSechny kofeny rovnice 2" =z, n € N.

Reseni: Rovnici piendsobime z dostaneme 2"! = 2z = |z|. Pak |z| = |2"!| = |z|"*!. Tedy nutné |z| = 0 nebo
|z| = 1. V prvnim pfipadé dostavame jen nulové feseni. V druhém piipadé mame najit vSechna feSeni rovnice
2"t = 1. Dle postupu uvedeného nahote je z"T! =1 < 2 = exp(n%'flwi), k =0,---,n. VSechna Teseni ptvodni
rovnice jsou 0 a exp(n%]flwi), kde k =0,1,--- ,n.

(5.a) Rozlozte polynom z* + 1 jako soucin nejvyse kvadratickych polynomti s realnymi koeficienty.

Reseni: Necht g, -+ ,a3 € C znaéi (ne nutné rtzné) kofeny polynomu z* + 1, tj, af = —1 = exp(ri). Pak oy,
nutné lezi na jednotkové komplexni kruznici a tedy ax = exp(ipx) pro ¢ € [0,27), k = 0,1,2,3. Z Moivreovy
véty vime, ze musi platit 4, = m mod 2x. To vede na @) = %m, k=0,1,2,3. Tedy

T . 1 i 3 . 1 i
G = eXP(Zm) = ﬁ + \ﬁ, o = eXp(Zm) = _ﬁ + ﬁ’
5m . 1 i T, 1 i
Q2 = eXP(Zm) = 2B Qg = eXp(ZWI) = NoRRYGA
Dale ag = a3 a a; = ay. Konecéné dostaneme
3
1= — ) = (& — ao)(x — an)(z — ar)(x — @)
k=0

= (2% — (g + ag)z + 1)(z% — (a1 + 1)z + 1)

:(x2—2\2$+1)(1‘2+2\}§$+1)

= (22 —V2z + 1)(@® +2vV2zx +1).



(9) Spoctéte

/ dx
R1+ZC4'

2 .
%/ﬂ“dx
RT +1

(Navod: Integral pocitejte jako

a vyuZijte vzorec

d _
/:L'—(ax—l—bi):m (:z—a)2+b2+iarctanx 2 a+C,
kde a,b,C € Rab+#0.)
Reseni: Nejprve spoc¢teme primitivni funkei k m, b # 0. Mame
1 B 1 r—a+ bi
r—(a+bi) x—(a+bi)r—a+bi
T —a-+bi Tr—a b

C(z—a)2 4+ (z-a)? +b2 (x—a)Q—l—bQ'

Tudiz
/ / T —a d +,/ b dx
X+i| —————
x—( a+b1 )2+ b2 (x + a)? + b2
1 i dx
=—In((z— b?) + _——
2 ((x a) + ) b/(zba)Q-l-l
. xr—a
=In+/(z —a)? 4+ b? + iarctan +C, CeR.
Necht
1 4 i 1 . i 1 i 1 i
G=—4+—4, 01 =——=+—, @ =—"F72——, A3 = ——= — —(
vV v vt Ve Ve Ve Ve
jsou jako v FeSeni (5.a), takze x4+1:H2:0(az—ak) (22 +1)(2% — i). VSimneme si, Ze ag = —ag, a1 = —az a
a%:a%—l, a% agz—i. Tudiz

2 —i=2"—0d=(z—a)(z+ay) = (z — )z — az),

Pri=2’—dd =@ -w)(r+a)=(z—o)(z—ay),
?+i 1 1

ri+1 22-i (v—ao)(z—a3)

Dale potfebujeme spocist rozklad na parcialni zlomky

1 A B
= + , A, B eC.
(z—ao)(zr—a3z) z-—ay z—a3

Méme 1 = A(z — a3) + B(x — ap). Dosadime za x postupné ag a ag a dostaneme




Tudiz

:;[ln\/(:v 7) +(7) +iarctan 7

1 ) x+\f
—In \/($+\f) (\[) —iarctan —7

1
2_./9 1 xr — T+ —=7t®
[ln\/quiarctan +1arctan ﬂ]
22 +2x+1 V2 2 o
1 .

\[
(ln\f+21——(ln\f—21—)):widozwi(\ﬁ—%).

dx 22 +1i T
720 7d = —.
/Rl—i—a?4 \f/Rx‘l—i—l x V2

/x2+idx_ao(/ dx _/ dx )
1

S

Il
SERSE

Tedy



Priklady pro koumaky
(9) Spoctéte integral
/ﬂln(l —2acosz+a?)dx, a€R, |a #1.
(Navod: Uvazujte limitu HEIEOO 1 OZ?ZO In(1 - 2acos(L) + a?)).

Reseni: Nejprve provedeme rozklad polynomu o?” — 1 na kofenové ¢initele. Zde chdpeme o jako neznamou v
polynomu stupné 2n. Pro jednoduchost ozna¢me primitivni 2n-tou odmocninu z 1 jako

o .
= exp (2lnl) = exp (%1) = COS(%) + isin(%).
Potom mnozina {q,¢°,--- ,¢*"} jsou vsechny 2n-té odmocniny z 1. Piitom plati ¢*® = 1, ¢" = —1 a kone¢né
"I =@, j=1,---,n—1. Dale
2n n—1 2n—1
o —1=[(a~¢) = (@~ (D)@~ Jta—a) ] (0~
j=1 j=1 j=n+1
n—1 ) - n—1 ) A
@ -] ((@=@a-)) =@ - D] (@ e)a-)
- iy

3 <
—_ =

_ (a2 —1) '_ <a _ (Cos(j:) + isin(j;;)>> (a _ <Cos(‘7:) _ ism(j;)»

_

=@ -] <a2—2acos(j:)+1).

j=1

I <

Dale pouzijeme definici Riemannova integralu a mizeme pocitat

/ In(1+4 o — 2acosx)dr = lim Zln(l +a? -2 cos(ﬂ))
0 n
7=1

n—-+oo N 4

™

n

= lim “ln (1+a*—-2a cos(ﬂ))
n

n—1 .
= lim “ln < (1+a? —2Ozcos(m))(1+a2+2a)>
n

—

I
=
=)
13
j—
=
VRS
—~

o —1)(a +1)?
a?—1 >

- wm <(a2" —1)(a+ 1))

a—1

=7 lim In ,i/(oﬂ"—l)(a—i—l)

n—+o00 a—1

B {ﬂlﬂ(OzQ), laf > 1,

0, la| < 1.




(10) Ukazte, Ze kruhové inverze zobrazuji kruznice a pifmky v roviné R? na kruznice a piimky v roviné.

(Navod: Necht k(s,r) znaéi kruznici se stfedem s a polomérem r > 0. Vzdalenost bodt x,y € R? znacime
|zy|. Kruhové inverze uréend kruznici k(s,r) je zobrazeni I, : R?\ {s} — R?\ {s}, I;.(x) = 2/, kde bod 2’ je
jednoznaéné uréen tim, ze z’ lezi na polopiimce vychéazejici ze s a prochazejici = a |sz||sz’| = r2.

Ukazte, ze kruhovéa inverze urcena jednotkovou kruznici se stfedem v poc¢atku odpovida zobrazeni C* — C*, z —
1 v 0 N , J) .z 7 N7 * .
< a pievedte piipad obecné kruhové inverze na tento specidlni piipad. Zde C* := C\ {0}.)

Reseni. R? budeme chapat jako C skrze zobrazeni R? — C, (z,y) — x + iy. Pak je jednoduché ovéfit, Ze
skuteénd I : C* — C*, Ip1(2) = 1, kde C* = C\ {0}. Kruznice k(s, ) m4 rovnici

(1) r? =z —s]* = (2 = 5)(z —5) = 2> = 2R(zs) + |s]%,
tj. k(s,r) je mnozina vSech z € C, které vyhovuji (1). Obecna rovnice pfimky v C je pak tvaru
(2) 2R(zA) = a,

kde A € C a a € R jsou libovolné.

Necht P, zna¢i posunuti o vektor x € C, tj. P, : C — C, P,(v) = v+ z, a D) znadi dilataci s faktorem A > 0,
tj. Dy : C — C, Dy(x) = \z. Tato dvé zobrazeni zfejmé zobrazuji kruznice a piimky na kruZnice a pfimky. Déle
je jednoduché ukazat, ze Pso Iy, o Py = I, a D,olpi0D,.-1 = Iy,. Tudiz I, = PsoD,olyj0D,-10P_.

Zbyva tedy ukézat, ze Iy zobrazuje kruznice a pfimky na kruznice a piimky. Nejprve uvazujme obraz k(s,r).
Jestlize rovnici (1) podélime |z|? # 0, dostaneme

1 S 1
— 4+ 2R =
P ) = e
1 S 2 1 s|? r2
>t 2] T2 5+ 2H N2 (.2 2\2°
z o r?—|s r2—ls2 0 (r2—|s[?)?  (r?—|s[?)

Vidime, Ze Io1(z) = 1 lezi na k(lsp%rz, W) Takze Iy, zobrazi kazdou kruznici na kruznici nebo na pfimku.

Méme-li piimku s rovnici (2) a podélime opét |z|? # 0, pak dostaneme rovnici
A

z

a
EE

Je-li a = 0, pak opét dostaneme rovnici pfimky %(%) = 0. Je-li a # 0, pak délime a a dostaneme

) =0.

1 A
L on(A) =
2|2 §R(az) 0
LA _ AP
z al  a®’

1 1ey4 A A
Tedy £ lezi na k(<, al ).
Overili jsme, ze kruhova inverze Iy zobrazuje kruznice a pfimky na kruznice a pfimky. Na piimky se pritom

zobrazi pravé ty kruznice a primky, které prochazeji pocatkem, tj. stfedem kruhové inverze.



